(leggermente modificato rispetto al testo)

4.102 Esgrcizio. Dalle proprieta della norma, ogni insieme {z : ||z|| < a} & un corpo con-
vesso contenente l'origine nel proprio interno. Tuttavia & interessante vedere che a sua volta
ogni corpo convesso contenente ’origine nel proprio interno puo definire una norma. Sia
dunque K un corpo convesso limitato contenente ’origine nel proprio interno e si definisca
la seguente funzione (detta funzionale di Minkowski)

K(z)=inf{a>0:2€aK}

Dimostrare che K (x) & convessa e soddisfa le proprieta della norma se inoltre K ¢ simmetrico,
ovveror € K <— —zr € K.

SOLUZIONE. Dimostriamo prima le tre proprieta della norma, cioe
[zl =0=2z=0; ozl =laf [lzl; [z+yll <z + Iyl

Da 0 € K segue 0 € o K per ogni a > 0. Quindi K(0) = 0. Se = # 0 si consideri il raggio
az. Essendo K limitato esiste & tale che ax ¢ K, per ogni o > @, cioe = ¢ (1/a) K per
ogni a > @, da cui K(z) > (1/a) > 0.

Inoltre, sia a > 0,

Klaz)=imf{>0:azeK}=inf{3>0:z€ (B/a)K} =

inf{ya>0:z2eyK}=ainf{y>0:2€vK} =aK(z)

Sia a < 0,
K(az)=K((—a)(—z)) = —aK(—z) = —a K(z)

dove l'ultima uguaglianza & valida per 'ipotesi di simmetria.

Siano @« > 0e 8 >0 taliche x € a K ey € K. Dal Teorema 4.31, a K + S K =
(e + B) K. Quindi per definizione = + y € (o + 8) K. Allora, per ogni « > 0 e 8 > 0 tali
chex eaKeye K siha K(z+y) < a+ (. Essendo vera la relazione per ogni a e 3 &
vera anche peri rispettivi inf da cui K(z +y) < K(x) + K(y).

Per la convessita si ha

K(az+pBy) < K(az)+ K(By) = aK(z) + BK(y)

per ogni a > 0 e B > 0, in base ai precedenti risultati e in particolare per § = (1 — «). ]



