4.93 Esercizio. E convessa la seguente funzione f : R? — R?:
400 sex? +y%>1

flz,y) = —o0 sex?+y? <1
valori arbitrari se 22 +y? =1

SOLUZIONE. L’epigrafo di f e dato da
{(x,y,z) @<Vt =1A2> f(x,y))}

si considerino due punti arbitrari dell’epigrafo, siano (z1,y1,21) e (z2,y2,22) e una loro
combinazione convessa

(ax1+ (1 —a)ze,ayr + (1 —a)y2, 21 + (1 — ) 22)
Preliminarmente dimostriamo che per ogni a e b reale e 0 < a < 1 vale
(va+(1—a)b)? <aad®+ (1 - a)b?
echesea#bel<a<l
(ca+(1—a)b)? <ad®+ (1 —a)b?

Infatti
(a+(1—-a)b)?=a?a*+ (1 -a)?b* +2a(l—a)ab=
?a’+(1-a)P+2a(l-a)ab—aad®>—(1-a)b* +aad®>+(1—-a)b* =
ala—1)a*+(1-a)(—a)b* +2a(l—a)ab+ad® + (1 —a)b* =
—a(l-a)(@+bt*-2ab)=-a(l—a)(a—b)*+ad®+(1-a)?* <aa®>+(1—-a)b?
Consideriamo adesso separatamente i tre casi (due sono simmetrici):
(@191, 21) s 2t +yi <1, (22, Y2, 22) s a3 +y5 < 1, =
(azi+(1—a)ze)? +(ay+(1—a)y2)? < azi+(1-a)zi+ayi+(l-a)ys < a+(l—-a) =1
(z1,91,21) s a2t +yf <1, (22,42, 22) s @3 +y5 = LA 20 > f(w2,90), =
(axi+(1—a)z2)? +(ayi+(1—a)y2)? < azi+(1—a)rs+ayi+(1—a)ys < at+(l—a) =1
Essendo (x4 (1—a) x2)?+ (ay; +(1—a) y2)? < 1il valore di a 21 + (1 —a) 25 & irrilevante.
(w11, 20) raf +yf = 1A 20 2 flan,y), (22,92.22) 103 + 95 = 1A 22 > f(a2,90), =
Anche in questo caso, per 0 < a < 1 si ha
(a2 +(1=a)z)*+(ay+(1-a)p2)* <aai+(l-a)zi+ayi+(1-a)ys; = a+(l1-a) =1

e quindi il valore di az1 + (1 — ) 25 ¢ irrilevante.
La funzione & pertanto convessa. 1



