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1 Convergenza uniforme

Data una funzione f : R — R, periodica di periodo T" > 0, supponiamo di poter definire i
coefficienti (reali) di Fourier:

T T
ap = %/0 f(t) cos (2;kt) dt, bp= %/o f(t)sin <2;kt) dt

(cio sara possibile, ad esempio, se la funzione f & continua). Consideriamo allora le funzioni
n
2k 2mk
fa(t) = % + ; (ak cos (;:t) + by, sin (;t)) ,
e le loro “medie” 1
n(t) = —— t t n(t)| -
on(t) = 7 o) + i) + .. + fu(2)]

Teorema 1.1 (Fejer). Se f: R — R ¢ periodica di periodo T > 0 e continua, allora

lim o, (t) = f(1),

n—o0
uniformemente in t € R.

Prima di iniziare la dimostrazione, per semplificare le notazioni, introduciamo i seguenti
coefficienti (complessi) di Fourier:

17 2k
ck = ?/0 f(t)e T tdt .

Si vede allora che
la—p +ib_y) sek <O,

= %ao se k=0,
%(ak - ibk) se k>0,
er cui
per cui .
2rk
fa(t) = Z cpe Tt
k=—n



1 - Cop
on(t) = 1 {coeo F (core T 4 cge + e T 4+ 4

_j2mn _j2m ;2 S2mn
e ne T 4 e e T f e F e T L et T t)}

]. ; 2T0 s ;2T ;2T
= {(n + 1)coe® + n(c,leﬂ%’e + clel%t) +..+ 1(c,ne_Z2T75 + cnel T t)]

n+1
]. n s 27k
= 3 (01— [k])erelFE
n—+1 P

Dimostrazione. Per semplicita, considereremo il caso T' = 27. Questa ipotesi non sara comunque
restrittiva, potendocisi sempre ricondurre con un cambiamento di variabile. Abbiamo quindi

1 27 . n .
=gy f, TOCHAL 10 = 3 et
€
on(t) = 1 z”: (n+1— |k|)cpet™
" n+1 =
_ 1 . 1 k 1 2 7iksd 1kt
=T X 1l (g [ s s e
1 27

=5 ; f(8)Kn(t —s)ds,

avendo posto

Kn(x)zzni_’_lek .

k=—n

Notiamo che, se x = 0 (o un multiplo intero di 27),

1+2+... 1 241 1 1
K, (0) = t2+. 4ntm+D+nt..+2+41 nn+1D+(n+ ):n+1’
n+1 n+1
mentre, se x non € un multiplo intero di 27,

1

K,(z) = e [efmx +2e7 DT L 4 neT® 4 (n+ 1)+

_|_neim + .. +2€i(n—1)m +e’L’rL’I':|

1

=i [e*im(l +2¢ 4 .. 4 'Y 4 (n 4+ 1)+

4T (14277 4. + neii("fl)x)} .

Essendo, per a # 1,

Z N 1—(n+1)a"™ +na™tt
- (1—a)?



—ix

(lo si pud dimostrare per induzione), ponendo alternativamente o = e’ oppure a = e
otteniamo:

Kn(z) = + (n+ 1)+

1 (e””” 1 — (n+1)e® 4 nellnthe
n+1 (1 —ei®)2
1—(n+1)e ™ + ne“"“”)
(1—e )2
1 e—inw _9piw 4 cilnt2)z  —ina (1 _ pilnt+1)z > 2

:nJrl (1 —ei@)2 :n+1 1 —ei=

i(nt)z i(ntx \ 2 . (n+1)x
1 (ez —e T ) 1 8111(72

n+1 e S+l | sin(%)

+6inz

_ix iz
2 —e2

Osserviamo che K, (z) > 0 per ogni z. Inoltre, fissato un § €]0,2x[, abbiamo che, se z €

](5,271'_5[) 2 ?
1 1 1 L

per cui K, (z) tende a 0 uniformemente in ]9, 2m — 0[. Osserviamo inoltre che

2 n 2w
n+1— [kl ik
K dr = _ P dr =2
oyde = 3 S | etdr=an,
indipendentemente da n. Ritornando a o, (t), si ha:
1 27
on(t) = o /., F(8)K,(t —s)ds
1t
= — t—x)K,(z)d
o [ =DK@
1 2
=5 ; ft —x)K,(z)dz .

Dimostriamo che o, (t) converge a f(t) uniformemente. Fissiamo & > 0. Essendo f continua,
esiste un M > 0 tale che
tel0,2r] = [fO) <M,

e f & uniformemente continua su [0, 27, per cui esiste un § > 0 tale che
€
=t <o = [f) - f) <7
Inoltre, esiste un n tale che

n>n = Vrxel§2r—14], |Kp2)]<-—



e quindi:

)= 101 =55 [ st o= L [ om0 o
5| G0 - 1K@ da

1
21

1 2m—4 27
/ ...dx—i—/ ...dm—i—/ ...dx
0 5 2w —§

c [9 c 27 —§ . o
217r<4/ a@)de+ oo | (f(t—x)+|f(t))d$+4/zw_6Kn(x)dx>

<Siham-S 1S

IN

! 4M 4
Per stimare il terzo termine si & utilizzato che |f(t —x) — f(t)| = |f(t — x 4+ 27) — f(t)| e che
|(t —x+27m) —t| = |2 — x| < J. La dimostrazione & cosi completa. O

Ne segue immediatamente il seguente importante

Corollario 1.2. Siano f,f : R = R due funzioni continue e T—periodiche. Se per i rispettivi
coefficienti di Fourier c, e ¢ st ha che ¢y, = ¢ per ogni k, allora f e f coincidono.

Dimostrazione. Con le ovvie notazioni, avremo che o,,(t) = &,(t), per ogni n, per cui
F(#) = f(t) = lim (0,(t) = G (t)) =
n—o0

per ogni t € R. O
Ci interessiamo ora alla convergenza delle funzioni f,. Useremo la notazione

—+oo n
E ap = lim E ag | -
n— 00
k=—o0 k=—n

Teorema 1.3. Sia f : R — R una funzione continua e periodica di periodo T > 0. Se la serie
o |ex| converge, allora

k=—o0

lim fo(t) = f(t) ,

n—oo

uniformemente in t € R. Scriveremo quindi:

f(t) = Z cpet T
k=—o00
Dimostrazione. Essendo
cpel | < |ck]
k k| »

siccome la serie Z;:oc_oo |ek| converge, per il criterio di Weierstrass si ha che le f,, convergono
uniformemente ad una certa funzione continua f. D’altra parte, per tale funzione si ha:

ck——/ Ft)e Pt dt = —/ T fut )—z#tdt

1 2wkt 1 PELI _Zkat
nh—>H;oT/ fn(t) dt_nh—{I;OT/ Z cje’ T le dt

j=—-n

27—k 1 /7
= 1i t li — =
nlm g / cje dt = nlm /0 cpdt = ¢y,

j=—n



per ogni k. Per il corollario al teorema di Fejer, f e f coincidono, per cui la dimostrazione &
completa. ]

Corollario 1.4. Sia f : R = R una funzione periodica di periodo T > 0. Se f ¢ di classe C?,
allora

+oo
;2mk
ft) = Z cpe’ Tt

k=—o0

uniformemente in t € R.

Dimostrazione. Integrando per parti due volte,

]. T ;27k
cr = ?/0 f(te T tdt
1

T _j2rky T T T ’ _j2rky
= 5T t YTt dt
T ({f(t)—i%rk:e L * i27rk:/0 F(te

1 /T f/(t) —i#t dt
Z27Tk 0 €

1 / T —i2rk ¢ g T T 7 _j2mky
! t)e " dt
27k <{f (t) —i27rke ' } * 27k Jo frt)er

Essendo f” continua su [0, 7], esiste un M > 0 per cui

telo, 7] = |f"(t) <M.

Quindi,
T T 2k, T T 2k M
= e T At < —— "(t)e” T dt < :
ol = gz | [ 10 < o [, PO e <
per cui la serie Z;::O'ioo |ek| converge, e il risultato segue dal teorema precedente. O

Nota. I risultati sopra dimostrati si estendono senza difficolta alle funzioni a valori complessi
anziché reali.



Esercizi e osservazioni

1. Calcolare i coefficienti di Fourier associati alla funzione f : R — R periodica di periodo T' =1

definita da f(t) =t per 0 <t < 1.
Soluzione. Si ha
1
apg = 2/ tdt = 1,
0

e per ogni k£ > 1 numero naturale,

1 1
2 , 1 2 .
ay = 2/0 tcos(2mkt) dt = ﬂ[tsm(%rkt)]o = ok s sin(2wkt) dt =0
b =2 1 2rkt) d 2 2k ' 2 [ 2rkt) d !
= tsi t) dt = ——— |t cos t — S t)dt = ——.
k /0 sin (2mkt) 271']{7{ cos(2m )}O—i— o7k cos(2mkt) —

2. Calcolare i coefficienti di Fourier associati alla funzione f : R — R periodica di periodo T' = 27
definita da f(t) = t* + sin(3t) per 0 <t < 2.

Soluzione. Siano ag, by i coefficienti di Fourier della funzione f e siano «y, 8 i coefficienti
di Fourier della funzione 2m-periodica g definita da g(t) = 2 per 0 < t < 2. Dal Corollario al
Teorema di Fejer segue che ap = oy per ogni k, by = B per ogni k # 3, mentre by = 3 + 1.
Calcoliamo ora i coefficienti ay, e Bg:

1 [ 8
aoz—/ t2dt = —72,
s 0 3

1 2m ) 1 1 20 1 2m
== [ tcos(kt)dt=—(|-t*sin(kt)| —— [ 2tsin(kt)dt
Qg /0 cos(kt) w([k: sin( )}0 k/o sin(kt) )

= % ( [t cos(kt)} zﬂ - /027r cos(kt) dt) = % ’

3

1 27 5 . 1 1 9 27 1 2m
Br = —/0 t*sin(kt) dt = ;([f Et cos(kt)}o + T /0 2t cos(kt) dt)
4 2 . 2 o ar
=% + m([t sm(k;t)}o - /0 sin(kt) dt) =-7-

Osservazioni Se g : R — R & una funzione periodica di periodo T' e integrabile sui intervalli

compatti, allora
T a+T
[ otwae= [ g,
0 a
per qualsiasi a € R. Infatti, si ha

/aHTg(t)dt:/OTg(t)dt+/Ta+Tg(t)dt—/Oag(t)dt:/OTg(t)dt,

/a+T g(t)dt = /Oa g(t +T)dt = /Oa g(t)dt .

T

essendo



In particolare, ponendo a = —Z si ha

2
/OTg(x)dx = /_i/; g(t)dt.

Useremo questa osservazione nel calcolo dei coefficienti di Fourier per funzioni pari e per funzioni
dispari.

La seguente osservazione ci permette di passare da una funzione periodica di periodo T' > 0
ad una funzione di periodo 27 e viceversa: se g : R — R & una funzione periodica di periodo T,
la funzione h : R — R definita da h(z) = g(ZL ) & periodica di periodo 2. Infatti,

Wz +27) = g (QTW(;E + 27r)> —y (;x +T> —y (;}) — h().

2 Convergenza in media quadratica

Date due funzioni continue f, g : [0,7] — C, definiamo il prodotto scalare di f e g :

T
o) =7 | g a

(dove z indica il complesso coniugato del numero complesso z). Si dimostra facilmente il

Lemma 2.1. Valgono le sequenti proprieta:
1. {f|f) é un numero reale > 0 ;

2.(flf)=0_ & [f=0;

3. (glf) = (flg) ;
4. M1+ pfalg) = Mfilg) + ulfalg) ,
dove A\, € C.

Definiamo la seguente norma di f :

1T 1/2
|HQMMﬁ<TAﬂm%Q :

Lemma 2.2. Vale la disuguaglianza di Schwarz:

({9 < [ f1l2llgll2 -

Dimostrazione. Se f = 0, essa & chiaramente verificata. Supponiamo quindi f # 0. Abbiamo

0 <[Af+glls = A +gM +g)
= [AP(I£113 + A(flg) + X {(flg) + |lgll5

Ponendo A = —||f||5%(g|f) otteniamo

0 < —|Ifl12*1F1g)* + llgll3

da cui la disuguaglianza cercata. O
Ne segue direttamente il



Lemma 2.3. Valgono le sequenti proprieta della norma:
1 |fll2 20

2. |[fll2=0 <« f=0;

S Az = A £l]2 5

4- 1f +gllz < (112 + llgllz2 -

Tornando alle serie di Fourier, abbiamo che ¢, = (fl|ex), dove con e abbiamo indicato la

funzione
ex(t) =Tt

e
fo=3" (fle)en
k=—n
Siccome -
_ [0 sek#],
wley ={ ¢ 329

facendo i conti abbiamo:

Hf__fﬁHg ::<f'_jh|f__fﬁ>

- <f S (flewder

k=—n

f=> <f|€j>€j>

j=—n

= IF1I7 = D {fles)(fles) — Z (flex)(f Z [(fler)|?

j=—n k=—n k=—n
=1AIP= D [(flew)?
k=—n

Ne deduciamo la disuguaglianza di Bessel:

n

D 1flen) < AP

k=—n

Definiamo ora una funzione .S, che alla funzione f associa la relativa funzione f, :

n

Su(f) =" (flex)ex

k=—n

Notiamo che:
e la funzione S, ¢ lineare;
e se P & un polinomio trigonometrico del tipo

con m < n, allora S, (P) = P;
e per ogni funzione f, si ha ||S,(f)|l2 < ||f]|2- Infatti, per la disuguaglianza di Bessel,

15n(HII3 = < > (flewder Z (fles)e > Z [{flew)” < II£1[5 -

k=—n Jj=—n k=—n




Teorema 2.4. Se f ¢ continua, allora
lim [|f — fall2=0.
n—oo

Dimostrazione. Supponiamo inizialmente che f(0) = f(7T') per cui 'estensione T-periodica di f
su R (che continueremo a chiamare f) & continua. Fissato € > 0, per il teorema di Fejer possiamo
trovare un polinomio trigonometrico P = o, tale che

tel0,T] = [f(t)-P)<e.
Ne segue che ||f — P||2 < e e, se n > n. si ha

f = fall2 = 11 = Su(H)ll2
<|If = Pllz + [P = Su(P)ll2 + [[Sn(P) = Su(f)ll2
=l = Pll2 + [Sn(f = P)ll2 < 2[|f = Pll2 < 2¢,

il che dimostra I’enunciato. Nel caso in cui f(0) # f(T') ¢ sufficiente approssimare f con una
funzione g continua, tale g(0) = g(T'), e applicare il risultato precedente (scrivere i dettagli). 0O

Corollario 2.5. Se f é continua, si ha la seqguente identita di Parseval:

+oo

1A= D" [flex)l? .

k=—o00

Dimostrazione. Come abbiamo visto sopra,

1 = FalB= 11715 = D [Slex)l?,

k=—n
e il risultato segue dal teorema precedente, passando al limite per n — oco. O
L’identita di Parseval
1t 2 2 — o_ag 1 — 2 2
o YOI 3 lal =53 o

vale per funzioni integrabili secondo Riemann, in generale per funzioni di quadrato integrabile
secondo Lebesgue.

Facciamo ora qualche osservazione di carattere generale. Sia E uno spazio vettoriale (su K =R
o su K = C) su cui ¢ definito un prodotto scalare (:|-). Due elementi di F si dicono ortogonali se
il loro prodotto scalare ¢ nullo. Vale il seguente risultato.

Teorema 2.6 (di Pitagora). Se x1,x9,...,Z, € E sono due a due ortogonali, allora

m 2 m
|3 =3 .
k=1 k=1



Dimostrazione. Dalla definizione della norma e dalla linearita del prodotto scalare segue che
m
[l = (S 3} = 3%
k=1 k,j=1

e, essendo i vettori ortogonali due a due, la somma diventa

m m
D wgo ) =Y ]
k=1 k=1

O

Supponiamo ora di avere un sottospazio di dimensione finita, Ey, di £ e un elemento = di E.
L’elemento di Ey che ¢ piu vicino a x nella distanza indotta dalla norma ¢ la proiezione ortogonale
di x su Ey. Infatti, vale il seguente risultato.

Teorema 2.7. Sia Ey un sottospazio di dimensione finita di E e sia {x1,...,Zm} una base

ortonormale di Ey. Per un qualsiast elemento x € E indichiamo con xg l’elemento di Fy dato
da

m

xg = Z(z,xj>:cj .

j=1
Allora

(i) « — zo € ortogonale a ogni elemento di Ey (xq € la proiezione ortogonale di x su Ey);
(i) flaol2 = X0, I ) ? < [l

(iil) ||z — zol| < ||z —y|| per ogni y € Ey (zo € lelemento di Ey pit vicino a x).

Inoltre, dato x € E, xg é l'unico elemento di Ey con queste proprieta.

Dimostrazione. (i) Basta verificare che z — zp & ortogonale ai vettori della base, (per linearita
segue poi che  — ¢ ¢ ortogonale a ogni elemento di Ey). Si ha

m m
(x — o, ) = Z T, )T, ) = (T, T;) Z T, T ) Tk, T5)
k=1 k=1
= <l‘,9§'j> - <I,Ij> =0.

(ii) Per il Teorema di Pitagora

m m
lall® = llz = o2 + ol  lfeoll* = HZ waas| = ez

j=1
(iii) Sia y € Ey. Per il Teorema di Pitagora
lz = ylI* = llz = 2oll* + l|lzo — ylI* > llz — 20]?
L’unicita: se sia xg che Zg € Fy soddisfano la proprieta (iii), ||z — xo|| = || — Zo||. Per
la proprieta (i), * — xg & ortogonale a xg — Zo. Allora dal Teorema di Pitagora segue che
llz — x0l|? = ||z — Zo||* + ||wo — Zo||?, e quindi |Jzg — Zo|| = 0, per cui xg = Zo. O

10



3 Ulteriori risultati sulla convergenza delle serie di Fourier

Consideriamo ora funzioni non necessariamente continue e le corrispondenti serie di Fourier.
Intanto osserviamo che per definire i coefficienti di Fourier basta I'integrabilita (per ora nel senso
di Riemann) della funzione f sull’intervallo [0,7]. Infatti, se f ¢ integrabile secondo Riemann
anche i prodotti che definiscono i coefficienti di Fourier lo sono.

Inoltre, se f,g : [0,7] — C sono integrabili secondo Riemann si pud definire il (semi-)prodotto
scalare (f|g) come prima, e continua a valere la disuguaglianza di Bessel:

> flen)® < 11£113,

k=—n

+oo
da cui segue la convergenza della serie g |ck|2 . Di conseguenza lim c¢; =0.
k—o0

k=—o0

Definizione 3.1 (cf. [Giusti]). Una funzione f si dice continua a tratti in un intervallo [a, b) se
& continua in [a, b) tranne al pitl in un numero finito di punti ¢y, ..., ¢y nei quali esistono finiti i
limiti destro e sinistro: f(t;+) = lim f(t) e f(t;—) = lim f(t), per j =1,2,...,N.

t— tj t— t]'

t>1; t <t
Una funzione continua a tratti si dice regolare a tratti in [a,b) se ha derivata continua eccetto
ovviamente nei punti t1,...,ty ed eventualmente in altri punti si,..., sk, sempre in numero

finito, e se f’(t) & limitata.

Osserviamo che la derivata di una funzione regolare a tratti & integrabile secondo Riemann,
quindi possiamo calcolare i coefficienti di Fourier sia della f che della sua derivata.

Dimostreremo il seguente risultato

Teorema 3.2. Sia f : R — C una funzione periodica di periodo T > 0 regolare a tratti in [0,T).
Allora la serie di Fourier associata a f converge per ognit € R e si ha

j: 32k
Ck@ Tt:

k=—o00

(f(t=) + f(t+)) -

DN | =

La convergenza €& uniforme su ogni intervallo chiuso in cui la funzione f é continua. In partico-
lare, se [ & continua e regolare a tratti la serie di Fourier converge a f uniformemente.

Iniziamo con delle osservazioni di carattere algebrico.

Lemma 3.3. Per ognin € N
D,(t) = Z et 2 T 7 per ogni t € (0,T).

Dimostrazione. Si ha

i2n+1)3Ft g

n
ei#t —zn Tt ez(k+n) 2"t —m Ft ez[ 2my e—in%‘t €
E E E ST a—
et —1

k=—n k=—n
ei(n—i—l)%"t _ e—znz"‘t z(n+ VEEL —z(n—i— B Sin((n + l)QJt)
= o = T ; = N
ettt 1 et i 671% sm%t

11



Mettendo insieme i termini di indice k e —k nella sommatoria che definisce D,, si ottiene:
n
27k
t)=1+4+2 cos (—t) .
PP

La funzione D,, ¢ pari e

0 T/2 T
/ Doyt = [ Duydt= L,
—T/2 0 2

T
2rk
essendo / cos (%t) dt = 0 per tutti k # 0.
0

Calcoliamo ora f,,. Si ha

T/2
Z cke —kt E / —sz:s z—ktds

k=—n T/2
T/2 T/2 i N\2m oy
*/ o) 3 R / o)™ DECZ ),
T/2 k=—n T -T/2 Sln(f(t - 8))
1 /T/2 sm((n +1)%7) 0
T/2 sin(%7)
Nell'ultima uguaglianza, posto s =t + 7, si € tenuto conto che sin(—a) = — sin(a).
Dimostrazione. 1. convergenza puntuale. Sia ¢t € [-Z,Z). Abbiamo
ft=)+ fe+) 1 f° 1 (772
fult) = LT 2 [ (gam) — g Dardar 4 [ (7)) Du(r)ir

/T/2 1\ 27
— sm n+ 7) —T)dT,

dove Ft4)— ()
T)—f(t— T
Tz 2 =7<0
g(t) =<0 T=0
fAD—fl) g < T
sin( %) - 2

Usando il teorema di Cauchy deduciamo che per |7| abbastanza piccolo

ft+8)
7\'5)

g(r) =

per un certo £ traOe 7.
7 cos(

Quindi g & una funzione limitata in un intorno di 0 e dunque in tutto 'intervallo [—%, %} Essendo
g continua eccetto in un numero finito di punti, risulta integrabile (secondo Riemann). Appli-
chiamo il risultato sulla convergenza a zero dei coefficienti di Fourier di una funzione integrabile
alle funzioni g(7)sin(7%) e g(7) cos(%+) e otteniamo che

T/2 1\ 27

— sm n + =) —7)dr
T/2 T 2mnT 1 (772 T 2mnT

— ) sin ) cos (—)dr + —/ g(7) cos (—) sin —)dT —0
/T/2 T T T ) 1/ ") T ( T

12



per n — oo.
2. convergenza totale se f & regolare a tratti e continua. Segue dalla disuguaglianza
di Bessel per la derivata di f. Si ha

t
—|—/ f'(s)ds per ogni t € R.
0

Siano v i coefficienti di Fourier di f’; integrando per parti si ottiene
T )
e = l/ fl(t)e_i%%tdt 1 Z2/€7T/ f #tdt _ ’LQkTFCk .
T J, T

Dalla disuguaglianza di Bessel per f' deduciamo che Y77°° _|yx|?> < +oc. Siccome 2|cy| =
2k|ck|§ < k2|ck* + 45, si ha S ler] < 4oo e quindi la serie di Fourier di f converge
totalmente. Essendo f regolare a tratti e continua, dal primo passo della dimostrazione segue la
convergenza puntuale della serie di Fourier di f alla funzione f. Si puo allora concludere che la
convergenza verso la funzione f € uniforme.

3. convergenza uniforme su ogni intervallo chiuso di continuita. Supponiamo per
semplicitd che T = 27 e che f abbia un solo punto a € [0,27) di discontinuita. Siano f(a—) e
f(a+) i limiti laterali di f in a. Il salto della funzione f in a & f(a+) — f(a—). Modifichiamo la
funzione f nel punto a ponendo f(a) = 3(f(a—) + f(a+)) e continuiamo a chiamare f questa
nuova funzione.

Consideriamo la funzione ¢ : R — R periodica di periodo 27 definita da:

o(t) = {g torenen

La serie di Fourier associata alla funzione ¢

+oo .
9 Z sin(kt)

k
k=1

converge uniformemente a ¢ su ogni intervallo [a, 5] C (0, 27). Infatti, la serie converge puntual-
mente e su [, 8] la somma della serie coincide con la funzione ¢. Per verificare che la successione
¢n, delle somme parziali ¢ di Cauchy rispetto alla norma uniforme notiamo che

) tuliy=2 35 S _ 2 S stieing

sin =

h=mtt 2 k=mt1
“ar S (- e (1)) -
- snllg [mi cos ((m+5)t) = = cos ((n+5)1)

I (DI

Fissiamo § > 0 e mostriamo che la successione ¢,, € di Cauchy rispetto alla norma uniforme su
[0, 27 — §]. Sia € > 0. Dall’espressione calcolata prima segue che

1 2
[P (t) — dm (1)] < sin 2 {m + Z (k: A 1)] < e ? per ogni t € [0, 2m — 0]
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Quindi, scegliendo ™ > per ogni m,n > m si ha |¢, (t) — b, ()| < € per ogni t € [d, 27 —4].

-8
ESIH2

Per concludere la dimostrazione in questo caso particolare, consideriamo la funzione g : R — R
periodica di periodo 27 definita da

flat) — fa—)

g(t) = f(t) - o o(t —a) per t € [0,27).

Essendo ¢ continua e regolare a tratti, la sua serie di Fourier converge uniformemente, quindi la
serie di Fourier della funzione f converge uniformemente in ogni intervallo [, 8] C (0,27). O
Funzioni a variazione limitata

Definizione 3.4. Sia f : [a,b] — R una funzione e siano ¢,d tali che a < ¢ < d < b. La
variazione totale di f su [c, d], indicata con VI(f), & definita da

Vg(f):sup{2|f(xi)ff(:vi,1)|:c:x0<m1<~~~<xn:d, nEN}.
i=1

Per brevita indichiamo la variazione di f su [a, b] con V(f). Si dice che la funzione f ¢ a variazione
limitata se V(f) < 4o0.

Esempio. La variazione totale della funzione f : [0,2] — R definita da f(z) =1se0 <z <1le
fl@)=4sel <z <2 &ugualea 3.
Esempio. Se la funzione f & monotona su [a,b] allora V(f) = |f(b) — f(a)|.

Dalla definizione di estremo superiore segue la proprieta di additivita della variazione rispetto al
dominio:
VE(f) = VE(f) + V2(f), per ogni ¢ € [a, b] .
Se f,g:[a,b] = R, @ € Rsiha
V(f+9) <V(f)+V(g)
Vi(af) = |aV(f).

Vale il seguente risultato.

Teorema 3.5. Se f : [a,b] — R & una funzione a variazione limitata allora esistono due funzioni
crescenti g, h : [a,b] — R tali che f = g — h.

Dimostrazione. Poniamo g(z) = VZ(f). Quindi h = VZ(f)— f. La funzione g & crescente. Infatti,
sex1 < Zg, essendo la variazione un estremo superiore tra tutte le partizioni dell’intervallo, V¥2( f)
€ maggiore del numero corrispondente a una qualsiasi partizione del tipo a = &, < § < -+ <
§n—1 =11 < &, = T2, per cui

Va2 (f) = [f(w2) = f()[+ V5 (f) -

Verifichiamo ora che anche la funzione h ¢ crescente: per z; < x5 abbiamo

h(w2) — h(x1) = V32 (f) — f(z2) — (Vi (f) — f(21)) > [f(22) — fz1)| = (f(22) — f(21)) > 0.
O

Di conseguenza una funzione a variazione limitata ammette limite destro e limite sinistro in un
qualsiasi punto dell’intervallo di definizione. Inoltre I'insieme degli eventuali punti di disconti-
nuita e al pit numerabile.
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Gia con il primo esempio abbiamo visto che la variazione limitata non implica la continuita. Il
seguente esempio mostra che la continuita non implica la limitatezza della variazione.
Esempi. 1. Sia f : [0,1] — R la funzione cosi definita: f(0) = 0, per ogni n > 1 numero

1 1 1 ST 11 11
naturale f(%) = O, f(m) = 3n_1 (§] f ¢ lineare su [%, 271—1] € su [m, %]
i1
. rsin= sex#0 . N .. ..
2. La funzione f(x) = * 7 ¢ continua ma non ¢ a variazione limitata, per

0 sex =0
esempio su [—1,1].
11 teorema sulla convergenza delle serie di Fourier (Teorema 3.2) si pud estendere alle funzioni a
variazione limitata.

Teorema 3.6. Sia f : R — R una funzione periodica di periodo 27 a variazione limitata su
[0,27]. Allora la serie di Fourier associata a f converge per ognit € R e si ha

oo

% =+ (ak cos(kt) + by sin(kt)) = % ( lim f(s) + Shjg f(s)) :

b1 s—t—
In particolare, se f é continua in to, fn(to) = f(to) al tendere di n all’infinito.
Inoltre, se f ¢ continua su (a,b) la convergenza & uniforme su ogni intervallo [c,d], con a < ¢ <
d < b. In particolare, se f e continua su R la convergenza é uniforme su R.

4 Esercizi

1. Calcolare le serie di Fourier associate alle seguenti funzioni f : R — R periodiche di periodo 27
e discuterne la convergenza

a. f(xz) =z per z € [0,27]

b. f(z) =z per z € [—m, 7|

c. f(x)=|z| per x € [—m, 7]

d. f(xz) =sin¥ per z € [—m, 7

e. f(z)=]sin%| per z € [-m, 7|

f. f(z) = x4 cos(3z) per z € [—m, 7|

g. f(z)=0perz e [-m,0[, f(x) =1 per z € [0, 7]
h. f(x) = cos?(3z) per z € [0, 27].

2. Sia f: R — R la funzione periodica di periodo m, tale che f(x) = |z| per z € [-5, §[.
a. Scrivere la serie di Fourier associata alla funzione f e studiarne la convergenza.
b. Disegnare il grafico di f|jg 2 e calcolare la variazione totale di flj 2]
+00 1 _
N Dl 2n+1)2 —
3. Sia f : R — R la funzione periodica di periodo 2, tale che f(z) = 2+ cos(z) per —7 < z < 7.

a. Calcolare V™_(f).
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b. Scrivere la serie di Fourier associata alla funzione f e studiarne la convergenza.

4. Sia f : R — R la funzione dispari periodica di periodo 27 con f(x) = z(r — ) per 0 < x < 7.

a. Scrivere la serie di Fourier associata alla funzione f e studiarne la convergenza.

b. Disegnare il grafico di f|[_ox 42
c. VA(f) =7

d. Mostrare che

o0

6

n=0

(Sl ha f(l') = %Zk dispari>1 i )

k3

1
2 (2n+1)6 960

=1 6
© 2w o

5. Sia f la funzione definita su [—m, 7] da f(t) = |t|. Usando la serie di Fourier di f (es.1 [c.])

dimostrare che

> &%
n dispari>1
. oo 4 cos(nt)
(la serie € 5 — o n dispari>1 n? )

Usare l'identita di Parseval per trovare
i :
= (2n+ 1)4

(7/96, 74 /90)
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