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Introduzione

L’obiettivo di queste dispense e quello di approfondire la preparazione ri-
guardante i sistemi di equazioni differenziali ordinarie, gia incontrati nel
corso di Analisi Matematica II. Verranno quindi supposte note le defini-
zioni di base di equazione/sistemi di equazioni differenziali, il concetto di
soluzione, di problema di Cauchy, come anche il Teorema di esistenza di
Cauchy-Lipschitz, le equazioni a variabili separabili e le equazioni lineari di
ordine n a coefficienti costanti alle quali si possa applicare il metodo per
simiglianza, tutti argomenti gia affrontati durante il corso di Analisi Ma-
tematica II. Chi non li ricordasse o avesse perso familiarita con qualcuno
di essi, e invitato a ripassarli, sebbene nei Capitoli 1 e 2 si fara un breve
riassunto dei concetti e risultati principali. Va da sé ricordare che tutti gli
argomenti dell’Analisi Matematica, come anche alcuni dell’Algebra Lineare,
sono propedeutici alla lettura e alla comprensione delle dispense. In par-
ticolare, oltre alle sopra citate nozioni di base sulle equazioni differenziali,
saranno fondamentali il calcolo differenziale per funzioni di una o piu varia-
bili e il calcolo integrale, soprattutto I'integrazione indefinita per funzioni di
una variabile reale, le serie di funzioni e i loro criteri di convergenza. Altri
strumenti utilizzati in maniera minore: asintoticita per funzioni di una va-
riabile, criteri di convergenza per integrali impropri, compattezza in spazi
metrici, il Teorema del Dini della funzione implicita (alcuni di questi sono
richiamati nell’Appendice finale).

La prima parte delle dispense affronta questioni di carattere piu teorico
e astratto; nel Capitolo 2 vengono trattati i due piu classici teoremi di esi-
stenza, quello di Cauchy-Lipschitz, gia incontrato lo scorso anno, e quello di
Peano che lo generalizza al caso di un campo vettoriale solamente continuo.
11 Capitolo 3 & dedicato alla questione dell’unicita delle soluzioni dei relativi
problemi di Cauchy e alla possibilita di prolungare le soluzioni fuori dall’in-
tervallo di definizione individuato dai due teoremi di esistenza. Cid portera
alla definizione di soluzione massimale, intervallo massimale di esistenza, e
di soluzione “globalmente definita”. Infine si studiera il comportamento del-
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le soluzioni massimali vicino agli estremi del proprio intervallo massimale di
esistenza. Lo studio delle problematiche di questo capitolo continuera nel
Capitolo 4, dove saranno presentati vari criteri di esistenza “in grande” delle
soluzioni che culmineranno con la formulazione e la dimostrazione dei tre
teoremi di esistenza globale.

I capitoli successivi sono di carattere piu applicativo. E ben noto che
tranne in rari casi non e possibile calcolare esplicitamente la soluzione gene-
rale di un’equazione differenziale. Diventa allora fondamentale trovare dei
metodi per studiare il comportamento delle varie soluzioni senza conoscerne
I’espressione esplicita; cio conduce al cosiddetto “studio qualitativo”. Nel
Capitolo 6 i risultati teorici precedentemente introdotti verranno utilizza-
ti per studiare le soluzioni di vari esempi di equazioni differenziali da un
punto di vista qualitativo. A tal fine, due nuovi strumenti saranno molto
utili: il Teorema del Confronto e il Criterio dell’asintoto. Ed & soprattutto
qui che risultera importante una buona conoscenza dell’analisi matematica
acquisita nei primi due anni. Il Capitolo terminera con alcuni cenni alla
teoria della stabilita degli equilibri, con applicazione a un sistema sistema di
Lotka-Volterra, piu precisamente al caso della competizione tra due specie.

Il Capitolo 7 trattera i sistemi conservativi per i quali esiste un integrale
primo, o integrale del moto. Ognuno di questi delimita la regione di spazio
dove ciascuna soluzione puo trovarsi, dunque fornisce importanti indicazio-
ni per lo studio qualitativo delle traiettorie di quest’ultime, e in certi casi
permette anche di trovare le soluzioni, in maniera esplicita o mediante una
formula chiusa. A complemento della teoria svolta verranno infine studia-
te due applicazioni, la prima al caso del pendolo non lineare, la seconda a
quello del sistema preda-predatore di Lotka-Volterra.

Nel Capitolo 8 verrd presentata una carrellata delle pitt note classi di
equazioni differenziabili risolubili, ovvero riconducibili a equazioni integra-
bili 0 a variabili separabili. Anche qui saranno studiate alcune applicazioni
a due classici problemi della meccanica razionale, il problema della fune
inestensibile e il problema della brachistocrona.

I sistemi lineari saranno ’argomento principale del Capitolo 9; dopo la
presentazione della teoria generale che culminera col Teorema della separa-
zione delle variabili, ci si soffermera a studiare quelle a coefficienti costanti
e le strategie per trovarne le soluzioni esplicite. La teoria verra quindi ap-
plicata alle equazioni di ordine n a coefficienti costanti con alcuni cenni a
quelle a coefficienti continui. Per terminare verra richiamato il metodo per
simiglianza, con vari esempi ed esercizi. Per una maggiore comprensione si
consiglia di rivedere le definizioni e i risultati principali sulle applicazioni
lineari tra spazi vettoriali e il calcolo matriciale.
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11 Capitolo 10 (non presentato a lezione quest’anno) trattera alcuni cenni
al problema dell’esistenza di soluzioni periodiche, con l'intenzione di gettare
un ponte verso possibili ulteriori approfondimenti nel campo delle equazioni
differenziali ordinarie.

L’obiettivo del Capitolo 11 sara quello di presentare il metodo di separa-
zione delle variabili per alcune classi di equazioni differenziali alle derivate
parziali (PDE); tale metodo permette in certi di casi di ricondurre la ricerca
di soluzioni per alcune PDE alla ricerca di soluzioni per opportune equa-
zioni/sistemi di equazioni differenziali ordinarie. Come prerequisito, verra
prima affrontata la classica teoria delle serie di Fourier trigonometriche,
insieme ai teoremi di convergenza uniforme e puntuale.

Nel Capitolo 12 si proseguira con I’excursus nel mondo delle PDE, intro-
ducendo il metodo delle caratteristiche, utile per ricondurre la risoluzione
di equazioni alle derivate parziali nonlineari del primo ordine a quello di
particolari sistemi di ODE.

Infine, nel Capitolo 13 saranno collezionati alcuni esercizi di carattere
anche avanzato, diversi dei quali estrapolati da vari testi d’esame.

Molti capitoli sono corredati da una sezione finale di approfondimen-
ti dove viene collezionato diverso materiale spesso non svolto a lezione e
che, in prima battuta, pud quindi essere saltato senza compromettere la
comprensione del testo.






Capitolo 1

Definizioni di base

Gli argomenti di queste dispense sono un ideale seguito a quelli affrontati nel-
I'ultima parte del corso di Analisi Matematica II del secondo anno del Corso
di Laurea in Matematica. Verranno quindi date per conosciute le principali
definizioni e i risultati di base sulle equazioni differenziali ordinarie. Per co-
modita, alcune definizioni sono richiamate brevemente nel seguito, mentre
al termine del capitolo saranno fatte alcune nuove considerazioni riguardanti
la regolarita delle soluzioni e la riduzione in forma normale.

Definizioni

Un’equazione differenziale ordinaria e essenzialmente un’equazione in cui
I'incognita & una funzione la quale compare insieme ad alcune sue derivate.

Definizione 1.1 Un sistema di equazioni differenziali ordinarie (EDO) di
ordine N ¢é un’equazione formale del tipo

(1.1) F(ty,y,...,y™M) =0,

dove FF: D CRXxR"x---xR"™ — R™ ¢ una funzione, generalmente supposta
k

continua, D ¢ un aperto e y*) = CcllT’?’ k=1,...,N.

Piu precisamente, si tratta di un sistema di m equazioni in n incognite, di
cui (1.1) & una scrittura compatta; spesso si parlera brevemente di equazioni

(in R™) invece che, piu precisamente, di sistemi. Posto y = (y1,...,yn) €
F = (Fy,...,F,) il sistema si puo scrivere esplicitamente come
N N
Fl(t,?/la-~->?/m?/’17-~~>?/;«u--~ay§ )7y7(l )) = O

N N
F2(t7yl,'"7yn7y/1""7y;u"'ay§ )ay7(1 )) =0

N N
Fm(taylavynvyi’ﬂy:’L?’y% )7y7(7' )) :0

1
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Definizione 1.2 Dato un intervallo I C R, una soluzione dell’equazione
differenziale (1.1) in I é una funzione y : I — R™ tale che
i) y é deriwabile N wvolte in I;
i) (t,y(t),y'(t),...,y"N)(t)) € D per ognit € I;
i) F(tyt),y' t),...,y™ () =0 per ognit e I.

Se e possibile esplicitare le derivate di ordine massimo in funzione delle altre
variabili, il sistema si dice in forma normale. In genere cio pud avvenire se
n = m cioe se il numero delle equazioni ¢ uguale a quello delle incognite.

Definizione 1.3 Un sistema di equazioni differenziali ordinarie si dice ri-
ducibile in forma normale se ¢ equivalente a un sistema del tipo

(1'2) y(N) = f(t’ y? y/7 R 7y(N_1))7

dove f: QCRXR" x--- xR" = R"™ e Q & un aperto. Un’equazione del
tipo (1.3) si dice, appunto, in forma normale. In componenti:

N N-1 N-1
y% ):fl(taylv"'7yn7yiv"'7y;w"'7y§ )7y£L ))
N N-1 N-1
yé ):f2(t>y17"'7yn>y/17"-7y;17"'7y§ )7 'r(l ))
N N-1 N-1
ygb ):fn(t7y1>'"7yn7yi>"'7y7l-u'~'7y£ )?"'ySL ))

Per (1.2) il concetto di soluzione diventa il seguente.

Definizione 1.4 Dato un intervallo I C R, una soluzione dell’equazione
differenziale (1.2) in I é una funzione y : I — R™ tale che

i) y é derivabile N wolte in I;
i) (ty(t),y' (1), ...,y N"V(t) € Q per ognit € I;
iii) y N (t) = f(ty(),y' (), ...,y ND(t)) per ognit € I.
In particolare si hanno le equazioni differenziali ordinarie di ordine N in
forma mormale:
y N = fty sy ™),

dove f: QCRXRX--- xR —= R, tra cui si distinguono quelle di ordine 1

y, = f(tvy)7
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e quelle di ordine 2, molto importanti nelle applicazioni della fisica.

y' = fty.y).

Nel seguito si studieranno quasi esclusivamente i sistemi di ordine 1 in forma
normale; cid non € una restrizione perché ogni sistema di n equazioni di
ordine N in forma normale & equivalente a un sistema di nN equazioni di

ordine 1. Infatti, posto y = (y1,...,yn) e 21 =y, 22 =/, ..., z2ny =y
si ha che
(2] = 2
zh = z3
y M =ftyy, .y =
2h_1=2N
2y = f(t, 21, 22,..., 2N).

Si osservi che ciascuna equazione zj = zp41, come anche l'ultima, ¢ a sua
volta un sistema di n equazioni, percio 'intero sistema ha n/N equazioni e
nN incognite. In definitiva, molte delle proprieta delle equazioni di ordine
N saranno dedotte, se non comuni, a quelle dei sistemi di ordine 1

(1.3) y' = f(t,y)

con f:Q CRxR"— R" che andremo a studiare. In relazione a (1.3) si

definiscono
R™ spazio delle fasi

R x R™ spazio delle traiettorie.

Se y : I — R™ & una soluzione, si definisce ’orbita di y, come 'insieme
Oy :={yt): tel} CR",
ovvero l'insieme immagine di y, e la traiettoria di y, come l'insieme
Ty ={(t,yt)): teI} CRxR",

cioe il grafico di y. Si osservi che la traiettoria ¢ contenuta nello spazio delle
traiettorie, mentre ’'orbita, proiezione della traiettoria su R™, e contenuta
nello spazio delle fasi (si veda la Figura 1.1).

Nel caso di un sistema di equazioni di ordine N conviene definire come
spazio delle fasi/traiettorie quelli del sistema di ordine 1 equivalente. In par-
ticolare, data un’equazione differenziale di ordine 2 del tipo y" = f(t,v,)
e il sistema di ordine 1 corrispondente, nelle incognite (z1,22) = (y,4'), lo
spazio delle fasi & R2.
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Aw

orbita traiettoria

Figura 1.1: Traiettoria e orbita di una soluzione

Definizione 1.5 Un sistema (1.3) si dice sistema autonomo se il campo
vettoriale non dipende esplicitamente da t, ovvero & della forma

(1.4) y' = fy),

con f: A CR" — R". Siosservi che, come funzione dei due gruppi di
variabili (t,y), f ha come dominio Q@ =R x A.

Osservazione 1.6 Se y : I — R" & soluzione di un sistema autonomo, ogni
traslata temporale € ancora soluzione su un dominio traslato, cioe¢ per ogni
t* la funzione x(t) := y(t — t*) & soluzione in I* := I 4 t*. Infatti

PO =yt —t) = f(ylt— 1)) = felt)  tel.

Ricordiamo che in generale le equazioni/sistemi (1.1) e (1.2) hanno infinite
soluzioni e che per selezionare quelle importanti nei vari casi in considera-
zione bisognera affiancare all’equazione ulteriori condizioni, le pit note delle
quali sono le condizioni al bordo e le condizioni ai valori iniziali. Cio con-
duce a studiare particolari tipi di problemi, il pit conosciuto e importante
dei quali ¢ il problema di Cauchy.

Definizione 1.7 Il problema di Cauchy o problema ai valori iniziali per
un’equazione differenziale ordinaria é del tipo

{y/ = f(tvy)

(15) y(to) = Yo,
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dove f: Q CR X R"™ — R" Q ¢éun aperto e (to,yo) € 2. to si dice istante
iniziale (mel caso in cuit é una variabile temporale), yo si dice valore iniziale.

Una soluzione del problema di Cauchy (1.5) in un intervallo I é una
funzione y : I — R™ tale che

i) y é soluzione dell’equazione y' = f(t,y) in I;
it) to € I e vale y(to) = yo.

Osservazione 1.8 Nel caso di un sistema autonomo, per studiare il pro-
blema di Cauchy ci si puo sempre restringere a considerare il caso ty = 0.
Infatti, per I’Osservazione 1.6

70 {y'—f(y) Y=gt {y’—f(y)

¢ soluzione di y(0) = yo ¢ soluzione di y(to) = yo.

Il problema di Cauchy per un sistema di equazioni di ordine N ¢ definito
come il problema di Cauchy per il sistema di ordine 1 equivalente, da cui si
ottiene la seguente definizione.

Definizione 1.9 Il problema di Cauchy per un’equazione differenziale or-
dinaria di ordine N é del tipo

y(N) - f(t7 y7 yl7 R 7y(N71))
y(to) = o
(1.6) Y (to) = 1

Ly D(t0) = yn-1,

con (to, Yo, Y1, ---,Yn—1) € § fissato.

In maniera naturale si definisce poi il concetto di soluzione del problema.

Regolarita delle soluzioni

Data un’equazione (sistema di equazioni) v’ = f(¢,y) con f: Q C R xR" —
R™ continua, per definizione ogni soluzione & una funzione derivabile che
soddisfa 1’equazione puntualmente. Si noti che per la continuita di f le
soluzioni y(t) sono automaticamente di classe C; infatti la funzione t
f(t,y(t)) & continua, dunque vy'(t) = f(t,y(t)) & continua cioe y(t) & di
classe C!. Allo stesso modo, se f & di classe C' le soluzioni sono di classe
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C?; infatti, ora t +— f(t,y(t)) & di classe C* perché lo sono f e y, quindi
y'(t) & di classe C' ovvero y(t) ¢ di classe C?. In generale, per induzione si
dimostra facilmente che se f & di classe C* allora ogni soluzione ¢ di classe
CF+1 cioe le soluzioni guadagnano un grado di regolarita rispetto al campo
vettoriale. In particolare se f € C* allora y(t) € C*.

Alcune considerazioni sulla forma normale

Sotto quali ipotesi ¢ possibile esplicitare un sistema di equazioni differen-
ziali (1.1) in forma normale (1.2)? Sebbene il caso generale sia complicato,
ci limiteremo a fornire delle condizioni sufficienti per dare una risposta af-
fermativa almeno localmente. Consideriamo anzitutto il caso di una singola
equazione di ordine 1 del tipo

F(t,y,y') =0,

dove F': D CR xR x R — R ¢ continua con derivata parziale rispetto a 1/
continua. Fissiamo anche dei dati iniziali y(ty) = yo. E subito evidente che
se ’equazione F'(tg,yo,y’) = 0 non ha soluzioni nell’incognita 3, allora non
possono esistere soluzioni dell’equazione tali che y(tp) = yo. Questa appa-
re, dunque, una condizione necessaria. Supponiamo quindi che I’equazione
F(to,y0,y’) = 0 abbia soluzione e sia y{ una di queste (potrebbero infatti
esisterne molteplici), cioe F'(to,y0,y,) = 0 con (to,yo,y,) € D. Osserviamo
che siamo in una situazione tipica per provare ad applicare il Teorema del
Dini (cfr. Teorema A.24 in Appendice). Dunque, se in aggiunta si richiede

g;(to,yoyyé) # 0,
allora & possibile esplicitare 'equazione F(t,y,y’) = 0 rispetto alla variabile
y', localmente vicino al punto (g, yo). Pill precisamente esistono un intorno
aperto U di (to,y0), un intorno aperto V' di y; e una funzione continua
f:U — V tali che le soluzioni dell’equazione F(¢t,y,3") = 0 in U x V sono
tutte e sole le soluzioni dell’equazione y' = f(t,y) in U e a valori in V.

Dal Teorema del Dini discende quindi il seguente risultato.

Teorema 1.10 Sia data lequazione differenziale F(t,y,y’) = 0 con dati
iniziali y(to) = yo, dove F : Q CR xR xR — R ¢ continua con derivata
parziale rispetto a y' continua. Se F(to,yo,yy) =0 e g—fj,(to,yg,yé) # 0, al-
lora lequazione e esplicitabile in forma normale, localmente vicino al punto
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(to, Yo, yp)- In particolare esistono intorni aperti U di (to,yo), V di y, e una
funzione continua f : U — V tali che y, = f(to,v0) e

y(t) & soluzione di F(t,y,y') =0 con (t,y(t),y' (t)) € U xV

0

y(t) & soluzione di y' = f(t,y) con (t,y(t)) € U.
In generale si puo dimostrare il seguente teorema.

Teorema 1.11 Sia data l'equazione differenziale F(t,y,y, ... ,y(N)) =0,

dove F : D CRXR?”x--- xR* — R™ ¢ continua con By ) continua;
siano inoltre fissati (to, Yo, - - .,y(()N_l)). Se F(to,yo, - - - ,y((]N_l),y(()N)) =0e
%(to,yo, . ,y(()N_l),y(()N)) e invertibile, allora ’equazione & esplicitabile
in forma normale, localmente vicino al punto (to,yo, - .. ,yéNﬁl),yéN)). In
particolare esistono intorni aperti U di (to, yo, - . . ,yéNﬁl)), V di yéN) e una
funzione continua f : U — V tali che y(()N) = f(to, Y0, - - - ,yéNﬁl)) e

y(t) & soluzione di F(t,y,...,y™N)) =0 con (t,y(t),...,y™NM () e U xV

0

y(t) ¢ soluzione di y™) = f(t,y, ...,y ") con (¢,...,yN"V(t)) e U.

Osservazione 1.12 Poiché, per ogni fissato (o, yo, - - - ,y(()N)), il differen-

ziale %(to,yo, e ,y(() )) e un’applicazione lineare da R™ in R™, affinché
sia invertibile dovra essere n = m, cioe il numero delle equazioni F' =

(F1,...,F,) dovra coincidere col numero delle incognite y = (y1, ..., Yn)-

Osservazione 1.13 Il Teorema 1.10 e applicabile localmente vicino a ogni
soluzione dell’equazione F'(tg,y0,3') = 0. Cid comporta che l'equazione
F(t,y,y') = 0 pud avere molteplici soluzioni passanti per il punto (g, yo),
ciascuna tangente in (fo,yo) a una retta di pendenza y;, k = 1,...,p, do-
Ve Y1, .., Y, sono proprio le soluzioni dell’equazione F(to,yo,y’) = 0. In
particolare, se F' ha anche derivata parziale rispetto a y continua, il Teore-
ma del Dini garantisce che la funzione f(¢,y) nel Teorema 1.10 ha derivata
parziale rispetto a y continua, dunque per il Teorema di Cauchy-Lipschitz
2.9 (che richiameremo nel Capitolo 2) il problema di Cauchy v = f(¢,v),
y(to) = yo ha un’unica soluzione locale. Se, come prima, yi,. .. ,y]’J sono le
soluzioni dell’equazione F(tg,y0,y’) = 0, allora in questo caso l’equazione
F(t,y,y') = 0 ha esattamente p soluzioni passanti per il punto (¢, yo)-
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Esempio 1.14 Consideriamo 'equazione F(t,y,y') = (y')? — tiy* = 0 con
y(1) = 1. L’equazione F(1,1,y') = 0 ha due soluzioni ¢/, = +1. Per il
Teorema 1.10, in un intorno del punto (1, 1,1) il problema si puo esplicitare
rispetto alla variabile 7/, in questo caso ottenendo facilmente 3’ = t?y2. Allo
stesso modo, vicino al punto (1,1,—1) il problema & ancora esplicitabile
ed ¢ equivalente a ' = —t?y?. Col metodo di separazione delle variabili
si ottengono cosi due soluzioni y_(t) = Hitg e yi(t) = ﬁ, entrambe
verificanti la condizione iniziale y4 (1) = 1 ma con ¥/, (1) = +1.

Esercizio 1.15 Data l'equazione F(t,y,3') = 0 con F : R? — R differen-
ziabile, dimostrare che se g—g(t,y,y’) # 0 per ogni (t,y,y’) allora 'equa-
zione ¢ esprimibile in forma normale. Se dica se il risultato & applicabile
all’equazione 2y’ +In ((v/)? + ¢* + 1) — 2yt* = 0.

Osservazione 1.16 Supponiamo ora che F sia di classe C!, cioe che anche
la derivata parziale di F rispetto a t sia continua. Allora & possibile ridurre
in forma normale I'equazione F'(t,y,y’) = 0 senza calcolare esplicitamente
la sua inversa rispetto alla variabile v/, operazione che in generale non si
¢ in grado di portare a termine. Pilu precisamente, mostriamo che nelle
ipotesi del Teorema 1.10 se n = 1 I'equazione ¢ equivalente a un problema
di Cauchy per un’equazione in forma normale di ordine 2. Infatti, sempre
per il Teorema del Dini, la funzione f(¢,y) nel Teorema 1.10 & di classe C! e
cio comporta che la soluzione del problema di Cauchy y' = f(¢,y), y(to) = vo
sia di classe C?. Se dunque y(t) & tale soluzione, per I'equivalenza asserita
dal Teorema 1.10 si avra anche F'(t,y(t),y'(t)) = 0 e derivando ulteriormente
rispetto a t (cio & possibile perché F € C! e y/ € C!) si ottiene

Fy(t,y(t),y' (1) + Fy(t,y(t),y'(t)y' (t) + Fy (t,y(t), 9 (t)y"(t) = 0

dove abbiamo usato la notazione compatta F}; = %—f, con analoghe definizioni
per Fy e Fy. Poiché per ipotesi Fy (to, y(to), ¥ (to)) # 0 (con ¢/ (to) = y;), per
continuita si avra anche Fy/(t,y(t),y'(t)) # 0 per t vicino a to. Dividendo,
si ottiene cosi il seguente problema di Cauchy per un’equazione in forma
normale di ordine 2

yl/ _ Ft(tv Y, y/) + Fy(ta Yy, y/)y,
Fy’ (ta Y, y/)

y(to) = vo
/ /
y'(to) = yo.
Si osservi che per calcolare il campo vettoriale di quest’ultima equazione &
sufficiente derivare parzialmente F' e non € necessario invertire la funzione.
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Come rovescio della medaglia, ci si riconduce pero a un’equazione di ordine
2, che sappiamo essere equivalente a un sistema di equazioni in due incognite.

Esempio 1.17 Con riferimento all’equazione dell’Esercizio 1.15, per la qua-
le non ¢ possibile scrivere esplicitamente la funzione f(¢,y), e prendendo
(to, yo, ) = (0,1,0), si ottiene il problema di Cauchy

, @Y+ () +E24+1) —t
(V)2 +y + 142

<



Capitolo 2

Due classici teoremi di
esistenza

Nella prima sezione richiameremo il classico Teorema di esistenza di Cauchy-
Lipschitz, che vale sotto ipotesi di locale lipschitzianita del campo vettoriale
f. Nella seconda sezione, invece, enunceremo e dimostreremo il Teorema di
esistenza di Peano, che vale nell’ipotesi di sola continuita per f.

Il Teorema di Cauchy-Lipschitz

Ricordiamo alcune definizioni e teoremi che saranno necessari nell’enunciato
del teorema.

Definizione 2.1 Una funzione f = f(t,y) : @ C R x R" — R" si dice
localmente lipschitziana (rispetto alla variabile y) se ogni (to,yo) ammette
un intorno U in Q e L > 0 tali che

per ogni (t,y), (t,y*) € U.

Definizione 2.2 Una funzione f = f(t,y) : @ C R x R" — R" si dice
lipschitziana sui compatti di §2 (rispetto alla variabile y) se per ogni compatto
K C Q esiste L = Lg > 0 tale che

1f(ty) — ftyO)I < Lily — v,
per ogni (t,y), (t,y*) € K.

10
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E noto che le funzioni lisce sono in particolare localmente lipschitziane e che
le funzioni localmente lipschitziane sono lipschitziane sui compatti.

Proposizione 2.3 Sia f : 2 C R x R" — R", Q aperto. Se esistono
continue le derivate parziali %(t’ y) per ogni (t,y) € Q, i=1,...,n, allora
f & localmente lipschitziana in €.

DIMOSTRAZIONE Fissato (to,y0) € 2, siano o, R > 0 tali che Cy g :=
[to — a,to + o] x Blyo, R] C Q. Sia Jf(t,y) la matrice jacobiana di f
relativamente alle variabili y, cioe
2] 0
Lty o PRty
Jf(ty) = : - :
Ofn Ofn
Ly o g2y
Per ipotesi Jf : Cor — R"* & continua sul compatto (e convesso) Cq R, ne
discende che esiste L := max {||Jf(t,y)| : (t,y) € Ca,r}. Per il Teorema
del valor medio, per ogni P = (t,y), P* = (t,y*) € Cq g si ha

1f(t,y) — f(t vl < max {[|Jf(t, 2)| sul segmento PP*}|ly —y”|
< Lly =yl

e dall’arbitrarieta di (to,yo) segue la tesi. O

Proposizione 2.4 Sia f: Q CR x R®” — R", Q aperto. Se f é localmente
lipschitziana in ) allora & lipschitziana sui compatti di §2.

DIMOSTRAZIONE Per assurdo, supponiamo che esista un compatto K C
() tale che per ogni k € N esistono (tx,yx), (tx,y)) € K che verificano

Ity ur) — f (e w) | = Kllyre — yill-

Per la compattezza di K la successione (tx, yi) ammette una sottosuccessione
(tk;, yr;) convergente a un elemento (¢,y) € K per i — 400. Essendo

1 2
I il < Tm | (e ye) = f (s )| < lim = =
My =y < B G ye) = F (e w1l < lim 2= max | £ =0,

si ottiene che anche y; — g. Sia allora U un intorno sul quale vale la stima
di locale lipschitzianita con costante L > 0 relativamente al punto (¢,7). Si
ha (tg;, Yk;), (tk;» yy,) € U e ki > L definitivamente per i > i, per cui

Hf(tkwykz) - f(tkwyltl)u < LHykz - yle
< leykz - yZZH < Hf(tkwyki) - f(tk“yzi)H,
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il che & un assurdo. O

Fissati (to,y0) e presi a, R > 0 introduciamo i seguenti insiemi:

I, = Ia(to) = [to —a,ty + a],
Blyo, Rl :=={y € R": |y —woll < R},
Co,r = Ca,r(to, Y0) := La(to) X Blyo, R].
Blyo, R] non ¢ altro che la palla chiusa di centro yg e raggio R in R", mentre

Co,r(to,yo) rappresenta un cilindro in R x R™ di centro (to, o), si veda la
Figura 2.1.

A 7 R Ca,r(to,%0)
o - =~ ylto,0)

|
v B[y07 R} }

[ \ [

'\ | I I

. . .

- to — « to to + « 3

Figura 2.1: 1l cilindro Cy r(to,%0) in R x R™ e visto “di profilo”

Definizione 2.5 Fissato (to,yo), il cilindro Co g si dice cilindro di sicu-
rezza per l'equazione differenziale y' = f(t,y) se per ogni funzione continua
¢ : Iy — Blyo, R] la funzione Ty : 1, — Blyo, R] é ancora a valori in
Blyo, R], dove con T indichiamo [’operatore integrale di Volterra associato,
cioe

t

To(t)=yo+ [ f(s,e(s))ds, tel,.
to

In seguito vedremo che se Cy g ¢ di sicurezza allora tutte le soluzioni del

problema ai valori iniziali ¥/ = f(¢,y) con y(tg) = yo non possono scappare
da Blyo, R] per t € I, (si vedano i Lemmi 2.10 e 3.32).

Proposizione 2.6 Ogni cilindro Cy g contenuto in §) contiene un cilindro
di sicurezza.

DIMOSTRAZIONE Per ipotesi, siano «, R > 0 tali che C, g C ). Poniamo

M = max{”f(s,z)” D (s,2) € Ca7R},

= min £
Eo0 = Oé,M .
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Allora ogni cilindro Csr con 0 < gg ¢ di sicurezza, infatti, se ¢ : Is —
Blyo, R] ¢ continua allora (¢, (t)) € Cs,r C Cqo g dunque

t
ITo(t) = woll < \ | 17 eloplas| < Mle—tol < M5 < R
to

per ogni t € I, cioe la tesi. O

Osservazione 2.7 In breve, un cilindro Cs ¢ di sicurezza se 6 < R/M
dove M ¢ il massimo della norma del campo vettoriale in Cs g stesso.

Il seguente risultato, per quanto di facile dimostrazione, ¢ fondamentale nel
proseguimento della trattazione in quanto riconduce il problema della ricerca
di una soluzione per un problema di Cauchy a un problema di punto fisso per
un opportuno operatore integrale (si veda anche la sezione sull’estensione del
concetto di soluzione negli approfondimenti in coda al capitolo).

Proposizione 2.8 Dato f: Q C R x R" — R" campo vettoriale continuo
in Q aperto e (to,yo) € 2, allora

y € C'(Is) ¢ soluzione di y € C(Is) ¢ soluzione di
y' = [ty = !
(6.) YO =Ty(t) =yo+ [ F(su(s))ds,
y(to) = yo to

dove T ¢ detto operatore integrale di Volterra associato al Problema di
Cauchy con dati iniziali (g, yo).

DIMOSTRAZIONE Iniziamo col provare la prima implicazione. Sia y €
C(I) soluzione del Problema di Cauchy; integrando tra tg e t ’'equazione
differenziale si ottiene

t t

o)~ u(to) = [ (s = [ flsp)ds,
to to
da cui la prima implicazione. Viceversa, se y € C(I5) soddisfa y = Ty allora
vale subito y(tg) = yo. Inoltre, la mappa t — f(t,y(t)) & continua e per
il Teorema fondamentale del calcolo Ty(t), dunque y(t), & derivabile con
continuita e soddisfa y'(t) = (Ty)'(t) = f(t,y(t)), da cui la tesi. O
Siamo ora pronti per enunciare il teorema principale di questa sezione.

Teorema 2.9 (di Cauchy-Lipschitz) Sia f: Q C RxR" — R" continua
e localmente lipschitziana in 0 aperto. Fissato (to,yo), esiste g > 0 tale
che il problema di Cauchy

(21) {y/ = f(tay)
y(to) = Yo,
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ammette un’unica soluzione definita in Is per ogni & < eqg. Piu precisamente,
stano o, R > 0 tali che il cilindro Cy g sia contenuto in 2 e si ponga

(2.2) M = max{||f(s,z)|| 2 (s,2) € Ca,R},

R
2.3 = min{ «
( ) €0 ln{ ) .7‘[}7

e sia L la costante di Lipschitz di f sul compatto Cy g. Allora, preso § < e,
0 < 1/L, il problema di Cauchy (2.1) ammette un’unica soluzione in Is.

DiMOSTRAZIONE Grazie alla Proposizione 2.8 ci si e ricondotti al pro-
blema di trovare un punto fisso per I'operatore integrale di Volterra T

T: C(Ig,Rn) — C(Ig,Rn)
t

y(t) = Ty(t) = yo + t f(s,y(s)) ds,

ovvero a risolvere I’equazione integrale di Volterra

(2.4) y(t) =yo+ [ f(s,y(s))ds.

to

in un intervallo Is = I5(tp). A tal fine si utilizza il Teorema delle Contrazioni
alla restrizione di T a un opportuno sottoinsieme chiuso di C'(I5, R"™).

Sia dunque Cy g = Cy,r(to,y0) un cilindro contenuto in 2. Per agevolare
la lettura dividiamo la successiva analisi in vari passi:

i) si dimostra che per 6 < « sufficientemente piccolo T trasforma Bpr in
sé stessa, dove Br = Blyo, R] ¢ la palla chiusa di centro la funzione
costante uguale a yo e raggio R in C'(I5,R™), ovvero

Br:={yeCUsR"): |ly—woll < R}
= {y:Is = R" continua : |ly(t) —yol| < R, Vt € Is}
= {y : Is — Blyo, R] continua}.

E facile rendersi conto che tale proprieta equivale a richiedere che il
cilindro Cs g = Cjs r(to, yo) sia di sicurezza per 'equazione differenziale
considerata. Per la Proposizione 2.6 e I’Osservazione 2.7 cio accade se
d < R/M, cioe in definitiva se § < g¢ con g¢ definito in (2.3);

ii) detta L la costante di Lipschitz di f sul compatto Cy g, si verifica che
se in aggiunta 0 < 1/L la mappa T : Bg — Bgr € una contrazione di
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costante 0L. Infatti, prese due funzioni y,z € B, per definizione di
Br si ha che (t,y(t)), (t,2(t)) € Csr € Co,r per t € Is, per cui

\Ty@)—zzun|=\y[ [Fs,9(5)) — F(s:2(s))] ds

lus) = =(s)]| ds

to

S‘tlﬁww®w—f®&@mwsSL

t
SL\ ly = #lloe ds
to

= Lt = tol lly = 2llec < L[ly = 2[co,

e passando al sup su t € Is si ottiene | Ty — Tz||oo < L||y — 2|00,

dunque 7" & una contrazione con costante Ld < 1 in Bg.

Si osservi che Br € uno spazio metrico completo, essendo un chiuso in uno
spazio metrico completo. Per il Teorema delle Contrazioni T : B — Bpg
ammette un unico punto fisso in Br, quindi il problema di Cauchy ammette
un’unica soluzione definita in I e a valori in By, R]. O

In realta si puo dimostrare che 'ulteriore restrizione 6 < 1/L non ¢ neces-
saria al fine di ottenere I’esistenza né 'unicita della soluzione del problema di
Cauchy che dunque valgono nelle sole ipotesi § < ¢; per una verifica si con-
sulti la sezione sulle ulteriori dimostrazioni del Teorema di Cauchy-Lipschitz
negli approfondimenti in coda al capitolo.

In effetti il teorema precedente dimostra solamente 'unicita tra tutte le
soluzioni definite in I5 e a walori in Blyo, R]. Cid non toglie che a priori
potrebbero esistere altre soluzioni definite sul medesimo intervallo ma a
valori non contenuti in Blyo, R], si veda la Figura 2.2. Il seguente lemma
permette di escludere tale eventualita.

R" C(S’R(to,yo) /y* (t)

(to,%o0) y(t)

|
to— 0 to to+s t

Figura 2.2: y(t) & 'unica soluzione ottenuta nel Teorema 2.9; y*(¢) & un’altra
eventuale soluzione che esce dal cilindro Cs g prima del tempo tg + 6
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Lemma 2.10 Nelle ipotesi e notazioni del Teorema di Cauchy-Lipschitz
2.9, ogni soluzione del problema di Cauchy (2.1) definita in I5 ¢ a valori in
Blyo, R]. In altri termini, ogni soluzione passante per il centro di un cilindro
di sicurezza Cs g e definita in Is non puo uscire dalla superficie laterale.

DIMOSTRAZIONE Anzitutto diamo un’idea del perché la tesi deve essere
vera. Dato il cilindro di sicurezza Cjs g(to, o), ogni soluzione y(t) del pro-
blema di Cauchy in considerazione passa inizialmente per il centro (g, yo) al
tempo to. Per definizione di Cs g, finché la traiettoria ¢ contenuta in Cs g il
campo vettoriale lungo y(t), dunque y/(¢), & limitato in norma dalla costante
M. Di conseguenza, finché (¢,y(t)) ¢ contenuta in Cs deve anche essere
contenuta nel cono Cys := {(t,y) : ||y — vo|| < M|t — to|}. Poiché 'interse-
zione tra C)y e la superficie laterale di Cs g € data {t = to£0} x Blyo, R] (si
veda la Figura 2.3), la soluzione puo uscire dal cilindro solo ai tempi to £ 9.

Figura 2.3: Intersezione tra la superficie del cilindro C, g e il cono Cy

La dimostrazione che presenteremo utilizza una semplice applicazione del
metodo del “bootstrap”!. Ragioniamo in futuro nell'intervallo [to,to + 6];
analogamente si puo fare in passato. Sia 7 € |tg, tp + 0[. Data y(t) soluzione
del problema di Cauchy definita in I5, dimostriamo che se ||y(t) — yo| < R
per ogni t € [to, 7] allora necessariamente ||y(t) — yo|| < R per gli stessi t
(sembrerebbe di poter dimostrare una proprieta piu forte a partire da una piu
debole, il che & apparentemente assurdo: dove sta il nodo della questione?).

bootstrap: una possibile traduzione & “reggersi ai tiranti dei propri stivali”. Eun argo-
mento (apparentemente circolare!) largamente utilizzato in Analisi Matematica, mediante
il quale e possibile dimostrare che una funzione verifica una certa proprieta finché que-
st’ultima permette di dimostrarne una piu stringente, la quale a sua volta, per continuita,
permette di estendere il dominio su cui vale la proprieta di partenza stessa.
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Infatti, in tale situazione si ha (¢,y(t)) € Cs g per ogni t € [to, 7], per cui

t
ly(®) = woll < \ 15Dl ds| < Mie —to] < M7 1o < M3 < R,
to

come volevasi dimostrare. Da cio segue facilmente che in futuro la traiettoria
della soluzione non puo uscire dal cilindro per alcun tempo 7 < tg+4, dunque
puo farlo solamente al tempo tg + 9. O

Corollario 2.11 Nelle ipotesi del Teorema 2.9, per ogni § < gq il problema
di Cauchy (2.1) ammette un’unica soluzione definita in Is.

DIMOSTRAZIONE Il teorema afferma 1'unicita della soluzioni definite in
Is5 e a valori in Blyo, R], e per il lemma precedente tutte le possibili soluzioni
definite in I5 verificano questa proprieta, da cui la tesi. O

Il Lemma 2.10 puo venire generalizzato al Lemma 3.32 dove si dimostra
che, anche in assenza di locale lipschitzianita, tutte le soluzioni che passano
per (o, yo) sono definite o prolungabili (si veda la Definizione 3.14) almeno
su tutto I5 e di conseguenza hanno valori in B[yg, R]. Cio chiarisce la termi-
nologia: per un cilindro, I’essere “di sicurezza” garantisce che ogni soluzione
che passa per il centro (to,yop) non scappa dal cilindro stesso in futuro prima
del tempo tg + 9, in passato prima di tg — 4.

L’utilizzo del Teorema delle contrazioni nella dimostrazione del Teorema
di Cauchy-Lipschitz permette anche di concludere che la successione delle
iterate di Picard definite da

Yo(t) = wo .
(2.5) Ueir () = o + t F(s,yr(s)) ds = Ty (t)

converge uniformemente in I5 alla soluzione cercata. In certi casi queste
possono essere utilizzate per trovare esplicitamente la soluzione.

Esempio 2.12 Consideriamo il problema di Cauchy

{y’ =y
y(0) = 1.

Il campo vettoriale (autonomo) f(t,y) = y & definito su tutto R? e ivi lipschi-
tziano. Preso (to,y0) = (0, 1) si possono dunque fissare o e R a piacimento
(anche grandi); in tal caso M = max{||f(s,2)| : (s,2) € Cor(0,1)} =
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max{|z| : |z — 1] < R} = R+ 1 per cui g9 = min{a, R/M} =R/(R+ 1),
non appena « > 1. KEssendo gy < 1, il pit ampio intervallo su cui il
Teorema di Cauchy-Lipschitz garantisce l'esistenza ¢ I} = Us<11s5(to) =
Us<1[—6,0] =] — 1,1[. Su ciascun intervallo [—6,d] le iterate di Picard
convergono uniformemente alla soluzione. L’operatore di Volterra &

Ty(t) =1+ [ y(s)ds.

dove yo(t) = 1, dunque

t t t2
yl(t)zl—i—/yo(s)ds:l—i-t, yz(t):1+/y1(s)ds:1+t+2,
0 0

e in generale, per induzione, si ha
¢ 2 +k
yi(t) = 1+/ Yp—1(s)ds=1+t+—+...+ —.
0 2 k!
Si riconosce quindi che la k-esima iterata di Picard ¢ data dal polinomio
di Mac-Laurin della funzione esponenziale, che converge (uniformemente in
[—d,0]) a y(t) = e’ per k — +o0. Per il Teorema di Cauchy-Lipschitz y(t) &
soluzione del problema di Cauchy in considerazione, almeno in ogni intervallo
[0, 8], dunque in I;. In realtd la convergenza delle iterate vale su tutti gli
intervalli limitati di R e y(¢) = e’ ¢ una soluzione in tutto R. Da cid deriva
che l'intervallo di definizione previsto dal Teorema di Cauchy-Lipschitz puo
non essere l'intervallo piu grande sul quale la soluzione e definita.

Esercizio 2.13 Fissare le idee sul fatto che se la successione delle iterate di
Picard converge uniformemente su un intervallo I qualsiasi, possibilmente
diverso da I5, allora la funzione limite & soluzione della relativa equazione
differenziale in I. Cosa si puo dire, allora, in merito all’esempio precedente?

Esercizio 2.14 Scrivere le iterate di Picard relative ai problemi di Cauchy

2 =w Z =w
w = —z w =z
2(0) =0, w(0) =1, 2(0) =0, w(0) =1,

e trovarne una soluzione locale; discutere l'unicita della soluzione trovata.

Negli esempi precedenti, come in altri casi di sistemi lineari, era possibile
calcolare esplicitamente il limite delle iterate di Picard. In generale tale
calcolo non sempre ¢ agevole, come mostra il seguente esempio.
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Esempio 2.15 Consideriamo il problema di Cauchy

y(1) =0.

Il campo vettoriale, ancora autonomo, f(t,y) = e ¥ & definito su tutto
R? ed ¢ di classe C*® dunque localmente lipschitziano. Si avranno quindi
esistenza e unicita locale della soluzione. Preso (to,y0) = (1,0) & possibile
fissare o e R a piacimento; si ha di conseguenza M = max{||f] : (s, 2) €
Cor} = max{e™* : |z| < R} = ef; inoltre f'(y) = —e™¥ quindi la costante
di Lipschitz di f in [-R,R] ¢ L = ef. 1l Teorema di Cauchy-Lipschitz
garantisce esistenza e unicita locale della soluzione in I5 con § < gy =
min{a, R/M,1/L} = min{R/ef*,1/ef}, non appena « & sufficientemente
grande. Si osservi che anche prendendo R grande a piacere il numero R/e’
¢ limitato da 1/e; infatti la funzione x — xze™" ha per > 0 un massimo in
x = 1. Ne consegue che ¢y < 1/e, e il massimo intervallo su cui il teorema
garantisce lesistenza e [tg—1/e,tp+1/e] = [1—1/e, 14 1/e]. In questo caso
loperatore di Volterra ¢

t
Ty(t) = /1 e ¥ s,

con yo(t) = 0, per cui

t t
1 1

di facile calcolo, mentre

t t
y3(t) :/ e ¥2(5) gg :/ e (1=¢7%) g,
1 1

non e elementarmente calcolabile. Tuttavia si noti che utilizzando il metodo
di separazione delle variabili si ottiene facilmente la soluzione y(t) = Int
definita in ]0,4o00[. In generale non dobbiamo aspettarci di poter ottenere
esplicitamente la soluzione calcolando il limite delle successioni di Picard.

Esistenza e unicita per equazioni di ordine N

Si e gia osservato che un generico sistema/equazione di ordine N del tipo

y(N) = f(t7 y7 y/7 AR 7y(N_l))7
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dove f: Q CRXR"” x:.- xR* - R" & equivalente a un sistema di nN
equazioni di ordine 1

2] = 29
zh = z3

(2.6) .
Zh_1=2N
2 = f(t,z1,22,...,2N),

avendo posto z;, = y* 1, k= 1,...,N. Cosa si pud dire dell’esistenza e

dell’unicita dei problemi di Cauchy associati? Volendo utilizzare il Teorema
di Cauchy-Lipschitz torna utile il seguente risultato.

Lemma 2.16 Data f: Q C RXxR"x---xR"® — R”, sia F: Q ¢ RxR™N —
R™Y definita da F(t,z1,...,2N8) = (22,...,ZN,f(t, zl,...,zN)). Allora

i) f & localmente lipschitziana rispetto alle variabili (y,y/,...,y"N=1) se
e solo se F' ¢é localmente lipschitziana rispetto alle variabili (z1,...,zN).

i) f ¢ globalmente lipschitziana rispetto alle variabili (y,y/,...,yN=1)
(uniformemente in t) se e solo se F' ¢ globalmente lipschitziana rispetto
alle variabili (z1,...,2zN) (uniformemente in t).

DIMOSTRAZIONE Verifichiamo ii) nel caso n = 1 e N = 2, lasciando il
caso generale e i) come esercizio. Supponiamo quindi che f sia lipschitziana
di costante L. Presi z = (21, 22) e 2* = (27, 23), ponendo ¢ = max{L,1} e
utilizzando la norma euclidea si ha

||F(ta Z) - F(t7 Z*)H = \/|22 - Z;|2 + |f(t> 21,22) - f(ta Zi(a Z§)|2
< \lz2 = B + L2 (121 — #]2 + |22 — 2)P2)

< V2 \flor = 5 12 - 552 = V3l - 2,

dunque F ¢ globalmente lipschitziana di costante /2 nelle variabili z =
(z1,22). Viceversa, sia F' lipschitziana di costante L; allora

Lliz = 2|l > |[F(t2) = F(t,2")]
= Iz = 5P 1821, 22) — f(t 25, 25) 2
> NItz z) — flt. 2t )2 = | £(t 21, 22) — F(t 2. 25)],

dunque f ¢ lipschitziana di costante L rispetto alle variabili (y,y’). O
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Corollario 2.17 Se f : @ C R xR x --- x R®" — R” ¢ localmente lip-
schitziana rispetto alle variabili (y,y/, . .. ,y(N_l)) allora ogni problema di
Cauchy associato all’equazione di ordine N, y&V) = f(t,y,y’,...,y(N_l))
ammette localmente una e una sola soluzione.

DIiMOSTRAZIONE Basta applicare il Teorema di Cauchy-Lipschitz al si-
stema equivalente (2.6) per il quale il campo vettoriale F' ¢ localmente
lipschitziano grazie al lemma precedente. O

Il Teorema di Peano

Se il campo vettoriale f & solo continuo e non localmente lipschitziano nella
seconda variabile, la successione delle iterate di Picard (yx)ren definite da
(2.5) non & in generale una successione di Cauchy in C(I5,R™), come pure
I'operatore T non definisce necessariamente una contrazione in un opportuno
sottoinsieme di C'(Is,R™) e il Teorema delle contrazioni non & applicabile.

E inoltre noto che la locale lipschitzianita ¢ solamente una condizione
sufficiente per l'esistenza e 'unicita locale della soluzione; per esempio, il
problema di Cauchy unidimensionale

{y’_1+2¢@|

y(0) =0,

ammette un’unica soluzione locale (cid appare chiaro utilizzando il metodo di
separazione delle variabili, si veda la Proposizione 8.1), pur essendo f(¢,y) =
1+ 24/|y| non localmente lipschitziana in alcun intorno di (¢p,0), mentre il

problema

y(0) =0,
ammette infinite soluzioni: oltre alla soluzione identicamente nulla, si veri-
fica facilmente che, al variare di ¢,d > 0, le funzioni

—(t+d)? set<—d
Yed(t) == 40 se —d<t<e
(t —c)? set > c,
sono ancora soluzioni del problema di Cauchy in oggetto.
In generale, se il campo vettoriale & solamente continuo, non ci si aspetta

di avere 'unicita locale ma continua invece a sussistere l’esistenza locale,
come si vedra dal Teorema di Peano.
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Non potendo contare sulle iterate di Picard (a posteriori si veda anche
I’Osservazione 2.24), I'idea ¢ quella di trovare opportune soluzioni approssi-
mate che convergano a una soluzione del problema di Cauchy in oggetto. A
tal fine esistono diverse strategie, una delle piu semplici e fornita dal metodo
delle poligonali di Eulero che sostanzialmente consiste nell’approssimare le
curve integrali del campo vettoriale f con delle funzioni affini a tratti (po-
ligonali) ottenute incollando segmenti di rette tangenti a opportune curve
integrali.

Osservazione 2.18 (Importante) Vogliamo qui aprire una parentesi, in-
quadrando il problema in considerazione nel pit1 generale problema di punto
fisso y = T(y) dove T : Y — Y & una generica funzione. Nel caso in cui
Y & spazio metrico completo, tale problema & gia stato affrontato mediante
il Teorema delle Contrazioni, ma esistono in letteratura molti altri teoremi
di punto fisso, alcuni dei quali si possono trovare negli approfondimenti in
coda al capitolo. Se in particolare Y ha una struttura di spazio vettoriale,
I'equazione y = T'(y) ¢ equivalente a F'(y) =y — T'(y) = 0, dunque ci si puo
ricondurre al problema di trovare uno zero della funzione F' (e, viceversa, il
problema di trovare uno zero per una funzione F' puo essere ricondotto a un
problema di punto fisso per 'operatore I + F).

Piu in generale, data F' : Y — Z con Y, Z spazi topologici (e Z anche
vettoriale), studiamo dei metodi per risolvere I’equazione

(2.7) F(y) = 0.

Se Y = [a,b], Z = R e sotto opportune ipotesi su F' (continuita), una tale
situazione & gia stata affrontata durante il corso di Analisi Matematica I
nel Teorema degli zeri e risolta da un punto di vista teorico (ma non solo)
grazie al metodo di bisezione. Essenzialmente si € costruita una successione
di soluzioni approssimate in [a, b] che converge a uno zero di F: quest’idea
ha un carattere generale e puo essere utilizzata nei casi pill svariati.

In pratica, invece di trovare uno zero di F' si costruisce una successione
di soluzioni approssimate (yx) in Y, tali che

(2.8) Fy) = e,

dove e, (I’errore) misura quanto yy si discosta dall’essere uno zero di F; si
chiedera dunque che e — 0. Per risolvere (2.7) basta allora trovare (yg)
tale che, per k — +o00

F(ye) = ek

ex — 0

Ye =Y

F(ye) = F(y)
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per qualche y € Y'; a questo punto passando al limite per k — +oco in (2.8)
si ottiene F(y) = 0 da cui la tesi. Come si vede, anche le topologie di Y e
Z entrano in gioco, nel senso che anche queste si possono pensare incogni-
te, dunque il problema si riduce all’identificare opportune topologie in' Y e
Z (da cui le convergenze) e una successione di soluzioni approssimate che
ammetta limite y, tale che inoltre F(yx) — F(y), ovvero F sia una funzione
continua rispetto a tali topologie (almeno se ristretta alla successione con-
siderata). Si osservi che il problema della convergenza di y; (o di una sua
sottosuccessione) € genericamente un problema di compattezza, si veda an-
che 1’Osservazione 2.21. Mentre Z solitamente & uno spazio R™ o uno spazio
di Banach, la topologia su Y e scelta proprio in modo tale da rendere F
continua. Nel caso in considerazione con F' =1 — T e T operatore integrale
di Volterra definito su Y = C(I5(tp), R™), si vorrebbe dunque che se yp — y
allora F(yr) — F(y), ovvero

t t

)~ (w+ [ fmnds) > v~ (w+ [ o)

to to

per ogni t € I5(ty). E dunque sufficiente che y(t) converga almeno puntual-
mente a y(t) e che 'integrale di f(¢,yx(t)) converga a quello di f(t,y(t)); per
esempio (ma non solo, si veda la sezione sull’estensione del concetto di so-
luzione negli approfondimenti al capitolo) cio e garantito dalla convergenza
uniforme di yx verso y. I questo caso viene naturale dotare Y della topologia
indotta dalla convergenza uniforme.

Per concludere si noti che & anche possibile affrontare (2.7) come segue:
¢ sufficiente trovare una successione (Fj) di funzioni Fy : ¥ — Z e una
successione (yx) in Y tali che

Fi(yx) =0
Y — Y
Fi(yk) = F(y).

In altri termini, si ottiene una soluzione di (2.7) come limite di soluzioni
esatte di problemi approssimati Fy(y) = 0. A tal proposito si veda il punto
3) della sezione sulle dimostrazioni alternative del Teorema di Peano negli
approfondimenti.

Torniamo ora al caso in considerazione, ovvero al problema di trovare una
soluzione al generico problema di Cauchy quando il campo vettoriale & so-
lamente continuo. Anzitutto, come trovare le soluzioni approssimate y;? Si
puo inizialmente provare a costruire opportune approssimazioni di una data
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soluzione y(t), supposto che esista. Poi si verifica se tale costruzione sta
in piedi anche non assumendo a priori I’esistenza della soluzione. Partiamo
dunque col problema dell’approssimazione di una soluzione y(t) con funzio-
ni yx con struttura semplice, per esempio affini a tratti. Il primo tentativo,
valido per le generiche curve di classe C!, & quello di approssimare y(t) con
una spezzata passante per un numero finito di punti Py, Pi,...,P, del suo
grafico, come in Figura 2.4. Sebbene tale approssimazione sia sensata, in
questo caso ¢ inutile. Infatti, assumendo che y(t) sia soluzione dell’equazio-
ne differenziale, per costruire la spezzata ¢ necessario conoscere i punti Py,
Py,...,P,, ovvero la soluzione stessa; nel momento in cui y(¢) non ¢ data a
priori, tale costruzione non puo essere effettuata.

yeR”

Figura 2.4: Approssimazione di una curva derivabile con una spezzata

Per costruire una soluzione approssimata dobbiamo avvalerci solamente
di cio che abbiamo: il dato iniziale (¢g,yo) e il campo vettoriale f. Dati
questi ultimi, in particolare conosciamo anche il valore che la derivata di
y(t) deve avere al tempo ty, dovendo essere y'(tg) = f(to,yo): viene quindi
naturale provare ad approssimare y(t) con una retta tangente piuttosto che
con una spezzata, come in a) di Figura 2.5. Valutiamo quindi l’errore che
si commette approssimando y(¢) con la retta tangente al grafico nel punto
(to, o), diciamola §(t). Supposto per facilita che y sia di classe C2, svilup-
pando con Taylor si ottiene che y(t) — [y(to) + (t—to) f (to, yo)] = O((t—t0)?),
da cui

Jy(t) = §(1)]] < C(t —to)?,

dove C' & una costante che dipende essenzialmente dal massimo della deri-
vata seconda y”(t) nell’intervallo [tg,to + 0]. Di conseguenza, I'errore mas-
simo (che si ottiene per t = to + ) & dell’ordine di §2, cio¢ del quadrato
dell’ampiezza dell’intervallo di definizione. Se dunque si vuole una buona
approssimazione bisogna rendere tale intervallo il pit1 piccolo possibile. Per
esempio si puo procedere come in b) di Figura 2.5, dove si partiziona I'inter-
vallo [to,to + ¢] introducendo dei punti ¢1,...,t, =ty + d, e approssimando
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la curva y(t) in ciascun intervallo [t;, ¢;+1] mediante la retta tangente al gra-
fico nel punto P; = (¢;,y(t;)). Anche questa ¢ una buona approssimante che
converge a y(t) quando I'ampiezza massima degli intervalli [¢;,t;11] tende a
zero. Tuttavia soffre dello stesso problema dell’approssimazione precedente:
per costruirla ¢’¢ bisogno di conoscere i punti P; ovvero i valori y(¢;), che
non sono noti se y(¢) non ¢ nota a priori. Inoltre, funzioni definite in questo
modo, come unioni di pezzi di rette tangenti, non sono continue e potrebbe
essere difficoltoso dimostrare la loro convergenza a una funzione continua e
derivabile. Osserviamo che, una volta fissata la partizione t¢1,...,t,, si puo
inizialmente approssimare y(t) in [tg, 1] con la retta tangente. Per t = ¢;
lo stato y(#1) non & conosciuto, ma & possibile calcolare il corrispondente
punto (t1,y(to) + (t1 — to) f(to,y0)) sulla retta tangente e ripartire da li.

y e R” y e R” Pis

b)

Figura 2.5: Approssimazione di una curva con le rette tangenti

Quest’idea e alla base della definizione delle poligonali di Eulero. Piu
precisamente, fissato un intervallo destro [tg,ty + 0] di tp (su un intervallo
sinistro [tg — d,t0] si puo fare una costruzione analoga), lo si divide in v
intervalli di uguale ampiezza At = 0/v. Posto t = tg + kAt per k =
0,...,v — 1 (si osservi che anche t;, = t;(v) dipende da v), si definisce la
soluzione approssimata v, (¢) in maniera induttiva nel seguente modo

29) {y,,@o) =10
Yo (t) = yu(tr) + (¢ — te) f (tro o (tr))  se t € [ty trpal,

con k=0,...,v— 1. Si verifica facilmente che se ¢t € [ty, tx11] la soluzione
approssimata ¢ esprimibile nella forma

k-1
Yu(t) = yo + Z(ti+1 — i) f (ti, g (t:)) + (€ — ti) f (tr yo (t))
=0

k-1

=yo+ Z F i,y (t0) At 4 (t = ) f (tr, yo(tr)) -

=0

(2.10)
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In maniera analoga si puo definire y, (¢) anche in [ty — 6, to], dunque in I;.

yeR”

Lt
Yo (ty) ot

Yv (t2)

yu(tl)

Yo

Figura 2.6: Poligonali di Eulero: in blu la soluzione y(¢) e le altre curve inte-
grali y,(t) passanti per i punti P;, i = 1,...,v — 1, in grassetto la poligonale
di Eulero

Come appena visto, I'idea geometrica della costruzione ¢ la seguente (si ve-
da la Figura 2.6): si divide [to,to + 0] in v sottointervalli [tg,txi1], & =
0,...,v — 1 di uguale ampiezza. Su [to, t1] si approssima la soluzione y(t),
pensata come curva integrale (¢, y(t)) del campo vettoriale (1, f(¢,y)) in Q,
con la retta (t,y,(t)) passante per (g, yo) e avente direzione (1, f(t9, y0)) (nel
caso n = 1 equivale a prendere la retta passante per (¢, yo) e di coefficiente
angolare f(to,yo0)). Sidefinisce cosi la soluzione approssimata y,,(¢) in [to, t1].
Al tempo t; tale funzione assumera il valore y,(¢1) e il punto P; = (¢1,y,(t1))
in generale non apparterra alla curva integrale passante per (g, y0). Suppo-
nendo che il grafico di y, rimanga sempre all’interno di €2, consideriamo la
curva integrale passante per P; (rappresentata in Figura 2.6 da (¢,7,(t))) e
ripetiamo il procedimento nell’intervallo [t1, t2] approssimando (¢, y(t)) con
la retta passante per P e direzione (1, f(t1,y,(t1))). Si procede in maniera
induttiva fino a t,, = tg+0 definendo infine la funzione y, su tutto [to, to+9].

Proviamo a valutare I’errore che si commette approssimando la soluzione
y(t) mediante la funzione affine a tratti y,(¢). Per facilita, supponiamo per
il momento che f sia localmente lipschitziana quindi la soluzione y = y(¢) di
(2.1) esiste ed ¢ unica almeno in un intervallo /5. Inizialmente facciamo una
valutazione a grandi linee.?Nell'intervallo [to,t1] I'errore va come (¢ — tg)?
dunque & al massimo dell’'ordine di (At)2. Al tempo t; si opera I'approssi-

2E importante imparare a fare calcoli informali prima di quelli esatti: cid suggerisce
quali formule tentare di dimostrare ma, soprattutto, se avventurarsi a dimostrarle!
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mazione della nuova curva integrale passante per il punto (t1,y,(¢1)) con la
relativa retta tangente. Nel successivo intervallo [t,t2] 'errore puo essere
pensato composto da due contributi. Il primo misura quanto la nuova ret-
ta tangente si distanzia dalla curva integrale per il punto P; = (t1,y,(t1));
come in precedenza sara dell’ordine di (t —¢;)? per cui, nuovamente, al mas-
simo dell’ordine di (At)2. 1l secondo contributo & dato da quanto la curva
integrale per (t1,y,(t1)) si distanzia da quella per (¢1,y(t1)) (cioe dalla so-
luzione di partenza) nell’intervallo [t1,¢2], si vedano le due curve in blu in
a) di Figura 2.7. Grazie all’'unicita delle soluzioni si pud dimostrare che
tale distanza cresce nel tempo, ma comunque in maniera proporzionale alla
distanza iniziale (a tal fine si veda il Teorema 5.6 del Capitolo 5), dunque
sara dell’ordine di ||y, (t1) — y(t1)|| che, per quanto appena visto (e per in-
duzione), ¢ dell’ordine di (At)2. L’errore in [t1, 2], e a maggior ragione in
[to,t2], & quindi dell'ordine di 2 - (At)?. Per induzione si ottiene che per
t € [to, to + 9] = [to,t,] si ha che

ly (8) =y (@)l ~ v - (At)* ~ At,

avendo ricordato che v = §/At, si veda b) in Figura 2.7. In particolare, ci
dovremo aspettare che ||y, (t) — y(t)|| — 0 uniformemente in [ty, to + 0] per
At — 0, ovvero v — 400, dunque le poligonali di Eulero sembrerebbero
fornire una buona approssimazione della soluzione y(t).

yeR"

Figura 2.7: Stima dell’errore tra la soluzione esatta y(¢) e la poligonale di
Eulero y,(t), caso v = 3; a) contributi dell’errore al tempo t2; b) contributi
al tempo finale ¢,

Cerchiamo ora di trascrivere correttamente ’analisi formale appena svol-
ta; pit1 precisamente, nell’ipotesi aggiuntiva che y sia di classe C?, verifichia-
mo che effettivamente y, — y se v — 400 (ovvero se At — 0). Sotto tali
ipotesi di regolarita per la soluzione possiamo considerare l’espansione di
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Taylor di y(t) in ciascun intervallo [tg, tr11] con punto iniziale ¢ per cui

(te) + (t — te)y/ (tr) + O((t — ti)?)
(tk) + (t = ti) f (tro y(tr)) + O((t — t)?)

2.11) y(t) =y
y

dove O((t — t1)?) & una funzione la cui norma ¢ uniformemente maggiorata
da C(t — t3)? con C > 0 (essenzialmente C dipende dal massimo della
norma della derivata seconda di y(t) in [to, to + d]). Inoltre, essendo y,(t) =
f(tk, yl,(tk)) per qualche k, analogamente a quanto fatto nel Lemma 2.10 &
facile verificare che le traiettorie di ¥, (t), come anche quella di y(t), sono
contenute nel cilindro Cs g(to, yo0) per t € [to, to+6] e ogni v € N (per I'analisi
dettagliata si veda la dimostrazione del Teorema di Peano 2.22). Sia dunque
L la costante di Lipschitz di f in Csp. Fissato k € {0,1,...,v — 1}, per
(2.9) e (2.11) se t € [tg, tr+1] si ottiene quindi

y(t) —yu(t) =
= (y(tr) — v (tr)) + @ — ti) [f (te, y(t)) — f(tr v ()] + O((t — ti)?),

da cui, passando alle norme, segue che

ly(t) = v D] < [lute) — vo(t)|| +
(2.12) + (= te)|| F(ths y () = F (b wo(t0)) || + O — tr)?
< (14 LAY ||y (te) — v (te)]| + C(AL)?.

Iterando questa disuguaglianza (provare a farlo) siamo portati a dimostrare,

per induzione finita su k = 0,...,v — 1, la seguente relazione
k

(2.13) ly(t) =y (t)]| < C(AL)? - (1 + LAY per t € [ty tpra]-
=0

Infatti, essendo vy, (tg) = y(to) = yo, per k =0 e t € [to,t1] per (2.12) si ha
y(t) — 9. ()] = [O((t — t0)*)|| < C(t —t0)* < C(AL)?,

da cui (2.13) con & = 0. Supposto ora che la tesi valga per k — 1 e t €
[tk—1,tk], preso t € [tg,tx+1] sempre per (2.12) si ha

[y(t) = v (B)|| < (1+ LAY ||y(tr) — yu (1) || + C(AL)?
k—1 k
< (14 LAHC(AL)? Y (1 + LAL) + C(At)? ) (1 + LAty
1=0 =0



IL TEOREMA DI PEANO 29

da cui, per induzione, la tesi. Da (2.13) segue che

1+ LAY -1 ©
(At)Q( T LA)t) — = f((l + LAH)FT — 1) At

Q

ly(t) =y (t)]| <

C
< f((l + LAt)” — 1) At,
per ogni k = 0,...,v — 1, et € [tg,tx4+1]. Passando all’estremo superiore
prima sui t € [tg, txr1], poi su k =0,...,v — 1 e ricordando che At = §/v,
si ottiene infine
C C Lé., C, s )
ly=wlloe < 7((1+ LAY 1) At = f((1+7) —1)At < -1,

per cui y, — y uniformemente in [tg, to + ] per v — ~+oo.

Osservazione 2.19 Da un punto di vista numerico, le poligonali di Eulero
generano l’algoritmo

H thy1 =ty + At
Yk+1 = Yr + f(te, yr) At,

che, per quanto appena visto, converge alla soluzione del problema di Cauchy
in oggetto con un errore dell’ordine di At = §/v.3

In definitiva abbiamo dimostrato che se esiste un’unica soluzione di classe
C?, allora le poligonali di Eulero convergono uniformemente alla soluzione
stessa in [tg, to+ 9] (osserviamo che per garantire che la soluzione sia di classe
C? basta per esempio assumere che f sia di classe C1). La speranza & che
cio accada anche in ipotesi di minore regolarita per f.

Esercizio 2.20 Dimostrare che se f e lipschitziana nel complesso delle va-
riabili e dunque la soluzione y = y(t) & solo di classe C!, I'analisi e le stime
precedenti continuano sostanzialmente a valere, possibilmente con costan-
ti diverse. (Suggerimento: provare a utilizzare il Teorema di Lagrange del
Valor Medio a ciascuna componente di y(t).)

Cosa si puo dire se a priori non sappiamo nulla riguardo l'esistenza di una
soluzione? In questo caso ’analisi appena svolta perde di significato proprio
perché non ¢ disponibile alcuna soluzione con cui confrontare le funzioni
Yy (t). Tuttavia, le poligonali di Eulero (2.9) possono essere comunque defi-
nite e saranno utilizzate proprio per dimostrare ’esistenza di una soluzione

3Per approssimare la soluzione di un’equazione differenziale esistono metodi numerici
piu efficienti della poligonali di Eulero; si veda per esempio il metodo di Runge-Kutta.
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di (2.1). Piu precisamente, vogliamo provare che se f ¢ solamente continua,
le poligonali di Eulero convergono uniformemente (eventualmente passando
a sottosuccessioni) a una soluzione di (2.1).

Per quanto visto nell’Osservazione 2.18, posto F' = I —T con T operatore
integrale di Volterra associato al problema di Cauchy in considerazione,
vogliamo dimostrare che F(y,) = e, — 0 e che ¥, converge uniformemente a
una soluzione y. Non richiedendo la lipschitzianita di f, proviamo a valutare
I'errore e, come segue. Con riferimento a (2.10), posto

k—1
=0

si riconosce che S, (t) € una somma alla Cauchy nell’intervallo [to, t] relativa
alla funzione t — f(t,y,(t)) e alla partizione {¢g,t1,...,t, t}. Ciaspettiamo
quindi che per At — 0 tale funzione S, (t) approssimi il relativo integrale di
Cauchy-Riemann in [tg, t] (bisogna comunque prestare un po’ di attenzione
poiché anche la funzione y, varia al variare di At). Per (2.10) si ha

Fs(s)) s

ﬂmm=w@—@w—t

=S,(t)— | f(s,yu(s))ds=:e,(t),

to

to

(2.14)

con e, (t) che, per quanto appena visto, presumibilmente tende a 0 se At — 0,
cioe se v — +00. Quindi anche nel caso in cui f e solamente continua sem-
brerebbe che y,(t) sia una valida soluzione approssimata. A questo punto
rimane da dimostrare la (uniforme) convergenza della successione di funzio-
ni continue (y,(t)) (o almeno di una sua sottosuccessione) a una qualche
funzione continua y(t) nell’intervallo [to, to + J].

Osservazione 2.21 (Importante) In generale, dal punto di vista astratto
il problema si presenta come segue: data una successione (yr)ren in uno
spazio metrico completo (X,d), si vuole studiare la sua convergenza o la
convergenza di una sua sottosuccessione. Ci sono due metodi classici per
affrontare il problema:

(A) si utilizza la completezza: si cerca dunque di dimostrare che la succes-
sione (yi) € di Cauchy (questo & I'approccio del Teorema di Cauchy-
Lipschitz, con (yg) successione delle iterate di Picard);

(B) si utilizza la compattezza: si cerca di dimostrare che (yx) € sequenzial-
mente compatta in X (questo ¢ 'approccio del Teorema di Peano, con
(yx) successione delle poligonali di Eulero).
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I due approcci non sono equivalenti; il primo garantisce che tutta la succes-
sione converge. Inoltre, permette di dimostrare che il limite € unico e spesso
che ¢’ anche “dipendenza continua dai dati iniziali” (si veda il Capitolo 5).
Il secondo non garantisce la convergenza di tutta la successione: potrebbero
infatti esistere sottosuccessioni distinte convergenti a limiti distinti. Si perde
quindi, in generale, I'unicita del limite (e la dipendenza continua dai dati).

Tornando alle equazioni differenziali, il caso in considerazione si traduce
in un problema di compattezza sequenziale nello spazio normato completo
(C([to,to+6),R™), || - [|sc) (o pilt precisamente (C(I5,R™),]|-||c) se consi-
deriamo anche i tempi ¢t < ty) e puo essere affrontato mediante il Teorema
di Ascoli-Arzela (si veda il Teorema A.18 in Appendice).

Siamo ora pronti per enunciare il Teorema di esistenza locale di Peano.

Teorema 2.22 (di Peano) Sia f : Q@ — R” continua in & C R x R”
aperto. Per (to,yo0) € Q fissato, si prendano a, R > 0 tali che il cilindro
Ca,r = Io(to) x Blyo, R] sia contenuto in Q, e si definiscano

M :=max {||f(s,2)]| : (s,2) € Car},

€0 = min {a E}
0-— 7M .
Allora per ogni § < eq il problema di Cauchy

(215) {y/ = f(tay)
y(to) = Yo,

ammette una soluzione definita in Ij.

DIMOSTRAZIONE Dimostriamo che la successione (y,) delle poligonali di
Eulero associate al problema di Cauchy (2.15), definita in (2.9), ammette
una sottosuccessione convergente a una soluzione del problema stesso. Senza
ledere in generalita proveremo questo risultato nell’intervallo [to, ty + d].

Piu precisamente dimostriamo che l'insieme {y, : v > 1} & relativa-
mente sequenzialmente compatto in (C([to,to + 6], R™),[| - ||oc). A tal fine
verifichiamo che ¢ equilimitato ed equiuniformemente continuo.

Equilimitatezza: dimostriamo che per ogni v > 1 e t € [tg, %o + J] si ha
yu(t) € Blyo, R]. Verifichiamo anzitutto che ||y, (t) — yo|| < M (t — to) per
ogni t € [tg, to+3], cioe che il grafico di y, () & contenuto nell’intersezione del
cilindro Cs r(to, yo) € del cono Cyr := {(t,y) : t € Is, ||y —yol| < M|t —tol},
si veda la Figura 2.8. Procediamo per induzione finita sugli intervalli Ji =
[tk,tk—i-l] per k= O, e,V = 1. In J() = [tg,tl] si ha

oo (t) — ol = || (t = to) f (to, mo)|| < (¢ — to) M.
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Supposto, per ipotesi induttiva, che ||y, (t) —yo|| < M (t —tp) (dunque anche

< M§ < R)in Jx_1, per t € Ji si ha

9 () = wol| = |l (tr) + (¢ = t) f (tr, v (t1) — vo|
< oo () = wol| + & — &) || f (s 0 (£0) |
< M(ty —to) + (t — ti) M = M(t —to).

Per il principio di induzione si ha ||y, (t) — yo|| < M(t — ty) < Mo < R per
ogni t € [to, to + 0] percio l'insieme {y, : v > 1} ¢ equilimitato.

R™ Cs,r(to,yo)

‘ Yy (1)

to— 0 to  t t2 t
Figura 2.8: Le poligonali di Eulero sono contenute nel cilindro Cjy

Equiuniforme continuita: piu precisamente verifichiamo che l'insieme &
equilipschitziano. Poiché 3, ¢ una funzione continua, C' a tratti tranne che
in un numero finito di punti, vale la formula fondamentale del calcolo (lo si
provi per esercizio); in particolare (2.10) si puo scrivere nella forma

t

w(t) = yo + / b (s) ds,

to

dove y], & una funzione costante a tratti tale che per t €|tg,tx11] valga

Yo (t) = f(tk, yu(tk)). Per quanto visto si ha ||y, ()| = [|f (tk, yu(te))|| < M
per ogni t, percio se t,r € [tg,top+ 0] e v > 1 si ha

t
o) = ()| < \/ 19, (5)]1 ds| < Mt — o],

da cui lequilipschitzianita (e l’equiuniforme continuita) dell’insieme {y, :
v > 1} nello spazio C([to, to + 0], R™). Per il Teorema di Ascoli-Arzela A.18
{yy : v > 1} ¢ relativamente sequenzialmente compatto in C([to, to+4], R™),
percio la successione {yl,},jzl ammette una sottosuccessione uniformemente
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convergente a una funzione continua y in [tg,t9 + 0]. Per facilita di nota-
zione (e con la dovuta attenzione, si veda a riguardo 1'Osservazione 2.24)
continuiamo a denotare questa sottosuccessione con {y, },>1. Per I'uniforme
continuitd di f sui compatti, si verifica che se y,(t) — y(t) per v — 400
uniformemente in [tg, to + ] allora si ha anche f(¢,y,(t)) — f(t,y(t)) per
v — 400 uniformemente in [tg, to+d], dunque (ricordiamo che se g, converge
uniformemente a g in [a, b], I'integrale di g, converge a quello di g)

t t

f(syyu(s))ds — [ f(s,y(s))ds sev — +oo
to to

per ogni t € [tg, tg+ d]. Passando infine al limite per v — +o0 si ottiene che
F(y,(t)) = yu(t) — Ty, (t) — y(t) — Ty(t) = F(y(t)) (si veda I’Osservazio-
ne 2.18). Verifichiamo che y ¢ soluzione del problema di Cauchy (2.15) in
[to,to+ 0]. A tal fine, sempre con riferimento all’Osservazione 2.18, resta da
dimostrare che F(y,(t)) = e,(t) — 0 puntualmente quando v — +o00. Per
ogni t € [tg,to + J] si ha

lew (I = llyw(t) — Ty ()]

- H(yo */jyﬂs) ds) — (w + 3 F(s,un(s)) ds)

0

to+0
S/t I,(5) = F(5.9(5))] ds
v—1 it
= Z/. v, (s) = £(s,90(9)) ds

tit1
= Z/ Hf tzayu tl)) - f(S yz/ H ds.

Poiché f & continua in I, x B[yg, R] € ivi uniformemente continua, percio
fissato € > 0 esiste d. > 0 tale che se t,s € I, x,z € Blyo, R| soddisfano
[t —s| <0, ||z — 2[| <9 allora |[f(t,x) — f(s,2)|| < e. In particolare, se
§/v = At < §. := min{6.,6./M} cioe se v > v := §/5., allora per ogni

i=0,...,v—1eognisé€ [t;,ti+1] si ha
t; —s| < At < 6., |l (t:) — yu(s)|| < Mlt; — s| < MAt < 6.,
percio H Fti, yu(ts)) — f(s,yu(s H < &. Dalla relazione sopra segue che

tzl

et ||<Z/ ds = (t, — to)e = b,
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per ogni v > v, e ogni t € [to, to+d], quindi v, (t) — Ty, (t) — 0 se v — +o0,
uniformemente in [tg, top + d]. Avendo gia dimostrato che y,(t) — Ty, (t) —
y(t) — T'y(t) si ottiene y(t) — Ty(t) = 0 cioe

t

y(t) =yo + t f(s,y(s)) ds,

per ogni t € [tg, to + 0], quindi y & soluzione del problema di Cauchy (2.15)
in [to, to + ¢]. Analogamente si ragiona nell’intervallo [ty — d, to]. O

Osservazione 2.23 A priori, € possibile che differenti sottosuccessioni di
(yy) convergano a distinte soluzioni di (2.15).

Osservazione 2.24 E facile verificare che la successione (y;) delle iterate
di Picard (2.5) costituisce in effetti un insieme equilimitato ed equilipschi-
tziano in C'(I5,R™) (si veda I'Esercizio 2.25) E dunque possibile applicare
il Teorema di Ascoli-Arzela ed estrarre una sottosuccessione di (yx) conver-
gente in C(I5,R™); sembrerebbe quindi possibile sostituire, all’interno della
dimostrazione del Teorema di Peano, la successione delle poligonali di Eulero
con quella delle iterate di Picard. Perché non si e scelta questa strada?

In realta l'utilizzo delle iterate di Picard non permette di arrivare alla
tesi del teorema. Cio dipende dal fatto che le iterate di Picard, contraria-
mente alle poligonali di Eulero, sono definite per ricorrenza vy, = Tyi_1,
ovvero ciascuna funzione € definita in termini della precedente. Applicando
il Teorema di Ascoli-Arzela si ottiene una sottosuccessione (y, ) convergen-
te a una qualche funzione y; cercando ora di passare al limite per m — +oo
nell’equazione yi, (t) = Ty, —1(t), si ha che il primo membro converge a
y(t) mentre del secondo membro non si ha alcun controllo perché nulla si sa,
a priori, del comportamento della successione (y, —1). Volendo esemplifica-
re, supponiamo che la sottosuccessione convergente a una funzione limite y
individuata dal Teorema di Ascoli-Arzela sia quella relativa agli indici pari,
ovvero Yk, = Y2m. Allora si ha ya;, = Tya,-1 € non si puo passare al
limite a secondo membro perché non si conosce il comportamento della sot-
tosuccessione relativa agli indici dispari; quest’ultima potrebbe anche non
convergere, oppure convergere ma a un limite diverso. Si noti infatti che

yom = Tyom—1 = T(Tyam—2) = T a1y
e passando al limite per m — 400 si ottiene y = T[Q]y, cioe il punto limite

y & punto fisso non dell’operatore T' ma dell’operatore iterato T12. Se T2
& una contrazione, per unicitd si ricava facilmente che il punto fisso di T2
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& anche punto fisso di 7', ma se T2 non & contrazione T e T2 potrebbero
avere punti fissi differenti. Quando cio accade si avra che il punto limite y
non & punto fisso di 7', ovvero non & soluzione del problema di Cauchy.

In definitiva, non ci si deve aspettare che i punti limite della successione
{yk }ren delle iterate di Picard siano punti fissi di T cioé soluzioni del pro-
blema di Cauchy in oggetto. L’analisi svolta suggerisce anche come cercare
un esempio in cui una tale situazione si presenta: e sufficiente trovare un
campo vettoriale f il cui operatore iterato T ammette un punto fisso che
non e punto fisso di T'. Per esempio si consideri il problema di Cauchy

{y’ =2y/[2 = lyl|
y(0)=0

dove f(t,y) = 2./|t2 — |y|| & funzione continua in R? ma non localmente
lipschitziana, in particolare non lo & in un intorno dei punti (¢, +t2).
Considerando la successione delle iterate di Picard (yx)ren definite da

yo(t) =0
Yra (8) =/0 21/]52 — lye(s)]| ds,

con facili calcoli si ottiene

t t
y1(t) :/ 2V's2 ds :/ 2|s| ds = sgn(t)t?,
0

0

lt) = [ 2/ =T7ds = 0 = (o),

da cui segue che yom(t) = 0, yom1(t) = sgn(t)t2, m € N. E chiaro che i
punti limite della successione sono dati solamente dalle funzioni yo(t) e y (t)
nessuna delle quali e soluzione dell’equazione differenziale in considerazio-
ne. Una soluzione (in realta 'unica) ¢ data da y(t) = @sgn(t)t% per
un’analisi piu approfondita del problema si veda 1’Esercizio 13.3.

In definitiva, ’applicazione di Ascoli-Arzela alla successione delle iterate
di Picard non fornisce in generale una soluzione del problema dato. Per
questo nella dimostrazione del Teorema di Peano si sono dovute considerare
altre successioni approssimanti, nel presente caso le poligonali di Eulero.

Esercizio 2.25 Dimostrare che la successione delle iterate di Picard soddi-
sfa le ipotesi del Teorema di Ascoli-Arzela; piu precisamente, verificare che
le iterate costituiscono un insieme equilimitato e equilipschitziano.
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Terminiamo questa sezione osservando che quando il dato iniziale varia in
un compatto I'ampiezza dell’intervallo di esistenza della soluzione puo es-
sere presa uniforme. Questo risultato verra principalmente utilizzato nel
Capitolo 5 per studiare la dipendenza delle soluzioni dai dati iniziali.

Teorema 2.26 (di Peano, sui compatti) Sia Q2 C R x R" aperto e sia
f: Q — R"™ continua. Per ogni compatto K C € esiste ¢ = ¢ > 0,
dipendente solo da K, tale che per ogni (to,yo) € K ogni soluzione massimale
y(t) del problema di Cauchy

{yl - f(tay)

y(to) = Yo
é definita almeno sull’intervallo [to — €,t9 + €].

DiMOSTRAZIONE Fissato K C €2 compatto, si possono trovare o, R > 0
tali che

(216) Ca,R(K) = U Ca,R(t7y)
(tyy)eK

sia un compatto contenuto in  (verificarlo per esercizio). Posto Mg =
max{|| f(s,2)| : (s,2) € Co,r(K)} sia infine ex := min{e, R/Mk}. Preso
un qualsiasi (£, yo) € K, per costruzione si ha Cy r(to,y0) € Co.r(K) C Q,
da cui M := max{|[f(s,2)|| : (s,2) € Cqo,r(to,v0)} < Mk e anche € :=
min{«a, R/M} > ek. Il Teorema di Peano e il Lemma 3.32 garantiscono che
ogni soluzione massimale del problema di Cauchy y' = f(¢,v), y(to) = yo ¢
definita almeno in I.(tp) e a maggior ragione in I, (o). O

Approfondimenti

Altre dimostrazioni del Teorema di Cauchy-Lipschitz

In questa sezione vedremo alcune dimostrazione alternative del Teorema di
Cauchy-Lipschitz. Nella prima si vuole provare direttamente la convergenza
uniforme delle iterate di Picard y(t).* Infatti, si osservi che si puo scrivere

k
(2.17) v (®) = yo + 3 (Wi () — wi(1),
=0

“In questa forma il Teorema di Cauchy-Lipschitz & detto Teorema di Lindeléf-Picard.
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quindi la convergenza uniforme delle iterate e ricondotta alla convergenza
uniforme della serie a secondo membro. Dette R, M, a,d le solite costanti
introdotte dal Teorema di Cauchy-Lipschitz, sia L la costante di Lipschitz
di f nel compatto Cy, g. Dimostriamo per induzione che

Lk
(k+1)!

per ogni k € N e ogni t € Is. Per k =0 si e gia verificato in precedenza che

ly1(t) — yo(®ll = ly1(t) — woll < M|t — to.

Supposta ora vera la tesi per k — 1, proviamola per k. Avendo gia verificato
che se § < g¢ tutte le iterate di Picard hanno valori in By, R], si ha
(2.18)

[Y41() = ()] = [[Tyx(t) — Tyr-1(1)]]

1 (s, yk(s)) — (s, ye-1(s))l ds

‘/ |s—t0]kds

Y41 (8) = k@) <

to

IN

LHyk() Yk—1(s)[ ds| <

_MLk[’S—to‘k+1:| ML
TR L ka1 s (k+1)

e per induzione segue la tesi. Da questa disuguaglianza discende che

[ee) o) .
ML M
(2‘19) E ||yi+1 - yi”oo < E m = f(eLé — 1) < +o0.
i i=0

Per confronto la serie in (2.17) converge normalmente dunque uniformemente
in I, e in definitiva la successione delle iterate converge uniformemente a
una funzione y(t), che sappiamo essere necessariamente una soluzione del
problema di Cauchy in oggetto. Verifichiamo ora l'unicita. Fissiamo una
qualsiasi soluzione del problema di Cauchy definita in Is, diciamola y*(t).
Osservando che y* = T'y*, come in precedenza si dimostra che

MLF
(k+1)!

per ogni t € Is e k € N. Passando al limite per kK — —+oo si ottiene facil-
mente ||7(t) — y*(t)|| = 0, da cui I'unicita. Si osservi che in questo caso si
¢ potuto dimostrare 'unicita senza imporre 'ulteriore condizione 0L < 1
sull’ampiezza dell’intervallo di definizione.

lyr(t) —y* ()] <
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Un altro metodo per ottenere 'unicita senza imporre 6L < 1, € quello di
utilizzare una norma pesata alla Bielecki. Nelle usuali notazioni introdotte,
se y € C(I5,R™) si pone

(2:20) Iyl := mas [e=2H =y 1)

(al posto di 2L si puo mettere un qualsiasi K > L). Si verifica facilmente
che || - ||« € una norma su C'(Is5,R™), equivalente alla norma del sup, essendo

e Byllos < llylls < [1yll-

Dunque (C(I5,R™),| - [|«) ¢ uno spazio normato completo. Si osservi che
la palla Br nella norma || - ||oc non ¢ pitt una palla nella norma || - ||+, ma
continua a essere un insieme chiuso, quindi uno spazio metrico completo.
Inoltre, se y1,y2 € Bg si ha

1f(s,91(5)) = f(s,42(s)) ds

to

/t Lllyn(s) — ya(s)]] ds

0

1Ty1(8) = Ty2(t)]| <

<

t
<L '/ e2Lls=tol ||y — gl ds
to

e2L|S—t0|

t
= Ly = well-[57—], < 5"l — el

N =

da cui segue

I 1
e~ 2Llt=tol Ty (1) — Ty (t)]) < sl =2l

e passando al sup sui t € I si ottiene infine

1
1Ty1 — Ty2ll« < Sllyr — y2ll+

dunque T : Br — Bgr ¢ una 1/2-contrazione nella norma || - ||,. Per il
principio delle contrazioni T" ha punto fisso in Bpg.

Altre dimostrazioni del Teorema di Peano

In questa sezione diamo (alcune) ulteriori strategie di dimostrazione del Teo-
rema di Peano. Per ciascuna forniremo solamente una linea dimostrativa,
lasciando eventualmente allo studente il compito di completare i dettagli,
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magari aiutandosi con la consultazione di libri dedicati alle equazioni diffe-
renziali ordinarie. Si tenga presente, infatti, che alcuni passaggi nelle dimo-
strazioni non sono del tutto ovvi e che certi altri necessitano di un’analisi
piuttosto articolata.

1) (variante della dimostrazione proposta) Fissati M e § come
nell’enunciato e fissato v € N, v > 1, sia

o 0
Iy = |:t0 +(k—1)—,to+k—|,
v v
con k = 0,...,v. Definiamo una soluzione approssimata y,(t) in maniera

induttiva su ogni I, come segue. Sia y,(t) = yo per t € I, 9. Supposto di
avere definito y, in I, , la definiamo nel successivo intervallo I, ;41 ponendo

t
yu@)—-y0+:/)f(SJh(S—'d))d&
to 4
per t € I, j41. Si puod dimostrare che (y,) € una successione equilimitata ed
equicontinua dunque, per il Teorema di Ascoli-Arzela, ammette una sotto-
successione uniformemente convergente in [tg, to+ 0] a una funzione continua
y. Passando al limite nella definizione di ¥, si verifica infine che y & soluzione
del problema di Cauchy (2.15).

2) (metodi di punto fisso) Si ¢ gia ripetutamente osservato che (2.15)

¢ equivalente al problema
y="Ty

dove T' & l'operatore ¢ definito in (2.5); inoltre sappiamo anche che se § < g,
allora T': B — B dove B ¢ la palla di centro y(t) = yo e raggio R nello spazio
di Banach (C(Is,R), || - ||o). Siamo dunque ricondotti a cercare un punto
fisso di T"in B. A tal fine risulta utile il Teorema del punto fisso di Schauder,
generalizzazione del Teorema di Brouwer. Entrambi sono argomento di corsi
avanzati di Analisi Funzionale per cui ne ometteremo la dimostrazione.

Teorema 2.27 (di Brouwer) Sia B C R" una palla chiusa. Se f: B — B
e continua allora f ammette punto fisso in B.

Il teorema rimane valido se al posto di B si prende un insieme C omeomorfo a
una palla chiusa. Il Teorema di Schauder generalizza il Teorema di Brouwer
al caso degli spazi normati infinito dimensionali; in tale situazione la sola
ipotesi di continuita della funzione f non e sufficiente a garantire ’esistenza
di un punto fisso. Essenzialmente cio dipende dal fatto che le palle chiuse in
una spazio normato infinito dimensionale non sono compatte. Per ovviare al
problema si chiedera alla funzione f un’ulteriore proprieta di compattezza.
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Definizione 2.28 Siano (X, ||||x), (Y,||-|ly) spazi normati. Una funzione
f: X =Y sidice compatta se trasforma insiemi limitati di X in insiemi
relativamente compatti di Y. La funzione f si dice completamente continua
se é continua e compatta.

Esercizio 2.29 Dimostrare che se Y = R” allora f & completamente conti-
nua se e solo se f & continua e trasforma insiemi limitati in insiemi limitati.
Da cio far discendere che se X ha dimensione finita il Teorema di Schauder
si riduce a quello di Brouwer.

Teorema 2.30 (di Schauder) Sia B una palla chiusa in una spazio nor-
mato (X,||||x). Se f: B — B é completamente continua allora f ammette
punto fisso in B. (In generale & sufficiente che B sia un insieme chiuso,
limitato e convesso.)

Applichiamo il Teorema di Schauder all’operatore di Volterra. Verifichiamo
che T' & (uniformemente) continua. Poiché f & uniformemente continua in
I5 x Blyo, R], per ogni € > 0 esiste d. > 0 tale che se s € Is, z,z € Blyo, R|
soddisfano ||z — z|| < d. allora ||f(s,z) — f(s,2)|| < €. Prese due funzioni
Y1, Y2 appartenenti alla palla B di centro yg e raggio R in C(Is5,R) tali che
l|ly1 — 2|0 < dc, per ogni t € Is si ha dunque

¢
| Ty1(t) — Tya(t)]| < ‘/t £ (s,91(5)) — F(s,12(5))]|| ds| < |t — tole < de,

quindi ||7'y1 — T'y2||ec < g, da cui la (uniforme) continuita di 7". Verifichia-
mo che T' & compatta; a tal fine & sufficiente dimostrare che I'immagine della
palla B tramite 7' ¢ un insieme relativamente compatto in (C(I5,R), || - [|oc)
(infatti ogni sottoinsieme di un insieme relativamente compatto ¢ relativa-
mente compatto). Essendo T'(B) C B l'insieme T'(B) ¢ sicuramente limita-
to. Verifichiamo che ¢ equicontinuo. Presa una funzione y € B, per ogni
t1,to € I5 si ha

I7uten) ~ Tuie) <| [ s utop] as| < Ml - .

dove M ¢ definito come nell’enunciato del Teorema di Peano. Dunque I'in-
sieme T'(B) = {Ty(:) : y € B} ¢ anche equilipschitziano, quindi equiunifor-
memente continuo. Per il Teorema di Ascoli-Arzela ¢ allora relativamente
compatto in (C(I5,R), || - ||) dunque, per il Teorema di Schauder, T ha
almeno un punto fisso in B che, come sappiamo, & soluzione di (2.15) in ;.
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3) (approssimazione lipschitziana del campo vettoriale) Dato il
problema (2.15) si approssima, uniformemente in I, X Blyg, R], il campo vet-
toriale f con una successione di campi vettoriali f,, localmente lipschitziani
nella seconda variabile (per esempio di classe C'). Considerato

{y/ = fm(tvy)

(221) y(to) = Yo,

per il Teorema di Cauchy, per ogni m € N il problema (2.21) ammette una
(unica) soluzione locale y,,, definita in un intorno I5, ditp. Sipuod dimostrare
che se m & sufficientemente grande le soluzioni y,, possono essere definite in
un intervallo comune I e che convergono uniformemente in /5 a una funzione
continua y. Passando al limite per m — 400 nella formulazione di (2.21)
mediante la relativa equazione di Volterra, si ottiene infine che y & soluzione
di (2.1) in Is.

Estensione del concetto di soluzione

Nella dimostrazione dei Teoremi di Cauchy e di Peano con f : Q@ — R"
continua, si ¢ utilizzata la seguente equivalenza,

y € C'(Iy) & soluzione di y € C(I5) ¢ soluzione di
(:9) y(t) =vo+ [ f(s,y(s))ds,
y(tO) = Yo, to

che permette di riformulare il problema dell’esistenza di una soluzione per
un’equazione differenziale nel problema dell’esistenza di un punto fisso per
un operatore integrale di Volterra. L’importanza di questa seconda for-
mulazione risiede anche nella richiesta di minore regolarita per le soluzioni
(y € C(Iy)) rispetto alla prima (y € C1(I5)). Non solo: per avere sen-
so, la prima formulazione, detta “forte” o “classica”’, necessita almeno di
una funzione derivabile, mentre la seconda formulazione richiede solamen-
te l'integrabilita della funzione ¢ — f(t,y(t)). Nel caso in cui si volessero
indebolire le ipotesi di continuita su f, la formulazione classica perderebbe
significato mentre (II) sarebbe ancora applicabile; in pratica si puo consi-
derare (II) come una definizione pin generale di soluzione del problema di
Cauchy. Volendo accennare a una possibile estensione della teoria, per esem-
pio & possibile utilizzare (IT) nel caso in cui f & continua rispetto a y ma non
necessariamente rispetto a t, pii precisamente si puo richiedere che

1. per quasi ogni fissato ¢, la funzione y — f(¢,y) & continua,



42 CAPITOLO 2. DUE CLASSICI TEOREMI DI ESISTENZA

2. per ogni fissato y, la funzione ¢ — f(t,y) & Lebesgue-misurabile,
dove il “quasi ogni” & riferito alla misura di Lebesgue. Assumendo che
3. esiste m € L(Is) tale che |f(t,y)| < m(t) per (t,y) € Cs r(to,Yo),

si puo verificare che per ogni funzione continua y(t) la funzione ¢t — f (¢, y(t))
¢ integrabile secondo Lebesgue, e argomenti di punto fisso permettono di
provare l'esistenza di una funzione continua y(t) tale che

¢
y(t) =yo+ | f(s,y(s))ds per quasi ogni t € Iy,

to
detta “soluzione alla Carathéodory” del problema di Cauchy. In seguito si
dimostra che y(t) ¢ una funzione assolutamente continua (si veda la Defini-
zione A.37 in Appendice), derivabile in quasi ogni punto e tale che l'equa-
zione ' (t) = f(t,y(t)) & verificata in senso classico per quasi ogni ¢t € I5. Se
in aggiunta si chiede (per esempio) che

4. per ogni compatto K C (Q esiste Lx > 0 tale che

Hf(tvy) - f(t7Z)H < LK‘?/— Z‘,
per ogni (t,y),(t,2) € K,

allora tale soluzione ¢ unica.
E possibile sviluppare una teoria anche nel caso in cui f non sia continua
nemmeno rispetto a y, ma le cose si complicano ulteriormente. . .



Capitolo 3

Unicita e prolungabilita

Unicita locale e globale

Il Teorema di Cauchy-Lipschitz 2.9 individua alcune condizioni sufficienti ma
non necessarie per ’esistenza e 'unicita locale delle soluzioni dei problemi di
Cauchy. Per esempio, & noto che c’e unicita nel caso di equazioni a variabili
separabili del tipo v’ = h(t)g(y), con h,g continue, non necessariamente
localmente lipschitziane, tali che g(y) # 0 per ogni y (si veda anche la
prima sezione del Capitolo 8). Nell’Esempio 2.12 si € inoltre mostrato che il

problema di Cauchy
Y=y
y(0) =1,

ammette l'unica soluzione locale y(t) = e’ su ogni intervallo [—d,d] con
0 < 1. Ma e banale verificare che tale funzione e definita e soluzione in
tutto R. E l'unica soluzione sulla retta reale? Vedremo che la risposta
¢ si, ma la questione non ¢ proprio banale come si evincera dal seguente
esempio. In generale ci interesseremo del problema della cosiddetta “uni-
cita in grande” o “globale” cioe dell’unicita della soluzione su intervalli
di definizione possibilmente piu ampi di quelli considerati dal Teorema di
Cauchy-Lipschitz.

t

Esempio 3.1 Consideriamo il problema di Cauchy

{y’ =2y/lyl

y(0) = —1.

Il campo vettoriale (autonomo) f(t,y) = 24/|y| & definito e continuo su tutto
R? ma non & localmente lipschitziano in un intorno dei punti (¢, 0), al variare

43
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di tp € R. Il dato iniziale (tg,y0) = (0, —1) non & di questo tipo, ed essendo
f di classe C! in un suo intorno, per il Teorema di Cauchy-Lipschitz il pro-
blema di Cauchy in considerazione ammette un’unica soluzione locale. Piu
precisamente, nelle ipotesi del teorema « puo essere preso a piacere mentre
R deve essere preso in maniera tale che Blyo, R| = B[—1, R] sia contenuta in
una regione su cui f ¢ di classe C''; dovra dunque essere 0 ¢ B[—1, R] da cui
R < 1. Di conseguenza M = max{2./|z| : |z+1| < R} = 2¢/R + 1. 1l Teore-
ma di Cauchy-Lipschitz garantisce esistenza e unicita locale della soluzione
in Is con ¢ < g9 = min{a, R/M} = min{a, R/(2V/ R+ 1)} = R/(2V R+ 1),
non appena « e sufficientemente grande. Si osservi che essendo 0 < R < 1
tale numero ¢ inferiore a /2 /4. In definitiva il massimo intervallo su cui il
teorema garantisce l'esistenza & | — v/2/4,v/2/4].

Utilizzando il metodo di separazione delle variabili & possibile calcolare
esplicitamente tale soluzione. Poiché y(0) = —1, per continuita y(¢) < 0 in
un intorno di tg = 0; finché y non si annulla si puo applicare il metodo di
separazione delle variabili, per il quale

v t y(®)
——dz= | d — V= = t)=—(t—1)>%
/yo = = [-v=]" =t = g =)

Tale funzione si annulla per ¢ = 1, dunque il metodo fornisce la soluzione
y(t) = —(t — 1)? definita nell’intervallo ] — oo, 1]. Inoltre, ogni soluzione
deve necessariamente coincidere con quest’ultima, quindi c’e¢ unicita della
soluzione in | — 0o, 1], ovvero in un intervallo comunque pitt ampio di quello
previsto dal Teorema di Cauchy-Lipschitz.

Per t = 1 si ha y(1) = 0 e non & possibile estendere ulteriormente 1’ap-
plicazione del metodo di separazione delle variabili. Si noti che (t1,y(t1)) =
(1,0) & un punto in cui il campo vettoriale cessa di essere localmente lipschi-
tziano; da tale punto si biforcano infinite soluzioni per ¢t > 1. In particolare,
le funzioni

—(t—-1)2 set<1
ye(t) =40 sel<t<l+e
(t—c)? set>1+c,

al variare di ¢ > 0, sono tutte soluzioni del problema di Cauchy in oggetto.
Questo esempio dimostra che puo esserci unicita locale ma non globale.

La perdita dell’unicita globale nell’esempio precedente ¢ dovuta al fatto che,
pur essendoci unicita locale in un intorno di %g, in t; > tg la traiettoria della
soluzione passa per un punto in cui si perdono la locale lipschitzianita del
campo vettoriale e 'unicita delle soluzioni ivi passanti. In definitiva I'unicita
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globale di un singolo problema di Cauchy dipende in realta dall’unicita locale
di tutti i problemi di Cauchy; essenzialmente andremo a dimostrare che

’unicita locale per tutti i problemi di Cauchy = unicita globale‘

Teorema 3.2 (di unicita globale) Data un’equazione y' = f(t,y), con
f:Q CRxR* = R"™ continua, tale che abbia unicita locale per tutti i
relativi problemi di Cauchy (per esempio se f é localmente lipschitziana),
allora ammette unicita globale per i medesimi problemi. Piu precisamente,
sey;: I; = R™, i=1,2, sono soluzioni del problema di Cauchy

{y/ = f(tvy)

y(to) = yo,
allora y1 = yo in I1 N Is.

DIMOSTRAZIONE Anzitutto si osservi che I, I5 sono intervalli contenenti
to quindi 11 N Iy € un intervallo non vuoto contenente ty. Definiamo

J={telinly: yi(t) =y2t)}.

Per ipotesi tg € J # @. Dalla continuita di y1,y2 segue che J & chiuso in
IyN1Iy. Verifichiamo che ¢ anche aperto; infatti, se 7 € J si ha y1(7) = ya(7).
Per lesistenza e unicita locale esiste un’unica soluzione del problema di
Cauchy ' = f(t,y), y(7) = y1(7) definita in un opportuno intervallo chiuso
I di centro 7. Poiché y; e y2 sono entrambe soluzioni di tale problema si
avra y1 = yo in I N (I3 N I3) Dunque esiste tutto un intorno aperto di 7
(nella topologia relativa) contenuto in I; N I, percio J & anche aperto. In
definitiva J € un aperto, chiuso e non vuoto contenuto in I; N Is. Dalla
connessione di I1 N I segue J = I N I cioe la tesi. O

Conseguenze sulle traiettorie e sulle orbite

Supponendo che una data equazione differenziale y' = f(¢,y) abbia unicita
di soluzioni per tutti i problemi di Cauchy associati, cosa si puo dire delle
traiettorie e delle orbite? Vediamo che

unicita == la traiettorie non si intersecano‘

nel senso che due traiettorie o sono disgiunte oppure coincidono (localmente).
Infatti, siano y : Iy, — R™ e 2z : I, — R" due soluzioni dell’equazione; se
le due traiettorie hanno punti in comune, ovvero esiste almeno un punto
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(t,9y) € Ty N T, allora entrambe le funzioni sono soluzioni del problema di
Cauchy con dati iniziali y(¢f) = §. Per il Teorema 3.2 y e z devono allora
coincidere su tutto I, N I.. Le traiettorie non possono quindi intersecarsi
trasversalmente (si veda la Figura 3.1).

veR

Figura 3.1: Le traiettorie non si intersecano

Bisogna stare attenti che invece

anche se ¢’e unicita le orbite possono comunque intersecarsi

come si intuisce facilmente osservando la Figura 3.2.

R Ty T:

A / \

=

o R
=

Figura 3.2: Le orbite possono intersecarsi

Puo dunque accadere che O, N O, consti di un unico punto § (come in
figura) per cui y(t1) = z(t2) = y per qualche ¢;, to ma allora dovra essere t; #
to perché altrimenti anche le traiettorie si intersecherebbero trasversalmente,
il che non & possibile. Se perd lequazione & autonoma, cioe y' = f(y),
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neanche le orbite possono intersecarsi trasversalmente, cioe

‘unicité + equazione autonoma = le orbite non si intersecano

Infatti, se come prima y : I, — R" e z : I, — R" sono due soluzioni
dell’equazione tali che y(t1) = z(t2), per 'Osservazione 1.6 anche la funzione
x(t) :=y(t —t*), con t* =ty — ty, & soluzione in I, = I, +t*. Ma allora

x(te) = y(ta — (t2 — t1)) = y(t1) = 2(t2),

quindi (t2, z(t2)) € T, N T, e per 'unicita x = z in I, N 1,, ovvero y(t —t*) =
z(t) per ogni t € (I, +t*)NI,. Ne consegue che le due soluzioni sono una la
traslata temporale dell’altra, le orbite di y e z coincidono localmente vicino
al punto 4 e non si possono avere intersezioni trasversali.

Esercizio 3.3 Provare che la situazione in Figura 3.2 puo effettivamente
accadere, per esempio verificando che per il seguente sistema planare

=1
y =2,
I'intersezione di due orbite distinte consta sempre di un unico punto.

Esercizio 3.4 Data l'equazione differenziale y' = f(y) con f : R — R local-
mente lipschitziana, dimostrare che ogni soluzione ¢ strettamente monotona
oppure e un equilibrio. E ancora vero se f & solamente continua?

Il fenomeno di Peano

Cosa succede quando si perde l'unicita locale? Quante soluzioni puo ave-
re in questo caso un singolo problema di Cauchy? Come si dispongono
geometricamente le soluzioni nello spazio delle traiettorie?

Risponderemo con precisione a queste domande nel caso n = 1 di una
singola equazione differenziale scalare, dando alcuni cenni al caso n > 2.
Considereremo i tempi ¢t > tp; un discorso analogo varra per t < tg. In
generale, dato il problema di Cauchy

(31) {y/ = f(ta y)
y(to) = Yo,

con f continua, si puo dimostrare che esistono due particolari soluzioni dette
integrale superiore e integrale inferiore e che denoteremo, rispettivamente,
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con y(t) e y(t), tali che per ogni altra soluzione y(t) di (3.1) e per ogni tempo
t appartenente a un comune intervallo di definizione si ha

y(t) <y(t) <y(t).

Ovviamente, nel caso in cui ¢’ unicita delle soluzioni si avra y(t) = g(t)
per ogni t. Per dimostrare l'esistenza di queste due soluzioni & necessario
utilizzare dei metodi leggermente piu raffinati delle poligonali di Eulero che
permettono di costruire opportune soluzioni approssimate di una qualsiasi
fissata soluzione (per approfondire 'argomento si veda per esempio [9]);
alternativamente, si pud confrontare 1’equazione y' = f(¢,y) con opportune
approssimazioni, alle quali poi si applica il Teorema di Ascoli-Arzela.

Yy /

to,Yo)

Figura 3.3: Pennello di Peano

In aggiunta, il quadro geometrico delle soluzioni & ben delineato: si ha il
cosiddetto fenomeno di Peano (spesso chiamato anche pennello di Peano).
Se la regione B = {(t,y) : t > to, y(t) <y <7y(t)} ¢ tutta contenuta in €,
si pud dimostrare che per ogni t* > ty e ogni y* tale che y(t*) < y* < F(t*)
esiste almeno una soluzione y(t) di (3.1) tale che y(t*) = y*. Da cid discende
che Vinsieme dei punti raggiungibili con soluzioni di (3.1), dato da

R:={(t,y(t)): y: I, — R" soluzione di (3.1), t € I, },

coincide con B e individua nel piano una sorta di “pennello” delimitato
dall’alto e dal basso dalle traiettorie di 7 e y (si vedano la Figura 3.3 e

I'Esercizio 3.31). L’insieme dei punti raggiungibili all’istante t*, cioe
R(t*) :=RnN{t=t"},

¢ invece un segmento congiungente i punti (¢*,7(t*)) e (t*,y(t*)).
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Nel caso n > 2 non si dispone di una relazione d’ordine in R™, per cui
il quadro geometrico puo complicarsi. Le proprieta di R(¢*) hanno pero la
seguente generalizzazione ai sistemi di n equazioni.

Teorema 3.5 (di Kneser) Data l’equazione differenziale y' = f(t,y) con
fQCRXxR" = R™ continua e fissato (to,yo) € 2, sia & come nelle ipotesi
del Teorema di Cauchy-Lipschitz 2.9. Allora per ogni t* € Is linsieme

R(t*) = {(t",y(t*) : y:Is — R™ ¢ soluzione di (3.1)},

ovvero linsieme dei punti raggiungibili all’istante t* mediante soluzioni di
(3.1), € un continuo, cioé un insieme compatto e connesso.

Se n > 2, tale insieme potrebbe non essere semplicemente connesso, come
illustrato dal seguente esempio.
Esempio 3.6 Si consideri il sistema bidimensionale

(

Y1

2
Yi + 5

1
vh =12ty @1 — e
VYT T+ Y5

(%1(0) =1, 92(0) = 0.

vi=y1 —y2 a1 —

(3.2)

e

Poiché \/yf +y3 > y1 in R?, valendo 'uguaglianza se e solo se yo = 0, il
campo vettoriale di (3.2) & definito e continuo in R?\ {(0,0)} e di classe C*
in R?\ {y2 = 0}, insieme dove viene meno la locale lipschitzianita. Si noti
che il dato iniziale appartiene proprio a questo insieme. In generale per un
sistema planare autonomo della forma

{x' = a(x.y)
Y =b(x.y),

operando il cambio di coordinate in variabili polari (x,y) = (pcos6, psen0)
e inversamente (p,0) = (y/22 + y2, arctg(y/x)) si ottiene
, 2xx’ +2yy  xa’ +yy  a'pcos® +ypsend

2y x? + y? p P

p

(3.3) =2’ cosf +y'senf = a(x,y) cos § + b(z, y) sen §

= a(pcosf,psenf)cosl + b(pcosb, psend)sen b,
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;o 1 yr—yx'  yr—yx'  y'pcost —a'psend
Sl (y/x)r 22 2 P’
_ y'cos —a'sen®  b(x,y)cosd — a(x,y)send

p p
b(pcosf, psend) cosh — a(pcosb, psend)send

P

Posto (z,y) = (y1,y2) e volendo operare tale trasformazione, essendo

9
gyt o) = a1 — —L W Jo=peost iy

yl + 3/2
si ha facilmente

g YAt uh _ uiyE

p p

/I / 2 2
9 — Y1Ys 23/23/1 _ (y1 ‘|‘y2)éq(ylay2) _ m‘
P P
Di conseguenza, per tutte le soluzioni per cui p non & mai nullo si ottiene

)

/

p=p .
(3.5) {0 = V1—cosd = {po_fl U {
p(0) =1, 6(0) = 0 pl0) =1,

0 = Y1 —cosb
8(0) = 0,

percio (3.2) si riduce all’unione di due sistemi disaccoppiati. Il primo sistema
ha soluzione p(t) = ppe’ = e'. L’equazione del secondo sistema ha il campo
vettoriale continuo ma non localmente lipschitziano in un intorno dei punti
in cui 1 —cos @ si annulla cioe (o, 2k7) con k € Z. 11 dato iniziale & di questo
tipo dunque ci si aspetta di non avere unicita delle soluzioni. In particolare,
le funzioni 0 (t) = 2km sono tutte soluzioni (sono equilibri). Dall’equilibrio
fp = 0 si biforcano altre infinite soluzioni; per separazione delle variabili,
per tuttiit > 0 per i quali 0 < G(t) < 2 si ottiene

0(t)
ds =t,
/0 YT —=cosp /
dove il primo integrale si deve interpretare come integrale improprio in ¢ = 0
(si dimostri che tale integrale converge). Detta H(y) la primitiva tale che
H(0) = 0 (si potrebbe calcolarla in funzione di opportuni integrali ellittici),
si ottiene l'equazione H(6(t)) = t. Anche I'integrale improprio (in ¢ = 27)

2w
1
/ y d(’p
o V1—cosp
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¢ convergente (lo si dimostri per esercizio); sia 7 il suo valore che corrisponde
al tempo che impiega la soluzione considerata a connettere 1’equilibrio in 0
con quello in 27r. Numericamente si trova 7 &~ 8.8195. Nell’intervallo [0, 7]
la funzione H e crescente e continua, dunque la si puo invertire ottenendo
la soluzione 6(t) = H~1(t). Al tempo ¢t = 7 la corrispondente soluzione del
sistema (3.5) si trova quindi in (p(7),0(7)) = (e, 27) ovvero la fase 6 ha
compiuto un giro completo. Piu precisamente, limitatamente all’intervallo
[0,27] la funzione @(t) = 0 e lintegrale inferiore del problema di Cauchy
0 = v/1—cos@, §(0) = 0, mentre la funzione §(t) = H~'(t) & I'integrale
superiore, si veda a) in Figura 3.4. Si osservi che le soluzioni (p(t),6(t))
e (p(t),0(t)) del sistema (3.5) al tempo 7 si trovano, rispettivamente, in
(e7,0) e in (e7,2m), punti che coincidono nelle coordinate (y1,y2). Pren-
diamo dunque t* = 7; per il fenomeno di Peano l'insieme dei 0(t*) cioe dei
punti raggiunti al tempo t* da tutte le soluzioni del problema di Cauchy
0" = V1 —cosf, 6(0) = 0 & dato dall’intervallo [0,27], percid I'insieme dei
punti raggiunti dalle soluzioni di (3.5) al tempo t* & dato da {e'" } x [0, 2]
che nelle coordinate (yi,y2) corrisponde a una circonferenza di centro ’ori-
gine e raggio '’ nel piano t = ¥, come si puo osservare in Figura 3.5. Tale
insieme non ¢ semplicemente connesso.

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
Y
T

S S

0 o(t)

Figura 3.4: a) il pennello di Peano del problema ¢ = v/1 — cosf, #(0) = 0
in [0, 7]; b) in blu, la generica soluzione s(t) del medesimo problema

Per completezza, si puo verificare che tutte e sole le soluzioni di (3.5) in
[0,t*] = [0, 7] sono date da (p(t),0s(t)) dove p(t) = e e f4(t) & definita da

0u(t) = {0 set € [0,s]

H Y (t—3s) sete€]s, 1],

al variare del parametro s € [0, 7]; per una rappresentazione della generica
soluzione si veda b) in Figura 3.4.
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Figura 3.5: In nero, 'insieme raggiungibile al tempo t* = 7 in tre differenti
angolazioni; in rosso e marrone, le soluzioni corrispondenti all’integrale in-
feriore 6(t) e superiore 0(t); in blu, alcune altre soluzioni del problema di

Cauchy ¢’ = v/1 — cos0, 6(0) =0

Esercizio 3.7 Esempi simili al precedente sono dati dai seguenti sistemi

g =gy — 2Vl
Vi +ys Y1 = y1 — Y2/ |v2|
(3.6) Y = yo + 1/17\/@ yh = y2 + y1/]va]
Vi s y1(0) =1, 2(0) = 0.
(¥1(0) =1, y2(0) =0,

Per ciascuno, provare a ripercorrere 'analisi svolta per (3.2) adattandola
al caso. Trovare il minimo tempo t* per cui 'insieme raggiungibile al tem-
po t* non e semplicemente connesso. Scrivere tutte le possibili soluzioni
nell’intervallo [0, t*] e verificare che dipendono da due costanti arbitrarie.

Esercizio 3.8 Trovare l'integrale superiore e l'integrale inferiore relativi ai
due problemi di Cauchy

{y’ =2/Jyl {y’ =2/Jyl

y(0) =1, y(0) =0,

per t > 0 et < 0. Dimostrare correttamente le proprie affermazioni.
Descrivere i relativi pennelli di Peano.

Esercizio 3.9 Studiare l'esistenza e l'unicita delle soluzioni dei problemi
di Cauchy relativi alle equazioni differenziali v/ = /1 — 42, ¢/ = t\/1 — 32,

v =I|1—9y% ey =sgn(y)\/|y/t|. Si determinino esplicitamente tutte le
possibili soluzioni e si studino i pennelli di Peano al variare dei dati iniziali.
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Esercizio 3.10 Dato il problema di Cauchy

! vi+ys YR+ 2
oh = o |1 21 - y1v/ |y

vitvs Nyl +ys
y1(0) = 1, y2(0) = 0,

studiare l'esistenza e unicita locale delle soluzioni. Descrivere I'insieme delle
soluzioni e dei punti raggiungibili per istanti ¢* sufficientemente grandi.

Esercizio 3.11 Dato il sistema

a' = f(z)

y' =g(x)y,
con f : R — R localmente lipschitziana e g : R — R continua, dimostrare
che 1 relativi problemi di Cauchy hanno unicita locale delle soluzioni.

Esercizio 3.12 Data I'equazione y” = g(y) con g funzione lipschitziana

a) verificare che i relativi problemi di Cauchy ammettono esistenza e
unicita locale e che le funzioni costantemente uguali agli eventuali zeri
di g sono soluzioni;

b) posto che 7 sia l'unico zero di g, provare o confutare che se y : [ — R
e soluzione con y(tg) # y per qualche ty allora y(t) # y per ogni t € I.

Esercizio 3.13 Sia z4 : R — M(n,R) 'unica soluzione del problema di
Cauchy per 'equazione differenziale matriciale

(3.7) YO =1

{Y’ — AY

con A € M(n,R) matrice fissata, dove AY denota il prodotto matriciale
e I la matrice identita. Utilizzando solamente i risultati sull’esistenza e
unicita per le equazioni differenziali, dimostrare che se A e B commutano
allora za4p(t) = za(t)zp(t) per ogni t € R, dove z4(t)zp(t) denota ancora
il prodotto tra matrici. A posteriori se ne deduca la ben nota formula
edtB = edeB. (Si veda (9.20) per la definizione di esponenziale di una
4. in generale si consulti il Capitolo 9 per le sue proprieta. Si veda
anche il Corollario 4.16 che garantisce 1'unicita della soluzione di (3.7)).

matrice e
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Prolungamenti - Soluzioni massimali

Grazie al Teorema di Peano (o di Cauchy-Lipschitz) il problema di Cauchy

(38) {y/ = f<t7y)
y(to) = Yo,

con f continua, ammette una soluzione locale yo(t) definita in un opportuno
intervallo Iy := Is,(to) = [to — do,to + do]. A sua volta il punto (¢1,y1) =
(to + do,yo(to + d0)) appartiene ancora al dominio di definizione Q di f,
percio ¢ possibile considerare il problema di Cauchy con dati y(t;) = w1
che, sempre per Peano, ammette una soluzione locale y;(t) definita in un
intervallo I} := I5, (t1). Si osservi che anche yo € soluzione di tale problema
in un intorno sinistro di ¢1, ma se non c’¢ unicita delle soluzioni non ¢ detto
che yg e y1 coincidano nell’intersezione dei loro domini Iy N I;. Comunque, &
possibile definire una nuova soluzione di (3.8) in Iy U I; “incollando” quelle
due gia trovate; piu precisamente si puo definire

” 1(t) — yo(t) set € [t() — 0o, to + (50]
’ yl(t) SetG]t0+50,t0+50+51] :]tl,t1+(51],

rappresentata in Figura 3.6. Tale funzione ¢ banalmente derivabile in tutti
i punti diversi da t1, ed & ivi soluzione dell’equazione differenziale, perché
coincide localmente attorno a ogni punto diverso da ¢; con yg o con y; che
sono soluzioni. Soddisfa inoltre le condizioni iniziali yo1(to) = yo. Per
costruzione la funzione yp 1 € continua nel punto ¢; ma, essendo un incol-
lamento di due funzioni, potrebbe non essere derivabile. In realta, essendo
un incollamento di due soluzioni della medesima equazione differenziale, &
automaticamente anche derivabile in #; e di conseguenza soluzione in tutto
Ip U I1. Infatti
lim yoq(t) = lim yy(t) = yo(t1) = f(t1,90(t1))

t—t1— t—t1—

o 7 / 1 ’
flt(t)) = wi(t) = lim i (t) = lim yo, (),

quindi yo e y; hanno un contatto del primo ordine in ¢;, dunque yo1 ¢ ivi
derivabile e soddisfa chiaramente yg (1) = f(t1,901(t1)). La medesima
costruzione si puo fare partendo dal punto ¢ty — dp fino ad arrivare a un
qualche punto ty — dp — 97.

In definitiva, siamo riusciti a prolungare la soluzione yy a un intervallo di
definizione maggiore di quello iniziale Iy. A questo punto la medesima co-
struzione puo proseguire per induzione, ottenendo un prolungamento di yo 1,



PROLUNGAMENTI - SOLUZIONI MASSIMALI 55

R™ ’ R™

Figura 3.6: Prolungamento di una soluzione (in futuro)

dunque di yp, a un intervallo [to, to + d2] = [t1 + 01,t1 + J1 + d2], e cosi via.
In questo maniera sembrerebbe possibile estendere yp su tutto [tg, +oo[ (e
analogamente su | — 0o, tg]); in realta, se per esempio il dominio Q di f
¢ limitato, poiché tutti i punti (¢x,yx) cosl ottenuti stanno in €, si avra
supy, tx, < 400 e non si potra estendere yy a tutto [to, +oo[. Ma anche nel
caso in cui () fosse tutto R"*1, tale costruzione porterebbe comunque a de-
finire un prolungamento di yo(t) definito in [to,to + > o Ok € nel caso in
cui la serie convergesse, tale intervallo sarebbe limitato. Le soluzioni y(t)
che in successione prolungano yo(¢) saranno infatti definite su intervalli con,
possibilmente, differenti ampiezze 0 ; nulla vieta che la successione & tenda
a 0 per k — 400 e che la serie di termine generale 0 converga (anzi, cio
dovra per forza accadere nel caso in cui € ¢ limitato).

Nel caso (per semplicita) in cui @ =]a,b[xA con A C R"™ vedremo che
in generale

i) con questa costruzione non ¢ detto che si riesca a ricoprire tutto |a, b|;

ii) (nelle ipotesi del Teorema di Peano) non esiste nemmeno un unico
modo per farlo.

Come esempio classico di i), si consideri il problema di Cauchy

y/ — y2
829) {y(O) = 0.

Se yo > 0, si verifica facilmente che la funzione y(t) = l_yzo ; (ottenuta per

separazione delle variabili) & (I'unica) soluzione dell’equazione nell’intervallo
] — 00, 1/yo[. Si osservi che lim;_,;/y,)— y(t) = +00, dunque tale funzione
non puo essere estesa per tempi maggiori di 1/yg, ciononostante il campo
f(t,y) = y* & globalmente definito e di classe C! in Q =]a,b[x A4 = R x R.
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Per studiare I'intervallo piu grande su cui una soluzione puo essere defi-
nita si introdurra il concetto di prolungamento di una soluzione.

Definizione 3.14 Data y : I — R"™ soluzione di un’equazione differenziale
v = f(t,y), si dice prolungamento di y una funzione y* : I* — R™ che sia
ancora soluzione, con I C I* e tale che y*|f = y.

Definizione 3.15 Una soluzione y : I — R™ di un’equazione differenziale
y' = f(t,y) si dice soluzione massimale se non ammette prolungamenti.
1l suo intervallo di definizione I viene allora detto intervallo massimale di

esistenza di y.

Si osservi subito la seguente proprieta dell’intervallo massimale d’esistenza.

Proposizione 3.16 L’intervallo massimale d’esistenza I di una soluzione
massimale € aperto.

DIMOSTRAZIONE Se per assurdo [ fosse chiuso a destra (analogamente
a sinistra) cioe I =]la,b], per quanto visto nell’introduzione alla presente
sezione sarebbe possibile trovare un prolungamento della soluzione y in un
intervallo [b, b + d] per qualche §, contro la massimalita di y. O

L’intervallo massimale d’esistenza si denota generalmente con |, 5[ op-
pure con Ja,w[. Diamo ora due teoremi di esistenza di soluzioni massimali
nel caso in cui 'equazione abbia, oppure non abbia, unicita delle soluzioni
dei relativi problemi di Cauchy.

Teorema 3.17 (di esistenza di soluzioni massimali (I))  Data una
equazione y' = f(t,y), con f : @ C R x R®™ — R"™ continua, tale che ab-
bia unicita locale per tutti i relativi problemi di Cauchy (per esempio se f
¢ localmente lipschitziana), allora ogni problema di Cauchy ammette un’u-
nica soluzione massimale. Inoltre, ogni soluzione dell’equazione puo essere
prolungata in maniera unica a una soluzione massimale.

DIMOSTRAZIONE Fissato un punto (tg,y0) € € si consideri l'insieme di
tutte le possibili soluzioni del relativo problema di Cauchy

S :={y: I, » R"| y & soluzione tale che y(to) = yo}.

Sia I" = Uyesl, (¢ un intervallo contenente tg) e si definisca y*(t) = y(t)
se t € I,. Bisogna verificare che questa ¢ una buona definizione, cioe¢ che il
valore di y*(¢) non dipende dalla scelta dell'intervallo I, a cui ¢ appartiene.
Sia dunque t € I, NI, con y1,y2 soluzioni del problema di Cauchy. Grazie
all’'unicita, per il Teorema 3.2 si ha yy = y» in Iy, N1y, , in particolare y; (t) =
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y2(t), dunque quella data ¢ una buona definizione e y* ¢ una soluzione del
problema di Cauchy in considerazione. Se ora § : I — R™ & una soluzione
che prolunga y* allora §j € S, percio per costruzione I C I*, ovvero y* non
ammette prolungamenti ed & quindi soluzione massimale.

Data infine una qualsiasi soluzione § in I, fissato ty € I sia y* 1'unica
soluzione massimale del problema di Cauchy con dati (to, §(to)). Allora y*
€ 'unico prolungamento massimale di . g

Teorema 3.18 (di esistenza di soluzioni massimali (IT)) Data una
equazione y' = f(t,y), con f: Q CRXxR"™ — R" continua, allora ogni solu-
zione dell’equazione puo essere prolungata (non necessariamente in maniera
unica) a una soluzione massimale.

DIMOSTRAZIONE La dimostrazione del teorema precedente non si adatta
al presente caso perché, a causa della mancanza di unicita, quella di y* non e
piu una buona definizione. Fissata una soluzione g : I— R", si dimostrera il
teorema utilizzando il Lemma di Zorn, introducendo nell’insieme dei possibili
prolungamenti

S = {(y,fy)] y : I, = R" & soluzione, IcC Iy, yl; = g}
un ordine parziale definito come segue. Dati (y, I), (z,1,) € S si pone

Si verifica facilmente che (S, <) € un insieme parzialmente ordinato. Di-
mostriamo che & induttivo, cioe che ogni sottoinsieme totalmente ordinato
ammette maggiorante in §. Dato allora 7 C S totalmente ordinato, sia
J = U, 1,)eTly e si definisca 2 : J — R" tale che 2(t) = y(t) se t € [,. An-
che in questo caso bisogna verificare che si tratta di una buona definizione.
Sia dunque t € Iy, N Iy, con (y1, 1y, ), (y2,1y,) € T; poiché T e totalmente
ordinato i due elementi (y1, I, ) e (y2, I,) sono confrontabili. Senza perdere
in generalita sia (y1,1,,) < (y2,1y,); si ha dunque I, N1, = I,, e y2 = y1
in I, in particolare ya(t) = y1(¢). In definitiva z € ben definita, & soluzio-
ne dell’equazione differenziale e prolungamento di I perché lo sono tutte le
y, dunque (z,1,) € S e per costruzione ¢ un maggiorante di 7. L’insieme
(S, <) ¢ allora induttivo e per il Lemma di Zorn esiste un elemento (y*, I*)
massimale. Tale elemento € una soluzione massimale dell’equazione (e pro-
lungamento di g). Infatti, se per assurdo esistesse un suo prolungamento
w: W — R” con I* C W e w|;- = y* allora sarebbe (y*,I*) 2 (w, W)
contro la massimalita di (y*, I*) rispetto alla relazione d’ordine. O

Del teorema esiste una dimostrazione che non fa uso del Lemma di Zorn.



58 CAPITOLO 3. UNICITA E PROLUNGABILITA

Osservazione 3.19 Nel caso in cui si perde 'unicita delle soluzioni dei
problemi di Cauchy, una soluzione puo essere effettivamente prolungata a
soluzioni massimali differenti. E interessante osservare che tali soluzioni mas-
simali potrebbero anche essere definite in intervalli massimali di esistenza
differenti. Per esempio, si consideri il problema di Cauchy

{y’ = max {\/|y],5*}

y(0) = 0.

Il campo vettoriale autonomo f(y) = max {4/|y[,y*} & continuo, essendo
massimo tra due funzioni continue; pili precisamente

f@)z{m se Jy| <1

y? se |y| > 1.

In particolare si osserva che localmente per y(t) vicino a zero le soluzioni si
comportano come quelle dell’equazione 3 = \/m dunque non sono uniche,
mentre per |y(¢)| > 1 le soluzioni si comportano come quelle dell’equazione
y' = y? che non sono globalmente definite.

La soluzione identicamente nulla () = 0 definita nell’intervallo I =
[—0,0] si puo prolungare a una soluzione massimale in infiniti modi. Per
esempio puo essere prolungata alla soluzione (massimale) yo(t) identicamen-
te nulla su tutto R, il cui intervallo massimale di definizione ¢ quindi R.
Oppure, per ogni ¢ > § puo essere prolungata alla soluzione y.(t) definita
da

0 set<c
ye(t) = (t_f)Q sec<t<c+?2
ﬁ sec+2<t<c+3.
Poiché lim;_, 13y~ yc(t) = +oo non & possibile prolungare ulteriormente
questa funzione; y. ¢ dunque soluzione massimale in | — 0o, c + 3[. Si noti

che tutte queste soluzioni, al contrario di yg, non sono globalmente definite
e che il loro intervallo massimale d’esistenza dipende dal parametro c.

Fuga dai compatti

Cosa succede se una soluzione massimale non & globalmente definita, cioe
non puo essere definita sul piu grande intervallo compatibilmente con 1’in-
sieme (2 di definizione di f7 Vedremo che essenzialmente la traiettoria della
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soluzione deve, in qualche modo da precisare meglio, tendere al bordo del-
I'aperto di definizione. Questo risultato sara conseguenza del piu generale
Teorema della fuga dai compatti, che afferma che le soluzioni massimali esco-
no definitivamente da ogni compatto di 2. Tale teorema derivera facilmente
dal seguente risultato.

Teorema 3.20 (della chiusura del grafico)! Sia y* : I* — R" soluzio-
ne massimale dell’equazione y' = f(t,y) con f : Q@ CRxR™ — R™ continua.
Allora il suo grafico € chiuso nella topologia relativa di €, cioé per ogni suc-
cessione (tj,y(t;)) convergente a un punto (t,y) appartenente a €, si ha
t e I* ey*(t) =y, ovvero il punto (t,y) appartiene al grafico di y*.

DIMOSTRAZIONE Osserviamo che una volta dimostrato che ¢t € I*, cioe
che y* & definita in ¢, per continuitd segue subito § = lim;_,o y*(t;) = y*(¢).
Inoltre, dimostreremo la tesi limitatamente al caso in cui I’equazione diffe-
renziale y' = f(t,y) ammette unicita delle soluzioni dei problemi di Cauchy
associati; per la dimostrazione nel caso generale si vedano gli approfondi-
menti alla fine al capitolo.

Poiché (t,7) € Q e Q & aperto, & possibile costruire un cilindro di si-
curezza di centro (f,7) e contenuto in €. Siano dunque 6, R > 0 tali che
Csr(t,y) == [t —0,t + 0] x Bly,R] C Q per cui Csg(t,y) sia cilindro di
sicurezza; sappiamo che cid accade se § < R/M dove M := max {|| f(s, 2)|| :
(s,2) € Csr(t,y)}. Essendo (tj,y(t;)) — (,7), definitivamente si avra
(tj,y(tj)) € Csjarsa(t,y) per j > jo; d’ora in avanti si fissi uno di tali
(tj,y;) = (tj,y(t;)). In particolare si avra (£,7) € Cs/op/2(tj,y;), dove
Cs/o,r/2(ti,yj) = [tj — 6/2,t; + /2] X Bly;, R/2]. Verifichiamo che ¢ un ci-
lindro di sicurezza. Posto M := max {||f(s,2)| : (s,2) € Cs/a,r/2(t;,y;)}
essendo Cj/a /a(ts, y;) C Csr(t,9) si ha My < M dunque

Mi§<Mi)<R = 5/2§R—/2.
My
Il cilindro Cj/9 r/2(tj,y;) ¢ allora di sicurezza e per il Teorema di Peano
esiste una soluzione y;(t) del problema di Cauchy

{y, = f(tay)
y(t5) = yjs

definita in [t; — /2,t; + 6/2]. Essendo t € [t; — 0/2,t; + 0/2] la soluzione
y;j(t) ¢ definita in ¢. Osservando che y* ¢ soluzione massimale del medesimo

!Da non confondere con il Teorema del grafico chiuso, classico risultato dell’Analisi
Funzionale.
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problema di Cauchy, per 'unicita y*(t) coincide con y;(t) in [t;—6/2, t;+46/2],
in particolare y* ¢ definita in ¢, da cui la tesi. O

Teorema 3.21 (della fuga dai compatti) Sia y :]a, f[— R" soluzione
massimale diy' = f(t,y) con f: Q CR X R™ = R" continua. Allora la sua
traiettoria esce definitivamente da ogni compatto di  per t — o oppure
t — B, ovvero per ogni compatto K C Q esistono ay, by, € o, B[ tali che

(t,y(t)) € K per ogni o <t < ay e ogni by, <t < .

DiMOSTRAZIONE Ragioniamo per ¢ — 7 ; analogamente si puo fare per
t — a™. Per assurdo & possibile trovare un compatto K in € e una suc-
cessione di tempi t; — B~ tali che (¢;,y(t;)) € K. Per la compattezza di
K, eventualmente passando a sottosuccessioni, si ha che (t;,y(t;)) converge
a un punto (5,y) che appartiene a K C 2 perché K & chiuso. Per il Teo-
rema 3.20 § appartiene all’intervallo di definizione di y, assurdo perché y &
massimale e il suo intervallo massimale di esistenza e aperto. O

Alcune conseguenze della fuga dai compatti

In questa sottosezione verranno riportate alcune semplici considerazioni sul
comportamento delle traiettorie o delle orbite delle soluzioni massimali che
derivano direttamente dal Teorema della fuga dai compatti. Ci limiteremo
a studiare cosa succede in futuro ma risultati del tutto analoghi valgono
anche in passato. Essenzialmente la traiettoria di una soluzione massimale
y :]a, B[— R™ tende a “uscire” dal bordo di 2 per t — 3~ (e per t — a™),
dove il termine “bordo” deve essere pensato in senso esteso comprendendo
'infinito (in norma) nel caso in cui € ¢ illimitato. Si noti che & sempre pos-
sibile costruire una “successione di compatti che invade 27, ovvero una suc-

cessione (K;) di compatti in 2, crescente per inclusione, tale che K; C K j+1
e UjeN K; = Q. Per esempio (verificarlo per esercizio), preso yg € 2 basta
considerare K; = {y € Q : dist (y,0Q) > 1/j} N Blyo, j]. Una soluzione
massimale dovra uscire da tutti questi compatti, percio la sua traiettoria
dovra avvicinarsi al bordo di 2 oppure tendere in qualche modo all’infinito
(questo caso ovviamente puo accadere solo se ¢ illimitato); per indivi-
duare 'effettivo comportamento bisogna tenere sempre in considerazione la
geometria dell’aperto di definizione (2.

Caso generale: 'aperto di definizione & generico, .

La traiettoria (¢,y(t)) pud “uscire” da €2 in vari modi; essenzialmente,
o esplode in norma, oppure tende ad avvicinarsi a 92, magari conver-
gendo a un punto della frontiera, oppure verifica un mix di entrambi



FUGA DAI COMPATTI 61

(si veda I’Esempio (3.27)); comunque la traiettoria tende, in senso la-
to, al bordo di €. In aggiunta, dovendo uscire dai compatti di €2, la
traiettoria (t,y(t)) non puo avere punti di accumulazione interni a €2
per t — [7; per studiare questi ultimi, si supponga che t; — 3~ e
si consideri il comportamento della relativa successione di punti del
grafico (t;,y(t;)). Ci sono dunque due alternative:

i) la successione (¢;,y(t;)) € non limitata, quindi, eventualmente pas-
sando a sottosuccessioni, ||(t;,y(t;))|| — oo; cio puo accadere solo
se () & non limitato; oppure

ii) la successione (t;,y(t;)) € limitata, e volendo studiare i punti di
accumulazione si puo supporre (nuovamente passando a sottosuc-
cessione) che anche y(t;) abbia limite. Sara dunque (t;,y(t;)) =
(B,ys) € Q. Non pud essere (8,y3) € 2 perché altrimenti, per il
Teorema della fuga dai compatti, si avrebbe che § apparterreb-
be al dominio di definizione di y, assurdo. Quindi (8,ys) € 01,
cioe ogni punto di accumulazione al finito della traiettoria sta sul
bordo di 2. Rientra in questa eventualita il caso in cui 8 < oo e
tutta 'orbita y(¢) ha limite finito per t — 5.

In definitiva i punti di accumulazione, come anche il limite (quando
esiste), della traiettoria di y per ¢ — B~ o sono infiniti, oppure ap-
partengono alla frontiera di €2. Si possono gia fare delle distinzioni a
seconda del tempo di esistenza della soluzione.

Sottocaso . Cio puo ovviamente accadere solo se € e illi-
mitato. La soluzione ¢ dunque definita per sempre in futuro e ci
si trova nel caso i) sopra elencato, in particolare la traiettoria esce
da ogni compatto nella direzione dell’asse dei tempi, e il Teorema
della fuga dai compatti non ci permette di avere altre informazio-
ni sul comportamento della componente y(t), cioe dell’orbita, per
t — 8 = 4o00: quest’ultima puo esplodere in norma, tendere a
un limite finito oppure non ammettere limite come, per esempio,
ma non solo, in presenza di un’orbita periodica. Per esempio, le
tre equazioni/sistemi

’_ r_ Yi =2
y =1y, w = —-w, ’
Yo = — Y1,

hanno tutte soluzioni globalmente definite in futuro (e passato),

ad esempio, rispettivamente y(¢) = e, w(t) = e, (y1(t),y2(t)) =
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(sent, cost), la prima che tende a +00, la seconda che tende a 0,
la terza che non ha limite per ¢ — 400 (soluzione periodica).
Si possono verificare casi pit complessi, nei quali si osservano
contemporaneamente i vari comportamenti; per esempio,

Y =%+tcost

ammette in |0, +o00[ la soluzione y(t) = ¢t(1 4 sent) tale che per
tj = 3m/2+ 2mj si ha y(t;) = 0, mentre per t; = m/2 + 2] si
ha y(t;) = 2t; = +oo. In realta, poiché I'immagine di y(t) e
[0, +00] per ogni ¢ in tale intervallo, esiste una successione (t;)
tale che y(t§) — c per j — +oco. Anche la funzione y(t) = tsent
¢ soluzione dell’equazione: in questo caso 'immagine ¢ tutto R.

Sottocaso . I due punti precedenti si specializzano in:

i) |ly(t;)|| = oo. Esistono valori dell’orbita che in norma tendono
all’infinito; nel caso n = 1 ci si riduce ai due casi y(t;) — £o0;

i) y(t;) = yg € R™. Si ha dunque (¢;,y(t;)) = (8, ys) € 0.

Caso del “rettangolo” (detto anche della “striscia”): l'aperto di de-

finizione ¢ un insieme prodotto, possibilmente non limitato, del tipo
dove J =la,bcon —0o < a <b< 4ooeAC R" & aperto.
Per molti sistemi di equazioni differenziali il dominio di definizione ¢ di
questo tipo; per quelli che non rientrano in questa categoria ¢ sempre
possibile restringere il dominio a un sottodominio di questa forma, ot-
tenendo in questo modo delle informazioni sulle soluzioni, localizzate
a questo particolare sottodominio. Valgono tutte le osservazioni fatte
nel caso generale, ma in certi punti si puo essere piu precisi, perché
la particolare geometria di {2 permette di avere maggiori informazioni
sulle orbite. In poche parole, o la soluzione ¢ globalmente definita in
futuro, e allora, analogamente al caso precedente § = +00, nulla si puo
dire a priori di y(t), oppure non ¢ globalmente definita e il Teorema
della fuga dai compatti permette di ottenere informazioni sull’orbita.

Sottocaso . La soluzione, compatibilmente col dominio 2, &
globalmente definita in futuro (si veda la Figura 3.7). Per quanto
concerne i punti di accumulazione di (¢, y(t)) valgono le medesime
considerazioni del caso generale: o y(t) tende in norma all’infinito
per t — (7, oppure, se finito, il limite deve appartenere alla
frontiera di €2, in particolare appartiene all’insieme {3} x A ma
il Teorema 3.21 non ci permette di distinguere tra le eventualita.
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\la soluzione

esce da qui

[ \
[ [
| |
a ﬁ:b t

Figura 3.7: La fuga dai compatti: caso § =10

Sottocaso . La soluzione non & globalmente definita in futu-
ro. Dimostriamo che allora 1’orbita esce definitivamente da tutti
i compatti di A. A tal fine basta applicare i Teorema 3.21 a
opportuni compatti di €2, specificatamente, fissato ¢y € |a, §], ai
compatti della forma [tg, 3] x H con H compatto di A. Pert — 8~
la traiettoria (¢,y(t)) deve uscire da questi compatti ma poiché
t non esce mai da [tg, 3] allora y(t) deve uscire da H. Dall’ar-
bitrarieta di H segue che 'orbita y(t) esce definitivamente per
t — [~ da tutti i compatti di A (si veda la Figura 3.8). Per

Rn

la soluzione non
puo uscire da qui

la soluzione deve
uscire da qui

Figura 3.8: La fuga dai compatti: caso 8 < b

quanto riguarda i punti di accumulazione dell’orbita, procedendo
come sopra si ottiene, eventualmente passando a sottosuccessioni,
che vale la seguente alternativa per y(t;) con t; — £
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i) |ly(tj)|| = oo (y(t;) = £oo nel caso n = 1). Pud accadere so-
lo se A ¢ illimitato; oppure

ii) y(t;) — ys € R". Necessariamente yg € 0A, cioe tutti i punti
di accumulazione dell’orbita per ¢ — [ stanno sulla frontiera.

Come conseguenza si ha che se, come si dice, y(t) “visita” frequente-
mente un compatto allora ¢ globalmente definita. Infatti se esistono
un compatto H di A e una successione t; — 3~ tale che y(t;) € H,
per compattezza ed eventualmente passando a una sottosuccessione,
y(t;) converge a un qualche yg di H C A, il che contrasta con ii). Non
puo quindi essere 5 < b, dunque § = b.

Si osservi che nel caso di equazioni autonome y’' = f(y) il campo vet-
toriale f, come funzione delle variabili (¢,y), & definito nel rettangolo
R x A con A C R" aperto. Dire che la soluzione & globalmente definita
in futuro (in passato) equivale allora a dire che § = 400 (v = —00).

Caso della “striscia infinita”: ¢ un sottocaso del caso del rettangolo (stri-

scia), in cui 'aperto di definizione ¢ del tipo .

Nel caso in cui 8 < b l'orbita della soluzione deve uscire da tutti i
compatti di A = R”, in particolare da tutte le palle B[0, R], ovvero
per ogni R > 0 esiste tg tale che per ¢ €|tg, 5[ si ha y(t) € B0, R]
ovvero ||y(t)|| > R, cioe lim,_,5- [|y(t)|| = +o0. Vista I'importanza e il
frequente utilizzo, riscriviamo questo risultato sotto forma di teorema.

Teorema 3.22 (dell’esplosione in norma) Sia y :]o, B[— R™ soluzione
massimale di y' = f(t,y) con f :]a,b[xR™ — R™ continua. Se y non é
globalmente definita in futuro (cioé f < b) allora

lim Jy(t)]| = +oc,
t—

cioé y esplode in norma in tempo finito (si parla anche di “blowup” della

norma). Un analogo risultato vale in passato per t — a™.

DIMOSTRAZIONE Fatta sopra. O

Vediamo adesso alcuni esempi di blowup per soluzioni non globalmente
definite in futuro.

Esempio 3.23 La soluzione massimale del problema di Cauchy (3.9) con
yo > 0 & data da y(t) = 1_3420t con t €la, f[=] — oo, 1/yo[. Poiché il campo
vettoriale f(t,y) = y? & definito su tutto R xR, per il Teorema 3.22 dobbiamo

aspettarci I’esplosione in norma per ¢ — 8~ e infatti limy_,(y /)~ y(t) = 4o0.
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Esempio 3.24 Si consideri il problema di Cauchy

¥ =x/x2+y? -y
vy =y/r2+y?+x
x(to) = o, y(to) = Yo

Il campo vettoriale autonomo f(z,y) = (z\/22 + 9> —y,y/22 +9y? + x) ¢
definito e continuo in R? e sicuramente di classe C' in R2 \ {(0,0)}. E poi
possibile verificare che ciascuna componente e differenziabile con continuita
anche nell’origine per cui f € C'(R?). Si osservi che per I'applicazione del
Teorema di Cauchy-Lipschitz e sufficiente dimostrare la locale lipschitzianita
di f, cosa che appare evidente (senza studiarne la differenziabilital). Infatti,
la funzione (z,y) — /22 + y? pur non essendo differenziabile nell’origine &
globalmente 1-lipschitziana: tale mappa non & altro che la norma euclidea
del vettore (x,y). Poiché le componenti di f sono prodotti/somme di fun-
zioni localmente lipschitziane, f e localmente lipschitziana, in particolare in
(0,0), 'unico punto potenzialmente problematico per la lipschitzianita. In
ogni caso si puo applicare il Teorema di Cauchy-Lipschitz; si hanno dunque
esistenza e unicita locale per le soluzioni di tutti i problemi di Cauchy. Os-
servato che il problema di Cauchy con dati iniziali (xg,yo) = (0,0) ha come
(unica) soluzione la funzione identicamente nulla ((0,0) ¢ un equilibrio del
sistema), per l'unicita ogni altra soluzione (x(t), y(t)) sara sempre diversa da
(0,0) per ogni ¢ di definizione. Infatti, il campo vettoriale & autonomo quindi
le orbite non si intersecano. Preso (zo,yo0) # (0,0) e vista anche la forma
particolare del sistema, & allora possibile provare a utilizzare le coordinate
polari. Posto p = y/22 + 3% e § = arctg(y/z), le equazioni del sistema si
riscrivono come ' = px —y, ¥’ = py + x che insieme a (3.3)-(3.4) forniscono

zx' +yy  z(pr—y) + +x

’ v _ 2=yt ylpy o) 20 2
p p

g~y _wlpy+a)—ylpr—y) _2+yt
P P P ’

ottenendo quindi il problema di Cauchy

p/ — p2
(3.10) o =1
p(to) = po, 0(to) = bo.
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dove pg = \/z3 +y3, 6o = arctg(yo/wo) (dove si suppone, per semplicita
xg > 0). 1l sistema ¢ disaccoppiabile nei due problemi di Cauchy

pl — p2 0/ — 1
p(to) = po, 0(to) = 0o,

le cui soluzioni sono date da p(t) = %, 0(t) = (t —to) + . Si
— po(l —to

osservi che p esplode in tempo finito; inoltre, eliminando la variabile ¢ tra le
due equazioni si ottiene che p(t),0(t) soddisfano le equazioni

1 1
P ovvero # — 6y = — — —,

_ 0
p_l—p()(@—go) Po p

che esprimono p in funzione di 6 e viceversa. Si noti che tale equazione
rappresenta un’iperbole nel piano p — 6; in particolare, quando p — +0o0
segue che 0 — 0y + 1/pp, dunque quando p esplode la fase tende al valore
fissato 6y + 1/pg. Dalle relazioni precedenti segue inoltre che la funzione
F(p,0) =0+ 1/p & costante lungo le soluzioni, dunque ¢ un integrale primo
del sistema (3.10) (si veda il Capitolo 7).

Essendo z(t) = p(t) cosO(t), y(t) = p(t) senb(t), si ottiene

~ pocos(t —tg+0p)  pocosbycos(t—tg) — posenbysen(t — to)

(t) =

1—po(t—to) 1 — po(t —to)
) posen(t —to+6p)  posenbycos(t — to) + pocosbysen(t — o)
Yy\it) = = )
1 — po(t —to) 1 — po(t —to)

e in conclusione

xocos(t — tg) — yo sen(t — to)

o)== V72 + et — to)

_ yocos(t —to) + wosen(t — to)

y(®)
1= /aF + g3 (t — to)
La soluzione cosi trovata & definita in Ja, B[:=] — 00, to + 1/1/23 + 1] e
' . £0
1 t ’ t — 1 F . )
S 0 9@ = Jim g Gy = oo

dunque c’e esplosione in norma, e in questo caso 'orbita tende all’infinito
nella stessa direzione della retta di equazione y = ma dove m = tg(6p+1/po).

Una piccola variante di questo esempio permette di ottenere una solu-
zione che tende all’infinito in tempo finito “spiraleggiando”; basta fare in
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modo che all’esplodere di p anche la fase 6 tenda all’infinito. Un esempio &
dato dal seguente sistema (triangolare) in coordinate polari:

p/ — p2
(3.11) 0 =p
p(0) = po, 6(0) = 0o,

dove, senza ledere in generalita, si e preso tg = 0; la cui soluzione p(t) e
sempre data da p(t) = po/(1 — pot) mentre

t t
9(t)=90+/ p(s)ds:00+/ po ds = 60y — In(1 — pot).
0 o 1—pos

Si osservi che da (3.11) segue p’ — pf’" = 0, e moltiplicando per il fattore
integrante e~?, si deduce (pe%) = (p' — p#)e™ = 0. Di conseguenza la
funzione F(p,6) = pe~? & costante lungo le soluzioni, dunque & un integrale
primo del sistema (3.11) (si veda sempre il Capitolo 7). Al medesimo risul-
tato si puo pervenire eliminando la variabile ¢ nelle equazioni trovate per
p(t) e O(t). In definitiva si ha p = ppe?~%, equazione che rappresenta una
spirale logaritmica in coordinate polari.

m——

vo (O8] | veo) i Wit

* [
$0-60-40-30 ¢ "y 60 g0 T (t)

x(t) t
Figura 3.9: Esplosione in norma delle soluzioni in tempo finito. In
successione: andamento dell’orbita, della coordinata y(t), della traiettoria

In coordinate cartesiane il sistema (3.11) diventa

¥ = (x—y)/x? + y?
v = (e +y)va? +y?
z(0) = o, y(0) = yo,
la cui soluzione & data da
po cos(fp — In(1 — pot))
1- pot
posen(fy — In(1 — pot
4 = <0t = 1= o)
— pot

z(t) =
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dove py = /x3 +y3, 6o = arctg(yo/xo) (sempre supposto, per semplicita
xo > 0, yo > 0). Per quanto visto mediante le coordinate polari, la soluzione
tende all’infinito in tempo finito spiraleggiando, si veda la Figura 3.9.

Esempio 3.25 Proseguendo, si consideri il problema

t
y=—--
)

y(to) = Yo > 0.

Il campo vettoriale f(t,y) = —t/y & definito e di classe C! in Q = R x
R\ {0}. Essendo connessa, 'orbita della soluzione sara contenuta nella
componente connessa contenente il dato iniziale. Poiché yg > 0, ci si puo
dunque restringere a considerare f solamente nella striscia Q7 = J x A :=
R x]0, +oc]. Utilizzando il metodo di separazione delle variabili si ricava la
soluzione y(t) = \/t2 + y2 — 2 definita in |, B[:=] — /12 + y3, V12 + 32|
(si osservi che y & anche definita agli estremi ma non ¢ ivi soluzione poiché
si annulla). Tale soluzione non ¢ globalmente definita né in futuro né in
passato. Poiché A non ¢ limitato si potrebbe (erroneamente!) concludere
che la soluzione esploda in norma. Cio sarebbe automatico se fosse A = R
ma nel presente caso A =]0,+oo[. Per il Teorema della fuga dai compatti,
Iorbita “tende al bordo di A”, quindi a priori potrebbe tendere a +o0o oppure
tendere a 0. Questa seconda eventualita ¢ effettivamente cio che accade,
infatti

lim y(t) = lim y(¢) = 0.

t—at t—B~

dy

Jr» moltiplicando per ydt e

Si osservi che scrivendo formalmente 3’ =
riordinando i termini si ottiene

d(y? + t?) = ydy + tdt = 0,

dunque la funzione F(t,y) = y? + 1% = ¢ & costante lungo le soluzioni, da cui
la soluzione generale y(t) = ++v/c¢ — t2 (si veda anche la Proposizione 7.12).

Esempio 3.26 Puo accadere che 'orbita di una soluzione massimale si av-
vicini contemporaneamente a tutti i punti della frontiera di A; si consideri
per esempio il sistema in coordinate polari

p'=(p—1)In(1—p)
0 =1,
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con campo vettoriale definito per 0 < p < 1, la cui soluzione con dati
p(0) = po, B(0) = by & data da p = 1 —exp(e’ In(1— pg)) = 1 — (1 — p)=P®),
0(t) =t + 6y e per pp > 0 rappresenta una spirale globalmente definita per
t € R. Per p €]0, 1], in coordinate cartesiane il sistema diventa

N /2 2
i ey W /S B
Yy =y T n( 2 4+ y?) + .
Si osservi che mentre 0(t) continua a crescere, ovvero la soluzione (z(t), y(t))
ruota attorno all’origine, si ha lim; ;o p(t) = 1, dunque la distanza tra
Porbita e il bordo di A = B(0, 1) tende a zero; cio significa che i punti limite

dell’orbita per ¢ — +o0o coincidono con la circonferenza di raggio unitario,
che e proprio la frontiera dell’aperto di definizione, si veda la Figura 3.10.

05\
D J
0

Figura 3.10: La soluzione dell’Esempio 3.26

Esempio 3.27 Come gia osservato in precedenza nel Caso del rettangolo,
I'orbita di una soluzione massimale puo (per successioni t; — 400) tendere
all’infinito in norma o convergere a un punto della frontiera di A. Entrambi
i casi possono sussistere contemporaneamente, anzi ¢ possibile che tutti i
punti della frontiera di A siano di accumulazione per 'orbita. Costruiamo
un esempio di sistema con un’orbita spiraliforme che da un lato si avvicina
sempre piu a una retta e dall’altro tende a esplodere in norma. L’idea della
costruzione ¢ la seguente: si considera una classica soluzione a spirale che
tende in norma all’infinito, per esempio una soluzione non banale del sistema

/

=z -y : : . ) =0p
, ovvero, in coordinate polari, ,
y =r+y, 0" =1,
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del tipo p(t) = poe', O(t) = t + 6p. Si scelga per facilith p = 0 e py =
1, ottenendo la soluzione (Z(t),%(t)) = (e’ cost,e’sent), rappresentata in
Figura 3.11. A questo punto si fa un cambio di coordinate z = h(z) che

L)
(€

Figura 3.11: L’orbita di (Z(t), y(t))

mappa ’asse delle x nella semiretta | —oo, 1] e di conseguenza (z,y) — (z,y)
mappa R? nel semipiano {z < 1}. Il sistema riscritto nelle incognite (z,y)
avra la proprieta desiderata. La scelta di h ¢ arbitraria; per esempio si
puo prendere z = 1 — e~ % con inversa data da z = —In(1 — 2), per cui
Z=e"r = (1-2)(z—y) = (1-2)(—In(1—2)—y) ey = z+y =y—In(1—2)
ottenendo il sistema

2 =(z—1)(In(l —2) +y)
v =y—In(1-2),

con campo vettoriale definito in | — oo, 1[xR ++ R2. La soluzione corrispon-

dente a (Z(t),5(t)) ¢ (2(¢),5(t)) = (1 — exp(—e’ cost),e! sent) rappresentata

in Figura 3.12. Si noti che l'orbita tende ad avvicinarsi per t — 400 a ogni

punto della retta z = 1 e contemporaneamente ad allargarsi in ogni direzione

in tutto il semipiano.

;J

Figura 3.12: L’orbita di (2(¢),(¢)) in due immagini a differente scala

A causa della scelta della funzione esponenziale, mediante il cambiamen-
to di variabile z = h(x) lorbita di (Z(t),y(t)) viene molto stirata lungo il
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semiasse negativo delle z. Per ottenere un esempio graficamente migliore
conviene scegliere un cambio di coordinate che & approssimativamente 1’i-
dentita per < 0 e che mappa l'intervallo [0, 4+o0[ in [0,1[. Per esempio,
definendo = = k(w) = w—1+1/(1—w) per w < 1, e prendendo w = k~1(x)
ovvero w = 1+ (z — Va2 + 4) /2. Procedendo in maniera analoga a quanto
fatto sopra si ottiene il sistema

W= gl = (1= w)? = y(1 = w)
(1 —w)?
y= g Lm0

e la soluzione (w(t),y(t)) corrispondente a (Z(t),y(t)) in questo caso & qua-
litativamente rappresentata in Figura 3.13.

\
7

Figura 3.13: L’orbita di (w(t),y(t))

Esercizio 3.28 Scrivere esplicitamente un sistema le cui orbite abbiano un
comportamento simile a quelle illustrate nell’Esempio 3.27 ma che non siano
globalmente definite in futuro.

Esercizio 3.29 Scrivere esplicitamente due sistemi le cui orbite abbiano un
comportamento simile a quelle illustrate in a) “spiral in a strip”, oppure,
rispettivamente, in b) “spiral in a box” della Figura 3.14.

Esercizio 3.30 Per quali delle seguenti equazioni ci si deve aspettare si-
curamente 1’esplosione in norma delle eventuali soluzioni non globalmente
definite? a) y' = (¢ +y°)/t; b) ¥/ = tlnlyl; ¢) ¥’ = (y — t)/(y + 1)

Esercizio 3.31 Data per nota l'esistenza dell’integrale superiore 7(t) e del-
I'integrale inferiore y(t) di ¥’ = f(t,y), y(to) = yo, € supposto che la regione
B={(t,y): t>to, y(t) <y <7(t)} sia contenuta in Q, si dimostri che per
ogni (t*,y*) € B esiste almeno una soluzione y(t) del problema di Cauchy
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) Ioul
gj T

L

b)

Figura 3.14: Spirali “inscatolate”

con dati y(t9) = yo tale che y(t*) = y*, ovvero 'insieme dei punti raggiungi-
bili R (si veda p. 48) coincide con B. Verificare, fornendo un controesempio
esplicito, che cio non & vero se la regione B non e tutta contenuta in €.

Approfondimenti

Dimostrazione del Teorema della chiusura del grafico: caso
generale.

Nel caso in cui viene a mancare 'unicita delle soluzioni per i problemi di
Cauchy, la dimostrazione del Teorema 3.20 deve essere modificata. Infatti, il
passaggio finale nella dimostrazione che permetteva di concludere che y*(t)
coincide con y;(t) non & piu vero proprio per la perdita dell’unicita. Per
arrivare alla tesi del teorema, in questo caso servira il seguente risultato che
in un certo senso generalizza il Lemma 2.10, dimostrando non solo che le
soluzioni che sono definite su tutta la base I di un cilindro di sicurezza I5 x
Blyo, R] hanno valori in B[y, R, ma anche che tutte le soluzioni che passano
per il centro (tp,yp) del cilindro sono definite, o prolungabili, (almeno) su
tutto I5 (e di conseguenza hanno ivi valori in B[yo, R)).

Lemma 3.32 Data f: Q2 C R x R” — R"™ continua in 0 aperto e fissato
(to,yo0), sia Csr = I5 x Blyo, R] un cilindro di sicurezza di centro (to,yo) e
contenuto in . Allora ogni soluzione massimale del problema di Cauchy

= f(t
(3.12) y' = f(ty)
y(to) = vo,

¢ definita almeno in Is = [to — d,to + 9].
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DIMOSTRAZIONE Sia y :]a, 8[— R™ soluzione massimale del problema
e supponiamo per assurdo che 8 < tg 4+ . Dimostriamo che allora y puo
essere estesa per continuitd a una soluzione in |a, (], assurdo per la mas-
simalita. Piu precisamente dimostriamo che vale il criterio di Cauchy per
I'esistenza del limite finito per ¢t — S~. Anzitutto, essendo 8 < tg + J si
puo applicare il Lemma 2.10 per cui y(t) € Blyo, R] per ogni t € [to, B]. Sia
M :=max {||f(s,2)|| : (s,2) € Cs,r}. Per ogni ty,t2 € [to, B[ si ha allora

< Mlta — t1| <,

to
ly(t2) — y(t1)] < '/t 1f(s,y(s))ll ds

non appena [ —ty, 8 —ta < &/M. Per il criterio di Cauchy A.22 esiste finito
il lim,_, g~ y(t), sia y3. Prolunghiamo dunque y(t) a 8 ponendo y(8) = yg;
si ottiene cosl una funzione continua, addirittura lipschitziana, in ]a, S3].
Infatti, passando al limite per t5 — S~ nella disuguaglianza sopra si ottiene

ly(B) —y(t)|| < M| —t1| per ogni t; < 3,

percio y e lipschitziana in (un intorno di) 5. Il punto (8, ys) appartiene a
Cs.r C Q, dunque per continuita di f si ha che

lim y'(t) = lim f(t,y(t)) = f(B,y(B)).
t—p t—p

Per il Teorema del limite della derivata A.23 applicato a ciascuna compo-
nente, y(t) & derivabile in 8 e si ha y'(8) = f(5,y(3)). In conclusione y(t)
puo essere estesa a una soluzione in ]«, ], assurdo per la massimalita. In
maniera analoga si dimostra che non puo essere o > to — 9. U

Essenzialmente, all’interno della dimostrazione del lemma precedente si
¢ dimostrato che ogni funzione y lipschitziana in ]a, b] puo essere estesa a
una funzione lipschitziana in [a, b], poi si e utilizzato il seguente risultato,
che riscriviamo sotto forma di lemma:

Lemma 3.33 Data f : Q@ C R x R" — R" continua, se y :]a,b[— R™ é
una soluzione di y' = f(t,y) tale che esiste finito il lim,_,,— y(t) =: yp (7i-
spettivamente limy_, .+ y(t) =: yo) con (b,yp) € Q (rispettivamente (a,y,) €
Q), allora ¢é possibile estendere y(t) a una soluzione definita anche in b
(rispettivamente in a).

Per concludere la dimostrazione del Teorema 3.20 basta allora osservare che
y*(t) passa per il centro del cilindro di sicurezza Cs/5 r/2(t;,y;) dunque &
definita su tutto [t; — §/2,t; + 0/2] in particolare in ¢, da cui la tesi.



Capitolo 4

Alcuni criteri di esistenza
globale

In questo capitolo saranno presentati alcuni criteri che garantiscono ’esi-
stenza globale delle soluzioni massimali, molti dei quali direttamente o indi-
rettamente conseguenze del Teorema della fuga dai compatti. In particolare
verso la fine del capitolo verranno enunciati e dimostrati i classici Teoremi
di esistenza globale sotto le ipotesi di sublinearita oppure di globale lipschi-
tzianita del campo vettoriale f. In tutto il capitolo, se non diversamente
specificato, si considerera sempre il caso di un’equazione differenziale

y/ = f(tay)a

dove f : Jx A — R & definita e continua nel rettangolo J x A, con J =|a, b],
—00 < a<b< 400, e ACR" aperto. Inoltre, y(¢) denotera una soluzione
massimale dell’equazione, oppure un prolungamento massimale di una data
soluzione.

Criteri di compattezza e limitatezza

Il primo risultato € una conseguenza diretta del Teorema della fuga dai
compatti, e puo essere riassunto come segue:

‘compattezza —> esistenza globale in futuro/ passato‘

Teorema 4.1 Sia y :|a, B[— R"™ una soluzione massimale di y' = f(t,y),
f:JxA—R" continua, J =]a,b[. Se l'orbita della soluzione ¢ definitiva-
mente contenuta in futuro (rispet., in passato) in un compatto di A allora y

74



CRITERI DI COMPATTEZZA E LIMITATEZZA 75

¢ globalmente definita in futuro (rispet., in passato). Piu precisamente, se
esiste K C A ed esiste ty, € |a, B[ tale che y(t) € K per ognit €|, B, t >ty
(rispet., t < t) allora 8 =0 (rispet., « = a).

DIMOSTRAZIONE Il teorema € una conseguenza diretta dell’analisi svolta
alla fine del capitolo precedente; si veda il Caso del rettangolo a p. 64. Poiché
lorbita non esce definitivamente in futuro da ogni compatto allora non puo
essere 5 < b da cui 8 = b. Analogamente si ragiona in passato. O

Osservazione 4.2 Le conclusioni del teorema precedente continuano a va-
lere se, al posto di entrarci, y(t) “visita frequentemente” il compatto in
futuro (passato), cio¢ se esiste una successione t; — S~ (rispet. t; — a™)
tale che y(t;) € K per ogni j.

Esempio 4.3 Le soluzioni dell’equazione
y' = h(t)seny,

dove h : R — R & una funzione continua, sono globalmente definite (in futu-
ro e passato). Anzitutto ci sono esistenza e unicita locale delle soluzioni di
ogni problema di Cauchy perché f(¢,y) = h(t) seny, pur non essendo neces-
sariamente di classe C'! (h & solamente continua), ha derivata parziale prima
rispetto a y continua, dunque ¢ localmente (anzi, globalmente) lipschitziana.
Fissato il dato iniziale y(tg) = yo, se yo = km, k € Z, si ha f(t,yo) = 0 per
ogni t € R, dunque la funzione y;(t) = k7 & soluzione costante (equilibrio).
Per unicita ¢ la sola soluzione tale che y(tg) = k7. Se yp non ¢ multiplo inte-
ro di 7, sara contenuto in qualche intervallo km < yo < (k+ 1)7 per qualche
k € Z. Detta y(t) la relativa soluzione, poiché per unicita le traiettorie non
si intersecano, non potra mai essere y(t) = k7 e neppure y(t) = (k + 1),
dunque per continuita si avra k7 < y(t) < (k+ 1) per ogni ¢ di definizione.
Avendo orbita contenuta (in futuro e passato) nel compatto [k, (k+ 1)x],
per il Teorema 4.1 y(t) ¢ globalmente definita.

In realta, a questa equazione si potranno applicare direttamente anche
i due classici Teoremi 4.12 e 4.13, in quanto f(t,y) ¢ sia sublineare che
globalmente lipschitziana. Tuttavia, alla seguente equazione, relativa a un
campo vettoriale leggermente modificato rispetto al precedente,

y = h(t)(seny + 2),

non si estende ’analisi appena fatta, in quanto non ammette equilibri. Di
conseguenza e contrariamente alla prima equazione, non si riescono a li-
mitare la sue soluzioni in strisce comprese tra due equilibri. Dunque il
Teorema 4.1 non e applicabile, ma continueranno a esserlo 4.12 e 4.13.



76 CAPITOLO 4. ALCUNI CRITERI DI ESISTENZA GLOBALE

Esempio 4.4 Si consideri il sistema planare omogeneo

7' =P sen(x? +y?) —y
y' =y’ sen(x? +y?) + 2.

Poiché il campo vettoriale ¢ di classe C'°° ci sono esistenza e unicita locale
delle soluzioni dei problemi di Cauchy. Si vede che per ogni k£ € N, le
funzioni (zy(t), yx(t)) :== (Vkm cost, Vkrsent) sono soluzioni definite in R
(lo si verifichi per esercizio). Per rendersene conto, € sufficiente riscrivere il
sistema in coordinate polari (3.3)-(3.4), ottenendo

P = (cos® 0 + sen® 0)p° sen p?

0 =1+ sen @ cosf(sen* § — cos* §) p* sen p.
Non sembra possibile risolvere tale sistema, ma si nota che la prima equa-
zione ammette equilibri; infatti per p = Vkm il seno di p? si annulla e

la seconda equazione si riduce a 6’ = 1. Di conseguenza si ottengono le
soluzioni (pg(t),0(t)) = (Vkm,t), corrispondenti proprio a (zx(t), yr(t)).

b) 4 c) y

Figura 4.1: Le soluzioni dell’Esempio 4.4 con dati pg = Vkr per k =1 (in
rosso), k = 2 (in blu) e £k = 3 (in marrone). Per ogni fissato k, I'unione
delle traiettorie costituisce un cilindro in R3, si vedano a)-b). In c): le
corrispondenti orbite nello spazio delle fasi. Tutte le altre soluzioni (in nero)
sono confinate tra due cilindri consecutivi

Si osservi che ||(zx(t), yr (1)) = Vai(t) + y2(t) = Vkr e che la relativa
orbita & data dalla circonferenza di centro 'origine e raggio vkr. Presa ora
(x(t),y(t)) soluzione del problema di Cauchy con dati iniziali (z(¢o), y(t0)) =
(xo,Y0), sl ponga pg = \/ZE% + yg. Se py = Vkr per qualche k, poiché per
unicita le orbite non posso intersecarsi trasversalmente, 'orbita di (z(t), y(t))
deve coincidere con quella di (x(t), yx(t)) e la traiettoria di (z(t),y(t)) € una
traslata temporale di quella di (zy(t),yx(t)). Piu precisamente si verifica
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che (z(t),y(t)) = (Vkm cos(t — to +c), Vkmsen(t — to + ¢)) dove c & tale che
Vkmcosc = xg e Vkmsenc = yg. Se, invece, pg non e della forma vk,
sard Vkm < pg < /(k+ 1) per qualche k € N. Sempre poiché le orbite

non si intersecano, per continuita si dovra avere vVkm < /22(t) + y2(t) <
(k 4+ 1) per ogni t di definizione. Avendo l'orbita contenuta nel compatto

K ={(z,y) : Vkm <|[(z,y)|]| < /(k+1)7} (si veda la Figura 4.1), per il

Teorema 4.1 la soluzione & globalmente definita in futuro e passato.

Anche il secondo criterio ¢ una conseguenza del Teorema della fuga dai
compatti. Si applica solo al caso in cui A = R™ e puo essere cosi riassunto:

‘limitatezza in futuro/passato = esistenza globale in futuro/ passato‘

Teorema 4.5 Sia y :]a, B[— R™ una soluzione massimale di y' = f(t,y),
f+J xR = R" continua, J =)a,b[. Supponiamo che esista una funzione
g :J — R definita e continua in J tale che ||y(t)|| < g(t) definitivamente
per t — B~ (rispet, t — o). Allora y ¢é globalmente definita in futuro
(rispet., in passato).

DIMOSTRAZIONE Se per assurdo fosse 8 < b allora 8 € J e per il Teo-
rema 3.22 si avrebbe ||y(t)|| — 400 per t — 7. Passando al limite per
t — B~ nella disuguaglianza ||y(¢t)|| < g(t), per la continuita di g in S si
otterrebbe 400 < g(f3), chiaramente un assurdo. O

Per l'utilizzo di questo teorema si veda per esempio il punto d) dell’Eser-
cizio 6.19. Si osservi che ’eventuale difficolta nell’applicazione dei precedenti
criteri sta solitamente nel fatto che per dimostrare la validita delle ipotesi
molto spesso bisognerebbe gia conoscere le soluzioni: le condizioni dei Teo-
remi 4.1 e 4.5 sono espresse direttamente sulla soluzione y(¢). Ma una volta
conosciuta la soluzione si sa gia se ¢ globalmente definita oppure no! Un
modo alternativo per affrontare il problema sarebbe quello di dimostrare
delle stime a priori ottenute senza conoscere esplicitamente la soluzione.
Questi argomenti, di carattere piti avanzato, non verranno trattati in queste
dispense.

Criterio delle direttrici di Lyapunov

Il prossimo criterio che garantisce ’esistenza globale si basa sull’utilizzo delle
funzioni ausiliarie (dette anche direttrici di Lyapunov (o di Ljapunov)). La
forza di questo metodo sta nel fatto che le condizioni vengono poste sul
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campo vettoriale f e non direttamente sulle soluzioni. Anche questo criterio
si applica solamente al caso A = R"™.

Teorema 4.6 Data f: J x R" — R" continua, J =]a,b|, supponiamo che
esistano g : J — R continua e V : R™\ B[0, R] — R di classe C* tali che

§) limyy 100 V(y) = +o0,

ii) per ognit € J, ||y|| > R si ha

(VV(y), f(t,y)) < g(t).

(Solitamente si denota V (t,) == (VV (y), f(t,y)) detta anche derivata
di V lungo le traiettorie di y' = f(¢,y).)

Allora ogni soluzione massimale dell’equazione y' = f(t,y) é globalmente
definita in futuro.

DIMOSTRAZIONE Per assurdo si supponga che esista una soluzione mas-
simale y : ], S[— R™ non globalmente definita in futuro, cioe tale che 8 < b.
Allora 8 € J e per il Teorema 3.22 si ha ||y(t)|| = +oo per t — 7. In
particolare esiste ¢; € |a, 5[ tale che [|y(t)|| > R per ogni t € [t1, 5[. Resta
quindi definita la funzione z(t) := V(y(t)) : [t1, 5[~ R di classe C! e che
soddisfa lim;_,3- 2(t) = +o00 grazie a i). Derivandola si ha

() = DV (y(t)y'(t) = (VV(y(1), ' (1)) = (VV(y(1)), (£, y(1)) < g(t),

per ogni t € [t, 5. Integrando tra t; e t > t; si ottiene

t t
z(t) — z(t1) = / 2 (s)ds < / g(s)ds =: G(t),
t1 t1
dove G ¢é primitiva di g in J. Per la continuita di G in 8 € J, passando al
limite per t — S~ si ottiene infine +00 < G(f3), il che & un assurdo. Dunque
8 = b, cioe ogni soluzione massimale e globalmente definita in futuro. O

Si tenga presente che il teorema non fornisce direttamente anche I’esi-

stenza globale in passato.

Esercizio 4.7 Modificare le ipotesi del teorema precedente al fine di otte-
nere un criterio di esistenza globale in passato.

Vedremo ora alcuni corollari introduttivi ai teoremi principali di questo
capitolo.
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Corollario 4.8 Data f : JxR" — R" continua, J =|a, b, supponiamo che
esistano g : J — R continua e W : R™\ B[0, R] — R di classe C' tali che

§) limyy) 100 W(y) = 400,

ii) per ognit € J, |ly|| > R si ha
(VW (y), f(t,9)) < g(O)W (y).

Allora ogni soluzione massimale dell’equazione y' = f(t,y) é globalmente
definita in futuro.

DIMOSTRAZIONE Aumentando eventualmente R, per i) si puo supporre
che W sia sempre positiva; posto V(y) = InW(y) verifichiamo che V,g
verificano le ipotesi del teorema precedente. Infatti, si ha V(y) — 400 per
lly|| — +o0, e per ii)

. 1
V(t,y) =(VV t =(——VW t
(1) = (V). (6:9)) = (75 TV W) £(1.9)
1
= ——(VIW(y), 1 (¢, < g(t),
W VW W) flt) < 9(t)
per ogni t € J, ||y|| > R. Per il Teorema 4.6 ogni soluzione massimale &
globalmente definita in futuro. O

Il Teorema 4.6 o il Corollario 4.8 permettono un certo grado di liberta
nella scelta delle funzioni V, W e g. Nei casi pratici una scelta classica per
W ¢ data dalla norma o, per comoditd, da W(y) = ||y||*> + 1. Essendo
VW (y) = 2y e dunque W(t, y) = (2y, f(t,y)), per applicare il Corollario 4.8
¢ quindi sufficiente trovare una funzione continua g tale che

g(t)

(4.1) (Ft ), ) < 72 (Il + 1),

per ogni t € J e y di norma sufficientemente grande. Pil precisamente si
puo dimostrare il seguente risultato.

Corollario 4.9 Se esistono A,B,C : J — R continue tali che

(f(ty),9) < ABllyl® + Byl + C(@),

per ogni t € J e ogni y € R™ (in realta basta per ogni ||y|| > R per qualche
R) allora ogni soluzione massimale dell’equazione y' = f(t,y) é globalmente
definita in futuro.
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DIMOSTRAZIONE E sufficiente dimostrare che vale (4.1) per qualche g.
A tal fine basta dimostrare che esiste g continua e R > 0 tali che

AWyl + Byl +C (1) < g(;)(HyH2 +1),

per ogni t € J e ||y > R. Questa equazione equivale a
(9(t) = 2A®)lyl* = 2B(®) |yl + 9(t) — 2C(t) > 0

che & sempre vera per gli y di norma grande se g(t)—2A(t) > 0 per ognit € J
e A/4 = B2(t) — (g(t) — 2A(t))(g(t) — 2C(t)) < 0. Queste due disequazioni
sono verificate se per esempio g(t) > 2A(t) + |B(t)| e g(t) > 2C(t) + | B(t)].
Basta allora prendere g(t) := 2max { A(t), C(t)} + |B(t)|. O

Cosa si puo dire per quanto riguarda l’esistenza globale in passato? Basta
osservare che per le equazioni differenziali ordinarie la freccia temporale ¢ in-
vertibile; pitt precisamente, data una soluzione y : Ja, f[— R"™ dell’equazione
y' = f(t,y), ponendo z(t) := y(—t) si ha che

Z(t) ==y (=) = = f(=t,y(=t)) = —f(=t,2(t)).

Ne consegue che y :]a, f[— R™ ¢ soluzione del problema di Cauchy

{y/ = f(tvy)

y(to) = o,
se e solo se z : | — 3, —a|— R™ data da z(t) = y(—t) & soluzione del problema
di Cauchy
Z = _f(_t7 Z)
Z(—to) = Y0-

Si osservi che il “passato” di y corrisponde al “futuro” di z e viceversa. In
particolare y € globalmente definita in passato se e solo se z & globalmente
definita in futuro. Per ottenere dei criteri di esistenza globale in passato
per y basta allora applicare i criteri finora esposti a z, ovvero all’equazione
differenziale il cui campo vettoriale & — f(—t,y).

Corollario 4.10 Se esistono A, B,C : J — R continue tali che

(fty),9) > ABlyl® + Byl + C (@),

per ogni t € J e ogni y € R™ (in realta basta per ogni ||y|| > R per qualche
R) allora ogni soluzione massimale dell’equazione y' = f(t,y) é globalmente
definita in passato.
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DIMOSTRAZIONE Per ipotesi si ha

(—f(=t,y),y) < —AO|yl* = B(=t)lyll - C (=),

e per il Corollario 4.9 le soluzioni massimali dell’equazione differenziale

2z = —f(—t,z) sono globalmente definite in futuro quindi, per 1’osserva-
zione sopra, quelle dell’equazione y' = f(t,y) sono globalmente definite in
passato. O

Corollario 4.11 Se esistono A, B,C : J — R continue e positive tali che

[(f(ty), u)| < AWyl + B@)llyl + C(1),

per ogni t € J e ogni y € R™ (in realta basta per ogni ||y|| > R per qualche
R) allora ogni soluzione massimale dell’equazione y' = f(t,y) é globalmente
definita in futuro e passato.

DIMOSTRAZIONE Segue banalmente dai Corollari 4.9 e 4.10. O

Teoremi di esistenza globale

Come corollari dei risultati della sezione precedente si ottengono anche i clas-
sici criteri di sublinearita e globale lipschitzianita che andremo a enunciare
e dimostrare. Il primo criterio si ricorda brevemente come:

‘crescita sublineare di f = esistenza globale‘

Teorema 4.12 (di esistenza globale (I)) Data f: J x R" — R" conti-
nua, J =]a,b|, se esistono £,m : J — R" continue tali che

1 (& y)ll <€) llyll + m(t)
per ogni t € J e ogni y € R™ (in realta é sufficiente per ogni |yl > R

per qualche R) allora ogni soluzione massimale dell’equazione y' = f(t,y) é
globalmente definita in futuro e passato.

DiMOSTRAZIONE Per la disuguaglianza di Schwarz si ottiene subito

[(FEw) o] < IFE Iy < e@)llyl? +m@)llyll,

e la tesi segue dal Corollario 4.10. O
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In particolare il risultato si puo applicare se il campo vettoriale e glo-
balmente limitato, cioe esiste M tale che ||f(¢,y)|| < M per ogni t e y. Per
esempio le soluzioni dell’equazione differenziale 3’ = seny? sono tutte glo-
balmente definite in R (compararle con quelle dell’equazione y' = y?). Altro
caso: lequazione y' = h(t) seny dell’Esempio 4.3 ha campo vettoriale f tale
che |f(t,y)| < |h(t)| e per il Teorema 4.12 ha soluzioni globalmente definite.
Si noti come si puo pervenire al medesimo risultato applicando criteri diversi
(tra D’altro si puo applicare anche il prossimo teorema).

Infine, enunciamo e dimostriamo il criterio di lipschitzianita globale che
afferma che:

‘lipschtizianita globale di f == esistenza e unicita globale

Teorema 4.13 (di esistenza globale (II)) Data f: J x R™ — R" conti-
nua, J =|a,b|, se esiste L : J — Rt continua tale che

1t ) = f(& y2) || < L(E) ][y — el

per ogni t € J e ogni y1,y2 € R™ (in particolare se f é globalmente lipschi-
tziana di costante L > 0) allora ci sono esistenza e unicita globale per le
soluzioni massimali dei problemi di Cauchy per Uequazione y' = f(t,y).

DIMOSTRAZIONE L’unicita segue dal Teorema di Cauchy-Lipschitz. Si
ha inoltre

1F @& <17 @y) = F@& )+ @O < L@yl + 112 0)]l;

e la tesi segue dal Teorema 4.12 con £(t) = L(t) e m(t) = || f(¢,0)|| funzioni
continue e positive. O

In particolare, dalla dimostrazione segue che la lipschitzianita globale
implica la sublinearita, dunque il primo risultato e piu generale del secondo.
Non e vero il viceversa, come si vede dal seguente esempio.

Esempio 4.14 L’equazione y' = sen(y?) ha il campo vettoriale f(y) =
sen(y?) non globalmente lipschitziano; infatti, si ha

fy) =2ycos(y’) = sup|f(y)|=+oc.
yeR
Non si pud dunque applicare il Teorema 4.13. Invece, essendo |f(t,y)| <1
si puo applicare il Teorema 4.12 e concludere che le soluzioni (massimali)
sono tutte globalmente definite in R.
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Esempio 4.15 L’equazione y' = tsen(ty) ha il campo vettoriale f(t,y) =
tsen(ty) tale che 0, f(t,y) = t?cos(ty). Si ha dunque |9, f(t,y)| < t* e si
pud applicare il Teorema 4.13 con L(t) = t? per ottenere l'esistenza globale
delle soluzioni.

I risultati appena descritti si possono applicare facilmente ai sistemi lineari
a coefficienti continui.

Corollario 4.16 Ogni sistema lineare n X n a coefficienti continui

Yy =A(t)y +0b(t),

dove A :J — M(n) = R" eb:J— R" sono continue, ammette esistenza
e unicita globale delle soluzioni massimali dei relativi problemi di Cauchy.

DIMOSTRAZIONE Si puo applicare il teorema precedente perché il campo
vettoriale verifica la seguente disuguaglianza

1 (& 1) = F(& y)ll = [1A@) (v — w2)l <A@ Hyr — w2l

(dove si & utilizzata la norma degli operatori, si veda (A.3) in Appendice).[]

Teorema 4.17 (di esistenza globale (III)) Sia data f : J x R" — R”
continua, J =]a,b[. Se per ogni intervallo compatto K C J esistono costanti
L, mg > 0 tali che

per ogni t € K e ogni y € R™ (in realta ¢é sufficiente per ogni ||y| > R
per qualche R) allora ogni soluzione massimale dell’equazione y' = f(t,y) e
globalmente definita in futuro e passato.

DIMOSTRAZIONE Sia (/) una successione di intervalli compatti tali che

K; CI%jHC J e UjenK; = J. Se y = y(t) & una soluzione massimale,
applicando il Teorema 4.12 alla restrizione dell’equazione all’insieme K; xR",
si ottiene che y(t) e globalmente definita in K. Per I'arbitrarieta di j € N
segue che y ¢ definita su tutto J. 0

E facile dimostrare (farlo per esercizio) che i Teoremi 4.12 e 4.17 sono
logicamente equivalenti.

Per terminare, si osservi che le assunzioni dei Teoremi 4.12 e 4.13 forni-
scono delle condizioni solamente sufficienti per I'esistenza globale, quest’ul-
tima valendo anche in ipotesi pit1 deboli, si veda per esempio ’Esercizio 4.25.
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Esempi ed esercizi

Esercizio 4.18 Data I’equazione

, 1

a) studiare l'esistenza e 1'unicita locale. Valgono le ipotesi dei teoremi di
esistenza globale?

b) verificare che se y(t) & soluzione dell’equazione in ]a, [ allora anche
z(t) := —y(—t) & soluzione in | — 3, —«[. Esistono soluzioni dispari?

c¢) Dimostrare che le soluzioni massimali dei problemi di Cauchy con dati
y(to) = yo e top > 0 sono definite almeno in ]0, +oo[ e dedurre da cio
che le soluzioni massimali dei problemi di Cauchy con dati y(to) = o
e tp < 0 sono definite almeno in | — 0o, 0[;

d) provare che le soluzioni massimali dei problemi di Cauchy con dati
y(0) = yo e yo # 0 sono globalmente definite in R.

SOLUZIONE. a) il campo vettoriale f(¢,y) = yQﬁ e definito e di classe C*
in Q := R?\ {(0,0)}, dunque ci sono esistenza e unicita locale di tutte le
soluzioni con dati iniziali in 2. Poiché il dominio non ¢ una striscia della
forma J x R, non ¢ possibile applicare i teoremi di esistenza globale. Si noti
comunque che, essendo lim y_(0,0) f (t,y) = 400, f non puod essere subli-
neare e nemmeno globalmente lipschitziana su tutto il dominio, pervenendo
quindi alla medesima conclusione.

b) Supposto che y(t) sia soluzione, si ha

1

/ o _ _ 1 _
z (t) =Y (_t) - y2(—t) + (—t)2 - Zz(t) +t2 - f(t,Z(t)),

quindi z(t) ¢ soluzione dell’equazione differenziale. Non possono esistere
soluzioni dispari. Infatti, per definizione il dominio di una soluzione & un
intervallo; affinché y(t) sia dispari, deve necessariamente essere y(0) = 0,
assurdo perché il punto (0,0) non appartiene al dominio €.

c) Sia y(t) soluzione massimale con y(ty) = yo, to > 0. Si ha banalmente

1

per ogni (t,y) €]0,+oo[xR. Applicando il Teorema 4.12 alla restrizione di
f all’aperto J x R =]0, +oo[xR, con £(t) = 0, m(t) = 1/t2, si ottiene che
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tutte le soluzioni massimali con ¢ty > 0 sono definite (almeno) in ]0, +o0[.
Alternativamente si puo utilizzare anche il Teorema 4.17; anzitutto si osserva
che non si puo applicarlo su tutto |0, +oco[xR perché f & ivi non limitata.
Fissato K intervallo compatto contenente ty e tale che K C]0,+oo[. Sia
tx = min K > 0. Per ogni (t,y) € K x R si ha |f(t,y)| < 1/t%. Si pud
quindi applicare il Teorema 4.17 con J =]0,+oc[, {x = 0, mg = 1/t%
per cui y(t) e globalmente definita in J =]0, +oo[. Se ora y(t) & soluzione
massimale con y(t9) = yo, to < 0, per il punto b) la funzione z(t) = —y(—t)
¢ ancora soluzione tale che z(—tg) = —yp. Per quanto appena visto z(t) &
definita (almeno) in ]0, +o00[ dunque y(¢) & definita (almeno) in | — oo, 0[.

d) Sia g(t) soluzione massimale con %(0) = yo, yo # 0. Per il Teorema di
Cauchy-Lipschitz y(¢) e definita almeno in un intervallo del tipo [—§,d]. Ma
y(t) & anche soluzione dei problemi di Cauchy con dati y(0) = 7(d) oppure
y(—9d) = y(—6). Per il punto precedente, le soluzioni dei due problemi di
Cauchy sono definite, rispettivamente, in |0, +00[ e | — 00, 0[ e in definitiva
y € definita in R. L’analisi dell’equazione verra ripresa nell’Esempio 6.17.

Esercizio 4.19 Data ’equazione differenziale

, (y+2t—-1)2-3
oy +2t+1

nell’aperto Q := {(t,y) ER?: y+2t+1> ()},

a) verificare che si hanno esistenza e unicita locale per le soluzioni dei
problemi di Cauchy associati, ma che non valgono le ipotesi dei teoremi
di esistenza globale;

b) trovare ¢ € R affinché la funzione 3(t) = ct sia soluzione;

c¢) estendendo opportunamente il criterio di sublinearita o di globale lip-
schitzianita dimostrare che le soluzioni dei problemi di Cauchy con

dati iniziali y(to) = yo > ¥(to) sono globalmente definite.
g : _ (yt2t=1)2-3 . : :
OLUZIONE. a) Il campo vettoriale f(f,y) = *= 57— ¢ definito e di
classe C*° in 2, dunque localmente lipschitziano, percio per il Teorema di
Cauchy-Lipschitz si hanno esistenza e unicita locale per i problemi di Cauchy
associati. Non e possibile applicare i teoremi di esistenza globale perché (2
non ¢ (e non ¢ estendibile a un dominio) della forma J x R. Si noti che in

ogni caso si ha

lim t, :+007
(t,y)—>(t0,_2t0_1) f( y)
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percio f non puo essere sublineare né globalmente lipschitziano nel dominio.
b) Essendo 7' (t) = ¢, la funzione § & soluzione se e solo se per ogni ¢ vale
(ct+2t—1)2-3

2
- - _ 1 -
c v = (c+2)((c+2)t" = (c+2)t—1) =0,

il che & vero se e solo se ¢ = —2 dunque y(t) = —2t.

c) I criteri di sublinearita/globale lipschitzianita per I'esistenza globale
sono stati dimostrati solamente per equazioni del tipo ¢y’ = f(¢,y) con campo
vettoriale f : J xR™ — R" definito su insiemi della forma J xR" con J inter-
vallo, caso nel quale non ricade ’equazione in considerazione. Ripercorrendo
le varie dimostrazioni dei teoremi e corollari che portano al criterio di subli-
nearita, si nota che la proprieta fondamentale che I’equazione deve possedere
¢ l’esplosione in norma delle soluzioni non globalmente definite; piu precisa-
mente si basa sul fatto che se una soluzione massimale y : Ja, [— R" non &
globalmente definita in futuro allora |y(t)| — +o0o0 per t — S~ (analogamente
in passato, per t — a1). Percio in tali teoremi ¢ possibile sostituire I'ipotesi
sulla forma del dominio di definizione con I'ipotesi di esplosione in norma per
le soluzioni non globalmente definite. Tale proprieta & in effetti verificata per
le soluzioni massimali dei problemi di Cauchy dell’equazione in oggetto, con
dati iniziali in Qo := {(t,y) € R* : y > §()} = {(t,y) € R* : y+ 2t > 0}.
Essenzialmente cio accade grazie all’unicita delle soluzioni e al fatto che la
funzione § € una soluzione; di conseguenza le soluzioni massimali con dati
in ©p non possono uscire dal bordo di €y individuato proprio da y = y(t),
cioe y + 2t = 0, dunque, se non globalmente definite, devono esplodere in
norma. Per verificarlo, supponiamo che y = y(¢) sia una soluzione massi-
male con dati iniziali y(t9) = o, (to,y0) € o, non globalmente definita
in futuro. Sia dunque |a, B[ con f < +oo l'intervallo massimale d’esisten-
za. Utilizziamo il Teorema della fuga dai compatti scegliendo il compatto
Ky = {(t,y) g <t < B, 2 <y < M} al variare di M > yo. Per
t — B~ la soluzione deve uscire definitivamente da Kj;, ma non puo farlo
dal lato t = 3 perché non & definita in 8 e non puo nemmeno farlo dal basso
perché altrimenti intersecherebbe il grafico di . Di conseguenza non puo
che esistere tjs tale che y(t) > M per ogni tyr < t < . Dall’arbitrarieta
di M si ha dunque lim;_,5- y(t) = +0c. Analogamente si dimostra che se
a > —oo allora lim,_,,+ y(t) = +00. A questo punto, una volta provato che
f & sublineare in € (si veda sotto), si possono applicare le estensioni (sopra
suggerite) del teorema di esistenza globale, da cui discendera che tutte le
soluzioni massimali dell’equazione con dati in €29 sono globalmente definite.

Alternativamente, per dimostrare che le soluzioni massimali con dati ini-
ziali in g sono globalmente definite, si poteva utilizzare il seguente strata-
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gemma, che consiste nell’estendere opportunamente f a un campo vettoriale
sublineare f definito in R x R. Definiamo f : R x R — R nel seguente modo

x flt,y) sey+2t>0
[t y) =
-2 se y+ 2t < 0.
Osservando che f(t,—2t) = —2 per ogni t, segue che f & continua su tutto

RxR. E inoltre sublineare; infatti se y+2¢ < 0 si ha banalmente | f(¢, )| = 2,
mentre se y + 2t > 0 (cioe (t,y) € Q) si ha

. (y+2t—1)>+3 7
t = |f(t < = 2-3+——
< [yl + 2] + 4,

dunque in definitiva |f(t,y)| < |y| + |2t| + 4 per ogni (t,y) € R x R. E
anche globalmente lipschitziano: lo € in y 4 2t < 0 essendo costante. Sia ora

y—+2t > 0. Osserviamo che f(t,y) = f(t,y) = g(y+2t) dove g : [0, +oo[—> R

¢ definita da g(z) = (z 221 223+ Zil. Essendo ¢'(z) = 1—

G H)Q si ha

- 1
0y f(ty)| =g (y+20)] =|1— —— ——5| <lpery+2t>0,
(y+2t+1)

da cui segue che B B
|f(t,y2) — ()| < ly2 — ui

per ogni (t,y1), (t,y2) con y1,y2 > —2t. Di conseguenza f & globalmente
lipschitziano rispetto alla variabile y nella chiusura di £2y5. Da cio discende
anche la globale lipschitzianita, sempre rispetto alla variabile y, su tutto
R x R. Infatti se y; < —2t < y2, essendo f(t, Y1) = f(t, —2t) = —2si ha

|F(ty2) — Ft,y)| = [ F(t,y2) — f(t, —20)] < [y2 — (—2t)] < |yo — v,

da cui la globale lipschitzianita rispetto alla seconda variabile in R x R.
Essendo f definita in R x R si possono applicare i criteri di sublinearita
oppure di globale lipschitzianita per cui le soluzioni massimali dell’equazione
differenziale y' = f (t,y) sono globalmente definite in R. Si osservi che la
funzione y = g(t) & soluzione anche di questa equazione. Se ora (g, y0) € Qo,
detta §(t) la soluzione del problema di Cauchy relativo a y’ = f (t,y) con dati
iniziali y(t9) = yo, per 'unicita delle soluzioni dovra essere g(t) > g(t) per
ogni ¢, cioe (t,§(t)) € Qo per ogni t. Su questo insieme si ha f = f dunque
g & anche (la) soluzione di ¢y = f(t,y) con y(ty) = yo e risulta pertanto
globalmente definita. L’analisi dell’equazione proseguira nell’Esercizio 8.12.
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Esercizio 4.20 Data I'equazione differenziale y' = /|y + t|
a) studiare l'esistenza locale e globale delle soluzioni;

b) studiare 'unicita locale; in particolare determinare tutti e soli i dati
iniziali (to,yo) per i quali & possibile applicare il Teorema di Cauchy-
Lipschitz;

c¢) dimostrare che il problema di Cauchy con dati iniziali y(0) = 0 ammet-
te un’unica soluzione y(t) globalmente definita; trovare una formula
chiusa per tale soluzione.

SOLUZIONE. a) Il campo vettoriale f(t,y) = /|y + t| ¢ definito e continuo
in tutto R? ma ¢ di classe C™ solamente in R?\ {y +¢ = 0}. Per il Teorema
di Peano ogni problema di Cauchy ammette almeno una soluzione locale. Il
campo vettoriale non & globalmente lipschitziano (nemmeno lipschitziano, si
veda il punto b)) ma & sublineare, dunque per il Teorema 4.12 ogni soluzione
¢ globalmente definita in R. Infatti, se |y| <1 si ha

&) < VIl + It < T+,

mentre, osservando che va + b < \/a + v/b per ogni a,b > 0, se |y| > 1 per
cui v/]y| < |y|, si ha

FE < VYl + 1 < Vgl + VI < [yl + V141,

e in definitiva, per ogni y,t € R vale |f(t,y)| < |y| + /14 |t], cioe f &
sublineare rispetto a y (in realtad anche rispetto a t).

b) Si puo sicuramente applicare il Teorema di Cauchy-Lipschitz a tutti
i problemi di Cauchy con dati (%o, yo) tali che yo + to # 0, in un intorno dei
quali f e lipschitziana. Se yg—+to = 0 il campo vettoriale non e lipschitziano,
dunque il teorema non puo essere applicato. Infatti, se yg 4+ tg = 0 si ha

lim
Yy—Yyo

sgn y—i—to ‘
ly + to|

gi;(to,y)’ =

y——to

dunque la funzione f non puo essere lipschitziana in un intorno di (¢g, yo)-
¢) Operando la sostituzione z(t) = y(t) + ¢ si ottiene 1’equazione equiva-
lente per z(t) della forma 2/(t) = y/'(t) + 1 = /|y(t) +t| + 1 = /|z(¢)| + 1
ciot 2/ = \/ﬂ + 1 (si veda anche il metodo di risoluzione per le equazio-
ni della forma (8.15) nel Capitolo 8). Tale equazione ha campo vettoriale
g(2) = v/]z]+1 autonomo e non localmente lipschitziano. Tuttavia g(z) > 0,
nota condizione che garantisce che tale equazione, dunque anche quella in
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oggetto essendo a questa equivalente, ha unicita delle soluzioni per tutti i
problemi di Cauchy (si veda ii) della Proposizione 8.1). In particolare cio
e vero per quello con dati iniziali z(0) = 0, corrispondente al problema
y' = /|ly+t| con dati y(0) = 0, da cui l'unicita di y(¢). Inoltre y(t) &
globalmente definita per il punto a). La formula richiesta si ottiene per se-
parazione delle variabili. Poiché tutte le soluzioni di entrambe le equazioni
sono crescenti, essendo z(0) = 0 si avra z(t) > 0 per t > 0 (e z(¢) < 0 per
t < 0); per tali ¢ e utilizzando la sostituzione w = z? (con x > 0) per cui
dw = 2z dx, si avra

Z(t) d d \z t 2$ d
/ \F-I-l w = /0 S <~ / x =t.

Essendo

vo2
/ xfldx:2v—21n(1+v),

si ottiene infine

2/2(t) — 2In (1 + /(1)) =

2

Se t < 0, dunque z(t) < 0, ponendo —w = z* si ottiene analogamente

2v/—2(t) = 2In (1 4+ /—2(t)) =

Y

Figura 4.2: Soluzione del problema di Cauchy ' = /|y +t|, y(0) =0

In definitiva, tornando a y(t) si ottiene

2/y(t) +t—2In (1 +/y(t) +t) =t =0 set,y(t) >0
2¢/—y(t) —t—2In (1 ++/—y(t) —t) +t =0 set,y(t) <0,

che fornisce una formula chiusa (implicita) della soluzione cercata, rappre-
sentata in blu in Figura 4.2 L’analisi della soluzione y(t) proseguira negli
Esercizi 6.21 e 13.1.
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Esercizio 4.21 Data ’equazione differenziale

r_ y2_1
ty| +1°

Y

a) studiare l'esistenza e unicita locale delle soluzioni;

b) dimostrare che il campo vettoriale non & globalmente lipschitziano né
sublineare sul dominio;

c¢) individuare gli equilibri e le sottoregioni del piano dove le soluzioni
sono crescenti/decrescenti. Esistono orbite limitate non banali?

d) Supposto che y(t) sia soluzione, dire quale eventualmente tra z(t) :=
y(—t) e w(t) := —y(—t) & ancora soluzione dell’equazione;

e) dimostrare che le soluzioni dei problemi di Cauchy con dati iniziali
y(to) = yo con tyg > 0 sono globalmente definite in futuro, mentre
quelle con ty < 0 sono globalmente definite in passato;

f) provare che le soluzioni y(t) dei problemi di Cauchy con dati iniziali
y(0) = yp sono globalmente definite in futuro e passato.

(L’analisi dell’equazione continuera nell’Esercizio 13.4.)

Esercizio 4.22 Sia f : J x R” — R" globalmente L-lipschitziana rispetto
alle variabili y, con J = |a,b] intervallo compatto. Utilizzare la norma
pesata di Bielecki e argomenti di punto fisso per dimostrare che tutte le
soluzioni dell’equazione y' = f(t,y) sono globalmente definite in J. Si pud
applicare/adattare questa idea se J =]a,b| ¢ limitato ma non & chiuso? E
se non & nemmeno limitato?

Esercizio 4.23 Siano f:J xR" - R" e L : J — RT continue, tali che

If(ty1) — fFy)ll < L) yr — w2l

per ogni t € J, y1,y2 € R™. Nel caso J = [a, ] intervallo compatto, ispirati
dall’idea di Bielecki, trovare un’opportuna norma equivalente alle norma
infinito nella quale 'operatore integrale di Volterra sia una contrazione, e
utilizzarla per dimostrare 1’esistenza globale delle soluzioni di ' = f(t,y).
In seguito, ricondurre al precedente i casi J =]a,b[, J = [a,+00| oppure
J =la,+oo[. Quali ipotesi si possono fare su L(t) e f(t,y) affinché sia
possibile applicare 'idea di Bielecki direttamente al caso J =]a,b[ senza
riportarsi al caso J = [a, b]?
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Esercizio 4.24 Sia f : J x R® — R" globalmente L-lipschitziana, con J
intervallo. Adattare il metodo di Lindel6f-Picard degli approfondimenti del
Capitolo 2 per dimostrare che la serie a secondo membro di (2.17) converge
uniformemente in ogni sottointervallo compatto di J. Riottenere la tesi del
Teorema 4.13 cioe che ogni soluzione massimale di y' = f(t,y) € globalmente
definita in J.

Esercizio 4.25 Sia data f:J x R — R continua in J =]a, b[, tale che

[f (&, y)] <€) [y fyl| +m(?),

con ,;m : J — R funzioni continue (e dove la funzione y — yln|y| si
pensa estesa per continuita in y = 0). Dimostrare che le soluzioni massimali
dell’equazione y' = f(t,y) sono globalmente definite in futuro e passato.
(Suggerimento: utilizzare convenientemente il criterio di limitatezza oppure
il Teorema del confronto 6.3.)



Capitolo 5

Dipendenza dai dati iniziali

Dopo aver studiato il problema dell’esistenza e unicita delle soluzioni dei
problemi di Cauchy, il passo successivo & vedere come le traiettorie di que-
ste ultime dipendono dai dati iniziali. Denotando con yo(t) la soluzione
dell’equazione differenziale y' = f(t,y) con dati iniziali y(ty) = o, se in-
terpretiamo la traiettoria come l’evoluzione temporale del nostro sistema,
ci aspettiamo che variando di poco la “posizione iniziale” yy (o il tempo
iniziale tg) la traiettoria della corrispondente soluzione sia vicina a quella
di yo(t); questa & una proprieta fondamentale nelle applicazioni, per esem-
pio in fisica. Piu precisamente, se y;(t) denota la soluzione della medesima

Figura 5.1: Confronto tra soluzioni

equazione differenziale e tale che y;(t9) = y1 ci aspettiamo che quando y; &
vicino a yo le traiettorie di yo(t) e y1(t) siano vicine, e se y; tende a yg ci
aspettiamo che le due traiettorie tendano a sovrapporsi, ovvero ci sia una
qualche continuita delle soluzioni dai dati iniziali (a volte chiamata anche
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“stability”). In questo capitolo studieremo come le soluzioni dipendono da
to e yo, e vedremo che, sotto le usuali ipotesi di differenziabilita di f, la
mappa che associa al dato yg la soluzione che assume tale dato al tempo %g
¢ continua e differenziabile. Analizzeremo infine anche la dipendenza delle
soluzioni dal campo vettoriale f.

Dipendenza continua dai dati iniziali

In questa sezione dimostreremo la continuita delle soluzioni di un’equazione
differenziale rispetto a variazioni del dato iniziale yy. Chiaramente, se le
soluzioni dei problemi di Cauchy non sono uniche a maggior ragione perde
anche senso parlare di dipendenza continua dai dati iniziali. Di conseguenza,
se non diversamente specificato, d’ora in avanti in questo capitolo assume-
remo l'unicita delle soluzioni dei problemi di Cauchy relativi all’equazione
differenziale in considerazione. Sappiamo che cid garantisce 'esistenza di
un’unica soluzione massimale per ciascuno di tali problemi. Per evidenziare
la dipendenza della soluzione dai dati iniziali, nel seguito denoteremo con
y(t; to, o) la soluzione (massimale) del problema di Cauchy

(51) {y/ = f(ta y)
y(to) = vo-

Nel caso in cui si fissi il tempo iniziale ty, per concentrarci sulla sola di-
pendenza della soluzione dal valore iniziale yy useremo anche la notazione
ridotta y(¢; yo). Inizialmente dimostriamo che se valgono le ipotesi del Teo-
rema di Cauchy-Lipschitz, la dipendenza della soluzione da yo (e da tp) non
solo e continua ma addirittura lipschitziana.

Teorema 5.1 (di dipendenza continua dai dati (I)) Sia f: Q C R x
R™ — R™ continua e localmente lipschitziana (rispetto alle variabili y).
Allora per le soluzioni y(-;yo) di (5.1) valgono

i) per ogni (to,yo), (to, z0) € Q esistono 6 >0, C' > 0 tali che
(5.2) lw(-390) —y(-520)|| . < Cllyo — 20ll,

dove si & posto ||y(-;y0) —y(+;20) ||, = SUPser; o) 1V (& v0) — y(t; 20) 5

i1) pit in generale, fissato un compatto K C ) esistono §,C > 0 (dipen-
denti solo da K e f) tali che per ogni (to,yo), (to, z0) € K wvale (5.2).
In altri termini, 'applicazione yo — y(-;yo) € localmente lipschitziana
come funzione da R™ in (C(I5,R"),] - [loc)-
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DIMOSTRAZIONE i) Presi (to,v0), (to, 20) € £ denotiamo con I’ e I” gli
intervalli di definizione (supposti compatti) di y(¢;yo) e, rispettivamente,
y(t; 20). Sia K un compatto che contiene le due traiettorie ristrette all’in-
tervallo I' N I” (per esempio 'unione delle traiettorie medesime) e sia L la
costante di Lipschitz di f in K. Si prenda infine § tale che L < 1. Come
nella dimostrazione del Teorema di Cauchy, per t € I5(to) NI'NI" si ottiene
(5.3)

|yt yo) — y(t; 20)|| = ‘

Yo — 2o + t f(s,y(s590)) — f(s,y(s;20)) ds

/t 17 (5, (s590)) = £ (s, 9(s: 20))| ds

< llyo — zoll +

t

< llyo— 2]l + L ‘/ (s o) — y(s: 20)]| d
0

< lyo — zoll + L ||y (-5 90) —y(-;20)| -

Passando all’estremo superiore sui ¢ € I5 e riordinando i termini si ottiene

1
y(-sm0) —y(-520)]|, < 1 —5LHyO — 20l

da cui la tesi con C = (1 —§L)~ L.

ii) Nel punto precedente si ¢ visto come le costanti J, C' dipendono da
Yo € 2o. Verifichiamo che & possibile prenderle uniformi in un compatto
contenente (o, yo) e (to,20) (cio & necessario per potere far variare zp e Yo
ottenendo la lipschitzianita). Fissato un compatto K in €2, sia Cy g(K) C Q
definito come in (2.16) nella dimostrazione del Teorema 2.26 di Peano sui
compatti. Per quest’ultimo teorema e per il Lemma 3.32, ogni soluzio-
ne massimale con dati iniziali (¢p,y0) in K ¢ definita almeno in I.(t9) con
¢ = min{«o, R/Mk}, essendo M il massimo della norma di f in Cy r(K);
inoltre, per il Lemma 2.10 la traiettoria di y(¢;40), t € I:(to), € contenuta
in C:¢ gr(to,y0) C Cq,r(K) che & dunque un compatto contenente tutte le
traiettorie al variare di (tg,y0) € K. Sia infine L la costante di Lipschitz
di f in Cy r(K) e come prima si prenda 0 tale che § < e e 6L < 1. Con
queste scelte di L e d le stime (5.3) continuano a valere per ogni t € I5(to),
uniformemente per ogni (to,yo), (to, z0) € K, da cui la tesi. O

Del teorema precedente segue che la traiettoria di y(t;z¢) converge uni-
formemente a quella di y(¢;yp) quando zp tende a yo.

Esercizio 5.2 Generalizzare il teorema precedente al caso in cui anche g
puo variare; pill precisamente, definiti Cy r(K) e Mg come nella dimostra-
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zione del Teorema 2.26, si verifichi che esistono §, C' > 0 tali che

(5.4) y(-5t0,m0) —y(-st1,m)|| o < C[Mklto — ta] + llyo — w1 ll]-

Esercizio 5.3 Utilizzando la norma di Bielecki (2.20) al posto della norma
infinito, verificare che la mappa yo — y(-;yo) € 2-lipschitziana da R™ in
(C(I:,R™), | - ||l«) (si noti anche la presenza di I. al posto di Is).

Le disuguaglianze (5.2) e (5.4) forniscono una prima stima sulla norma in-
finito della differenza tra due soluzioni; inoltre implicano banalmente la
disuguaglianza puntuale

|w(t;0) — y(t; 20)|| < Cllyo — 20l

N

per ogni t € Is(tp). Si osservi che quest’ultima non ¢ ottimale in quanto
per t = ty si ottiene |lyo — 20| < Cllyo — 20l|, con C = (1 — L)1 > 1.
Volendo ottenere una stima puntuale pitt precisa si puo utilizzare il Lemma
di Gronwall, un classico strumento nell’ambito delle equazioni differenziali,
utilissimo per esempio per dimostrare ['unicita delle soluzioni e in generale
per ottenere stime sulle medesime. Fornisce inoltre un primo approccio
alle cosiddette disequazioni integrali e, per certi aspetti, & 'equivalente del
Teorema del confronto 6.1 che verra studiato nel Capitolo 6 (quest’ultimo
puo anche essere utilizzato proprio per dimostrare il lemma stesso).

Lemma 5.4 (di Gronwall) Sia v : I — R continua e non negativa tale
che esistano o, 8 > 0, tg € I per cui

(5.5) v(it) <a+p /t v(s)ds|.
Allora
(5.6) (t) < aeflt=tol,

Osservazione 5.5 La differenza fondamentale tra (5.5) e (5.6) sta nel fatto
che nella prima la funzione v(t) compare sia a destra che a sinistra della
disuguaglianza, nella seconda compare solo a sinistra. Di conseguenza (5.6),
contrariamente a (5.5), fornisce un’effettiva stima dall’alto di v(¢).

DIMOSTRAZIONE (del Lemma di Gronwall) Verifichiamo la tesi nel caso
t > tp, cioe in futuro, nel qual caso si puo togliere il valore assoluto sia in
(5.5) che in (5.6). Introdotta la funzione
t

u(t) :=a+p [ v(s)ds,
to
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per ipotesi si ha v(t) < u(t) per ogni ¢ > tg. Inoltre

%(u(t)e—ﬂ(t—to)) — Be~Plt=to) <v(t) - (a +p ttv(s) ds)) <0,

ovvero la funzione w(t) = wu(t)e P=%) & decrescente per t > tg, dunque
w(t) < w(ty) = o da cui
v(t)e Alt0) < gy ()e Bli—t) < @

cioe la tesi per t > .

Alternativamente si puo utilizzare il Teorema del confronto 6.3. Anche
qui verifichiamo la tesi nel caso t > tg, cioe in futuro. Introdotta la funzione
u(t) come sopra, per ipotesi si ha v(t) < u(t) per ogni t > to. E dunque
sufficiente dimostrare che la tesi vale per u cioé che u(t) < ae®(t=%) per
t > tog. Per ipotesi u ¢ derivabile e si ha u/(t) = Bv(t) < Bu(t), per ogni
t > to. In particolare u(t) e sottosoluzione in futuro per la soluzione del
problema di Cauchy

2 = Bz
z(tg) = u(ty) = a.

Essendo tale soluzione data da z(t) = ae®(!=%) per il Teorema del con-

fronto 6.3 si ottiene u(t) < z(t) per t > tg, da cui la tesi. Per esercizio, si
verifichi (utilizzando il Teorema del confronto o facendo un calcolo diretto)
che la tesi vale anche in passato, cioe per t < . O

Il risultato del Lemma di Gronwall e ottimale nel senso che, nelle ipotesi
fatte, la disuguaglianza (5.6) non & migliorabile; infatti, preso =0, v(t) =
«, tutte le disuguaglianze diventano uguaglianze. Anche nel caso 8 > 0 &
ottimale: in questo caso basta prendere o = 8 =1, tg = 0 e v(t) = €.

Grazie al Lemma di Gronwall e possibile ottenere subito una generaliz-

zazione del Teorema 5.1.

Teorema 5.6 (di dipendenza continua dai dati (II)) Sia f: Q C R x
R™ — R™ continua e localmente lipschitziana (rispetto alle variabili y). Dati
(to,%0), (to, 20) € Q allora

(5.7) |y(t;y0) — y(t; 20)|| < elt=tol ||y — 2,

per ogni t in un comune intervallo di definizione I5(ty), dove L ¢é la costante
di Lipschitz di f in un compatto che contiene entrambe le traiettorie. Inol-
tre ¢ possibile prendere L,§ uniformi per (to,vo), (to, 2z0) che variano in un
compatto di §Q.
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DIMOSTRAZIONE Fissato un compatto K che contiene entrambe le tra-
iettorie, detta L la costante di Lipschitz di f in K e operando come in (5.3),
per ogni t € Is si ottiene

t
Iyt 0) — y(t: 20| < llyo — 2ol + L ‘ [ tssan) = otsiz0 s
0

Applicando il Lemma di Gronwall alla funzione v(t) = ||y(t;yo0) — y(¢; 20)||
con o = |lyo — z0]| e B = L si ottiene la tesi. La generalizzazione per dati
che variano in un compatto di §2 si ottiene analogamente alla dimostrazione
del punto ii) del Teorema 5.1. O

La disuguaglianza (5.7) fornisce una stima esplicita di quanto le soluzio-
ni possono allontanarsi al crescere di t; in particolare, afferma che la loro
differenza cresce al piu esponenzialmente. La stima (5.7) ¢ ottimale, nel
senso che non puo essere migliorata (se non aggiungendo altre ipotesi su f);
infatti, nel caso dell’equazione y' = y, y(0) = yo, si ha y(t;y0) = yoe!, per cui
ly(t;yo) — y(t; 20)| = €t|yo — 20| e per t > 0 (5.7) si riduce a un’uguaglianza.

Uno dei punti deboli dei Teoremi 5.1 e 5.6 & che permettono di confron-
tare le soluzioni solamente su un piccolo intorno di ¢, mentre le soluzioni in
origine potrebbero essere definite su intervalli possibilmente molto grandi. Si
paragonino questi risultati con quelli che saranno ottenuti nei Teoremi 5.13
e 5.14 dove il confronto viene fatto rispetto a una soluzione su un dominio
compatto fissato a priori (si veda anche il Teorema 10.3).

Esercizio 5.7 Generalizzare il teorema precedente al caso in cui anche g
puo variare; pitt precisamente, definiti Co r(K) e M = M come nella
dimostrazione del Teorema 2.26, si verifichi che esistono 6§, L > 0 tali che

(5.8) |y (ts to, yo) — y(ts 1, y1)|| < el Mt — t1] + [lyo — v |-

Esercizio 5.8 Utilizzando il Lemma di Gronwall, dimostrare 'unicita delle
soluzioni per i problemi di Cauchy associati a ¥’ = f(¢,y) nel caso in cui f
sia localmente lipschitziana rispetto alle variabili .

Esercizio 5.9 Sia f: J x R” — R" globalmente L-lipschitziana, con J in-
tervallo. Relativamente al metodo di Lindel6f-Picard degli approfondimenti
del Capitolo 2 utilizzare il Lemma di Gronwall alternativamente al procedi-
mento induttivo in (2.18) per ottenere una stima simile a (2.19). Dedurre che
la serie in (2.17) converge uniformemente in ogni sottointervallo compatto
di J e riottenere la tesi del Teorema 4.13 cioe che ogni soluzione massimale
di y = f(t,y) & globalmente definita in J (si veda anche I’Esercizio 4.24).
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Esercizio 5.10 Sia f :]a,b[xR™ — R™ sublineare nel senso che esistono
¢,m > 0 tali che ||f(¢t,y)|| < £||y|| +m. Utilizzare il Lemma di Gronwall per
dimostrare che tutte le soluzioni dell’equazione ' = f(t, y) sono globalmente
definite in |a,b[. (Suggerimento: dimostrare che se y(t) ¢ soluzione allora
vale |[y(t)]| < (|yoll + m/€)etlt—tol e utilizzare il criterio di limitatezza.) Si
veda anche il Corollario 6.36.

Differenziabilita rispetto ai dati iniziali

Analogamente alla continuita, si puo anche studiare la differenziabilita della
mappa yo — y(-;y0). Supponendo di aver gia dimostrato la differenziabi-
lita di tale mappa e che anche f sia differenziabile, derivando parzialmente
I'equazione y' = f(t,y) rispetto alle variabili yy, dovra allora essere

Dyo(%y(ﬂ yo)) = Dy, (f(t,y(t;v0))) = Dyf(t, y(t;90))Dyoy(t; yo)-

Potendo scambiare 1’ordine di derivazione si ottiene

d
= (Puoy(ti90)) = Dy f (£ y (85 50)) Dy (£ o),
ovvero l'applicazione Dy, y(-;yo) : 5 — L(R",R") >~ M(n) & soluzione del-
'equazione differenziale lineare in forma matriciale Y’ = Dy f (¢, y(t;40))Y,
dove Y € M(n) e a secondo membro si intende il prodotto di matrici. Per
quanto concerne il dato iniziale si ha

Dy, (y(to; %0)) = Dyoyo = 1,
con I la matrice identita. In effetti, si puo dimostrare il seguente risultato.

Teorema 5.11 (di differenziabilita rispetto ai dati) Sia f: Q@ — R”,

Q C RxR"™ aperto, continua e con derivate parziali rispetto a y continue. Al-

lora la mappa yo — y(t;yo) € differenziabile e Uapplicazione t — Dy y(t;yo)

da R in M(n) coincide con la soluzione al tempo t del problema di Cauchy

in forma matriciale

59) {Y’ = Dy (t.y(t:90)Y
Y(to) =1,

dove y(t;y0) € la soluzione di (5.1).
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DIMOSTRAZIONE La verifica si basa sull’utilizzo del Lemma di Gronwall,
per i dettagli si vedano gli approfondimenti in coda al capitolo.

Si osservi che al medesimo risultato formale si poteva arrivare anche
partendo dalla formulazione integrale di (5.1)

t

y(t;90) = yo + t f(s,y(s;y0)) ds.

Potendo differenziare rispetto a yg sotto il segno di integrale si ottiene

t
Dyoy(t;90) = Dyoyo +/t Dy, [f(s,y(s;y0))] ds

t

=1+ | Dyf(s,y(s;90))Dyoy(s;yo) ds.
to

che ¢ la formulazione integrale di (5.9) per la soluzione Y (t) = Dy, y(t; yo).

Dipendenza continua rispetto al campo vettoriale

Il Lemma di Gronwall permette anche di dimostrare un risultato di con-
tinuita delle soluzioni di un’equazione differenziale rispetto a possibili va-
riazioni del campo vettoriale. Premettiamo il seguente lemma tecnico al
risultato piu generale dato dal Teorema 5.13.

Lemma 5.12 Siano f,g: Q2 — R", Q C R x R" aperto, funzioni continue
con f localmente lipschitziana rispetto alla variabiley. Fissati (to,yo), (S0, 20)
in Q, siay : I — R" la soluzione in I = [to — do,to + 0o del problema di
Cauchy

y(to) = Yo,

e sia z : J — R"™ una soluzione in J = [sg — 0, so + 0] del problema di
Cauchy

2 =y(t,2)

2(s9) = z0.

Allora esistono costanti positive € = €(to,g), M = My(K), L = L(K),
p = p(do,0;), dove K C Q & un compatto che contiene le traiettorie di y(t)
e z(t) ristrette a I N J, tali che se |[to — so| < & si ha

(5100 ly() = 20l < [llyo = 20/l + Mlto = so| + pllf = glloc] ™,

per ognit € INJ, dove si € posto || f —glloo := max( z)ex | f(T,2) —g(7, 7).

{y/ = f(tay)
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DIMOSTRAZIONE Fissati (£, 30) e la relativa soluzione y(t) in I, se sy €
sufficientemente vicino a tg si avra so € I e tg € J, in particolare I'intervallo
di estremi ty e sg sara contenuto in I N J che quindi sara non vuoto. In
realta sara anche necessario applicare il Teorema di Peano sui compatti
per garantire l'esistenza di un intervallo di definizione comune per tutte le
corrispondenti soluzioni z(t) al variare di (s, z0) in un intorno compatto di
(to,z0). Piu precisamente, per esempio si pud prendere ¢ uguale all’e g del
Teorema 2.26 relativo al compatto I x {zp} e alla funzione g.

Sia K un qualsiasi compatto contenuto in €2 e contenente le traiettorie
di y(t) e z(t) ristrette a I N J (per esempio si potrebbe prendere K proprio
uguale all’'unione di queste due traiettorie), si definiscano

M = My(K) := (m)aXK llg(s,2)|l, p = p(do,dy) > ampiezza di I N J,
S,2)€

e sia L la costante di Lipschitz di f(¢,-) sul compatto K. Si ha

t t

ot) =20 =+ [ Sl ds— (0t [ glsx(5)ds)

to S0

—yo— 20+ / " (s, 2(s)) ds + / (F(s, 2(5)) — g(s, 2(s))) ds +

0 to

4 / (F(s,(s)) — F(s.2(5))) ds.

0

da cui segue
ly(t) — 2@l

< llyo — zoll + +

/ " lg(s, 2(s)) | ds

N ’/tt 1/ (s, 2()) — gls, 2(s))|| ds

+

/t £ (s, y(s) = £(s,2(5))|| ds

t
< llyo — 2]l + Mlto — sol + pllf — glloe + L ] [ 1) = =) s
to

A questo punto si puo applicare il Lemma di Gronwall alla funzione v(t) =
ly(t) —2(0)[ : INJ = R, con o = |lyo — 2ol + Mlto — so| + pllf — gllc €
B = L, ottenendo (5.10). O

Dal precedente lemma si deduce che la distanza tra le soluzioni di due
problemi di Cauchy cresce al piu esponenzialmente rispetto alla loro distanza
iniziale misurata in termini delle distanze tra i dati iniziali e tra i campi
vettoriali. Come applicazione si dimostra il seguente risultato.



DIPENDENZA CONTINUA RISPETTO AL CAMPO VETTORIALE101

Teorema 5.13 (di Kamke, di dipendenza continua dai dati (III))
Data f: Q2 CR x R® — R” funzione continua e localmente lipschitziana ri-
spetto alla variabile y, e dato (to, yo) € 2, sia y(t) la soluzione nell’intervallo
chiuso e limitato I del problema di Cauchy

(5.11) {y’ = f(t,y)
y(to) = yo-

Allora esistono M, L, p > 0, un compatto di K C € contenente la traiettoria
di y(t) e un intorno U di (to,yo, f) in R x R™ x C(K) tali che per ogni
(50, 20,9) € U ogni soluzione z(t) del problema di Cauchy

(5.12) {Z/ = 9(t:2)

z(s0) = 20
e definita in I e vale
(5:13)  ly(t) = 2] < [lyo — 20l + Mlto — sol + pllf = glloc]e™ ],

per ogni t € I, dove si ¢ posto ||f — glleo = maxrp)ek || f(7,2) — g(7,2)]|.
In sostanza, Uapplicazione che associa a (to,yo, f) la soluzione di (5.11) é
localmente lipschitziana da R x R™ x C(Q) in (C(I),] - ||leo), dove C(£2) &
dotato della topologia della convergenza uniforme sui compatti.

In particolare, date f : @ C R x R" — R™ funzioni continue e (tx,yr) €
perk =1,2,..., se (tx,yx) — (to,%0) € fx = f per k — o0 uniformemente
sui compatti di ), detta yi(t) una qualsiasi soluzione del problema di Cauchy

{y/ = fk(tvy)

(5:14) y(tk) = Yk,

allora definitivamente per k > k la funzione yi(t) puo essere definita in I e
st ha yi(t) — y(t) per k — 400 uniformemente in I.

DIMOSTRAZIONE La parte complicata del teorema sta nel dimostrare che
per dati vicini a (to, yo, f) le soluzioni z(t) possono essere definite in I e, vo-
lendo applicare il Lemma 5.12; nel verificare che le costanti M, p, L possono
essere scelte in maniera uniforme (per esempio cid accade se le traiettorie
di tutte le z sono contenute in un intorno compatto della traiettoria di y).
Una volta provata (5.13) la seconda parte del teorema & immediata essendo

(5.15) ly(®) — k@) < [llyo — vkl + Mlto — ti] + plI f — frlloo] €™,



102 CAPITOLO 5. DIPENDENZA DAI DATI INIZIALI

per t € I e passando al sup,c;, per k — +oo0 si ottiene la tesi. Per i dettagli
tecnici si vedano gli approfondimenti al termine del capitolo. O

Si osservi che (5.13) € una stima esplicita della distanza tra le soluzioni
in termini delle distanze tra i dati iniziali e tra i campi vettoriali. Esistono
generalizzazioni di questo teorema al caso di campi vettoriali non necessa-
riamente lipschitziani, una delle quali & presentata nel seguito. Ovviamente
in questo caso si perde la validita della stima (5.13).

Teorema 5.14 (di Kamke, di dipendenza continua dai dati (IV))
Siano date f, fr, : @ CRxR"™ — R"™ continue, k =1,2,..., e punti (tx,yx) €
Q per k € N. Supponiamo che il problema di Cauchy

(516) {y/ = f(tvy)
y(to) = Yo,

abbia un’unica soluzione y(t) nell’intervallo chiuso e limitato I. Se (t,yr) —
(to,v0) e fx — f per k — +oo uniformemente sui compatti di 2, detta yy(t)
una qualsiasi soluzione del problema di Cauchy

(5‘17) {y/ = fk(tv y)
y(tk) = Yk,

allora, definitivamente per k > k, la funzione yi(t) puo essere definita in I
e si ha yi(t) — y(t) per k — +oo uniformemente su I.

DIMOSTRAZIONE Se f & localmente lipschitziana chiaramente si puo ap-
plicare il Teorema 5.13; se f non ¢ localmente lipschitziana la disuguaglianza
(5.13) non & piu valida perché non si dispone della costante di Lipschitz L
di f e la dimostrazione deve essere modificata.

Anzitutto si puo supporre che I C [a,b] e ty €]a,b[. Si prenda poi
un compatto K di Q che contiene la traiettoria di y(t) per t € [a,b]; piu
precisamente, per compattezza esistono «, R > 0 tale che

K:= |J Car(ty®) c.
tela,b]

Si ponga quindi M := max {[|f(s,z)| : (s,z) € K}. Poiché fi — f unifor-
memente sui compatti si avra maxg || fx — f|| < 1 definitivamente per k > k
di modo che

) < ) + ,Z) — , < (M+1).
(;I;?é{Kka(S 2)]| (Sr’rzl?gKHf(s 2)]| (£?§K||fk(s 2) — f(s,2)|| < ( )
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Eventualmente aumentando k si pud anche assumere che |t —to| < a/2 e che
llye —yo|l < R/2 cosicché || fx(s, z)|| < M +1 per ogni (s, z) con |[s—tg]| < «/2
e |z —ykll < R/2 (per cui |s — to| < ae ||z —yol < R).

Per il Lemma 3.32 ogni soluzione del problema di Cauchy (5.17) per
k > k puo essere definita in I.(¢;) dove ¢ = min{a/2, R/(2(M +1))}. Even-
tualmente aumentando k si pud assumere che |t — to| < €/2; in particolare,
essendo I./9(to) C Ie(tg) si ha che ogni yi(t), per k > k, ¢ definita al-
meno in I /5(tp). Inoltre per ogni t € I, 5(to), per il Lemma 2.10 si ha
lyx(t) — yll < R/2 per cui valgono [lyx(t) — yoll < R e per s € I./5(to)

Ol = 11ty < M +1 0 = lye(t) = yr(s)]| < (M +1)]t— 5.

La successione (y(t)) ¢ dunque equilimitata ed equilipschitziana in I, /5 (to),
e per il Teorema di Ascoli-Arzela ammette una sottosuccessione (yg;(t))
uniformemente convergente a una funzione g(t) in I, /5(to). Considerando la
formulazione integrale di (5.17), ovvero

t
Yk, (1) = Yg, +/t fr; (8,yk;(3)) ds,

e passando al limite per j — 400, si ottiene che

t

y(t) = yo + ) f(s,5(s)) ds,

dove si & sfruttato il fatto che yy (t) — 7(t) uniformemente in I, /5(to) e
fx; — [ uniformemente in K, percio fi, (¢, yx,;(t)) — f(t,4(t)) uniforme-
mente in I./5(tp). Quindi () ¢ soluzione del problema di Cauchy (5.16) e
per U'ipotesi di unicita di tale soluzione si ha §(t) = y(t) in I, /5(to). Il mede-
simo risultato puo essere ottenuto partendo direttamente da una sottosuc-
cessione di (yx(t)) e passando poi a una sotto-sottosuccessione convergente
a y(t). Per il Teorema A.26 in Appendice, si ottiene che tutta la successione
(yx(t)) converge uniformemente a y(t) in I./5(to). A questo punto il ragio-
namento puo essere iterato a partire dal punto (¢1,y(t1)) dove t; = tg+¢/2
(analogamente in passato a partire da t; = tg — €/2). Poiché il compatto
K e la costante ¢ non dipendono dal dato iniziale fissato (¢,y(#)), purché
t €]a, b, si ottiene la convergenza di yx(t) a y(t) nell'intervallo I, j5(t1), e in
un numero finito di iterazioni la convergenza su tutto [a, b]. O
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Approfondimenti

Cenni ai sistemi dinamici

Dato un sistema autonomo di equazioni differenziali

Y = fy)

con f: ACR"” — R" continua in A aperto, tale che ci sia unicita delle
soluzioni per tutti i relativi problemi di Cauchy, € possibile associargli un
cosiddetto sistema dinamico. Piu precisamente, sia ¢(t, z) := y(t; 0, z) dove,
come gia visto, y(t;0,z) rappresenta il valore al tempo ¢ della soluzione
massimale del problema di Cauchy con dati iniziali y(0) = z, e sia I(z) il suo
intervallo massimale di esistenza. Al posto di ¢(t,x) si utilizza spesso anche
la notazione ¢(z). La mappa ¢ viene detta flusso associato all’equazione
differenziale y' = f(y). Posto D := {(t,2) e RxR": z € A, t € I(z)}, si
puo dimostrare che

a) D & aperto in R x R™;

b) ¢ mappa D in A ed ¢ continua;

c¢) valgono le seguenti proprieta:
i) ¢o(z) = x per ogni x € A;

ii) per ogni x € A, t € I(¢s(x)) se e solo se t + s € I(x), nel qual
caso vale ¢y(ds(x)) = Prys(x).

Si noti come dalle proprieta sopra elencate segua subito che se ¢; & definita
nel sottoaperto U di A, allora

e linsieme V = ¢(U) ¢ aperto;

e ¢ & definita in V e vale ¢_(V) = U,

o ¢_(¢d1(x)) =x per ogni z € U e ¢(p_¢(x)) = per ogni x € V;
e dunque ¢; : U — V & un omeomorfismo.

Le proprieta i)-ii) derivano dalla definizione di ¢, dall’invarianza per trasla-
zioni temporali delle soluzioni di un sistema autonomo e dall’unicita delle
stesse, mentre i punti a) e b) discendono dai Teoremi 5.13, nel caso di locale
lipschitzianita di f, oppure 5.14 nel caso generale (svolgere i dettagli per
esercizio). Si noti che se f ¢ localmente lipschitziana, da (5.7) segue che

6¢(2) = ¢e(2)]| < "Ml — 2],
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dunque la mappa ¢; (come anche ¢) ¢ localmente lipschitziana.
In generale si puo dare la seguente definizione:

Definizione 5.15 Un sistema dinamico continuo in uno spazio metrico
(X,d) ¢ una mappa continua m : R x X — X tale che per ogni x € X
e ogni t,s € R walgono

i) m(0,x) = z;
it) w(t,m(s,z)) =w(t+ s,x).

Nel caso in considerazione, il flusso ¢ legato a un’equazione differenziale
definisce solamente un sistema dinamico locale ovvero definito generalmente
solo su un sottoaperto D di R x X = RxR"™. Cio0 ¢ essenzialmente dovuto al
fatto che le soluzioni massimali dell’equazione ¢y’ = f(y) possono non essere
globalmente definite in R, ma non comporta grossi problemi perché vale il

Teorema 5.16 (di Vinograd) Se a : A —10,400] & continua, allora le
soluzions di:

(5.18) {y' = f(y)

y(0) = o
e di
(519) { = a(2)f(2)
2(0) = yo
sono due curve con lo stesso supporto e lo stesso verso.
In particolare, prendendo la funzione a(z) = m nel caso A = R”,

dist (2,04 o ,
oppure a(z) = 1+ldsis(tz(z,a,)4) . 1+H/1£(Z)|| nel caso A C R", si verifica (perché?)

che tutte le soluzioni di (5.19) sono globalmente definite. In definitiva, il
sistema dinamico locale generato dal flusso di (5.18) & equivalente al sistema
dinamico generato dal flusso di (5.19), definito su tutto R x R™ (in sostanza,
si opera un cambio di coordinate che riparametrizza le soluzioni di (5.18)
in modo tale che siano globalmente definite). In generale non ¢ dunque
restrittivo supporre che il sistema dinamico ottenuto sia globale.

Si osservi infine che al pitl generale sistema non autonomo y' = f(¢,y)
si potrebbe associare il flusso (e sistema dinamico) generato dal sistema
autonomo equivalente

t'=1.

{y, = f(t7 y)
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Purtroppo questa non e una scelta felice, perché si puo verificare che tale
sistema dinamico non puo ammettere equilibri né orbite periodiche, ecc.,
dunque & poco interessante.

Dimostrazione del Teorema 5.11 di differenziabilita rispetto
ai dati

Per I'analisi formale svolta precedentemente a p. 98, & sufficiente verificare
che Dy,y(t;y0) coincide con la soluzione Y'(t) del problema di Cauchy

Y, = Dyf(tvy(t; yO))Yv Y(tO) = Ia

dove si e identificato il differenziale con la rispettiva matrice jacobiana
Dy f(t,y(t;y0)). Per il Corollario 4.16 tale soluzione esiste unica ed & glo-
balmente definita in I5(tg), essendo quest’ultimo un intervallo di definizione
di y(;y0). Si osservi che se Y (t) € soluzione del problema precedente allora
per ogni fissato h € R™ la funzione Y (¢)h & soluzione di

(Y(H)h) = Dy f(t,y(tyo))(Y (D)),  Y(to)h = h.
Preso h € R™ con ||h|| piccola e t € I5(tg), si ha

y(t;yo +h) —y(t;yo) = Y (t)h

— (yo+h+ ttf(s,y(s;yo+h))d8> _ (yo+ ¢

[ 7o ws5)) ds) +

— (n+ | Dus(s ylsi0)Y ()hds)

to

t
— / [F(5,9(s3 0 + 1)) — £(5,5(5;90)) — Dyf (5, 5(s:90))Y (s)h] d.

to

Detti y1 = y(s;90), y2 = y(s; Yo + h) e posto yn(s, z) = zy2 + (1 — 2)y1 si ha

1
Flsm)~f () = [ (Flozm+ (1= ) dz
1 1
- / Dy f (s, yn(s.2)) (2 — 1) dz = / Dyf (s, 1) (g2 — 1) d= +
0 0

1
+ [ [Pt unts20) = Dy o)) (2 = 1)
0
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per cui

y(t;yo +h) —y(t;yo0) — Y (DA
= [ Dyf(s,y(s;90))(y(s;y0 + h) —y(s;y0) — Y(s)h) ds +

to
t 1
b [ [ Dy ssn(s2)) = Dy o) (osizn + 1) = wlsian) dds
tog JO
=0 + Is.
Per (5.2) (o anche (5.7)), se h & sufficientemente piccolo e z € [0, 1] vale
1y (-, 2) = y(-590)lloo = 2lly(- 390 + 1) — y(-590)lle0 < CIR]l.
In particolare yy (s, z) tende a y(s; yo) per b — 0 uniformemente in s € I5(tg)
e z € [0, 1], percio
to+6 rl1
| I2| S/ N | Dy f(s:9n(s,2)) = Dyf (s, 91)||[[y(s 390 + h) — y(s;90)|| dzds
to—

<20C|h||  sup  ||Dyf(s,yn(s,2)) — Dyf(s,y1)|| =t ||h]lw(h),
s€ls(to), z€[0,1]

dove w(h) ¢ funzione infinitesima per h — 0. Posto infine

on(t) := |Jy(tiyo + h) —y(tio) =Y (O], o= [|h]|lw(h),

B = sup |[Dyf(t,y(t;v0))l,
tels(to)

si ottiene la disuguaglianza

up(t) < ap + ﬂ’ /ttvh(s) ds‘.

Per il Lemma di Gronwall 5.4 vale quindi
wa(t) < apell —y(tyo + B) — y(t90) — Y ()R = [|hl|w(h),

ovvero la mappa yo — y(t;y0) € differenziabile e vale Dy, y(t;yo) =Y (t). O

Dimostrazione del Teorema 5.13 di dipendenza continua dai
dati (III)

DIMOSTRAZIONE (DEL TEOREMA 5.13) La dimostrazione proposta fa uso
del cosiddetto “bootstrap principle” (si veda la nota a nota a pie di pagi-
na 16): dimostreremo che per sy, 2o, g sufficientemente vicini a to, yo, f, se
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la traiettoria di z(t) ¢ definita e contenuta in un intorno compatto della
traiettoria di y(¢) fino al tempo ¢, allora vale (5.13) fino al tempo ¢; inoltre
dimostreremo che se vale la disuguaglianza (5.13) fino al tempo ¢, allora la
traiettoria di z(t) € contenuta in un intorno leggermente pit piccolo di quello
iniziale, il che permettera di estendere z(t) e le disuguaglianze in un intorno
di t. Grazie a questo ragionamento (apparentemente circolare, ma non lo
el) si potra concludere che z ¢ definita in I con traiettoria contenuta in un
intorno compatto della traiettoria di y e che (5.13) vale per ogni t € 1.

Posto I = [a,b], poniamo per brevita p = b — a e, come nella dimo-
strazione del Teorema di Peano sui compatti 2.26, prendiamo «, R > 0 tali
che K := Cy g(Ty) sia contenuto in Q, dove 7, ¢ la traiettoria di y in I
e Co,r(Ty) € definito come in (2.16). K e il compatto cercato. Sia infine
L = Ly(K) la costante di Lipschitz di f in K e siano

My = |fllo = srgggK\lf(Sax)ll, M := My + R/p.

(
Se g ¢ tale che [|g — flloo < R/p allora ||glloc < [ flloc + lg = flloc < M. Si
prendano ora sg, zg tali che

(5.20) lso — to] < /2, llz0 — yoll < R/2;

cio permette di concludere che Cy /2 r/2(s0,20) C Car(to,y0) C K, e il
Teorema di Peano sui compatti 2.26 insieme al Lemma 3.32 garantiscono
che ogni soluzione di (5.12), tra le quali z(¢), & definita (almeno) in I.(sp)
dove ¢ = min{«/2, R/(2M)}. Restringendo |sg — to| < € si ha che z(t) ¢
definita in (un intorno di) ¢g. Si prendano infine zg, sg, g tali che

(5.21) [lIz0 = woll + M]so — to| + pllg — flloc]e™” < R

(la quale tra altro garantisce ||g — f||oc < R/p). Le condizioni (5.20)-(5.21)
insieme a |sg — tg| < e determinano un intorno di (g, yo, f) in R x R™ x
C(€2) (le cui dimensioni dipendono solo da to,yo, f) che & quello cercato.
Dimostriamo che finché & definita z(¢) soddisfa ||z(t) — y(¢)|| < R. Questa &
essenzialmente una stima a priori. Sotto le condizioni imposte, z(t) e definita
almeno in un intorno di ¢y e per continuita verifica ||z(t) —y(t)|| < R; si pud
allora applicare il Lemma 5.12 con le costanti €, M, L, p trovate, ottenendo
che finché z(t) & definita e con traiettoria contenuta in K vale

(5:22)  ||z(t) — y(@®)]| <[llz0 — woll + M|so — to| + pllg — flloc] ™70,

Consideriamo il caso t > tg, analogamente si ragionera per t < ty. Se ora
z(t) & definita in un intorno [tg, 7] di top con tg < 7 < b, la precedente
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disuguaglianza insieme a (5.21) implica che in effetti ||z(7) — y(7)]| < R.
Da cio segue che il punto (7,z(7)) ¢ contenuto nell’interno del compatto
K ed e quindi possibile costruire un cilindro di sicurezza con centro tale
punto e ancora contenuto in K. Ne consegue che z(t) ¢ definita almeno
in un intorno (destro) di 7 con traiettoria contenuta in K. Si pud quindi
estendere il ragionamento per concludere che (5.22) vale anche in un intorno
di 7. In maniera analoga si ragiona per a < 7 < ty5. In definitiva, detto
I(tg, ) l'intervallo di estremi ¢y e 7, e posto

J:={rel: ze&definita in I(to,7) e vale (5.22) Vt € I(to,7)},

si & dimostrato che J & un sottoinsieme chiuso (banale), aperto e non vuoto
di [to,b], dunque per connessione J = [tg,b]. Analogamente si ragiona in
passato ottenendo infine che se sg, 2, g soddisfano le condizioni trovate, la
relativa soluzione z(t) e definita in I e ivi soddisfa (5.22), cioe la tesi. O



Capitolo 6

Analisi qualitativa

Con lespressione “analisi qualitativa” si intende lo studio del comporta-
mento delle soluzioni di un sistema di equazioni differenziali ottenuto senza
conoscere, come di norma, un’espressione esplicita per tali soluzioni. Tra le
proprieta che andremo a studiare si annoverano la monotonia, la convessita,
il comportamento agli estremi dell’intervallo massimale d’esistenza, sia per
quanto riguarda ’eventuale esistenza del limite, sia per quanto concerne, piu
in generale, il profilo asintotico. Molte informazioni riguardanti le soluzio-
ni possono infatti essere ottenute direttamente dall’equazione differenziale
stessa; per esempio, nel caso n = 1 le proprieta di monotonia sono diretta-
mente collegate col segno del campo vettoriale, il quale fornisce anche molte
indicazioni sul comportamento asintotico. Verranno inoltre introdotti due
importanti strumenti: il Teorema del confronto e il criterio dell’asintoto.
Successivamente si daranno dei cenni alla stabilita degli equilibri.

Il Teorema del confronto

In questa sezione presenteremo uno strumento molto utile per studiare le
proprieta qualitative delle soluzioni di un’equazione differenziale, quali 1’in-
tervallo di esistenza, oppure ’esplosione in tempo finito, oppure ancora il
comportamento asintotico delle traiettorie. Piu precisamente vedremo due
risultati, il primo che vale nella sola ipotesi di continuita del campo vettoria-
le f, il secondo dove alcune ipotesi vengono abolite ma che necessita, come
controparte, dell’unicita delle soluzioni. Fin da subito si sottolinea che i teo-
remi saranno validi solo nel caso n = 1, cioe per I’equazione scalare, sebbene
alcuni risultati possano essere estesi al caso vettoriale con 'utilizzo delle piu
generali “disuguaglianze differenziali” (si vedano gli approfondimenti).

110
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Teorema 6.1 (del confronto (I)) Data f: Q2 CR xR — R continua, 2
aperto, siano v,u : I — R derivabili tali che

V() < fto(t), () > f(tu(t)),

nelle quali, per ogni t € I, almeno una delle disuguaglianze é stretta. Preso
to € I valgono le sequenti proprieta:

i) FuTuro: se v(tg) < u(ty) allora v(t) < u(t) per ognit >tg, t € I;
ii) PASSATO: se v(tg) > u(to) allora v(t) > u(t) per ognit < to, t € I.

Piu precisamente, si dimostrera che se due funzioni soddisfano v(tg) < u(tg)
e vale v'(t) < u/(t) ogni qual volta v(t) = wu(t) per qualche t > tp, allora
v(t) < u(t) per ogni t > ty. L’idea geometrica e la seguente. Per facilita
sia v(tg) < u(tp) e ragioniamo in futuro: per continuita, varra v(t) < wu(t)
in un intorno destro di ¢y (si veda a) di Figura 6.1). Detto eventualmente
7 il primo tempo > ¢ per cui v(7) = u(7) e dunque v'(7) < u/(7), dovra
necessariamente essere v(t) < u(t) anche in un intorno destro di 7. Da cio
segue facilmente che v(t) < u(t) per ogni t > to (si veda b) di Figura 6.1).
In realta un siffatto tempo 7 non puo esistere; se ci fosse, con riferimento a
c) di Figura 6.1, dovrebbe valere v(t) > w(t) in un intorno sinistro di 7, il
che ¢ assurdo. Conseguentemente si ha v(t) < u(t) per ogni t > t.

\
\
! !
to t to

Figura 6.1: L’idea geometrica del Teorema del confronto (I)

Alla verifica accurata della tesi teorema premettiamo il seguente semplice
lemma preparatorio.

Lemma 6.2 Date u,v: I — R tali che v'(t) < u'(t) cont € I allora si ha

i) FuTuro: se v(t) < u(t) allora esiste 6 > 0 tale che v(t) < u(t) per ogni
telt,t+01NI;

ii) PASSATO: se v(t) > u(t) allora esiste § > 0 tale che v(t) > u(t) per ogni
te [t—o,t[nI.
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DIMOSTRAZIONE Per definizione di derivata si ha

tﬁt t—t tat t—t ’

e per il Teorema della permanenza del segno esiste un intorno [tg—d, t9+0] C
I tale che per t € [to — d,to + 0] \ {¢} si ha

o(t) = o) _ u(t) — u(d)

t—t t—t

Se v(t) < u(t) et €]t,t + ] la disuguaglianza sopra equivale a v(t) — v(t) <
u(t) — u(t) ciod u(t) — v(t) > u(t) — v(t) > 0 da cui il primo risultato. Se

v(t) > u(t), preso t € [t—46,1[ la disuguaglianza sopra equivale a v(t) —v(t) >
u(t) — u(t) cioe v(t) —u(t) > v(t) — u(t) > 0 da cui la tesi.

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA DEL CONFRONTO (I) Dimostriamo i),
analogamente si pud procedere per ii). Definiamo 'insieme

A:={tel: t>ty v(s) <u(s) Vs elto,1]}.

Anzitutto si osserva che A ¢ non vuoto. Infatti, se v(tg) < u(tg) per conti-
nuita si ha v(¢) < u(t) in un intorno destro di ¢y, dunque A # @. Se, invece,
v(tg) = u(ty) si ha

v'(to) < f(to,v(to)) = f(to, u(to)) < u'(to),

dove per ipotesi almeno una delle disuguaglianze e stretta. Si puo quindi
applicare il lemma precedente con ¢ = ty (in futuro) e ottenere che v(t) <
u(t) in un intorno destro di g, per cui ancora A # &.

A questo punto la tesi equivale a dimostrare che sup A = sup I. Ragio-
nando per assurdo, supponiamo che 5 := sup A < sup[; in particolare si
ha 8 € I. Per le proprieta caratteristiche dell’estremo superiore, per ogni
s € to, B[ esiste t € A tale che s < t < § ma allora v(s) < u(s) per defini-
zione di A. Per continuita si avra v(8) < u(3). Se fosse v(8) < u(f), per
continuita si potrebbe estendere la disuguaglianza in un intorno destro di 3,
in opposizione al fatto che § & 'estremo superiore di A. Se fosse v(3) = u(B),
come sopra si dimostrerebbe che v'(3) < «/(8) e applicando il lemma con
t = [ (in passato) si avrebbe che v(¢) > wu(t) in un intorno sinistro di 3,
ancora una contraddizione. In definitiva sup A = sup I da cui la tesi. O

Nelle ipotesi del teorema, per t > tg la funzione v viene detta sottosolu-
zione e u viene detta soprasoluzione relativa all’equazione y' = f(¢,y), men-
tre per t < tg le terminologie vanno invertite. In particolare, ogni soluzione



IL TEOREMA DEL CONFRONTO 113

y(t) dell’equazione differenziale y' = f(t,y) & sia sotto che soprasoluzione.
Conseguentemente, se v'(t) < f(t,v(t)) e u/(t) > f(t,u(t)) (ovvero v e u
sono per t > tg, rispettivamente, una sottosoluzione e una soprasoluzione
stretta) e siha v(to) < y(to) < u(to) allora v(t) < y(t) < u(t) per ognit > to,
il che giustifica I'uso della terminologia. In questo caso v e u si dicono anche
sottosoluzione e, rispettivamente, soprasoluzione di y per t > ty. Si tenga
ben presente che per una funzione u(t) avere il grafico sopra quello di una
soluzione y(t) non vuol dire esserne una soprasoluzione. In effetti, per essere
soprasoluzione u(t) deve verificare u'(t) > f(t,u(t)): il Teorema del confron-
to afferma allora che il grafico di u sta effettivamente sopra quello di y. Ma
in generale una qualsiasi funzione che stia sopra y(t) non & necessariamente
una soprasoluzione. Analoghe considerazioni valgono per le sottosoluzioni.

Il Teorema 6.1, come anche il Teorema 6.3 che seguira, puo dunque
essere utilizzato per ottenere limitazioni e stime per eccesso/difetto delle
soluzioni utilizzando delle opportune sopra e sottosoluzioni; il vantaggio e
che mentre in generale le soluzioni non sono esplicitamente calcolabili, € in-
vece piu semplice trovare o costruire delle opportune sopra o sottosoluzioni.
Volendo confrontare una soluzione v = y con una sottosoluzione v, poiché
y'(t) = f(t,y(t)) per ogni t, per applicare il Teorema 6.1 deve necessariamen-
te valere v'(t) S f(t,v(t)) per ogni t, dunque v deve essere sottosoluzione
stretta. B naturale chiedersi se sia possibile indebolire o, meglio, togliere
tale restrizione. Vedremo che la risposta ¢ positiva se c¢’e¢ unicita delle solu-
zioni per i problemi di Cauchy. Per dimostrare tale estensione del teorema
utilizzeremo il Teorema 5.14 di dipendenza continua delle soluzioni dai dati
iniziali e dal campo vettoriale.

Teorema 6.3 (del confronto (II)) Sia data f : 2 C RxR — R continua,
Q aperto, tale che il problema di Cauchy y' = f(t,y), y(to) = yo ammetta
un’unica soluzione y(t) nell’intervallo I. Sia v : I — R tale che

{v’(t) <fo®) L,

v(tO) < Yo,
Allora v(t) < y(t) per ogni t > tg, t € I.

DIMOSTRAZIONE Sia K un generico intervallo compatto contenuto in [
(nel caso I stesso sia compatto basta prendere K = I). Poniamo f(t,y) :=
f(t,y) + 1/k e (tk,yrx) = (to,yo) per k € N, kK > 1. Banalmente si ha che
fr — [ uniformemente in 2 per k& — +oo. Detta yx(¢) una soluzione del
problema di Cauchy

{y'oe) = fult,y(t))
y(to) = yo,
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per il Teorema 5.14 esiste k tale che per k > k & possibile definire y(t)
su tutto K, valendo inoltre y — y se kK — 400, uniformemente su K.
Confrontiamo ora v e yi: si ha v(tg) < yo = yx(to), inoltre

V(E) < Flt0(0)) < St 0(0) + 1 = it o),

quindi v & sottosoluzione stretta di yz. Applicando il Teorema 6.1 alle fun-
zioni fi, v e y si ottiene che v(t) < yi(t) per ognit € K, t > tg e k > k.
Passando al limite per k — +oo si ha v(t) < y(t) per ogni t € K, t > tg e
per larbitrarieta di K in I tale disuguaglianza e vera in tutto I. O

Osservazione 6.4 Vale un risultato analogo al Teorema 6.3 per soprasolu-
zioni u(t): supponendo che

{w@)Zf@u@D

tel
u(tO) Z Yo,

si ottiene come tesi u(t) > y(t) per ogni ¢t > tg, t € I. Infine, in maniera del
tutto simile si dimostra anche una versione in passato.

Osservazione 6.5 Non e possibile estendere ulteriormente il teorema pre-
cedente, per esempio togliendo l'ipotesi di unicita delle soluzioni. Infatti,
se valesse una tale estensione, considerando un problema di Cauchy senza
unicita delle soluzioni (per esempio vy’ = 24/|y|, y(0) = 0), prendendo due
soluzioni distinte y; e ys e applicando tale estensione alle funzioni v = 1
(ogni soluzione & sottosoluzione!) e y = yo si otterrebbe y;1(t) < yo(t) per
ogni t. Scambiando il ruolo delle funzioni e quindi prendendo v = y3 e
y = y1 si otterrebbe anche yo(t) < y1(t) per ogni ¢ da cui y1(t) = ya(t), as-
surdo. L’estensione del teorema sarebbe falsa anche richiedendo in aggiunta
che valesse la disuguaglianza stretta v(to) < y(to) (per esercizio, trovare un
controesempio). Si potrebbe invece dimostrare che ogni sottosoluzione v(t)
soddisfa v(t) < g(t) e ogni soprasoluzione u(t) soddisfa u(t) > y(t) dove
Yy e y sono, rispettivamente, l'integrale superiore e 'integrale inferiore del
problema di Cauchy in oggetto (si vedano le definizioni a p.47).

Il criterio dell’asintoto

Presenteremo ora il criterio dell’asintoto, un altro strumento utile per I’anali-
si qualitativa delle soluzioni delle equazioni differenziali, applicato principal-
mente allo studio del limite o, piu in generale, del comportamento asintotico
delle soluzioni per t — £oo.
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Teorema 6.6 (criterio dell’asintoto) Sia data h : [xg,+0o[— R deriva-
bile e tale che

i) il limite lim,_, 4o h(x) esiste finito;
ii) esiste il limite limy_, 4o h'(z).

Allora limy_, 4 oo h'(z) = 0. Un risultato analogo vale per funzioni definite
in | — 00, zg] per quanto concerne il limite per x — —oo.

DiMOSTRAZIONE La dimostrazione segue subito dall’applicazione del
Teorema di de I'Hopital che vale per limiti di forme indeterminate del tipo
[qualsiasi cosa) “o yplicato al limite limg o0 A(2) /2. Si ha quindi

o
h(z h(z
lim M@ H G, M@
z—+o0o 1 r—+o0o T
Alternativamente si poteva applicare il Teorema di Lagrange a h in ogni
intervallo del tipo [z, 2p4+1] dove (z,,) € una successione divergente a +00.

Prendendo per esempio z,, = n, per Lagrange esiste &, € |n,n + 1] tale che
h(n+1) = h(n) = (&) ((n+1) —n) = 1'(&).

Per i) entrambi gli addendi a primo membro tendono al medesimo limite
finito e passando al limite per n — +oo si ottiene lim,,_, - h'(§,) = 0.
Poiché per confronto (&,) diverge a 400 e il limite della derivata prima esiste
per ii), per il teorema sul limite mediante successioni si ha lim,_, 00 I/ (x) =
limy, o0 B (£n) = 0. O

Osservazione 6.7 L’ipotesi i) puo essere indebolita chiedendo che h sia so-
lamente limitata in un intorno di +o00 (si puo ancora applicare de L'Hopital).
Vale anche se si richiede che h sia asintotica a x® con a < 1 per x — 400.

Osservazione 6.8 Le ipotesi i) e ii) sono indipendenti una dall’altra. Per
esempio, la funzione h(z) = Inz soddisfa lim,; 4o h'(x) = 0 ma il limite

lim, s 1 o h(x) non & finito; in questo caso vale dunque ii) ma non vale i). Co-

sen 5172
x

per la quale lim,_, ~ h(x) =0
2 _ %
X

me secondo esempio si consideri h(z) =

mentre lim,_, A'(z) = lim,— 4 o (2 cos T ) non esiste perché non
esiste il limite della funzione coseno all’infinito. In questo caso vale dunque
i) ma non ii).

Nell’ambito delle equazioni differenziali il criterio verra principalmente uti-
lizzato per escludere che il limite di una soluzione per ¢ — 400 sia finito
(si veda la sezione di esempi ed esercizi). Un’altra notevole ma sempli-
ce applicazione ¢ data dal seguente risultato, al quale premettiamo una
definizione.
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Definizione 6.9 Un equilibrio per un’equazione differenziale y' = f(t,y) e
una soluzione costante sul proprio dominio di definizione.

Se l’equazione ¢ autonoma, cioe f = f(y), y(t) = ¢ € un equilibrio se e solo
0=1y'(t) = f(y(t)) = f(y) cioe se e solo se § & uno zero del campo vettoriale
f. Nel caso non autonomo, invece, y(t) = ¢ € un equilibrio definito per t € T
se e solo se 0 =y/(t) = f(t,y(t)) = f(t,y) ovvero f(t,y) =0 per ogni t € I.

Corollario 6.10 Sia data f : A — R" funzione continua, con A C R"
aperto. Se y : [tg, +oo[— R ¢ soluzione dell’equazione y' = f(y) e verifica
limi 400 y(t) = a € A, allora a é un equilibrio del sistema, cioé f(a) = 0.

DIMOSTRAZIONE Posto f = (f1,...,fn), ¥y = (Y1,...,Yn) € inoltre a =
(a1,...,ay), applichiamo il criterio dell’asintoto a ciascuna componente y ()
della soluzione y(t). Si ha che limy_, { yr(t) = ax e, per continuita di f in
a € A, vale limy o vy (t) = limy4o0 fu(y(t)) = fr(a). Per il criterio
dell’asintoto si ha fi(a) = limy—, 400 Y4 (t) = 0 per ogni k = 1,...,n da cui
segue f(a) = 0. O

Ogni soluzione di un’equazione differenziale autonoma che sia global-
mente definita in futuro ha dunque le seguenti alternative: i) la soluzione
non ammette limite per ¢ — +o00 (per esempio se & una soluzione periodica);
ii) la soluzione esplode in norma,; iii) la soluzione converge a un punto della
frontiera di A; iv) la soluzione converge a un equilibrio del sistema. Si noti
infine che il corollario precedente vale solo per equazioni autonome. Per
esercizio si trovi un controesempio nel caso non autonomo.

Esercizio 6.11 Dimostrare la seguente generalizzazione del Criterio dell’a-
sintoto: data h : [zg, +00[— R derivabile e tale che ammette finito il limite
per z — +00, allora

i) liminf, 4o A'(x) <0, e limsup,_, o A (z) > 0;

ii) se h' & continua, l'integrale f;goo h'(s)ds converge.

A partire da i), riottenere come corollario il criterio dell’asintoto.

Esercizio 6.12 Nel caso in cui f & localmente lipschitziana utilizzare il
Lemma di Gronwall per dimostrare direttamente il Teorema 6.3. (Sugge-
rimento: posto z(t) = wv(t) — y(t), ragionare per assurdo assumendo che
esista t; > tg per cui z(t1) > 0. Utilizzare opportunamente il Teorema
fondamentale del calcolo, la lipschitzianita e Gronwall per concludere.)
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Esercizio 6.13 Data I'equazione ¥’ = f(y) dove f € C*(R) & non negativa
e crescente,

a) dimostrare che ogni soluzione dell’equazione ¢ definita globalmente in
passato (suggerimento: trovare un’opportuna funzione lineare/affine
che sia sottosoluzione);

b) & ancora vero il punto a) nel caso in cui f & crescente ma di segno
variabile? E se € non negativa e non crescente?

Esercizio 6.14 Dimostrare la seguente generalizzazione del Lemma di Gro-
nwall: sia v : I — R continua per la quale esistono a > 0, ty € I e una fun-
zione continua h = h(t,v) : I x R — R localmente lipschitziana e crescente

in v, tali che
t

v(t) <« +/ h(s,v(s))ds pert > to.
to
a) Dimostrare che v(t) < y(t) per t > to, dove y(t) ¢ la soluzione del
problema di Cauchy

(6.1) {y/ - h(tvy)

y(to) = a.

b) Supposto che h non sia localmente lipschitziana, ¢ ancora vero il punto
a) prendendo come y(t) una qualsiasi soluzione di (6.1)? In caso ne-
gativo fornire un controesempio e provare a suggerire qualche ipotesi
da aggiungere affinché il risultato continui a essere vero.

Esercizio 6.15 Sia f : A C R — R continua e tale che i relativi problemi di
Cauchy associati a ¢y’ = f(y) abbiano unicita delle soluzioni. Si assuma che
esistano v, u : [tg, +0o[— R, rispettivamente, sottosoluzione e soprasoluzione
per ¥’ = f(y) in futuro e tali che u(t) < v(t) per t > t.

a) Dimostrare che esiste una soluzione y(t) dell’equazione, tale che veri-
fichi u(t) < y(t) < v(t) per ogni t > to (Attenzione: si osservi che la
sottosoluzione sta sopra la soprasoluzione e non viceversal);

b) provare che se v,u : R — R con v'(t) < f(t,v(t)), u'(t) > f(t,u(t)),
u(t) < v(t), allora esiste una soluzione y(t) definita e compresa tra le
due funzioni per ogni ¢t € R.

Si potrebbe provare (difficile) che la tesi continua a valere anche in ipotesi di
non unicita delle soluzioni, assumendo che v e u siano sotto e soprasoluzioni
strette e tali che u(t) < v(t) per t > to.
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Esercizio 6.16 Sia f : R x A C R — R continua e tale che i problemi di
Cauchy associati a ¢y’ = f(¢,y) abbiano unicita delle soluzioni. Si assuma
che M sia un insieme compatto e positivamente invariante (si veda la Defi-
nizione 6.33). Dimostrare che esiste yg € M tale che la soluzione con dati
y(0) = yo & globalmente definita e contenuta in M per ogni ¢t € R. (Suggeri-
mento: chiaramente il problema sta nel dimostrare che la soluzione sta in M
in passato. Fissato § € M si considerino le soluzioni yi(t) con y(—k) = 7,
k > 1; si scelga yo punto limite della successione (y;(0)) (perché esiste?).)
Si potrebbe provare (difficile) che la tesi continua a valere anche in ipotesi
di non unicita delle soluzioni.

Esempi ed esercizi sullo studio qualitativo

Vediamo ora qualche esempio di studio qualitativo delle soluzioni di un’e-
quazione differenziale scalare medianti gli strumenti fin qui introdotti.

Esempio 6.17 Proseguiamo con ’analisi qualitativa delle soluzioni dell’e-
quazione

, 1

IR

gia cominciata nell’Esercizio 4.18. Studiamo il comportamento asintotico
delle soluzioni. Per il punto b) dell’Esercizio 4.18 & sufficiente limitarsi a
t — 400, il caso t — —oo ottenendosi per simmetria. Anzitutto osserviamo
che tutte le soluzioni sono monotone crescenti perché il campo vettoriale
fty) = ygﬁ e sempre strettamente positivo. Per monotonia, ogni solu-

Y

zione y(t) con y(tp) = yo € to > 0 oppure con y(0) = yo e yo # 0, che &
definita (almeno) in |0, +oo[ sempre per I'Esercizio 4.18, ammette limite per
t — 400, sia esso Yo, finito oppure +o0o. Dimostriamo che il limite ¢ finito.
Anzitutto si osservi che il criterio dell’asintoto non da alcuna informazione
essendo in ogni caso limy, o0 3/ () = limy oo W = 0. Utilizziamo al-
lora le informazioni che provengono direttamente dall’andamento del campo
vettoriale. Presa una soluzione y(t) con y(0) = yo > 0, dalla monotonia di

y(t) e integrando ’equazione differenziale tra 0 e ¢t > 0 si ottiene

) /t '(s)d /t Ly </t s = L arctg
Yyit) — Yo = y(s)as = S, 5 a5 S ——F s = — arctg —.
0 0 Y2(s) + s? 0 Yg + s Yo Yo

Passando al limite per ¢ — 400 in quest’ultima disuguaglianza si ottiene
Yoo < Yo + m/(2y0) dunque yo € finito e si anche trovata una sua stima per
eccesso. Le soluzioni con yg < 0 avranno poi una traiettoria limitata dall’alto
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da una qualsiasi soluzione con dato iniziale positivo, dunque avranno ancora
Yoo < 00. Analogamente, il limite per ¢ — —oo sara anch’esso finito.

Per dimostrare che il limite ¢ finito pud anche tornare utile il criterio
del confronto. A tal fine, infatti, ¢ sufficiente trovare una soprasoluzione che
abbia limite finito e per confronto anche il limite della soluzione lo sara. La
difficolta sta chiaramente nel trovare (se esiste) una tale soprasoluzione. Mo-
tivati dall’analisi precedente, si puo provare con un’arcotangente. Pili preci-
samente, dimostriamo che data y(t) soluzione dell’equazione con y(ty) = yo
e yo > 0, la funzione w(t) = arctg(t — t9) + wo dove wy = max{yp, 1} & una
sua soprasoluzione per ¢ > ty. Infatti, si ha w(ty) = wp > yo e anche

1 1

WOz fe®) = T 2 arete — fo) T w0 1 2

—  (arctg(t —to) + wo)® + 12 > 1+ (t — tg)?
—  arctg®(t —to) + 2wp arctg(t — to) + (wi — 1) + to(2t — to) > 0,

che ¢ verificata per ogni t > to. In definitiva w(t) ¢ soprasoluzione di y(t) per
t > to e per il Teorema del confronto si ha y(t) < w(t) per ¢t > tg. Passando
al limite si ottiene infine yo, < 7/2 + wp che fornisce anche una stima del
limite per eccesso. Per esercizio si provi che per ogni (tg,vo), to,yo > 0
anche la funzione w(t) = myq arctg(mo(t —to)) +yo, dove mo = (y2 +13)~ /2,
¢ soprasoluzione per t > ty della soluzione y(t) tale che y(tg) = yo.

Proviamo ora a stimare la differenza y — yo: la disuguaglianza y., <
Yo + 7/(2yo), trovata sopra, fornisce una buona approssimazione del limite
Yoo quando yg € grande, essendo in questo caso Yoo — Yo| < 7/(2yp) < 1.
Volendo ottenere delle stime piu accurate quando yg >~ 0 oppure yg < 0 si
puo operare come segue. Si osservi che la funzione h(yg) = yo + 7r/ (2yo)
ha un minimo assoluto per yp = +/7/2 in |0, +o0[. Se yo > /7/2 allora
Yoo — Yo < 7/ (2y0) < /7/2. Se invece yg < /7/2 si hanno due sottocaSL
nel caso in cui y(t) < y/7/2 per ogni t > 0, si ha y(t) — yo < /7/2
da cul Yoo — yo < /7/2. Altrimenti, definitivamente per ¢ > ¢; si ha
y(t) > y(t1) = \/7/2, e integrando tra t; e t si trova

y(t):y(t1)+/ ds<r+/ L s

40y ()+82 t17r/2+52

§\/7T/2+/0 7T/21+82ds:2\/7r/2:\/%,

t

da cui si ottiene yoo — Y0 < Yoo < V27. Sia ora yg < 0; se inoltre yg > —+/27
si ha che il limite y., & sicuramente inferiore a quello relativo a g = 0" che
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€ maggiorato da v/2m. Si ottiene allora Yy — yo < V27 + V21 = 2+/2m.
Infine, se yg < —v/27 allora per tutti i ¢ per cui y(t) < yo/2 si ottiene

™ ™

t) < yo + T -
v(t) < w0 29072l ~ " o

t 1

| Gt <
Per yo < —v/27 si ha yo — 7/yo < y0/2, dunque y(t) < yo/2 per ogni t > 0 e
vale la stima sopra per gli stessi ¢t da cui anche yoo — yo < 7/|y0| < /7/2.
Per simmetria si ottengono analoghe stime per y_o := limy, o y(¢). In
particolare, indipendentemente da yg si ha che Yoo —Y—co < 3v2r (al variare
di yp si puo essere piu precisi), dunque ogni traiettoria & contenuta in una
striscia del piano di ampiezza al pit 3v/27.

Procediamo con l'analisi studiando la concavita/convessita delle solu-
zioni. Poiché il campo vettoriale ¢ C°°, tali saranno anche le soluzioni;
derivando ulteriormente 1’equazione si ottiene

quindi y”(t) < 0 se e solo se y(t)y'(t) +t > 0 e ricordandosi dell’equazione
t

cio equivale a % +t > 0 cioe a ty?(t) + y(t) + 3 > 0. L’equazione
F(t,y) := ty?> +y+13 = 0 rappresenta una cubica nel piano t —y, ed essendo
F(—t,—y) = F(t,y) ¢ simmetrica rispetto all’origine. Studiamola per ¢ > 0,
osservando che F' come funzione di y ¢ un polinomio di secondo grado. Se
A = 1—4t* < 0, 'equazione F(t,y) = 0 nell’incognita y non ha dunque
soluzione; cid accade se t >ty := 1/\4/41 = 1/\/5 La cubica ¢ dunque tutta
contenuta nella striscia di piano [—ts, ta] X R. Per t € [0,t5] Pequazione
F(t,y) = 0 nell’incognita y ha due soluzioni y_(t) e y(t), entrambe negative
per la regola dei segni di Cartesio, e coincidenti se t = t);. In particolare, si
ha F(t,y) > 0 se e solo se y < y_(t) oppure y > y4(t). Se ne deduce che nel
semipiano ¢t > 0 si ha y”(¢t) = 0 lungo la cubica, e y”(t) < 0, cioe la relativa
soluzione e concava, nell’insieme

C={(ty): t>tm}U{(t,y): 0<t<ty,y<y(t)oy>y(t)}

Per simmetria si ottiene poi 'andamento della convessita anche nel semipia-
no t < 0. Il profilo qualitativo delle cubica F' e delle soluzioni & delineato in
Figura 6.2.

Concludiamo l'analisi dimostrando che esistono soluzioni non global-
mente definite; in tal caso, per il Teorema della fuga dai compatti non
potra che essere (t,y(t)) — (0,0). L’esistenza di tali soluzioni deriva da
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Y

Figura 6.2: La cubica F(t,y) = 0 e 'andamento delle soluzioni

un argomento di continuita delle soluzioni dai dati iniziali. L’idea ¢ la se-
guente: detti tg = 0, t; = 1 e preso yar > 0, per esempio yar = 1, po-
niamo y; = y(t1;t0,yg). Preso poi y; < 0, per esempio y, = —1 sia
y; = y(ti;t0,yy ). Consideriamo ora le soluzioni passanti per il generico
punto dell'intervallo [y, ,yf] all’istante t; = 1. Per quanto gia visto tutte
queste soluzioni sono definite almeno in |0, +00[. Inoltre, per costruzione le
due soluzioni passanti per yfc sono definite anche in tg = 0 valendo ygt. Se
tutte le soluzioni considerate fossero definite anche in ¢ = 0, allora I'immagi-
ne dell’intervallo [y; , y;'] mediante 1’applicazione continua y1 + y(0;t1,y1)
sarebbe necessariamente l'intervallo [y, , ysr ]. In particolare dovrebbe esiste-
re una soluzione passante per (0,0), assurdo perché tale punto non appar-
tiene al dominio di definizione. Ne consegue che deve esistere almeno una
soluzione che non puo essere definita in ty = 0.

Esercizio 6.18 Data ’equazione

y' = g(t,y)sen’y
con g € CY(R?), g(t,y) >0,

a) studiare 'esistenza e 'unicita locale per i problemi di Cauchy associati.
Valgono le ipotesi dei teoremi di esistenza globale?

b) Trovare le soluzioni costanti (equilibri);

c¢) provare che le soluzioni massimali sono globalmente definite in R e che
sono limitate;

d) dimostrare che se y(t) ¢ soluzione massimale esistono finiti i limiti
lim¢ s +o0 y<t)§
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e) supposto che inoltre esistano 7,m > 0 tali che g(t,y) > m per ogni
|t| > 7, detta y(t) la soluzione massimale del problema di Cauchy con
y(0) = /2 si calcolino tali limiti;

f) & ancora vero il risultato di e) se non esiste una limitazione inferiore
positiva su g7

g) Supposto g = ¢(t) si trovino condizioni necessarie e sufficienti su g
affinché la soluzione con y(0) = /2 abbia gli stessi limiti trovati in e).

SOLUZIONE. a) Per ipotesi il campo vettoriale f(t,y) = g(t,y)sen?y & di
classe C'(IR?) dunque ci sono esistenza e unicita locale per tutti i problemi
di Cauchy. Poiché non si conosce il comportamento di g(¢,y) per |y| — 400,
né la sua derivata parziale rispetto a y, non € possibile applicare i teoremi
di esistenza globale.

b) Si ha f(t,y) = 0 se e solo se seny = 0 cioe y = g := km, k € Z, che
sono quindi le soluzioni costanti (equilibri) dell’equazione.

c¢) Sia y(to) = yo; se yo = yr per qualche k € Z, per unicita la relativa
soluzione y(t) coincide con I’equilibrio g, per ogni t ed ¢ globalmente definita.
Altrimenti esiste k € Z tale che kr < yo < (k + 1)m. Poiché per unicita
le traiettorie non si intersecano, si avra kn < y(t) < (k + 1)7 per ogni ¢ di
definizione. Avendo l'orbita contenuta (in futuro e passato) nel compatto
[km, (k4 1)7], per il Teorema 4.1 y(t) & globalmente definita in R e limitata.

d) Se y(t) & una soluzione massimale differente da un equilibrio (per i
quali la tesi & banale), per il punto precedente ha l'orbita sempre stretta-
mente contenuta tra due di essi, per cui vale y'(¢t) = f(¢,y(t)) > 0 per ogni
t. Dunque y(t) e strettamente crescente e per monotonia esistono i limiti
richiesti;

e) Per i punti c¢)-d) si avra 0 < y(t) < 7 e y(t) crescente per ogni
t € R. Dimostriamo che allora lim;, ;. y(t) = m; analogamente si puo
dimostrare che lim;,_~ y(t) = 0. Posto lim; 400 y(t) = Yoo, per assurdo
sia Yoo < w. Allora si ha 7/2 = yg < y(t) < Yoo < 7 per ogni t > ty da cui
sen? y(t) > sen? o > 0. Per ogni t > 7 si avrd quindi y/(t) > msen? y, e
integrando

t t
y(t) —y(r) = / y'(s)ds > / msen? yoo ds = (t — 7)msen? Yoo,

con il membro destro che tende all’infinito se t — +o0o da cui 'assurdo
perché y(t) e limitata. Alternativamente si poteva utilizzare direttamente
I’estensione del Criterio dell’asintoto contenuta nell’Esercizio 6.11; infatti,
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nelle ipotesi fatte e detto sempre yo il limite di y(t), si deve avere

> liminf ¢/ (t) > mlim inf sen? y(t) = 2

02 liminfy(¢) > mlim infsen”y(¢) = msen” yoo,

da cui sen® yso = 0 e, per monotonia di y(t), necessariamente yo, = 7. Ana-
logamente si puo dimostrare che se yo € |Jk, yx+1[ allora la relativa soluzione
y(t) verifica limy—s 4 o0 Y(t) = Yry1 € limys_ oo y(t) = Y. L’andamento globale
delle soluzioni ¢ delineato in Figura 6.3.

e /ﬁ

Figura 6.3: Quadro globale delle soluzioni

f)-g) Se inf g = 0 non & detto che che la soluzione tenda verso gli equi-
libri. Per esempio, supposta g = g(t) 'equazione & a variabili separabili e
integrando si ottiene

y(®)  q ¢
dz = d = —ctgy(t) =G(t
L, wste= [ otoras gy(t) = G(1)
cioe y(t) = arcotg(—G(t)), dove G(t) ¢ la primitiva di g tale che G(0) = 0.
Se ne deduce che si ha limy_, - y(t) = 7 se e solo se limy_, 1o G(t) =
+00; analogamente lim;_, o, y(t) = 0 se e solo se limy_,_o, G(t) = —o0. In
definitiva, condizione necessaria e sufficiente affinché valga e) & che g abbia
integrale divergente a +oo. Per ottenere un controesempio in f) basta allora
trovare una funzione positiva g con limite 0 per ¢ — 4oo (tale che non
valga 'ipotesi in e)) e con integrale convergente; per esempio g(t) = H%’
con integrale f0+°° g(s)ds = w/2. La soluzione y(t) del problema di Cauchy

y = litg sen?y, y(0) = 7/2 soddisfera lim;_ o y(t) = arcotg(—n/2) < 7.

Esercizio 6.19 Dato il problema di Cauchy

y/ — ey2 _ et2
y(0) = 0,
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a) studiare I'esistenza e 1'unicita locale. Valgono le ipotesi dei teoremi di
esistenza globale?

b) Verificare che se y(t) ¢ soluzione dell’equazione in |a, 8] allora anche
z(t) :== —y(—t) ¢ soluzione in | — 3, —a[. Ricavare da questo fatto che
la soluzione del problema di Cauchy ¢ una funzione dispari;

c¢) studiare le regioni del piano t — y dove le soluzioni dell’equazione
differenziale sono crescenti e dove sono decrescenti;

d) dimostrare che la soluzione y(t) del problema di Cauchy ¢ globalmente
definita in R (utilizzare opportune sopra e sottosoluzioni);

e) studiare l'esistenza e I’eventuale valore dei limiti limy_, 1o y(t).

. 2 2
Per la sola equazione 3y = €Y~ —e!":

f) provare che esistono soluzioni che tendono a +oc in futuro;

g) esistono soluzioni dell’equazione non globalmente definite in futuro?
Cosa succede eventualmente del loro limite per t — 77 Esistono
soluzioni non globalmente definite sia in passato che in futuro?

h) Verificare che tutte le soluzioni y(t) superlineari tali che y(t) > mt
definitivamente per ¢t > t,,,, con m > 1, esplodono in tempo finito;

i) provare che esiste un’unica soluzione y,(t) globalmente definita in futu-
ro, asintoticamente lineare e tale che limy_, o y4(t) = 400 (si osservi
che per il punto h) deve necessariamente valere lim;_, o y¢(t)/t = 1);

j) dimostrare infine che ogni soluzione y(t) con y(to) > ye(to) esplode in
tempo finito, mentre ha limite —oo per t — 400 se y(to) < ye(to)-

SOLUZIONE. a) Il campo vettoriale f(t,y) = e¥’ — e!” appartiene a C™(R2)
dunque ci sono esistenza e unicita locale per tutti i problemi di Cauchy, in
particolare per quello in considerazione. A causa del termine ¥’ il cam-
po vettoriale non & sublineare né globalmente lipschitziano, quindi non si
possono applicare i vari teoremi di esistenza globale.

b) Supposto che y(t) sia soluzione si ha

2

Z/(t) — y/(—t) _ eyQ(_t) _ e(—t)Q _ 622(15) _ et = f(t, Z(t)),

quindi z(t) € soluzione dell’equazione differenziale. Se in piu vale y(0) = 0
si ha anche z(0) = —y(0) = 0, percio sia y(t) che z(t) sono soluzioni del
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medesimo problema di Cauchy con dati (to,y0) = (0,0). Per unicita si ha
y(t) = z(t) = —y(—t) su un intervallo comune di esistenza (che deve allora
necessariamente contenere l'origine ed essere simmetrico rispetto a essa)
dunque y e funzione dispari.

¢) Essendo 4/(t) = f(t,y(t)), tali regioni si trovano studiando il segno del

campo vettoriale f: dove esso € positivo le soluzioni saranno crescenti, dove
negativo decrescenti. Si ha f(¢,y) > 0 se e solo se v’ > et’ ovvero y? > t2
cio¢ |y| > [|t|; in particolare il campo vettoriale si annulla lungo le rette di
equazione y =t ey = —t.

d) Prendendo u(t) = ¢ si ha v/(t) =1 > 0 = f(t,u(t)), dunque u(t) &
soprasoluzione in futuro; analogamente, presa w(t) = —t si ha w'(t) = —1 <
0 = f(t,w(t)) e w & sottosoluzione. Detta y(t) :] — 3, 8[— R la soluzione
del problema di Cauchy, poiché inoltre w(0) = y(0) = u(0) = 0, w e u
sono, rispettivamente, sotto e soprasoluzione (strette) di y per ¢t > 0. Per il
Teorema 6.1 (si pud anche applicare il Teorema 6.3) vale —t = w(t) < y(t) <
u(t) =t per ogni t €]0, 5. In particolare si ha |y(t)| < t e per il Teorema 4.5
la soluzione ¢ globalmente definita in futuro, cioe f = 4+o00. Grazie al punto
b) la soluzione ¢ anche globalmente definita in passato.

|\
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Figura 6.4: a) Traiettoria della soluzione del problema di Cauchy; b)
andamento generale delle soluzioni

_

=

e) Per il punto b) ¢ sufficiente studiare il limite per ¢ — +o0. Nel punto
d) si & provato che |y(t)| < t per t > 0, dunque (t,y(t)) appartiene alla
regione di piano dove f & negativa. Cio implica che y/(t) = f(¢,y(t)) < 0,
percio y(t) ¢ decrescente e per monotonia ammette limite per ¢ — +oo, sia
€880 Yoo. Se fosse yoo € R si avrebbe

- 1) = i Vi) _ ot?) —
t£+mooy(t) tLlBrnoo (e e) oo

contro il criterio dell’asintoto. Allora necessariamente yo, = —oo. La

traiettoria della soluzione ¢ descritta dalla linea blu in a) della Figura 6.4.
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Si puo anche dimostrare che ogni soluzione che in futuro entra defini-
tivamente nella regione |y| < ¢ ha come asintoto la retta y = —t. Se ora
y(t) denota una tale soluzione, sappiamo gia che y(t) > w(t) = —t in futu-
ro. Cerchiamo una soprasoluzione in futuro che tenda a w(t) per t — +oo.
Una strategia spesso vincente per trovare sopra o sottosoluzioni e quella
di considerare curve, dette isocline, con grafico contenuto in qualche insie-
me di livello di f, cioe contenute in f. := {(t,y) : f(t,y) = ¢} per qualche
c € R. Quest’idea era gia stata sfruttata in d); infatti, u(t) e w(t) soddisfano
f(t,u(t)) = f(t,w(t)) = 0, dunque hanno grafico contenuto in fj.

Per il nostro obiettivo consideriamo f. con ¢ < 0 sufficientemente piccolo;
tale insieme ¢ individuato da e¥” — e’ = ¢ ovvero da y = £y/In(c+ et);
prendiamo dunque u.(t) := —+/In(c + et*). Tale funzione soddisfa

=07t

, , —In(1 + ce™t)
lm (u.(t) —w(t)) = lim ~
t—+o0 t=+00 ¢ 4 /12 4 In(1 4 ce~1%)

9

dunque u.(t) > w(t) e tende a w(t) per t — +o00. Vediamo per quali ¢ la
funzione u. & soprasoluzione in futuro:

1 otet’

uc(t) > f(tuc(t)) <= 9 In(c + et”) et

>c=—|

2 1/2 2
A h@%:<ﬁ+4m1+mtﬂ> 'c+42<kh

Essendo lim; o h(t) = 1, se |¢| > 1 la disuguaglianza sopra € verificata
definitivamente per ¢t > t; per qualche 1. In definitiva e sufficiente prendere
¢ = —2 tale che u_o & soprasoluzione definitivamente in futuro. In maniera
del tutto analoga si verifica che se ¢ < 0 anche v.(t) := /In(c+e?®) &
definitivamente una soprasoluzione in futuro. Si osservi che quanto provato
non ¢ sufficiente per concludere che tutte le soluzioni verificanti |y(t)| < t
per t > ty tendono a w(t), ma solo quelle che stanno sotto u_s(t). Piu
precisamente, se y(t) € soluzione e verifica w(ta) < y(ta) < u_o(t2) per
qualche ty > max{to, t1 }, allora per il Teorema 6.1 sara w(t) < y(t) < u_s(t)
per ogni t > ty e per confronto lim; 4~ (y(f) — w(t)) = 0. Rimane da
verificare che tutte le soluzioni che entrano in {|y| < ¢} soddisfano y(t) <
u_2(t) definitivamente per ¢ — +oo. Infatti, poiché v_s(t) & crescente e y(t)
¢ decrescente sara definitivamente y(t) < v_a(t) per t > t3. Finché il grafico
di y(t) appartiene alla regione {u_o(t) < y < v_a(t)} sard f(t,y(t)) < —2;
ne consegue che y/(t) = f(t,y(t)) < —2 da cui y(t) < y(t3) —2(t—t3). Poiché
la retta di equazione y = y(t3) — 2(t — t3) interseca in futuro il grafico di
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u_o(t), un analogo fatto deve accadere per y(t). Dunque, ogni soluzione con
grafico definitivamente contenuto in {|y| < t} tende alla funzione w(t) = —t,
ovvero ha la retta y = —t come asintoto a +o0.

Per concludere, osservando che f(t,y) > 0 sse f(t,y) := y> — 2 > 0,
come soprasoluzione si sarebbe potuta scegliere anche una funzione ()
con grafico contenuto in f,, ovvero Uc(t) = —Vt? + ¢. L’analisi & pressoché
simile, in alcuni parti piti semplice, in altre piti complessa rispetto alla scelta
di u.(t) (completare i dettagli per esercizio).

f) E sufficiente provare che esistono soluzioni y(t) che stanno sempre
sopra la retta y = t. Purtroppo tale funzione non & sottosoluzione (al
contrario, € soprasoluzione!) percido non ¢ immediato verificare che vale
y(t) > t. Conviene invece dimostrare che esistono sottosoluzioni della forma
v(t) = mt con m > 1. A tal fine dovra essere

V() < fFto@) = m<e™t e

Essendo limy_, 1 o (em%2 — et2) — 400 si ha e™t — e’ > 1 definitivamente
per t > t,, per qualche t,,. Detta y(t) la soluzione di y' = v’ — et tale che
Y(tm) = v(tm) = mipy,, si ha che v(t) & una sottosoluzione di y(¢) in futuro
per t > t,,. Per il Teorema 6.3 vale y(t) > v(t) per ogni t > t,,, per i quali
y(t) e definita. Se y non ¢ globalmente definita in futuro per il Teorema
dell’esplosione in norma dovra esplodere (a 4+00) in tempo finito; altrimenti,
se y(t) & globalmente definita in futuro si ha comunque
tli—rl—nooy(t) 2 tlginoov(t) = too.

g) Anzitutto e come gia osservato in f), & chiaro che se una soluzione non
¢ globalmente definita dovra tendere a +00 0 a —oco. Essendo eV > y? si ha
che y/(t) > y2(t) — e’ e poiché I’equazione 3’ = y? ha soluzioni che esplodo-
no in tempo finito, ci si aspetta questo comportamento anche per (alcune)
soluzioni dell’equazione in oggetto. Per dimostrare che esistono effettiva-
mente soluzioni non globalmente definite si pud cercare una sottosoluzione
dell’equazione che esplode in tempo finito; per esempio una funzione del
tipo z(t) = -1 con 7 > 0 fissato, che esplode per t — 7. Affinché z(t) sia
sottosoluzione in un intorno sinistro di 7 dovra ivi valere 2/(t) < f(¢, 2(t)),
e osservando che 2/(t) = z2(t) tale equazione equivale a

2t <V e = 0> 20) e

Essendo ef” < e per 0 < t < 7 basta dimostrare che vale e** () > 22(t)4-e™".
Poiché lim;_,,- z(t) = 400 & chiaro che una tale disequazione ¢ definitiva-
mente verificata in un intorno sinistro di 7, diciamolo [to, 7] con tg < 7. In
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tale intervallo z(t) & sottosoluzione; in particolare, detta y(t) la soluzione
dell’equazione y' = e¥* — e’ tale che y(to) = z(to), si ha che z(t) & una
sottosoluzione di y(t) nell'intervallo [to, 7[ dunque, per il Teorema 6.3, vale
y(t) > z(t) per ogni t € [to, [ di definizione di y. Da cid segue facilmente
che o y(t) non ¢ definita fino a 7, e dunque esplode a +o00 per t — 3~ con
B < T, oppure lim, .- y(t) = 400 per confronto. Il quadro globale delle
traiettorie delle soluzioni ¢ delineato in b) della Figura 6.4.

Infine, non esistono soluzioni che non siano contemporaneamente global-
mente definite sia in futuro che in passato. Infatti, per unicita ogni soluzione
dovra stare o sempre sopra o sempre sotto la soluzione y(t) del problema
di Cauchy in oggetto. Se una tale soluzione y(t) esistesse dovrebbe allo-
ra soddisfare lim;_,,+ g(t) = lim,_,3- y(t) = 400 oppure lim,_,,+ () =
lim, ,3- (t) = —oo, ma cid non ¢ possibile perché tutte le soluzioni che
stanno sopra y(t) non possono esplodere a +o0c in tempo finito per ¢ — at,
né a —oo per t — 7, e analogamente per quelle che stanno sempre sotto.

h) Sia y :]a, B[— R tale che y(t) > mt per ogni t,, <t < 8, con m > 1,
dove si puo anche supporre t,,, > 0. Allora

y(t) = e —¢f

? (] — o rR)

Z eyz(t)(l _ e(lme)tQ) Z eyz(t)(l — e(lme)t%L).

Quindi y(t) e soprasoluzione relativa all’equazione 2’ = cmez2, con ¢, =
1 — el=m)i5, 0, la quale ha tutte le soluzioni che esplodono in tempo
finito in futuro (verificarlo per esercizio), dunque 3 < +oc.

i) Sia y¢(t) una soluzione tale che lim; 1o yo(t) = 400. Poiché ogni
soluzione con grafico definitivamente nella regione {y < t} tende a —oo,
dovra essere y;(t) > t per ogni t > 0, dunque y,(t) tende all’infinito al-
meno linearmente. Se poi fosse limy— o0 ye(t)/t = m €]1,+00], definiti-
vamente si avrebbe y(t) > (m — &)t con m —e > 1 (y(t) > 2t nel caso
m = o0) e per h) yy(t) non sarebbe globalmente definita in futuro, assur-
do. In definitiva, una tale soluzione y,(t) deve necessariamente verificare
ye(t) >t e limy_, 4 y¢(t)/t = 1. Cerchiamo ora una sottosoluzione contenu-
ta in {y > t} e che sia asintotica a u(t) = ¢t. Come in e) scegliamola della
forma v.(t) = y/In(c + et*) con ¢ > 0; si ha banalmente v.(t) > t per t > 0
e lim¢_, 4 o (ve(t) — t) = 0 mentre, analogamente ad e), vale

, 2 1/2 t?
1) < f(t, ve(t = . <ec.
velt) < J(t ve(t) <t2 +In(1 +ce—t2)> e = °

Si osservi che il primo membro € sempre minore di 1, di conseguenza se ¢ > 1
la precedente disuguaglianza vale per ogni ¢ > 0. Abbiamo quindi trovato
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una sottosoluzione v.(t), ¢ > 1, che sta sopra una soprasoluzione u(t) = t;
per I'Esercizio 6.15 esiste almeno una soluzione y,(t) compresa in futuro tra
le due. Per confronto si avra lim; 40 (ye(t) — t) = 0.

Dimostriamo ora che € unica; cio deriva dal fatto che per ogni fissato
t > 0 la funzione y — f(t,y) & strettamente crescente in [0, +00[. Se esistes-
sero due funzioni y,(t) e g¢(t) aventi la retta y = t come asintoto, per unicita
si avrebbe yy(t) # 7¢(t) per ogni t > 0. Senza perdere in generalita, sarebbe
dunque y,(t) > go(t) per ogni ¢ > 0; inoltre limy,4 o0 (ye(t) — Ge(t)) = 0. Es-
sendo y,(t) —7,(t) = f(t,ye(t)) — f(t,Fe(t)) > 0, segue I'assurdo (la funzione
differenza y, — gy sarebbe una funzione positiva, crescente e infinitesima).

j) Deriva facilmente da h)-i). Se y(t) verifica y(to) > ye(to) per qualche
to > 0, per l'analisi in i) la differenza y(t) — ys(t) deve crescere; per ogni
fissato ¢ > 1 sara y(t) > v.(t) definitivamente per ¢t > t;. Essendo per
definizione f(t,v.(t)) = ¢, si avra ¢'(t) = f(t,y(t)) > f(t,v.(t)) = ¢, per
cui y(t) & superlineare con y(t) > y(t1) + c(t — t1) e da h) segue I’esplosione
in tempo finito. Se, invece, y(t9) < yi(tp) per una ragione analoga sara
definitivamente y(t) < ¢, da cui lim—, o y(t) = —o0.

Esercizio 6.20 Data ’equazione di ordine due
y// — Y y/

a) verificare che le costanti sono soluzioni e che quelle non costanti sono
strettamente monotone;

b) trovare la soluzione massimale tale che y(0) = 0, ¥'(0) = v con v > 1.

SOLUZIONE. a) Poiché il campo vettoriale € C* ci sono esistenza e unicita
globale per i relativi problemi di Cauchy. La verifica che le costanti sono
soluzioni & banale. Fissato poi un dato di Cauchy (y(0),4'(0)) = (vo,y()
se y, = 0 l'unica soluzione ¢ y(t) = yo; se y, # 0 allora la derivata della
soluzione §(t) non pud mai annullarsi. Se fosse infatti §’(7) = 0 per qualche
7, poiché 'equazione ¢ autonoma y(t) sarebbe anche soluzione del problema
di Cauchy con dati y(7) = g(7), ¥'(7) = 0, ma tale soluzione & identicamente
uguale a (1) da cui ¥’ = 0, assurdo. Allora la derivata di §(t) non si annulla
mai e per continuita ha segno costante dunque g(t) € strettamente monotona.
b) Tenendo conto che y(0) = 0 e y'(0) = v, integrando si ottiene

t t
[ras= [ @Oyras =y -v=o -1,
0 0

equazione a variabili separabili. Separando le variabili si ottiene

y(t) 1 t
/ dz:/ ds = t.
o vV—1+¢€* 0
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Mediante la sostituzione w = e~% e tenendo conto che v > 1 si ha

y(t) 1 y(t) e % emv(®) 1
/ a:= [ = [ g du
0 v—1+e? o (v—1)e2+1 1 (v—1Nw+1

. [ln (v —1)w + 1|]ey(t)_ 1 (v—1)ev® 41

In
v—1 1 1—-w v
Si ottiene quindi I’equazione

1 —1)e—¥®)
n (v—1)e +1 ;
1-v v

che risolta in y(t) fornisce la soluzione

v—1
y(t) =1In AT

Si osservi che y(t) ¢ definita in |a, B[ =] —o0,Inv/(v — 1)[ e che lim,_, 5- y(t) =
400 cioe la soluzione esplode in tempo finito in futuro, il che doveva essere
aspettato poiché il campo vettoriale ha un andamento esponenziale in y (e

.....

Esercizio 6.21 Sia y(t) la soluzione del problema di Cauchy y' = /|y + ¢|,
y(0) = 0 (si veda anche I'Esercizio 4.20). Studiare l'esistenza e 1’eventua-
le valore dei limiti limy—, 400 y(t), limy 400 y(t)/t e dimostrare che y(t) ¢
asintotica a t2/4 per t — +oo.

SOLUZIONE. La soluzione y(t) & crescente, percid per monotonia esiste
il limite limy 400 y(t) €]0,400]. Essendo in ogni caso limy 4009/ (t) =
lim¢ 400 \/|y(t) + t| = 400, per il criterio dell’asintoto non puo che esse-
re limy 400 y(t) = +oo. Per il Teorema di de-L’Hopital segue subito che

limy 4 0o y(t)/tglimtﬁJroo y'(t) = +00. Per t > 0 la soluzione & positiva e
di classe C'*°; derivando ’equazione si ricava quindi

= LOHL _vyOtidl 1, 1

Tyt 2yt 2 2yt

Sempre per il Teorema di de-L’Hopital si ottiene allora

_‘_7
4 4\/y(t) +t

o = lim
ttoo 12 t——4oco 2t t—4oo 2 t—~+o0

fm YO E YO Y (1 1 ): L

da cui segue che y(t) & asintotica a t2/4 per t — +oo.
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In generale, si osservi che utilizzando ’equazione differenziale stessa si
solitamente in grado di identificare a priori i possibili andamenti asintotici
delle soluzioni. Anzitutto, poiché y' > \/m per t > 0, y(t) & soprasoluzione
in futuro per la soluzione z(t) = #2/4 del problema 2’ = \/|z], z(0) = 0. Peril
Teorema del confronto si ha y(t) > t2/4 per t > 0, da cui segue che y(t) deve
avere una crescita almeno quadratica. Per identificare il reale andamento,
procediamo in maniera formale e supponiamo che y(t) ~ ct® con o € R,
¢ # 0, per t — 400, nel senso che y(t) = ct® + o(t*); conseguentemente ¢
ragionevole supporre anche che y/(t) ~ cat®~!. Inserendo queste relazioni
nell’equazione differenziale e poiché y(t) > 0 per t > 0, si ottiene

cat®™t ~ /et 4 o(t?)] + t.

Se fosse a < 1 si avrebbe /[ct® + o(t®)] +t ~ v/t da cui cat® ! ~ V/t e
necessariamente @ —1 = 1/2 ovvero o = 3/2, assurdo. Nel caso in cui o = 1
si otterrebbe invece

c~ et +ot)] +t ~/(c+ 1,

che & nuovamente assurdo. Infine, sia o > 1: allora \/[ct® + o(t®)] +t ~
Vet® = \/ct®/? ottenendo quindi la condizione necessaria cat®! ~ /ct®/2.
Da quest’ultima segue o — 1 = /2 da cui @ = 2 e di conseguenza ac = +/c
cioe ¢ = 1/4. Concludendo, tra tutte le possibili espansioni asintotiche in
forma di potenza di ¢, I'unica possibile & y(t) ~ t?/4 (cid non toglie che possa-
no esistere altre espansioni compatibili con I’equazione differenziale ma non
in forma di potenza). Tuttavia, quella appena svolta e solamente un’analisi
formale; I'effettiva sussistenza dello sviluppo asintotico cosi identificato do-
vra poi essere correttamente verificata con altri mezzi, per esempio come &
gia stato fatto nella parte iniziale del presente esercizio.
L’analisi della soluzione terminera nell’Esercizio 13.1.

Esercizio 6.22 Dato il problema di Cauchy
y=0-ty)/y
y(1) =1,

a) studiare esistenza e I'unicita locale delle soluzioni e le regioni di piano
dove le soluzioni sono crescenti/decrescenti. Si possono applicare i
teoremi di esistenza globale?

b) Dimostrare che ammette una soluzione globalmente definita in futuro.
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Per ciascuna, o eventualmente per l'unica, delle soluzioni massimali y(t)
c¢) provare che esiste il limy_, 1 y(t) e calcolarlo;
d) dimostrare che y(t) non & definita globalmente in passato;

e) detto ]a, +oo[ lintervallo massimale di esistenza di y(t), dimostrare
che in ogni caso esiste il lim,;_,,- y(¢) e calcolarlo;

f) dare una stima per difetto di a.
Esercizio 6.23 Data ’equazione differenziale
/I 2 Y 4
y =In(t"+2e%) —y —In(¢t" + 1)

a) studiare l'esistenza e l'unicita locale delle soluzioni; dimostrare che
valgono anche le ipotesi di uno dei teoremi di esistenza globale;

b) trovare le regioni dove le soluzioni sono crescenti/decrescenti;

c) sia d’ora in avanti y(¢) la soluzione del problema di Cauchy con condi-
zione iniziale y(0) = 0. Dimostrare che y ¢ definitivamente monotona
per t — —oo e per t — 400 e calcolare il limite limy_, 1 y(t).

Esercizio 6.24 Data I'equazione differenziale y' = In(y? — t + 1)

a) trovare il dominio di definizione e studiare 1’esistenza e 'unicita locale
delle soluzioni. Valgono le ipotesi dei teoremi di esistenza globale?
Determinare gli eventuali equilibri, le regioni dove le soluzioni sono
crescenti/decrescenti e rappresentarle nel piano t — y.

Sia ora y(t) soluzione del problema di Cauchy con dati iniziali y(0) = yo.

b) Dimostrare che ogni y(t) ¢ globalmente definita in passato; studiare
Pesistenza e 'eventuale valore del limite limy_, o y(¢);

¢) per yo = 0 dimostrare che la relativa soluzione verifica |y(t)| < v/ per
ogni t > 0 di definizione. Come conseguenza di cio, si puo concludere
che y(t) & globalmente definita in futuro?

d) Dimostrare che per yg sufficientemente grande le y(t) sono globalmente
definite su R; studiare I'esistenza e l’eventuale valore del lim;_, o y(%);

e) esistono soluzioni dell’equazione differenziale non globalmente defini-
te in futuro? E in passato? Esistono soluzioni dell’equazione che
esplodono in futuro in tempo finito?
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Esercizio 6.25 E noto che se orbita di un sistema planare autonomo di
classe C'! & contenuta in una curva chiusa semplice priva di punti di equilibrio
allora 'orbita & periodica. E ancora vero se il sistema non & autonomo? In
caso affermativo provarlo, altrimenti fornire un controesempio.

Stabilita degli equilibri

Gli equilibri di un sistema di equazioni differenziali rivestono una partico-
lare importanza in quanto concorrono alla descrizione della sua dinamica
asintotica. Per esempio, sono i potenziali limiti delle soluzioni per ¢ — o0,
come affermato dal Corollario 6.10, fermo restando che I’evoluzione di un
sistema pud comunque essere molto pili complessa, come per esempio ac-
cade in quelli che vengono comunemente detti “sistemi caotici”. In questa
sezione daremo alcuni cenni a un’importanza proprieta degli equilibri: la
loro stabilita. L’origine della teoria della stabilita per equilibri (o anche per
soluzioni) di equazioni differenziali ¢ attribuibile inizialmente a Lyapunov e
ai suoi due metodi, quello indiretto, o di linearizzazione, e quello diretto, che
si basa sul concetto di funzione di Lyapunov. In questa breve introduzione
ci soffermeremo solamente sul primo. Inoltre ci concentreremo sulla stabilita
in futuro, ma definizioni e analoghi risultati valgono anche in passato.

Definizione 6.26 Un equilibrio § di un’equazione differenziale y' = f(t,y)
st dice stabile (in futuro) se per ogni to ed € > 0 esiste 6 = 6. > 0 tale che
per ogni [lyo — || < 0= si ha |ly(t;ito, yo) — Yl| < € per ognit > to.

Definizione 6.27 Un equilibrio § di un’equazione differenziale y' = f(t,y)
st dice asintoticamente stabile (in futuro) se é stabile e attrattivo, cioé esiste
un intorno W di g tale che per ogni yo € W sia imy_ o0 y(t;t0,y0) = 7.

Definizione 6.28 Un equilibrio § di un’equazione differenziale y' = f(t,y)
st dice instabile (in futuro) se non é stabile.

Analogamente si puo definire la stabilita/instabilita in passato. Essenzial-
mente, un equilibrio 7 di un’equazione differenziale y' = f(¢,y) ¢

STABILE: se le orbite che partono da punti vicini a 7 rimangono per sempre
vicine a ;

ASINTOTICAMENTE STABILE: se oltre a essere stabili, le orbite che partono
da punti vicini a i tendono a 7;
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INSTABILE: se non e stabile, dunque se esistono orbite che partono da punti
arbitrariamente vicini a 7 e che si allontanano da 7.

Per una rappresentazione delle definizioni si veda la Figura 6.5.

B, ™
Bg ﬁ
b N J

Figura 6.5: Stabilita di un equilibrio 7: a) stabile; b) asintoticamente stabile;
c) instabile. Notazioni: B, = B(y,¢), Bs = B(y,9).

Come vedremo, lo studio della stabilita degli equilibri di un sistema
non lineare, quale quello in oggetto, € localmente ricondotto a quello di un
opportuno sistema lineare, detto sistema linearizzato.

Per dare un’idea, in particolare supponiamo che y' = f(y) con f di classe
C1(A) e che 7 sia un qualsiasi punto di A; si puo sviluppare f mediante il
polinomio di Taylor in § ottenendo f(y) = f(y) + Df([@)(y —y) + o(y — 7)
o(y—7)

Ty—vll

Caso f(y) # 0; lo sviluppo si riduce a f(y) = f(y) + o(1) con o(1)
funzione infinitesima per y — 7. Sostanzialmente f(y) si comporta come
f(¥) in un intorno di gy, dunque ha direzione e modulo che non si discostano
molto da quelle di f(7), come appare dal seguente teorema.

dove o(y —7) € una funzione tale che lim,_3 = 0. Ci sono due casi:

Teorema 6.29 (dell’intorno tubulare)! Sia f : A C R® — R" di classe
Cl ey € A tale che f(y) # 0. Allora esistono un intorno U di y, un intorno
V di 0 in R™ e un diffeomorfismo ¢ : U — V con 1(y) = 0 e tale che

y(t) é soluzione di x(t) = ¥(y(t)) é soluzione di
y = f(t,y) in U 2 =ey inV,

essendo ey il primo versore coordinato.

Essenzialmente il teorema afferma che, localmente vicino a un punto in cui
f non si annulla, & possibile rettilineizzare il campo vettoriale. La dinamica

!detto anche Teorema della scatola (o del tubo) di flusso.
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di 2’ = ey, ovvero di

/
1
/
To =10
=0,

¢ banale: le soluzioni sono delle rette parallele a e;. Di conseguenza, essendo
1 un diffeomorfismo, anche la dinamica di ¥y’ = f(¢,y) in U & molto semplice:
le traiettorie vicine a 7 sono sostanzialmente parallele e fluiscono attraverso
I'intorno “tubulare” U come in Figura 6.6. Per questa ragione un punto %
tale che f(y) # 0 viene anche detto punto regolare per il campo vettoriale.

Rnfl

V

R’ o
///—)/U;‘ /@)
//y//k 0 §
g’?

Figura 6.6: Il Teorema dell’intorno tubulare

CAso f(y) =0, ovvero g & un equilibrio del sistema. Gli equilibri vengo-
no anche detti punti singolari per il campo vettoriale in quanto, contraria-
mente al caso dei punti regolari, la dinamica del sistema in un loro intorno
puo essere molto complessa. In questo caso ’espansione di Taylor al primo
ordine in g diventa f(y) = Df(y)(y —Y) + o(y — ¥) per cui

v =Ffly) <= y=Df@Gy-7) +oly-7).

Se ||y — 7| & piccola, cioe localmente vicino a ¥, il termine o(y — ) € in gene-
rale trascurabile rispetto a D f(y)(y —y) (per esempio, cid accade se D f(7)
¢ non singolare); per il Lemma 5.12 e il Teorema 5.13 le soluzioni dell’equa-
zione y' = f(y) possono essere approssimate, localmente vicino a 7 e per
intervalli di tempo limitati, dalle soluzioni di ' = Df(y)(y —y). Operando
la trasformazione z = y — § quest’ultimo si pud scrivere come 2z’ = Df(7)z
ed e un sistema lineare a coefficienti costanti, detto sistema linearizzato nel
punto di equilibrio 7 (per i sistemi lineari a coefficienti costanti si veda la
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sezione dedicata nel Capitolo 9). In definitiva in un intorno di 7 le soluzioni
del sistema 3’ = f(y) sono approssimate da quelle del sistema linearizzato.
Si pud dire di pit: siccome all’equilibrio 7 di ' = f(y) corrisponde 'equi-
librio z = 0 di 2/ = Df(y)z, si pud sperare che lo studio di Z possa dare
indicazioni anche su . Cio & vero nel caso di equilibri iperbolici.

Definizione 6.30 Un equilibrio § di un’equazione differenziale y' = f(t,y)
st dice iperbolico se tutti gli autovalori di D f(g) hanno parte reale non nulla.

Per tali equilibri ¢ possibile dimostrare i seguenti risultati, dei quali omet-
tiamo la dimostrazione.

Teorema 6.31 Sia f : A C R* — R" di classe C? e sia 5 un equilibrio
iperbolico per lequazione y' = f(y). Allora la stabilita di y é analoga alla
stabilita dell’equilibrio Z = 0 per il sistema linearizzato z' = Df(y)z, dove
z =1y —7Yy. Piu precisamente st ha che

i) § & asintoticamente stabile per y' = f(y) se e solo se 0 é asintotica-
mente stabile per 2’ = Df(y)z;

i1) § & instabile per y' = f(y) se e solo se 0 ¢ instabile per 2’ = Df(y)z.

In particolare la dinamica locale di 4/ = f(y) vicino a 7 & analoga a quella
di 2/ = Df(y)z vicino a Z = 0. In generale, la stabilita lineare di y &
per definizione la stabilitd di 0 per 1’equazione linearizzata 2z’ = Df(7)z;
di conseguenza si parlera anche di equilibrio linearmente stabile/instabile.
Inoltre, per rendere piu chiara la differenza, la stabilita di § viene anche
detta stabilita monlineare di . In conclusione, nelle ipotesi del teorema
precedente si & dimostrato che 7 & stabile/instabile se e solo se & linearmente
stabile/instabile. Resta ora da studiare la stabilita dell’origine per sistemi
lineari; a tal fine viene in aiuto il seguente teorema.

Teorema 6.32 Dato il sistema lineare n x n a coefficienti costanti z’ = Bz,
B e M,, allora

i) se ogni autovalore di B ha parte reale negativa, l’origine é un equilibrio
asintoticamente stabile;

i1) se ogni autovalore di B ha parte reale minore o uguale a 0, e gli au-
tovalori con parte reale nulla hanno molteplicita algebrica 1, allora
lorigine € un equilibrio stabile;

i11) se esistono autovalori di B con parte reale positiva, l'origine é un
equilibrio instabile.
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Perché il Teorema 6.31 vale per equilibri iperbolici e non necessariamente
per quelli che non lo sono? Cio dipende essenzialmente dal fatto che se per-
turbiamo leggermente una matrice B avente tutti gli autovalori con parte
reale non nulla, otteniamo una matrice ancora con la medesima proprieta,
dunque c’e una sorta di continuita degli autovalori, o almeno del segno della
loro parte reale, per variazioni di B.? Questo fatto implica che se 0 & equi-
librio iperbolico per y' = By allora continua ad esserlo anche per il sistema
y' = (B + €A)y per ogni matrice A e ¢ > 0 piccolo. In particolare, se 0 &
asintoticamente stabile/instabile per ¢y’ = By allora la medesima proprieta
vale anche per il sistema perturbato. La proprieta si generalizza al caso di
perturbazioni della forma y' = By + ¢(t,y), purché g soddisfi opportune
proprieta. In generale, si noti che un sistema nonlineare 3y’ = f(y) in un
intorno di un suo equilibrio puo sempre essere visto come perturbazione di
un sistema lineare (quello linearizzato), essendo f(y) = Df(y)(y —v) + g(y)
dove la funzione ¢(y) := f(y) — Df(y)(y —7) € un o(y — 7).

Al contrario, se la matrice B ha un autovalore A con parte reale nulla,
perturbando B e di conseguenza )\, la parte reale dell’autovalore puo diventa-
re, a seconda dei casi, positiva o negativa. Corrispondentemente, I’equilibrio
0 diviene instabile o stabile. Ne deriva che in questo caso gli equilibri 7 (per
y' = f(y)) e 0 (per 2/ = Df(y)z) potrebbero essere I'uno stabile e laltro
instabile. Come semplice esempio, basta considerare 1’equazione y' = 0,
per la quale ogni costante & un equilibrio, in particolare 7 = 0. L’equazio-
ne linearizzata coincide chiaramente con 'equazione stessa 2z’ = 0; 1'unico
autovalore del differenziale ¢ nullo, dunque 5§ = 0 ¢ linearmente stabile.
Considerando le due equazioni y' = —y> e 3y = y>, entrambe perturbazioni
al terzo ordine di 1/ = 0, dallo studio della monotonia si vede che 1’equili-
brio 0 & asintoticamente stabile per la prima, ma instabile per la seconda.
Un altro esempio piu interessante ¢ dato dal
sistema lineare (equivalente a y{ = —y;)

/I
(6.2) =i
Y2 = —Y1.

In questo caso gli autovalori della matrice as-
sociata sono +i¢, immaginari puri, ’equilibrio
¢ stabile ma non asintoticamente stabile e le
orbite sono circonferenze con centro lorigine.

Figura 6.7: Soluzioni del
sistema (6.2)

*Nel caso in cui la mappa s +— B(s) da R+ M, (R) & di classe C' e B(so) ammette n
autovalori distinti, & abbastanza facile dimostrare che per s vicino a so gli autovalori A;(s)
di B(s), i =1,...,n, sono distinti e variano con continuita rispetto al parametro s.
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Considerando i due sistemi perturbati

Yy =12 Y1 = Yo
(6'3) / 2 / 2
Yo = —Y1 — Y1Y2, Yo = —Y1 + Yiy2,

si puo verificare che 0 & asintoticamente stabile per il primo, con orbite
spiraliformi che tendono all’origine, mentre ¢ instabile per il secondo, con
orbite che si allontanano dall’equilibrio, si veda la Figura 6.8.

/\/ﬂ \ i‘?j:‘ i

A e e

el T e e

Figura 6.8: Perturbazione di un equilibrio stabile ma non asintoticamente
stabile. Nell’ordine, le orbite del primo e secondo sistema perturbato (6.3)

Per terminare questa introduzione alla stabilita, specifichiamo che le ana-
logie tra il sistema y' = f(y) e il sistema linearizzato 2z’ = Df(7)z non si
riducono solamente alle comuni proprieta di stabilita dei rispettivi equilibri
y e 0, come enunciato nel Teorema 6.31. Per esempio, nel caso di equilibri
iperbolici e possibile dimostrare che anche i ritratti di fase del sistema non-
lineare e del suo linearizzato sono localmente simili (si vedano il Teorema di
Hartman-Grobman 6.38 e il Teorema 6.40 negli approfondimenti).

Analisi di un sistema di Lotka-Volterra: caso del-
I’estinzione

Si consideri il seguente sistema nel piano
¥=z(1—xz—y)
y =yl -2z —2y),

caso particolare di una classe piu generale di sistemi, detti di Lotka- Volterra,
del tipo

(6.4)

(6.5)

' =bix+ 1y + x(a1x + aizy)
y’ = cox + boy + y(a2196 + azgy),
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che modellano ’evoluzione di due popolazioni omogenee, di cui = e y rap-
presentano il numero di individui o la loro densita, che coabitano in un
medesimo ambiente. A seconda del segno dei coefficienti b;, ¢; e a;j, questi
sistemi permettono di modellare situazioni di cooperazione o competizione
tra le due specie, oppure situazioni di tipo preda-predatore nelle quali una
specie si ciba dell’altra. Il caso in oggetto e in generale i sistemi

{a:’ = x(by — anx — a12y)

(6.6) .
Y = y(b2 — az1z — ay),

con b;, a;; non negativi, trattano il caso della competizione tra le due spe-
cie. I numeri a;;, @ # j, si dicono coefficienti di competizione interspecifica
e vogliono rappresentare la diminuzione del tasso di crescita di una popo-
lazione dovuta alla presenza dell’altra, mentre a;; si dicono coefficienti di
competizione intraspecifica e tengono conto della competizione per il cibo
tra individui della stessa specie. Infine i coefficienti b; rappresentano il tasso
di crescita che ciascuna delle due specie avrebbe in assenza dell’altra specie
e in assenza di competizione (cio ¢ plausibile finché le risorse disponibili sono
di gran lunga superiori al fabbisogno globale della popolazione).

Vogliamo ora studiare qualitativamente il comportamento delle soluzioni
di (6.4). Anzitutto, vista l'interpretazione di z,y, ci limiteremo a studiare
il sistema nel primo quadrante D := {(x,y) : x,y > 0}. Il campo vettoriale
fz,y) = (z(1 —x — y),y(l — 2z — 2y)) ¢ autonomo e di classe C*° in D
(anzi in tutto R?), dunque ci sono esistenza e unicita locale delle soluzioni
dei problemi di Cauchy associati. A causa dei termini 22, 2y e y?, f ha
crescita quadratica, dunque non si possono applicare i teoremi di esistenza
globale 4.12 e 4.13. In virtu del Corollario 6.10, gli equilibri di un sistema
autonomo hanno una notevole importanza perché contribuiscono alla descri-
zione del possibile comportamento asintotico delle soluzioni, di ampio rilievo
nello studio dell’evoluzione di sistemi biologici quali quello in considerazio-
ne. Ricordando che gli equilibri sono soluzioni dell’equazione f(z,y) = 0,
se ne ottengono tre e precisamente E; = (0,0), Ey = (1,0) e E3 = (0,1/2).
Valutiamone la stabilita, secondo quanto visto nella sezione precedente. Il
differenziale di f nel generico punto (z,y) e dato da

_(1-2x—y —

in particolare

Df(o,o):<(1) ?), Df(1,o):<—01 :D’ Df(0,1/2)=<1_/12 _01>.
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La prima matrice ha un unico autovalore reale e positivo dunque, per i Teo-
remi 6.32 e 6.31 E; & un equilibrio linearmente e nonlinearmente instabile;
la seconda matrice ha un unico autovalore reale e negativo quindi Es e li-
nearmente e nonlinearmente asintoticamente stabile; infine, la terza matrice
ha un autovalore negativo e uno positivo dunque anche Fs ¢ instabile. In
definitiva, le soluzioni che partono vicino a (0, 0) tendono ad allontanarsi dal-
'equilibrio e analogamente per quelle che partono vicino a (0,1/2) (purché
sia z(t) # 0). Invece, le soluzioni che partono vicino a E2 = (1,0) sono at-
tratte dall’equilibrio stesso. Vogliamo ora dimostrare che tutte le soluzioni
che partono all’interno del primo quadrante sono attratte da Fs.

Anzitutto, fissato un dato iniziale (xq,yo), se zo = 0 allora z(t) = 0
soddisfa la prima equazione, mentre la seconda si riduce a y' = y(1 — 2y),
y(0) = yo con soluzione denotata con y(t) (si veda la sezione sull’equazione
di Verhulst nel Capitolo 8). Per unicita, la soluzione & allora della forma
(0,y(t)) con orbita contenuta nell’asse y. In questo caso tale asse ¢ un
cosiddetto insieme tnvariante.

Definizione 6.33 Un insieme M si dice positivamente (7isp. negativamen-
te) invariante rispetto all’equazione y' = f(t,y), se per ogni (to,yo) € 2
tale che yo € M, ogni soluzione massimale y(t) del problema di Cauchy
vy = f(t,y), y(to) = yo € tale che y(t) € M per ogni t > to (rispet. t < ty).
Un insieme M si dice invariante se e contemporaneamente positivamente e
negativamente invariante.

In altri termini, un insieme M ¢ invariante se ogni soluzione che ha origine
da un suo punto rimane sempre dentro M per ogni tempo. Nel caso in
considerazione ’asse y & dunque un insieme invariante. Analogamente, se
yo = 0 la soluzione ¢ del tipo (z(¢),0) e anche l’asse x ¢ invariante. Se
ora zp,yo > 0 cioé si parte all’interno del quadrante D, detta (z(t),y(t))
la relativa soluzione massimale, per 'unicita delle soluzioni dei problemi di
Cauchy, nessuna delle sue componenti potra mai annullarsi. Infatti, poiché il
sistema e autonomo le orbite non possono intersecarsi. In definitiva si avra
x(t),y(t) > 0 per ogni tempo t di definizione, dunque anche il quadrante
aperto € un insieme invariante. Per proseguire I'analisi conviene studiare il
segno delle componenti del campo vettoriale f; cio permette di dividere il
piano in regioni nelle quali la direzione di f & simile e in definitiva di avere
un’idea del comportamento delle orbite delle soluzioni. Limitandoci a D,
la prima componente di f & positiva nel semipiano inferiore alla retta di
equazione x +1y = 1 e si annulla su di essa, la seconda componente & positiva
nel semipiano inferiore alla retta di equazione z +y = 1/2 e si annulla su
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di essa. Un quadro globale della direzione del campo vettoriale nelle varie
regioni di piano si puod osservare in a) di Figura 6.9.

| | a) b)

B,

AN NN NN
VRN N NN
AU U NN NN
VNN NN

o 025 05 075 1 125

BB =« B, ®

Figura 6.9: a) L’andamento del campo vettoriale; b) I'insieme invariante M

Intuitivamente, preso un dato iniziale (zg,yo) con zg + yo < 1/2 la re-
lativa soluzione interseca la retta = + y = 1/2 in tempo finito in futuro.
Infatti, se per assurdo cid non fosse vero, ovvero se fosse z(t) + y(t) < 1/2
per ogni t > ty di definizione, non potendo nemmeno uscire attraversan-
do gli assi, la soluzione rimarrebbe per sempre all’interno della regione
triangolare T := {(x,y) s,y > 0,4y < 1/2}. Essendo 7T limita-
to, orbita sarebbe contenuta in un compatto e per il Teorema della fu-
ga dai compatti la soluzione sarebbe globalmente definita in futuro, cioe
in [0,+o0[. Inoltre, essendo (x(t),y(t)) € T per ogni ¢ > 0 si avrebbe
2'(t) > 0 e y/(t) > 0 per gli stessi ¢, dunque le componenti sarebbero mo-
notone crescenti e ammetterebbero limiti x,, e, rispettivamente, yo, per
t — +oo. Essendo (z(t),y(t)) — (Too,¥Yoo) € R2, per il Corollario 6.10 il
punto (Zeo, Yoo ) sarebbe un equilibrio contenuto, per confronto, nel triangolo
T = {(:c,y) P >x0,Y > Yo, Yy < 1/2}, assurdo perché in 71 non ci
sono equilibri. In definitiva esiste ¢; > 0 tale che z(t1) + y(t1) = 1/2. Ana-
logamente, se 29 + yp > 1, o esiste un tempo t; tale che x(t1) + y(t1) = 1,
oppure la soluzione (z(t),y(t)) verifica x(t) +y(t) > 1 per ogni ¢, e un ragio-
namento simile permette di dimostrare che tende a un equilibrio contenuto
in {x +y > 1}, il quale non puo che essere Es.

In definitiva, preso un qualsiasi dato iniziale (xg,yp) con xg,yo > 0, la
relativa soluzione o tende a Fy oppure entra (se non lo & gia) in tempo
finito nell'insieme M := {(z,y) : x,y > 0,1/2 <z +y < 1} (si veda b)
di Figura 6.9). Dimostriamo che l'insieme M ¢ un insieme invariante cio¢
che le soluzioni, una volta entrate, non possono piu uscirne. Infatti, una
soluzione potrebbe uscire da M solamente attraverso una delle due parti
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T

Figura 6.10: Ritratto di fase del sistema preda-predatore (6.4). Tutte le
soluzioni nel primo quadrante tendono all’equilibrio F» per t — 400

della frontiera = + y = 1/2 oppure = + y = 1 sulle quali, rispettivamente,
la seconda oppure la prima componente del campo vettoriale si annulla. Se
esistesse un tempo t2 > ¢ per cui x(t2) + y(t2) = 1/2 e la soluzione stesse
dentro M in [t1, 2] si avrebbe y/(t2) = 0 e 2/(t2) > 0. Derivando la seconda
equazione del sistema un’altra volta rispetto a t si ha

y'(t) =y'(t) = 2/ (O)x(t) — 2y(t)a"(t) — Ay (t)y'(¢),

e sostituendo t = ¢y si otterrebbe y”(t2) = —2y(t2)z'(t2) < 0. Il punto ty
sarebbe quindi un punto di massimo relativo per la funzione ¢ — y(t) in
[t1,t2], assurdo perché in [t1,t2] la soluzione sta in M per cui y/'(t) < 0 e
y(t) & ivi decrescente. Analogamente si trova un assurdo nel caso in cui
x(t2) + y(t2) = 1. In conclusione, se una soluzione ¢ contenuta in M per
t = ty, rimarra in M per ogni t > t;. Dalla limitatezza di M segue che
la soluzione ¢ globalmente definita in [t;, +oo[. Come prima si ottiene che
2'(t) > 0 e y'(t) <0 cioe z(t) & crescente mentre y(t) ¢ decrescente, e per
monotonia esiste limy_, o0 (7(t),y(t)) = (Too, Yoo) € M. Per la conseguenza
del criterio dell’asintoto (Zoo,¥so) € un equilibrio e dovendo essere o, >
x(t) > z(t1) > 0 non puo che essere (Too, Yoo) = (1,0) = Eo.

In definitiva si & provato che ogni soluzione con dati iniziali appartenen-
ti all’interno di D converge all’equilibrio Fs per ¢ — 4o00: il microcosmo
favorisce la prima popolazione che tende a un valore d’equilibrio finito, a
discapito della seconda che tende a estinguersi. Il quadro complessivo delle
soluzioni si puo osservare in Figura 6.10.
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Approfondimenti

Disuguaglianze differenziali

In queste aggiunte si vuole mostrare come il Teorema del confronto possa
essere esteso al caso dei sistemi ¢y = f(t,y), y € R". Essenzialmente, al
posto della soluzione y(t) si considera la norma ||y(¢)||. Il primo problema
che si incontra € che tale funzione non ¢ derivabile. Si vanno dunque a
utilizzare le derivate del Dini: data v : I — R, ty € I si definiscono

v(t) — v(to)

t—to

v(t) — v(to)
t—ty

() — v(to) (t) — v(to)

D, v(tp) = liminf v . D_v(tp) = liminf Y
st t—to sty t—1o

D% v(to) = limsup

+
t—td

, D7 v(tp) = limsup

t—ty

(6.7)

Chiaramente, se v ¢ derivabile in t( ciascuno di questi quattro limiti coincide
con v'(tp), ma in generale potrebbero essere tutti diversi 'uno dall’altro. In
ogni caso esistono sempre, possibilmente infiniti.

Dato un problema di Cauchy per un’equazione differenziale scalare

(6.8) {z’ = w(t, 2)

Z(fo) = 20,

dove w :]a,b[xR — R & continua, una disuguaglianza differenziale associata

a (6.8) ¢ del tipo
Dv < w(t

(6.9) { v wit,v)

v(to) < 20,

dove Dv coincide con una delle quattro derivate del Dini (la scelta dipendera
dal caso in considerazione). Una soluzione di (6.9) ¢ una funzione continua
v : [to, B[— R che soddisfa la seconda disuguaglianza e verifica la prima
puntualmente ovunque.

Il Teorema del confronto 6.3 ammette la seguente generalizzazione:

Teorema 6.34 (del confronto (III)) Sewv(t) é soluzione di (6.9) e il pro-
blema di Cauchy (6.8) ha un’unica soluzione z(t), allora v(t) < z(t) in futuro
in un comune intervallo di definizione [to, 5.

DIMOSTRAZIONE Sia I lintervallo di esistenza comune a z(t) e v(t).
Come nella dimostrazione del Teorema 6.3 sia K = [to, t1] un sottointervallo
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compatto di I e si ponga wg(t,y) = w(t,y) + 1/k, (tx,yx) = (to,y0) per
k €N, k > 1. Detta z(t) una soluzione del problema di Cauchy

{z@>=waudw>
Z(to) = 20,

per il Teorema 5.14, definitivamente per k > k si ha che 2;(t) & definita su
[to,t1] e tende a z(t) per k — oo uniformemente in [tg,¢1]. Dimostriamo che
v(t) < zk(t) in [to,t1]. Per assurdo, supponiamo che esista ty € Jtg, t1] tale
che v(ta) > zx(t2). Allora esistono ty < o < 7 < t9 tali che

i) v(t) < zk(t) perto <t <o ev(o) = zx(o);
i) v(t) > z(t) per 7 <t < tg e v(T) = 2z (7).

Se la derivata del Dini Dv € una derivata sinistra si utilizza i), se destra si
utilizza ii). Per esempio, supponendo che D = DT (oppure D = D) si ha

o(t) —v(m) _ 2(t) — (7)
t—1T1 t—T

, t>T,

e passando al limsup (o liminf, a seconda dei casi) per t — 771 si ottiene

t) — t) —
D+U(T) = lim sup 71}( ) — () > limsup 7%( ) — 2(7) = 21.(1),
t—7T t—1 t—7T t—1
ma per ipotesi si ha
1
DYo(r) < w(m,v(1) = w(T, (7)) < w(T, 21(7)) + — = 23,(7),

k

il che ¢ assurdo. Allora deve essere v(t) < zi(t) per ogni t € [tg, t1] e k gran-
de. Passando al limite per k — +oo si ottiene v(t) < z(t) e, dall’arbitrarieta
di K = [to, 1] in I, tale relazione vale in I. O

Il Teorema 6.34 si applica ai sistemi di equazioni differenziali y' = f(¢,y)
con y € R™ per ottenere delle stime sulla norma v(t) = ||y(¢)|| delle soluzioni.
L’osservazione fondamentale ¢ la seguente: se D rappresenta una derivata
del Dini, allora

IDlly@ll| < lly' @), vt
Infatti, se h # 0 si ha

ly(t + M = lly@ON | _ NyE+h) =yl _ H y(t +h) —y(t)
h = 1] h

9
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e, a seconda dei casi, passando al limsup o liminf per h — 0" o h — 0~
si ha la tesi. Ricordando che y(¢) ¢ soluzione di y' = f(t,y), varra quindi
IDlly()Il] < [If(t y(t)|l: per avere una disuguaglianza differenziale per la
norma v(t) di y(t) del tipo (6.9) sara dunque sufficiente trovare una stima
della norma del campo vettoriale f della forma

1F (& o)l < w(@ llyl)-

Vale dunque il seguente corollario al Teorema 6.34:

Teorema 6.35 (del confronto (IV)) Se || f(t,y)|| < w(t,||y||) dove w ve-
rifica le ipotesi del Teorema 6.34, allora ogni soluzione y(t) del problema di
Cauchy y' = f(t,y), y(to) = yo soddisfa ||y(t)|| < z(t), con z(t) soluzione di
Z = wl(t,2), 2(to) = lly(to)ll-

DIiMOSTRAZIONE Segue dal Teorema 6.34 e dall’analisi appena svolta. [

Come corollari si riescono a provare o ridimostrare alcuni risultati di
esistenza e unicita globale (cfr. Teoremi 4.12-4.13 e I’Esercizio 5.10).

Corollario 6.36 Data f :]a,b[xR" — R", se ||f(t,y)|| < €(t)|ly|l + m(t)
per ogni (t,y) € la, b[xR™, con £,m funzioni continue e non negative, allora
ogni soluzione dell’equazione y' = f(t,y) & globalmente definita in futuro.

DIMOSTRAZIONE Presa y(t) soluzione del problema di Cauchy con dati
y(to) = yo e posto w(t,z) = £(t)z + m(t) sia z(t) la (unica) soluzione di
2 = w(t,z), w(to) = ||yol|. Per (8.9) si ha

) =0 luoll + [ e HImiyas], L) = [ mis)ds

to to

in particolare z(t) ¢ globalmente definita in a, b[. Per il Teorema 6.35 vale
lly(t)|| < z(t) per t >ty e il Teorema 4.5 implica la tesi. O

Corollario 6.37 Data f :]a,b[xR"™ — R", sia w :]a,b|xR — R continua,
con w(t,0) = 0, tale che ci sia unicita in futuro per le soluzioni di 2’ = w(t, z)
e valga

1t y1) = F(E w2)ll < w(ts [lyr — v2l),

per ogni (t,y1), (t,y2) €la,b[xR™. Allora ogni problema di Cauchy y =
f(t,y), y(to) = yo ammette unicita in futuro delle soluzioni.
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DIMOSTRAZIONE Supponiamo che il problema con dati iniziali y(t9) = yo
abbia due soluzioni yi(t), y2(t) definite in futuro in [tg, B[; posto v(t) =

ly1(t) — y2(t)] si ha

Du(t) = Dlly1(t) — y2 (&) < Ii(t) — wa(®)]| = I1f (£, 91(2)) — £(t, 2(2))]]
< w(t, [lya(t) —y2 (D)) = w(t, v(t)).

Per il Teorema 6.34 vale v(t) < z(t) in futuro dove z(¢) ¢ la soluzione del
problema 2’ = w(t,2), z(to) = v(to) = |ly1(to) — y2(to)]] = 0. Essendo
w(t,0) = 0 ed avendo tale problema unicita delle soluzioni, segue che z(t) =0
da cui y1(t) = ya(t) per t > to. O

In particolare, prendendo w(t,z) = L(t)z con L continua e positiva,
ovvero assumendo

If(ty1) — f(ty)ll < L) yr — w2l

dai Corollari 6.36-6.37 si riottiene il Teorema di esistenza globale 4.13 cioe
che l'equazione 3’ = f(t,y) ammette esistenza e unicita globale in futuro.

Il Teorema di Hartman-Grobman. Varieta stabile e instabile

Il Teorema di linearizzazione 6.31 mette in relazione la stabilita di un equi-
librio ¥ per un sistema nonlineare con quella dell’origine per il sistema li-
nearizzato in y. La connessione tra questi due sistemi ¢ piu profonda, come
afferma il seguente teorema.

Teorema 6.38 (di Hartman-Grobman) Siano f : & C R* — R" di
classe C' e 5 un equilibrio iperbolico per y' = f(y). Allora i flussi ¢¢(y)
e ¥(z) associati, rispettivamente, alle equazioni y' = f(y) e 2/ = Df(y)z
sono mappe topologicamente coniugate, ovvero esistono U intorno aperto
di 5, V intorno aperto di 0 in R™ e un omeomorfismo h : U — V tale che
he(y)) = e(h(y)) per ogni (t,y) tali che ¢(y) € U (ovvero hogy = proh).
Essendo in questo caso ¢y (z) = ez, dove si ¢ posto A = Df(5), la relazione
sopra si riscrive come h(¢:(y)) = et4h(y).

Poiché h & un omeomorfismo, dalla relazione ho ¢; = 1, o h di coniugio topo-
logico si ottiene anche ¢y = h=! o), o h. La dinamica del flusso ¢; ¢ dunque
ottenibile da quella di ¢, essenzialmente mediante una sorta di “cambiamen-
to di coordinate” h. Piu precisamente, ’omeomorfismo h trasforma orbite
del primo sistema in orbite del secondo, e viceversa, preservando il senso di
percorrenza delle orbite e la loro parametrizzazione, si veda la Figura 6.11.
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Dunque, dal punto di vista delle equazioni differenziali, il teorema afferma
che localmente vicino a ciascun equilibrio i due sistemi hanno il medesimo
ritratto di fase, cio¢ un analogo insieme delle orbite (come esempio si veda
il sistema (6.12) e la relativa Figura 6.12).

1%

Figura 6.11: Flussi topologicamente coniugati

Nello studio della geometria locale del flusso si puo essere addirittura piu
precisi, introducendo il concetto di varieta stabile e instabile.

Definizione 6.39 Dati un sistema di equazioni differenziali y' = f(y),
f:Q CR" = R", e un suo equilibrio §, posto ¢i(y) il flusso associato,
si definiscono la varieta stabile locale W} () e la varieta instabile locale
W .(y) dig come

(610) I/I/vlsoc(?) = {y eU: ¢t(y) — Y, se s +00, ¢t(y) € Uu vt > O}a
(6.11) Wi (y) ={yeU: ¢(y) =7, set - —o0, ¢u(y) € U, Vt <0}.

dove U € un intorno di yj.

Nel caso di un sistema lineare vy’ = Ay si pud dimostrare che le variet
stabile e instabile W} (0), W} _.(0) relative all’equilibrio 0 costituiscono due
sottospazi vettoriali £%(0), E*(0) (“varieta lineari”), il primo di dimensione
uguale alla somma delle dimensioni di tutti i sottospazi generalizzati (si veda
p. 240) relativi agli autovalori con parte reale negativa, il secondo, a quelli
con parte reale positiva. Nel caso di un sistema nonlineare vale il seguente

Teorema 6.40 (della varieta stabile/instabile) Sia f: Q@ C R" — R”
di classe C* e sia § un equilibrio iperbolico di y' = f(y). Allora esistono le
varieta locali stabile e instabile W} (y) e W (§), aventi, rispettivamente, la
stessa dimensione delle varieta E*(0), E*(0) relative al sistema linearizzato
2 = Df(y)z. Inoltre W _(y) e W.(y) sono tangenti, rispettivamente, a
E*(0) e E“(0) nel punto g.
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Come esempio si consideri il sistema

(6.12) vi =42 — (1 + 12)°
vy =1+ (1 +12)%
con l'equilibrio 3 = (0,0). Poiché (y; + y2)? & chiaramente un termine

quadratico in (y1,y2), il sistema linearizzato in g &

(ot o (-0 9 (2)-2()

2h = 21, 2 1 0/ \2 Z9

Gli autovalori di A sono A1 = —2 e Ay = 2. Poiché sono reali e non nulli
I’equilibrio e iperbolico, ed essendo A2 positivo l'equilibrio e instabile sia
linearmente che nonlinearmente. I due autovettori corrispondenti sono dati
da vy = (2,—1), va = (2,1) percido E® = span(v1) = {y1 + 2y2 = 0} mentre
E* = span(ve) = {y1 — 2y2 = 0}, dunque E* ed E* sono due rette.

Per quanto riguarda il sistema nonlineare, per il Teorema 6.40 entrambe
le varieta W .(y) e W} .(y) hanno dimensione 1, dunque sono delle curve.
Con gli strumenti del Capitolo 7 si pud calcolare un integrale primo (si veda
la Definizione 7.1), dato da F(y1,y2) = 12y3 — 3y? — 2(y1 + y2)?. Poiché
F(y1(t),y2(t)) ¢ costante lungo le soluzioni, le orbite sono contenute in un
insieme di livello di F'. Se y € W} _(y) oppure y € W} (y), dovendo essere
(y1(t),y2(t)) = ¢e(y) — U per t — +o00 oppure t — —o0, per continuita di
F segue che y deve appartenere al medesimo insieme di livello di 7, dunque
W (HUWEF) € {F(y1.v) = F(@) = 0} = {123 —3y2 —2(y +2)? = 0}.

Figura 6.12: Ritratto di fase in un intorno del rispettivo equilibrio per a) il
sistema (6.12), b) il suo sistema linearizzato in 7. In arancione sono rappre-
sentate le varieta instabili, in rosso quelle stabili. In a) le linee tratteggiate
sono le rette tangenti alle varieta stabile e instabile
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Dunque le varieta locali stabile e instabile sono curve con supporto nella
curva piana algebrica (cubica) di equazione 12y2 — 3y? — 2(y; + y2)? = 0.
Le tangenti a questa curva nell’origine hanno globalmente equazione data
da 12y3 — 3y? = 0 dunque sono 2y —y1 = 0 e 2y2 + 31 = 0 e coincidono
proprio con E" e, rispettivamente, FE°. In definitiva, localmente vicino a
y l'insieme di livello 0 di F' si decompone nelle due curve individuate da
We.(y) e Wi.(y) e tangenti nell’origine a E* e E". In Figura 6.12 sono
rappresentati i ritratti di fase del sistema (6.12) in un piccolo intorno di g
e, rispettivamente, del suo linearizzato in (0, 0).

Si noti che la somiglianza dei due ritratti di fase avviene solo in piccolo;
per (y1,%2) grandi, il termine nonlineare (y; + y2)? inizia a influenzare for-
temente la dinamica del sistema (6.12) e il suo ritratto di fase globale ¢ in
effetti rappresentato dalla Figura 6.13.

— ~_

T

Figura 6.13: Ritratto di fase in grande del sistema (6.12). La linea rossa
rappresenta l'insieme di livello 0 di F', contenente sia la varieta stabile che
quella instabile. Si noti come per y; negativi la varieta instabile si ripieghi
su se stessa per poi sovrapporsi a quella stabile; la corrispondente orbita ¢
relativa a una soluzione y(t) che connette ’equilibrio 7 con se stesso, ovvero
tale che y(t) — ¥ per t — £oo. Trattasi di una cosiddetta orbita omoclina.



Capitolo 7

Sistemi autonomi e integrali
primi

Integrali primi e sistemi conservativi

Nello studio qualitativo delle soluzioni di un sistema di equazioni differenziali
puo tornare spesso utile la conoscenza di qualche “costante del moto” ovvero
di qualche quantita conservata lungo le soluzioni del sistema stesso. Nel
seguito di questo capitolo ci restringeremo ai sistemi autonomi del tipo

(7.1) y' =9()
dove g : A C R™ — R™ & continua, A aperto.

Definizione 7.1 Un integrale primo dell’equazione (7.1) € una funzione
E . A — R costante lungo tutte le soluzioni, cioé tale che per ogni soluzione
y: I = R"™ di (7.1) si abbia E(y(t)) = costante per ognit € I.

Definizione 7.2 Un sistema (7.1) si dice sistema conservativo se ammette
almeno un integrale primo.

Normalmente nella definizione di integrale primo si richiede in aggiunta che
E non sia localmente costante cioe non sia costante su alcun aperto conte-
nuto in A. Questa ulteriore condizione serve per evitare casi banali: per
esempio, ogni funzione costante E & un integrale primo (di una qualsiasi
equazione differenziale) ma & chiaro che non fornisce alcuna informazione
sul comportamento delle soluzioni! Un facile criterio per verificare che E sia
un integrale primo e dato dal seguente lemma.

150
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Lemma 7.3 Se E € C'(A) soddisfa

(VE(y),9(y)) =0

per ogniy € A, allora E ¢é integrale primo per (7.1).
DIMOSTRAZIONE Data y : I — R soluzione di (7.1) si ha

d

1 EW®) = DE@®)y' (1) = (VE((1)),y' (1)) = (VE(y(1)), 9(y(#))) = 0

per ogni t € I dunque E(y(t)) & costante in I. O

Se E ¢ integrale primo di (7.1) e y : I — R™ ¢& soluzione del problema
di Cauchy associato con y(0) = yp si ha dunque E(y(t)) = E(yo) per ogni
t € I ovvero, in altri termini, y(t) € E~(E(yo)) ciot y(t) € E. dove

E.:={yeR": BE(y)=c}=E""'({c}),

e Uinsieme di livello ¢ = E(yp) della funzione E. Lo studio degli insiemi di
livello di un integrale primo puo¢ fornire molte informazioni riguardanti le
soluzioni del sistema in considerazione. Per esempio vale il seguente

Corollario 7.4 Se E ¢ un integrale primo di (7.1) e gli insiemi di livel-
lo di E sono compatti, allora tutte le soluzioni (massimali) di (7.1) sono
globalmente definite in passato e futuro.

DIMOSTRAZIONE Basta utilizzare la precedente osservazione e il Teore-
ma 4.1. O

Chiaramente puo accadere che alcuni insiemi di livello siano compatti ed
altri no; in questo caso il corollario si applica a tutte le soluzioni che sono
contenute negli insiemi di livello compatti.

Che struttura hanno gli insiemi di livello di E7 In generale si puo dimo-
strare che se f: A CR™ — R" P con p > 0 ¢ di classe C! e per ogni = € A
il differenziale D f(z) ha rango massimo (= n — p) allora per ogni ¢ € R"™P
I'insieme f. = {z € A: f(x) = c}, se non vuoto, ¢ una varieta differenziale
di classe C' e dimensione p. In particolare

e se p =1 si hanno le curve;
e se p = 2 si hanno le superfici;

e se p=n — 1 si hanno le ipersuperfici.
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Piu in generale, posto N = {z € A: Df(x) non ha rango massimo} si pud
dimostrare che per ogni ¢ € R" P l'insieme f.\ N, se non vuoto, ¢ una
varietd differenziale di classe C! e dimensione p.

Nel caso in considerazione, per quasi ogni valore di ¢ € R l'insieme di
livello F, rappresenta quindi una ipersuperficie in R™. Si osservi che la
condizione sul rango equivale a dire che il gradiente di £ non si annulla mai.
Eventualmente I'analisi precedente si puo applicare a un singolo insieme di
livello; infatti, se per qualche c il gradiente di £ non si annulla in E, ed esiste
un intorno aperto U di E, su cui il gradiente non si annulla (cio accade se
per esempio E. ¢ compatto), allora applicando il risultato sopra all’aperto U
si ha che E. e una varieta di dimensione p = n — 1. Potrebbe pero accadere
che per altri valori di ¢ ¢io non sia verificato.

Puo inoltre succedere che un sistema di equazioni differenziali abbia piu
di un integrale primo; in questo caso 'orbita di ogni soluzione del sistema
sara contenuta nell’intersezione degli insiemi di livello relativi a ciascun in-
tegrale primo. Per esempio, se il sistema (7.1) ammette due integrali primi
E' ed E?, per ogni soluzione y : I — R" del sistema tale che y(0) = yo si
avra y(t) € EX N EZ2 dove ¢; = E'(yp), i = 1,2. Si osservi che, introdotta
la funzione E : A — R? definita da E(y) = (E'(y), E*(y)), si ha y(t) € E.
dove ¢ = (c1, ¢2). Per quanto visto, se il differenziale di E ha rango massimo
(= 2) l'insieme E. rappresenta una varieta differenziale di dimensione n — 2.
Si osservi che il rango di DE & massimo se VE! e VE? non sono paralleli
e, visto che VE' & un vettore normale all’ipersuperficie E?, cio significa che
le due ipersuperfici E}, E? si intersecano trasversalmente. Questa osserva-
zione si estende a un numero arbitrario di integrali primi; in generale, dato
un sistema in R™, se si conoscono m integrali primi indipendenti (nel senso
che i loro gradienti sono linearmente indipendenti, dunque m < n e in realta
m < n — 1) allora U'intersezione degli insiemi di livello, a cui appartengono
le orbite delle soluzioni, & una varieta di dimensione n — m. In particolare,
se si conoscono n — 1 integrali primi indipendenti le intersezioni dei relativi
insiemi di livello rappresenteranno delle varieta di dimensione n—(n—1) =1
cioe curve, che dunque conterranno il supporto delle orbite delle soluzioni.
Per sistemi planari bastera quindi conoscere un integrale primo, per sistemi
in R? si dovranno invece trovare (se esistono!) due integrali.

Esempio 7.5 Dato il sistema in R?

¥ =yz
y = —xz
2 =—

k‘zazy,
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dove k > 0 & una costante, verifichiamo che le funzioni E*(z,y, z) = 22 +y? e
E?(x,y,z) = k*x? 4 22 sono integrali primi. Il campo vettoriale g € C*°(R3?)
¢ dato da g(x,y,2) = (yz, —xz, —k%*ry), quindi il sistema ha esistenza e
unicita locale per i problemi di Cauchy associati. Non valgono invece le
ipotesi dei vari teoremi di esistenza globale. Si ha facilmente

VEY(z,y,2) = (22,2y,0),  VE*(z,y,2) = (2k%2,0,22),

da cui (VEY(z,y,2),9(z,y,2)) = 0 e (VE*(x,y,2),9(x,y,2)) = 0, dun-
que E', E? sono integrali primi. Fissato un dato iniziale (zq,yo,z20), det-
ta (z(t),y(t),z(t)) la soluzione del relativo problema di Cauchy, e posto
c1 = EYzo,v0,20) = 23 + y3, co = E?*(wo,y0,20) = k*z3 + 23 si ha
(z(t),y(t), 2(t)) € EL N EZ2. Gli insiemi di livello di E' sono dei cilindri
di sezione circolare e asse coincidente con 'asse z, mentre quelli di E? sono
sempre cilindri di sezione ellittica e asse coincidente con l’asse y. Si osservi
che gli uni e gli altri sono insiemi illimitati ma la loro intersezione ¢ invece
un insieme compatto. Volendo essere pill precisi, per ogni ¢ si ha

()], ly(t)] < Va2(t) + y2(t) = Vag + u5,
k222(t) + 22(t) = VK23 + 22,

percio la generica soluzione, avendo le coordinate limitate, & contenuta in
un compatto quindi, per il Teorema 4.1, & globalmente definita in futuro e
passato cioe in R. L’analisi del sistema proseguira nel Capitolo 13.

Sistemi di ordine 2 conservativi: il caso dell’energia

Tra i “sistemi” conservativi si annoverano i sistemi omogenei di ordine 2

(7.2) Y = 9(y)
dove g : A C R™ — R"™ & un campo vettoriale conservativo cioe tale che
esiste V€ C'(A) con g(y) = —VV(y) per ogni y € A (il segno “~” &

convenzionale). In definitiva si tratta di sistemi della forma
(7.3) y' = -VV(y).

Verifichiamo che (7.3) o, meglio, il corrispondente sistema di ordine 1 equi-
valente

y=p _ _
(7.4) {p,:_va) y=(y1,--4n), p=(P1,---,Pn),
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€ un sistema conservativo, con integrale primo dato dall’energia

75) Byp) = 4 vy,

Infatti, il campo vettoriale F': A x R™ — R™ x R" del sistema (7.4) & dato
da F(y,p) = (p, —VV(y)), mentre il gradiente di E ¢ dato da

VE(y,p) = (0uE(Y,p),- -, 04, E(Y,D),0p, E(Y, D), -, 0p, E(y,p))
= (0, V(¥)s--+, 0y, V(y),p1,---,0n) = (VV (), ),

percio banalmente (VE(y,p), F(y,p)) = 0 per ogni (y,p) € A x R". Si
osservi inoltre che VE(y,p) = 0 se e solo se VV(y) = 0 e p = 0; l'insieme
dei punti critici di £ ¢ dunque contenuto nel sottospazio lineare di equazione
p = 0 e dimensione n. In particolare F non e costante su alcun aperto di
A x R™. Essendo integrale primo, E & costante lungo le soluzioni (y(t), p(t))
di (7.4); in termini dell’equazione (7.3) si ha allora che

Iy ()11

E(y(t),y'(t) = ==+ V(y(®))

¢ costante lungo le soluzioni di (7.3). La funzione L(t) = ||3/(¢)||*/2 & chia-
mata energia cinetica mentre P(t) = V (y(t)) ¢ chiamata energia potenziale
di y(t). Si avra quindi (y(t),y'(t)) € E. dove ¢ = E(yo, y{)-

Osservazione 7.6 Nei casi fisici, il sistema (7.3) si scrive piu precisamente
my" = —VV (y); definendo il momento p = my’, (7.4) diventa

y' =p/m

p=-VV(y).
Ogni sistema conservativo di questa forma e un sistema hamiltoniano con
funzione Hamiltoniana data dell’energia H (y,p) = ||p||?/(2m)+V (y); infatti

y' = 0pH(y,p)
p'=—0,H(y,p).
Da un altro punto di vista, my” = —VV(y) coincide con le equazioni di
Eulero-Lagrange associate alla Lagrangiana L(y,vy') = m||y/||?/2 — V (y):
d (OL oL d , "
ﬁ<8y> oy @) V) =myt V()

Per gli approfondimenti si rimanda ai testi di Meccanica Razionale.
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Osservazione 7.7 Se n = 1, l’equazione del secondo ordine omogenea
y" = g(y), g continua, & sempre conservativa; basta infatti prendere V(y) =
— [V g(s) ds, percid la sua energia & data da

/\2
Bu/) = BE = [ g)as

Osservazione 7.8 L’analisi degli insiemi di livello dell’energia permette di
avere informazioni sulle soluzioni o, meglio, sulle orbite delle soluzioni del
sistema (7.4) nel relativo spazio delle fasi A x R™. Per esempio, si puo
dimostrare che se V : R" — R e lim o V (y) = +0c (ovvero V & funzione
“coercitiva”) allora c’¢ esistenza globale delle soluzioni di v’ = —VV (y);
infatti, gli insiemi di livello dell’energia, se non vuoti, sono compatti. Fissato
¢ € R l'insieme di livello E, ¢ formato dai punti (y, p) soluzioni dell’equazione
Ipl|?/2 + V(y) = c. Per ipotesi segue che V ha un minimo globale Vj,;, su
tutto R™ (verificarlo per esercizio). Per ogni soluzione (y,p) si ha dunque
IPI2/2 = ¢ — V(y) < ¢ — Vinin da cui segue [[p]l < v/2(c — Vinin) = Prmae
(se ¢ < Vppin chiaramente E,. & vuoto). Inoltre V(y) = ¢ — |[p[|?/2 < ¢, e
per ipotesi esiste r = r. > 0 tale che se [|z|| > r si ha V(z) > ¢. Dunque
per |ly|| > r non possono esistere soluzioni di E(y,p) = ¢ e in definitiva il
generico punto (y,p) di E. deve necessariamente soddisfare [|p|| < pmax €
lly|| < r, percio E. e limitato ed essendo anche chiuso & compatto.

Esempio 7.9 Le soluzioni dell’equazione del secondo ordine

sono tutte globalmente definite e limitate. Infatti V(y) = [Ys3ds = y*/4
tende all’infinito per y — 400 e basta utilizzare ’osservazione precedente. Si
osservi che il campo vettoriale del sistema di ordine 1 associato ¢ F(y,p) =
(p, —y*) che non & sublineare né globalmente lipschitziano. Non si potevano
dunque applicare i teoremi di esistenza globale 4.12 e 4.13.

Il pendolo non lineare senza attrito

In questa sezione presentiamo un’analisi qualitativa delle soluzioni dell’equa-
zione del pendolo non lineare senza attrito. Supponiamo quindi di avere un
pendolo di lunghezza ¢, al cui estremo e fissata una massa m e il tutto e inse-
rito all’interno del campo gravitazione con accelerazione g. Preso un sistema
di riferimento come in Figura 7.1, con 'asse delle ordinate diretto verso il
basso, si denoti con 0 I’angolo che il pendolo forma col semiasse positivo di
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y. Dalla fisica, supponendo che ’asta abbia massa trascurabile rispetto a m
e che non ci sia attrito, I’equazione che governa il moto del pendolo ¢ data da

(7.6) 0" = —% sen 6. r
Introdotta la welocita angolare w := 6', 1'e- 14
quazione e equivalente al sistema di ordine 9

1 nelle incognite (0,w)

’ 0
(7.7) {9/_“ m

W' = —%send.
Y
Poiché g(#) = —9senf & globalmente 1-
lipschitziana, per il Lemma 2.16 e il Teore- Figura 7.1: Il pendolo

ma 4.13 si hanno esistenza e unicita globa-
le delle soluzioni dei problemi di Cauchy associati a (7.7) e a (7.6). Per
I’Osservazione 7.7 della sezione precedente il sistema € conservativo con

V(0 =— fe(—% sens)ds = —% cos 6, dunque ’energia ¢ data da
Ef,w) = W—Q — 9 cosd
WE T

ed ¢ costante lungo le soluzioni, ovvero si ha E(0(t),w(t)) = E(fy,w) per
ogni ¢t dove (0(t),w(t)) e la soluzione di (7.7) con dati iniziali (6(0),w(0)) =
(0o, wp). Studiamo quindi le curve di livello E. di E nel piano delle fasi
0 — w. Anzitutto si osservi che lenergia ha periodo (27,0) nel senso che
E(0+2m,w) = E(8,w) per ogni (A, w). Basta quindi restringere 1’analisi alla
striscia [—7, 7] X R e poi estendere i risultati per periodicita su tutto R2.

Cerchiamo gli equilibri, soluzioni di F(f,w) = (w,—%senf) = 0. Si
ottengono quindi (0x,wy) := (km,0) al variare di k € Z. Studiamo la loro
stabilita lineare: il differenziale di F' € dato da

0 1
DF(0,w) = <—gcosé? 0) ’

per cui

0 1 0 1
DF (0o, war) = (—g/é 0) ; DF (0241, wok11) = (g/ﬂ 0> :

Gli autovalori di DF (0o, way) sono +iy/g/¢, immaginari puri, mentre quelli
di DF(02k+1,wak+1) sono £+/g/L. Per il Teorema 6.32 (0ok+1,war+1) SONO
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equilibri linearmente instabili mentre (0o, wsy) sono stabili (ma non asin-
toticamente stabili; nella terminologia corretta sono detti centri). Per il
Teorema 6.31 gli equilibri (fo11,wak+1) sono instabili anche per il sistema
nonlineare (7.7) mentre nulla si puo dire della stabilita di (Ao, way), k € Z.

La medesima analisi poteva essere fatta tramite lo studio dell’energia: i
punti critici di E sono soluzioni di VE(§,w) = (§senf,w) = 0 e coincidono
con gli equilibri del sistema (0, wy) = (km,0). Si pud studiare la natura dei
punti critici mediante I’Hessiano di E

g
s = (157 5).

Essendo det HE(2km,0) = g/¢ positivo con traccia positiva, i punti critici
(O2k, war) = (2km,0) sono tutti dei minimi locali (e anche globali); diver-
samente, poiché det HE((2k + 1)m,0) = —g/f & negativo, i punti critici
(O2k+1,w2r+1) = ((2k 4+ 1)7,0) sono tutti punti di sella. Dal punto di vista
fisico i punti di sella sono degli equilibri instabili: spostandoci leggermente
da essi lungo alcune direzioni si tende ad allontanarsi; i minimi locali sono,
per un motivo analogo, equilibri stabili. Il grafico e le curve di livello di E
sono rappresentati in Figura 7.2.

|
)

Y

|
:

A
9

Figura 7.2: Curve di livello e grafico di E(6,w)

Studiamo ora le curve di livello di E. Per quanto visto nella sezione
precedente gli insiemi di livello sono delle curve e le orbite delle soluzioni
saranno archi di queste curve. In questo caso, 'insieme di livello ¢ = Fy =
E(6p,wp) ¢ dato da

2
% gcosG—EO

~
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e si puo esplicitare w in funzione di 6 ottenendo

(7.8) w = w(0) :i\/Q(Eo—i-gCOSQ).
Si tenga ben presente che quella ottenuta non ¢ la soluzione, essendo que-
st’ultima una funzione ¢ — (0(t),w(t)), mentre si & esplicitato w in funzione
di @ e non di t. Potendo scrivere 6 = 6(t) in funzione di ¢ (ma cio, vedremo,
in generale non & possibile) si otterrebbe anche w(f(¢)) in funzione di ¢.

Ci sono diversi casi, a secondo dell’energia iniziale del pendolo.

I caso: | Ey > g/ |. L’argomento della radice in (7.8) & sempre strettamente

positivo per ogni 6 € R e la funzione w(f) & definita e strettamente positiva
su tutto R. L’insieme di livello non e limitato ed & costituito da due curve
periodiche una contenuta nel semipiano w > 0 e ’altra nel semipiano w < 0
(si veda la Figura 7.3). Essendo #'(t) = w(t), la funzione (t) & stretta-
mente monotona (crescente o decrescente) e l'orbita della soluzione copre
interamente uno dei due rami dell’insieme di livello.

NM

0

Figura 7.3: Curve di livello, caso Ey > g/¢

Dal punto di vista fisico, ’energia iniziale ¢ sufficiente a fare arrivare il
pendolo nella posizione verticale (corrispondente a §# = 4+ o a loro multipli)
con un’energia cinetica non nulla pari a Ey — g/¢ > 0. Cio permette al
pendolo di oltrepassare ’equilibrio instabile e “ricadere dall’altra parte”. Le
soluzioni corrispondono quindi a oscillazioni circolari periodiche del pendolo,
in senso orario se wg < 0, antiorario se wy > 0. Le orbite e le traiettorie
delle soluzioni sono rappresentate in Figura 7.4.

II caso: . Corrisponde al caso limite, detto caso delle separatrici,
le quali sono le curve di livello date da

2 0
w==+ 79(1+C089) :i2\/g‘cos2 .

Le curve di livello sono ancora definite per ogni § € R ma ora in corrispon-
denza di 0 = (2k + 1), k € Z, la componente w si annulla: gli equilibri
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Figura 7.4: Orbite e traiettorie delle soluzioni, caso Ey > g//¢

510 15

instabili appartengono dunque all’insieme di livello Fy = g/¢ che ¢ anche
connesso (si veda la Figura 7.5). Si consideri una soluzione del pendolo che
parte dalla posizione (6y,wp) con energia g// e, per facilita, con —m < 0y < 7
e wp > 0. La restrizione dell'insieme di livello a § € [—7, 7] e w > 0 ¢ un
arco di curva che connette i due equilibri (—m,0) e (7,0).

w

25

Figura 7.5: Curve di livello, caso Ey = g/¢

Si avra dunque €'(t) = w(t) > 0 e O(t) & crescente: lorbita corrispondente
percorre in futuro ’arco dell’insieme di livello in senso orario e tende all’equi-
librio (7,0) ma senza mai arrivarci. Infatti, per I'unicita nessuna soluzione
non costante puod entrare in un equilibrio in tempo finito. Analogamente, in
passato la soluzione tende all’altro equilibrio (—m,0). Dal punto di vista fi-
sico, ’energia iniziale € tale che la soluzione tende alla posizione verticale, in
futuro e passato, in tempo infinito, senza mai arrivarci (chiaramente questo
¢ un modello!). Le orbite e le traiettorie delle soluzioni sono rappresentate
in Figura 7.6.

ITI caso: |Ey < g/¢|. Piu precisamente si avra —g/¢ < Ey < g/{ dove

Penergia —g//¢ ¢ il minimo globale dell’energia che corrisponde a tutti e soli
gli equilibri stabili. Per valori inferiori di Fy I'insieme di livello & dunque
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Figura 7.6: Orbite e traiettorie delle soluzioni, caso Fy = g//

vuoto. Nel presente caso l'argomento della radice in (7.8) non & sempre
positivo; nell’intervallo [—7, ] si annulla per §# = +q«, con a € ]0, 7| soluzione
dell’equazione

@)_

EO—I—gcosa:O <= azarccos(—
g

14

L’equazione (7.8) pud dunque riscriversi nella forma

2
w= j:\/gg(cose — cos )

e dunque ha senso per 6 € [—a,a] e per periodicita in tutti gli intervalli
[2km — o, 2km + o, k € Z.

N

25

Figura 7.7: Curve di livello, caso Ey < g/¢

Ogni insieme di livello ¢ costituito da infinite componenti connesse, una
per ogni striscia [(2k — 1)m, (2k 4+ 1)7] e rappresentante il supporto di una
curva chiusa semplice (si veda la Figura 7.7). Nella striscia [—m, 7] x R, le
soluzioni associate corrispondono a oscillazioni periodiche del pendolo tra le
due posizioni estreme di 8 date da —« e «. Nel piano delle fasi, I’orbita di tali
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soluzioni apparterra alla componente con-
\

nessa del relativo insieme di livello. Verifi- /2N

. ; . 5. . / \
chiamo che l'orbita copre l'intera curva in K \
tempo finito da cui seguira che la soluzio- / »/\

/ \

ne & periodica. Piu precisamente, fissato /) —a a N\
un dato iniziale (6y,wp) con, per facilita,

—a < 0y < a e wg > 0, dimostriamo che

esiste t1 > 0 tale che w(t;) = 0. Infatti si ha Figura 7.8: Oscillazioni perio-
0'(0) = w(0) = wp > 0 quindi O(¢) ¢ crescen- diche di ampiezza «

te in top = 0 e rimarra crescente finché w(t)

restera positiva. Per assurdo supponiamo che w(t) # 0 per ogni t > 0; per
continuitd necessariamente w(t) > 0 per ogni ¢ > 0 dunque 6(¢) & crescente.
Per monotonia esiste allora il limite lim;_, 1, 0(t) =: 65 e per confronto
—a < 0y < 05 < a. Essendo

(7.9) w(t) = \/25((305 0(t) — cos o)

esiste anche

. 29
t_13+moow(t) = \/E(COS O — COS V) =: Woo.

In definitiva (6(t),w(t)) tende al punto (0, weo). Poiché l'orbita e contenuta
nell’insieme di livello, che & chiuso, anche (f,ws) Vi appartiene. Per il
Corollario 6.10 (Ao, wso) deve essere un equilibrio, il che & assurdo perché
essendo 0 < a < 7 nessuno dei relativi insiemi di livello contiene equilibri
del sistema. In conclusione esiste ¢; > 0 tale che w(¢;) = 0 e di conseguenza
O(t1) = . Al tempo t; si ha ¢'(t;) = w(t1) = 0 e W'(t1) = —fsena < 0
quindi in un intorno destro di ¢; si avra w(t) < 0. In maniera del tutto
analoga si puo provare che se wy < 0 esiste un tempo to > ty tale che
(O(t2),w(t2)) = (—,0) e che in un intorno destro di ¢2 si ha w(t) > 0.
Mettendo insieme tutti i pezzi risulta chiaro che esiste un 7" > 0 tale che
(0(T),w(T)) = (By, wo) percio orbita (come anche la soluzione) & periodica.
Le orbite e le traiettorie delle soluzioni sono rappresentate in Figura 7.9.

B possibile scrivere una formula per il periodo di oscillazione delle solu-
zioni in dipendenza da « e in ultima analisi dall’energia iniziale Ey. Visto
che ogni soluzione ¢ periodica, supponiamo che al tempo ty = 0 sia (6p, wp) =
(—a,0). Detta (6(t),w(t)) la relativa soluzione, almeno inizialmente si avra
allora w(t) > 0. Inoltre, per (7.7) e (7.9) si ottiene

(7.10) o (t) = \/ %g(cose(t) _ cosa),
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Figura 7.9: Orbite e traiettorie delle soluzioni, caso Fy < g//

che e un’equazione differenziale autonoma del primo ordine nella sola in-
cognita . L’integrazione di questa equazione permetterebbe di trovare la
soluzione 6(t). Separando le variabili si ottiene

o(t) t
| £ / B / ds.
2g J_, +/COS® —cos 0

Se 7 ¢ il primo tempo positivo per cui §(7) = «, per simmetria 7 ¢ il
semiperiodo di oscillazione. Si ricava che il periodo di oscillazione T' = 27 ¢

I 1 I 1
T=2y/— ——dp =44 — —dop.
2g J_, \/cosp — cos 2g Jo +/cosy —cosa

sen(i2/2)
sen(a/2)

e 1 ~or B (1 L2
(7.11) T_4\/;/0 \/1—sen2(a/2)sen21/1d¢_27r\/;<l+ —a >

Questa formula fornisce un’espressione per il periodo T = T, del pendolo
in dipendenza da «, cioe dall’energia iniziale. Al contempo, I'analisi svolta
dimostra che se 0 < o < 7 non & possibile trovare esplicitamente la soluzione
6(t), visto che I'integrazione dell’equazione (7.10) coincide col calcolo dell’in-
tegrale (ellittico, di prima specie) in (7.11), problema non elementarmente
risolubile. Si osservi che lim,,_,g+ To, = 27r\/€/79. Se « ¢ piccolo l'oscillazione
¢ piccola e in definitiva il limite del periodo per av — 0 coincide proprio con
la formula classica del periodo delle piccole oscillazioni, cioe 27r¢€/7. Per

Mediante il cambio di coordinate sen) = si ricava




IL PENDOLO NON LINEARE SENZA ATTRITO 163

esercizio, si scriva il sistema linearizzato di (7.7) relativamente all’equilibrio
(0,0) e si dimostri che tale sistema ¢ equivalente all’equazione del pendolo
lineare (oscillatore armonico) §” = —gf/¢. Si verifichi che ogni soluzione di
quest’ultimo ¢ periodica e che il periodo (delle piccole oscillazioni) & 27‘(‘\/%
e non dipende dall’energia iniziale. In definitiva si ¢ dimostrato che il limite
del periodo delle soluzioni di (7.6) quando "ampiezza dell’oscillazione tende
a zero ¢ il periodo delle soluzioni del problema linearizzato in 0.

Per terminare I’analisi del problema, si osservi che ¢ possibile ottenere
una formula esplicita per le soluzioni con energia iniziale Ey = g/¢. Infatti,
procedendo come sopra, cio equivale a integrare 1’equazione

o (t) = i\/zf(l + cos6(1)).

Fissato per facilita il dato iniziale (6p,wo) = (0,24/g/¢) (in modo tale che
Ey = E(0y,wo) = g/¥), per separazione delle variabili si ottiene

Y o(t) 1 t
/ dp= [ ds=t.
29 Jo /14cosep 0

Essendo per ogni ¢ €] — 7, 7|

V14 cosp = \@cos% = \@(0052g—sen2 %) = \@cos2§(1—tg2 %),

1

mediante la sostituzione z = tg(p/4), tale che dz = Too2 (/)

dp, si ottiene

1 1 1 1 4 1
| o= e e =i et

1
=2In . tE_ 2v/2 settanhz = 2v/2 settanh tg(p/4),
-z

da cui segue
2y/¢/gsettanh tg(0(t)/4) = t.

Risolvendo questa equazione nell’incognita 6(t) si ottiene infine
L /g
0(t) = 4 arctg tanh (5 Zt)

Si osservi che 0(t) tende ai valori —7 e 7 (cioe la relativa soluzione di (7.7)
tende ai due equilibri (—m,0) e (7,0)) rispettivamente se t — —oo e t — 00,
dunque 'orbita non & periodica. Una tale orbita, che connette due equilibri



164 CAPITOLO 7. SISTEMI AUTONOMI E INTEGRALI PRIMI

distinti in tempo infinito, viene detta eteroclina; nel caso in cui connette
un equilibrio con se stesso si dice invece omoclina. Vale la pena notare che
per dimostrare, come a volte si dice in casi come questo, che il “periodo
di oscillazione e infinito” non serviva calcolare esplicitamente la soluzione.
Infatti tale tempo di oscillazione coincide col valore dell’integrale

e [ 1 d

29 ) - VTFcosp "
che ¢ un integrale improprio in entrambi gli estremi di integrazione. Per
valutarne la convergenza basta utilizzare il criterio di asintoticita: svilup-
pando il coseno in serie di Taylor con punto iniziale 7 si ottiene cosp =
cosm — senm(p — ) — LT(p — )% + o((¢ — m)?) da cui 1 + cosp =
(@ —m)%+0((p—m)?). Di conseguenza la funzione /I + cos ¢ ¢ asintotica
a %(ﬂ' — @) per ¢ — T, percio

i 1 1
= do~
/ v1+cosp 7 / T™— @
e lintegrale, dunque il tempo di oscillazione (o, meglio, di percorrenza
dell’orbita) ¢ infinito.

dp = +o0,

Osservazione 7.10 Per la generica equazione conservativa di ordine due

"

y' = g(y)

e il relativo integrale primo dato dall’energia

/N2 /N2 Yy
Blo) = 4 vi) = L [Nt as

& sempre possibile risolvere 'equazione E(y,y') = Ey := E(yo,y}) in funzio-
ne di 3 ottenendo I'equazione differenziale di ordine 1

y' = +v2(E) - V(y)),

la quale permette di ricavare informazioni sulla soluzione nonché, potendola
integrare, la soluzione stessa.

La ricerca di integrali primi

Dopo avere compreso che la conoscenza di eventuali integrali primi per un
sistema di equazioni differenziali permette di ottenere molte informazioni sul
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comportamento delle soluzioni, resta il problema di come fare per trovarli,
sempre che ne esistano. Nel caso di sistemi planari autonomi del tipo

{fza@w)

(7.12) J = b(z.y),

con a,b: A C R? — R continue, esiste un metodo che utilizza le 1-forme

differenziali. L’idea & sostanzialmente la seguente: se & possibile esprimere

la variabile ¢ in funzione di « (oppure di y) si ottiene, almeno formalmente
dy dydt vy bz,y)

7.13 — = =Z =
(7.13) de  dtdr o  a(z,y)’

che ¢ una singola equazione scalare dove x ¢ ora la variabile indipendente e
y = y(z) quella dipendente. Procedendo ancora formalmente si ha

a(z,y)dy = b(z,y)de = w(z,y) = —b(z,y)dr + a(z,y)dy = 0.

In definitiva ci si aspetta che la 1-forma w(x,y) sia nulla. Non solo: se w &
esatta in A cio¢ esiste una primitiva F' € C1(A) tale che dF = w allora ci si
aspetta che dF' = 0 cioe che F sia costante lungo le soluzioni di (7.12). In
effetti, questo discorso puo essere formalizzato correttamente.

Proposizione 7.11 Dato il sistema (7.12) con a,b : A C R? — R conti-
nue, se la 1-forma w(x,y) = —b(x,y)dx + a(x,y)dy é esatta allora ogni sua
primitiva € un integrale primo di (7.12).

DIMOSTRAZIONE Per ipotesi esiste F' € Cl(A) tale che dF = w cioe

VF(z,y) = (=b(x,y),a(x,y)). Il campo vettoriale associato al sistema
(7.12) ¢ g(z,y) = (a(x,y),b(x,y)) quindi si ha (VF(z,y),g(z,y)) = 0 in
A e per il Lemma 7.3 F' ¢ integrale primo del sistema. |

Ricordiamo che se una forma w(z,y) = wi(z,y)dr + we(x,y)dy & esat-
ta, le sue primitive in un dominio rettangolare A (o in un sottodominio
rettangolare di A) si ottengono mediante la seguente formula

T Y

r(s,un)ds + [ wnle.z)dz,
Yo

(7.14) F(z,y) =k +/

o
con k € R costante e dove (xg,yo) ¢ un qualsiasi punto fissato in A.

Le idee che hanno portato alla Proposizione 7.11 possono essere estese a
opportune equazioni scalari non autonome del tipo

p(t,y)

(7.15) YT Ty
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dove f(t,y) := —283; e definita e continua in un aperto 2. Scrivendo
/_ dy

y' = 4, e operando formalmente come sopra si ottiene

w(t,y) = p(t,y)dt + q(t,y)dy = 0.

Si osservi che introducendo 'ulteriore equazione ' = 1 per la variabile ¢
I'equazione (7.15) & equivalente al sistema planare autonomo

r_ _p(t, Y)

y
(7.16) q(t,y)
v=1,

e la forma w(t, y) coincide con la forma associata al sistema moltiplicata per
il fattore non nullo ¢(¢,y). Per quanto visto sopra ogni primitiva F(t,y)
della forma w(t,y) € un integrale primo del sistema (7.16) da cui segue che
F(t,y(t)) & costante lungo le soluzioni dell’equazione (7.15).

Proposizione 7.12 Data l’equazione (7.15) con f(t,y) := —ZS’Z% definita
e continua in un aperto §, se la 1-forma w(t,y) = p(t,y)dt + q(t,y)dy ¢
esatta, detta F(t,y) una sua primitiva in Q si ha che F(t,y(t)) é costante

per ogni soluzione di (7.15).

DIMOSTRAZIONE Per ipotesi esiste F' € C1(Q) tale che dF = w cioe
VF(t,y) = (p(t,y),q(t,y)), percio se y(t) & soluzione di (7.15) si ha

d oF oF

7 y(t) = -t y()+ yy(t, y(1)y'(t) = p(t,y(t)) +a(t, y(t)y'(t) = 0,

da cul la tesi. O

Diversamente dalla Proposizione 7.11, dove I'integrale primo F(x,y) for-
nisce una relazione chiusa tra le componenti x e y della soluzione, quindi per-
mette di individuarne 'orbita, nel caso della Proposizione 7.12 se F'(¢,y) ¢ un
integrale primo di w, risolvendo ’equazione F(t,y) = ¢ (con ¢ determinato
dalle condizioni iniziali) si ottiene proprio la soluzione y = y(t).

Esempio 7.13 Consideriamo ’equazione del primo ordine

12 _ g2
2ty

(7.17) y =

dove il campo vettoriale f(t,y) = t22;g2 ¢ definito e di classe C*° al di fuori

degli assi coordinati. Si hanno quindi esistenza e unicita locale delle soluzioni
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dei problemi di Cauchy. La 1-forma associata w(t,y) = (y? — t?)dt + 2tydy
soddisfa 0, (y? — t?) = 2y = 9;(2ty) dunque ¢ chiusa percio, essendo definita
in R?, & anche esatta. Per (7.14) una sua primitiva in R? ¢ data da

t Y t3
F(t7y)=/ (—82)d5+/ 2tzdz = — + 1y’
0 0

Per la Proposizione 7.12 F(t,y) € costante lungo le soluzioni dell’equazione
differenziale; pin precisamente si avra F'(t,y(t)) = F(to,y0) dove si ¢ fissata
la condizione iniziale y(ty) = yo.

S /447

N // Il

\i;// ‘1’2 \
A

g,

Figura 7.10: Andamento generale delle soluzioni di (7.17)

In particolare, & possibile trovare le soluzioni risolvendo in y 1’equazione
F(t,y) = c delle linee di livello ¢ di F. Se ¢ = 0 si ottiene

tQ—ﬁ—O — t< —i)( +i)—0
Yy 3 ) \/g Yy \/3 )

che fornisce le due soluzioni y4 (t) = t/v/3 e y_(t) = —t/\/3, corrispondenti
al livello 0 di F'. Se ¢ # 0, risolvendo ’equazione F(t,y) = c si ottiene

t2
(7.18) y=y(t) =+ §+§,

che al variare di ¢ fornisce tutte le soluzioni. Il quadro complessivo delle
traiettorie e delineato in Figura 7.10. L’analisi proseguira nel Capitolo 13.

Osservazione 7.14 Per il sistema

=2y
y =% —y? + 22,
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la relativa 1-forma ¢ w(x,y) = (y? — 22 — 2z)dz + 2ydy, banalmente non
chiusa dunque non esatta e non e possibile applicare la Proposizione 7.11.

In realta non ¢ necessario che la 1 forma w(x,y) = —b(z, y)dz+a(z, y)dy
della Proposizione 7.11 sia esatta ma e sufficiente che ammetta un cosiddetto
fattore integrante cioé una funzione A(z,y) continua in A con \(z,y) # 0 e
tale che la 1-forma Aw sia esatta. In questo caso ogni primitiva di Aw € un
integrale primo del sistema. Infatti, se dF = \w si ha

<VF79> = </\(_b’ a)v (a’v b)> = )‘<(_b’ CL), (a’ b)> =0,

e F' & costante lungo le soluzioni del sistema. La medesima osservazione puo
chiaramente essere estesa anche alla forma w(t,y) della Proposizione 7.12.
Per esempio, questa strategia verra utilizzata nello studio del sistema preda-
predatore di Lotka-Volterra (7.25).

Problema: come trovare un fattore integrante? In generale, data una 1-
forma w(z,y) = p(x,y)dz + q(z,y)dy di classe C1(A) si vuole cercare un
fattore integrante A(z,y) € C*(A) con A # 0, in modo tale che la forma Aw
sia esatta. Se A ¢ semplicemente connesso, ¢ sufficiente verificare che Aw sia
chiusa, cioe che

oy ox '
OvVVvero
oA oA Op Oq
1 A AR ¥ (e ¢
(7.19) Pay " Yoz A(ay am>’

per la quale utilizzeremo anche la scrittura poyA — g0y A = —A(9yp — 02q).
La (7.19) e un’equazione differenziale alle derivate parziali nell’incognita
A(z,y). Non e sempre semplice trovarne una soluzione, sebbene si possa
dimostrare che ’equazione ammette infinite soluzioni. In ogni caso, si puo
provare a vedere se esistono degli eventuali fattori integranti che dipendono
da un’unica variabile, del tipo A(x) oppure A(y). Infatti, se per esempio
A = A(z) dipende solo da z, la (7.19) si riduce all’equazione

qaa:/\ = )\(({“)yp - aac‘])

che se ¢ # 0, possibilmente in un sottodominio rettangolare A; di A, si

riscrive nella forma

8yp — Ozq
q

Oz A = A
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Quest’ultima, nel caso in cui la funzione f := (9yp — 0.q)/q dipende solo
da z, si riduce a un’equazione differenziale ordinaria lineare, la cui facile
integrazione porta al fattore integrante nell’aperto A;

A(z) = exp /xf(s) ds.

Ricapitolando, abbiamo dimostrato il seguente risultato

Proposizione 7.15 Sia data la 1-forma w(x,y) = p(x,y)dx + q(z,y)dy,
p,q € CH(A). Se Ay ¢ un sottodominio rettangolare di A su cui q(z,y) # 0
e la funzione

_ Oyp(z,y) — Ouq(z,y)
(7.20) f(z):= D)

dipende solo da x, allora la funzione

Az) = exp /w f(s)ds

¢ un fattore integrante in Ay per la 1-forma w. Analogamente, se p(x,y) # 0
in Ay e la funzione

(7.21) 9(y) == 8”(“”6’?;)(; yf?)yp(:r,y)

dipende solo da y, allora la funzione

A(y) = exp / " g(s) ds

e un fattore integrante in Ay per w.
DIMOSTRAZIONE Fatta sopra. O

Esempio 7.16 Riprendiamo ’esempio considerato nell’Osservazione 7.14
=2y

(7.22) , ) )
Yy =x° —y° + 2x.

Si noti che il sistema & equivalente all’equazione non conservativa del secondo
ordine z” = 2(x? — (2//2)? + 2z) (si veda 'Esempio 8.14). Cerchiamo un
integrale primo: la 1-forma associata w(z,y) = (y* — 2% — 2x)dx + 2ydy non
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e chiusa/esatta. Verifichiamo se esiste un fattore integrante del tipo A(z);
siccome
9y (y* — 2® — 22) — 8,(2y)
2y
non dipende da y, per la proposizione precedente un fattore integrante &
fornito da una soluzione dell’equazione

= 1= f()

_,

dx
da cui, per esempio, A(x) = e*. Si osservi che non ¢ necessario verificare
(7.20) per calcolare A (sebbene (7.20) sia anche una condizione necessaria
per la sua esistenza). Basta provare a imporre direttamente che la forma
Az)w(z,y) sia chiusa: se esiste un fattore integrante dipendente solo da z,
tale condizione porta a una soluzione. Esemplificando, in questo caso si ha
che A(z)w(z,y) & chiusa se e solo se

By (A(@)(y* — 2 — 22)) = Bz (M(2)2y)

da cui 2yA(z) = 2yN(x) che & verificata per ogni (z,y) se e solo se N (z) =
A(z), equazione gia trovata sopra. Calcoliamo ora una primitiva di Aw in
R?2: per qualche funzione derivabile a(z) sara

F(x,y) = /2yem dy + a(z) = y%e® + a(x).
Si dovra dunque avere anche
ex(yQ - $2 - 2$) = arF(wv y) = erm + a'(:z:),

da cui si ricava a/(z) = — (22 + 2x)e®. Integrando (per parti) si ottiene la
soluzione a(z) = —x?e*. Una primitiva di \w ¢ allora F(z,y) = (y? — 22)e”
e per I'Osservazione 7.14 e la Proposizione 7.11, se (x(t),y(t)) € soluzione del
sistema si ha F(z(t), y(t)) = (y>(t)—22(t))e*® = ¢, per ogni t di definizione,
con ¢ costante. L’analisi qualitativa proseguira nel Capitolo 13; si veda
I’Esercizio 8.14 per un approccio alternativo.

Osservazione 7.17 L’idea alla base della Proposizione 7.15 e di cercare,
se esiste, un fattore integrante costante lungo ciascuna retta della famiglia
di equazione z = ¢, oppure di equazione y = ¢, con ¢ costante. Si puo
generalizzare questo approccio, andando a cercare dei fattori integranti che
siano costanti lungo le curve della famiglia di equazione ¢(z,y) = ¢, con
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¢ : A C R? — R generica funzione differenziabile con V¢(z,y) # 0 per ogni
(x,y). Vorremmo dunque che fosse A\(x,y) = pu(o(x,y)) per qualche funzione
reale di variabile reale u(c). Dall’equazione (7.19) si ricava

i’ (0)0yd — qi' (9)02d = —(8yp — D2q) (),

da cui, potendo dividere,

/ _ 8yp B 8xq
Se la funzione 5 5
ha,y) i O = 0sa_
) = 5,0 40,

dipende in realta solo da ¢(z,y), ovvero si ha h(x,y) = k(¢(z,y)) per
qualche funzione k, ponendo ¢ = ¢(z,y) si ottiene 'equazione differenziale
ordinaria y'(¢) = k(c)u(c) una cui soluzione &

1(c) = exp / “k(s) ds.

Dalla quest’ultima si ricava il fattore integrante per la forma w = pdz + qdy
dato da

B(z,y)
Nag) = (o) =exp [ h(s)ds.

Una scelta classica per la funzione ¢ e data da ¢(z,y) = ax + by con a,b
non contemporaneamente nulli, per cui ¢(x,y) = ¢ & una famiglia di rette
parallele. Se b = 0 oppure a = 0 si riottiene il caso considerato nella
Proposizione 7.15. I medesimi argomenti si possono chiaramente applicare
a una forma del tipo w(t,y) = p(t,y)dt + q(t,y)dy.

Esempio 7.18 Sia data ’equazione

, 2t —6
Yy=—""7T35
y—t+2

il cui campo vettoriale € definito e di classe C'*° fuori dalla retta di equazione

y—t+2 = 0. La 1-forma associata ¢ w(t,y) = —(2t — 6)dt + (y — t +2)dy che

banalmente non ¢ chiusa, dunque neanche esatta, in R%. Utilizziamo le idee

dell’osservazione precedente e cerchiamo un fattore integrante della forma

At,y) = p(at + by) per qualche a,b € R e qualche funzione p. Essendo
Oyp —Oq 1 1

_Pay¢ - qop _—(215 —6)b—(y—t+2)a (20 —a)t+ay+ 2a— 60’




172 CAPITOLO 7. SISTEMI AUTONOMI E INTEGRALI PRIMI

affinché quest’ultima coincida con k(at + by) per qualche funzione k, dovra
essere (2b —a)/a = a/b da cui a® + ab — 2b%> = 0, ovvero (a — b)(a + 2b) = 0.
Si trovano quindi due soluzioni: a = b, per esempio a = b = 1, oppure
a = —2b, per esempio a = 2, b = —1. In corrispondenza della prima scelta,
posto ¢ =t + y si ottiene

yp — Aq 1

TpOyd—qip  tty—4 bt y) = ko),

da cui ’equazione per p

p(c) = Ci4u(6),

che ha come soluzione

&
1
u(c)—exp/ S_4ds:\c—4|,

e in definitiva A(t,y) = u(t +vy) = |t +y — 4]. Per comodita, al posto di
questo prenderemo invece A(t,y) = 3(y +t — 4). Tale fattore ¢ non nullo
fuori dalla retta di equazione y + ¢t — 4 = 0, percio si puo applicare la
Proposizione 7.12 separatamente ai due aperti Q4 = {(t,y) : y+t—4> 0}
e Q_ ={(t,y): y+t—4 < 0}. Da una verifica diretta si osserva poi che
y = —t + 4 & soluzione dell’equazione. Calcoliamo una primitiva di Aw in
R?2: per qualche funzione derivabile a(y) sara

F(t,y) = /—3(y+t—4)(2t— 6) dt + a(y)
— -3l e-2Pe-3 - [ro-02d] +alw)
:—3[(y+t—4)2(t—3)—W] +
=(y+t—4)>2(y—2t+5)+aly).

a(y)

Si dovra dunque avere anche
B(y+t—4)(y—t+2) = 9, F(t,y) = 2(y+t—4)(y—2t+5)+ (y+t —4)*+d'(y),

da cui si ricava a/(y) = 0 ovvero a(y) costante (e a questo punto basta
prendere a = 0). Una primitiva di Aw & dunque F(t,y) = (y+t—4)%(y—2t+5)
e per la Proposizione 7.12 si ha

F(ty(t) = (y(t) +t = 4)*(y(t) — 2t +5) = ¢,
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per ogni t di definizione, con ¢ costante. Si compari questo risultato con
quello che si trovera, con altri metodi, nell’Esempio 8.11.
Per esercizio, verificare che con la scelta a = 2, b = —1 si perviene al

fattore integrante A(t,y) = ﬁ e all’integrale primo
-

_ 1 2
F(t,y)=(1-y)V|2t —y — 5l—§\/l2t—y = 5P =2 (y+t—4) V]2t —y - 5],

essenzialmente equivalente a F'(t,y).

Una seconda generalizzazione della Proposizione 7.15 ¢ data dal seguente
risultato.

Proposizione 7.19 Data la 1-forma w(x,y) = p(z,y)dx + ¢(x,y)dy , p,q
di classe C' in A = Iy x I con Iy, I intervalli, se esistono f: 1} — R e
g : I — R continue tali che

(7.23) Oyp(r,y) — Orq(z,y) = f(x)q(x,y) — 9(y)p(x,9),

allora per ogni fissato (xo,yo) € A

Na) = exo [ fs)ds+ [ g(s)ds)

Yo

e un fattore integrante per w.

DIMOSTRAZIONE Per ipotesi si ha 9:A(z,y) = f(x)A(@,y) € G\ (w,y) =
9(y)A(z,y), percio

Oy(Ap) — 0z(Aq) = pOyA + AOyp — qO A — NOzq
= (pg — af)A + (Oyp — O2q)A =0,

dunque Mw e forma chiusa ed essendo A semplicemente connesso & anche
esatta. 0

Esempio 7.20 Consideriamo il sistema planare

Ir—9 3 _
(7.24) o
y' = —2z%y —y*,

la cui 1-forma associata ¢

w(z,y) = (22°y + y?)dz + (22° — y)dy.
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Cerchiamo due funzioni del tipo f(z) = a/z e g(y) = b/y affinché valgano
le ipotesi della proposizione precedente. Dovra essere

Iyp(,y) = Opa(w,y) = f(x)a(z,y) — 9(y)p(z,y)
— (222 +2y) — (62 —y) = (22 —y) — b(22% +v)

— 22%(a—-b+2) —yla+b+3)=0

che ¢ identicamente verificata se e solo se a = —5/2 e b = —1/2. Per la
proposizione precedente

5 1 _ _
A,y) = exp (= 2 Infa| = S Infy]) = fo|2Jy| 2
¢ un fattore integrante. Una primitiva di

(22%y + y?)dx + (22° — 2y)dy

= 252y 172

nell’aperto z,y > 0 ¢

T, 9 1 Y ,9.1/2 12
F(x,y)—/l <31W+35ﬁ> Cl3+/1 (721/2 _W) dz
— _ _2 L 1/2 2 3/2
=4(Ve = 1) = S (5 —1) + 402V - D) - s - 1)

3
10 2y |y 10 2\/y 9
3 T3 T T T o Y

quindi basta prendere come integrale primo F'(z,y) = %(61‘2 —1y) che sara

dunque costante lungo le soluzioni del sistema di equazioni differenziali con
dati (zo,%0), Zo,yo > 0. Analogamente si trovano gli integrali primi negli
altri tre quadranti. Per concludere 'analisi si osservi che (0,0) & l'unico
equilibrio del sistema e che i semiassi coordinati sono orbite di soluzioni.

Esercizio 7.21 Dimostrare il viceversa della Proposizione 7.19, ovvero che
se la 1-forma w(z,y) = p(z,y)dz + q(z,y)dy ammette un fattore integrante
del tipo A(x,y) = M (z)A2(y) in A = I} x I, allora esistono f : [1 - R e
g : I — R tali che Oyp(z,y) — 0q(z,y) = f(x)q(z,y) — 9(y)p(x,v).
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Il sistema preda-predatore di Lotka-Volterra

Consideriamo il sistema planare autonomo

' =xz(a — by)
. {y y(ex — d),

con a, b, c,d > 0, caso particolare dei sistemi di Lotka-Volterra gia introdotti
in (6.5), che modella il caso di due specie una delle quali si ciba dell’altra.
In particolare si assume che x(t) rappresenti il numero delle prede (o la loro
densita) e y(t) quello dei predatori. Si assume inoltre che x abbia solo y
come predatore, che y si cibi esclusivamente di x e che le prede abbiano
a disposizione una quantita di cibo costante pro capite (caso delle “risorse
illimitate”). Sotto queste ipotesi I'evoluzione di x e y ¢ modellata dal sistema
(7.25). Facciamo alcune considerazioni iniziali sul modello. Se y ¢ nullo in
un certo istante, cioe¢ c¢’¢ assenza di predatori, chiaramente sara y(t) = 0 per
ogni tempo e la seconda equazione & soddisfatta, mentre la prima si riduce
a ' = ax legge dell’accrescimento esponenziale di Malthus con soluzioni
x(t) = xpe® che esplodono per t — 400 (per ovviare a questa conseguenza,
fisicamente impossibile, si puod modificare il presente modello nella direzione
data dall’equazione di Verhulst (8.12)). In definitiva, in assenza di predatori
le prede prosperano e si riproducono senza limiti. Se, invece, ¢ nulla a un
certo tempo allora sara x(t) = 0 per sempre e la seconda equazione si riduce
ay = —dy legge della decrescita esponenziale con soluzione y(t) = yoe ™%
che tende a 0 per ¢t — +oo. In conclusione, in assenza di prede anche i
predatori tendono a estinguersi.

Si osservi che nella prima equazione il cosiddetto tasso di accrescimento
di x e a(y) = a — by dipendente da y: la presenza dei predatori diminuisce
il tasso netto di crescita delle prede e se i predatori sono in numero elevato
cioe, piu precisamente, a — by < 0, il numero delle prede tende a decrescere.
Specularmente il tasso di accrescimento dei predatori e dato da d(z) =
(cx — d) ed e piu elevato quanto piu elevato ¢ il numero di prede.

Il campo vettoriale f(x,y) = (z(a—by),y(cx —d)) & di classe C° percio
si hanno esistenza e unicita per le soluzioni dei problemi di Cauchy. Poiché f
ha crescita quadratica non valgono invece le ipotesi dei teoremi di esistenza
globale. Dall’analisi appena svolta segue che i semiassi positivi degli assi
coordinati z e y sono orbite di soluzioni. Infatti se (xg,yo) = (0,0), con
xo # 0, la soluzione & data da (x(t),y(t)) = (x¢e®,0) la cui immagine & il
semiasse positivo delle ascisse, mentre se (zg,%0) = (0,y0), con yg # 0, la
soluzione & data da (z(t),y(t)) = (0,y0e~%) la cui immagine & il semiasse
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positivo delle ordinate. Ci limiteremo quindi ad analizzare 1’evoluzione nel
quadrante positivo x,y > 0. Si noti che per 'unicita delle soluzioni se un
dato iniziale (zg,yo) appartiene all’interno del quadrante, la relativa solu-
zione non potra mai toccare gli assi percio si avra x(t), y(t) > 0 per ogni ¢ di
definizione. Gli equilibri, soluzioni del sistema z(a — by) = 0, y(cx —d) =0
sono By = (0,0) e Ey = (d/c,a/b). Studiamo la loro stabilita lineare: poiché

Df(z,y) = (a ;yby C;Zixd>

allora segue che

Df(0,0)z(S _°d>, Df(d/c,a/b):<cao/b _“g/c>.

La prima matrice ha un autovalore positivo e uno negativo quindi, per il
Teorema 6.32, F; & un equilibrio linearmente instabile mentre la seconda
matrice ha due autovalori immaginari puri con parte reale nulla dunque,
sempre per il Teorema 6.32, E5 ¢ linearmente stabile ma non asintoticamente
stabile. Per il Teorema 6.31 E; ¢ instabile anche per il sistema (7.25), mentre
nulla si puo dire a priori sulla stabilita (nonlineare) di Fs.

In relazione alla Proposizione 7.11 la 1-forma associata al sistema e data
da w(z,y) = —y(cx — d)dx + x(a — by)dy; tale forma, definita in R?, non &
esatta perché non ¢ chiusa. Cerchiamo un fattore integrante utilizzando la
Proposizione 7.19: affinché valga (7.23) dovra essere

(d—cz)—(a—by) =x(a—by)f(z) —y(d—cx)g(y)

per qualche f(z) e g(y), ovvero

cf(z) +1 _ ygly) +1
(@f (@) + (e —by) = (wgly) + Dd—ex) = TS = VLS
Quest’ultima puo essere verificata solamente se entrambe le funzioni a primo
e secondo membro coincidono con una (medesima) costante. Prendendo per
facilita tale costante uguale a zero si ottiene f(z) = —1/z, g(y) = —1/y.
Per la Proposizione 7.19 un fattore integrante per w nel primo quadrante &
dato da - v 1 .
A(az,y):zexp(—/ ds—/ fds>: :
s s Ty

In realta, per comodita sceglieremo \(z,y) = —ziy per cui

Aw(z,y) = (c - g)dl‘ + (b - %)dy,
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che e banalmente chiusa, dunque esatta. Una sua primitiva ¢ data da
F(x,y):/ <c—>ds+/ <b—g>dz:ca:—dlna:+by—alny,
s z

che, per I’Osservazione 7.14, & un integrale primo del sistema (7.25). Si
avra quindi F(x(t),y(t)) = F(zo,y0) per ogni t di definizione. E interes-
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Figura 7.11: Quadro generale a) delle orbite, b) delle traiettorie

sante osservare come l'integrale primo fosse facilmente ottenibile operando
formalmente come in (7.13) che in questo caso diventa

dy ylex—d) c—d/x
dr  xz(a—by) ay—b’

da cui
wi(x,y) = (c - g)daz + (b— %)dy =0,

e la forma wy, coincidente con Aw, &€ banalmente chiusa.

Si puo dimostrare (provare a farlo per esercizio) che gli insiemi di livello
di F' o sono vuoti, o contengono solamente 1’equilibrio E5, oppure sono delle
curve chiuse semplici. In particolare le orbite delle soluzioni sono sempre
limitate, dunque per il criterio di compattezza c’e esistenza globale in fu-
turo e passato. Analogamente al caso del pendolo, si puo poi dimostrare
(svolgere i dettagli per esercizio) che le soluzioni sono tutte periodiche. Si
osservi che cio deve essere aspettato dallo studio della convessita della fun-
zione F'. Infatti, essendo VF(z,y) = (¢ — d/z,b — a/y) si ha banalmente
VF(d/c,a/b) = 0 ovvero Es & punto critico di F’; inoltre
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dunque HF(d/c,a/b) € definito positivo in E. Se ne deduce che E3 € un
minimo relativo di F' e localmente vicino a Fs il suo grafico assomiglia a
quello di un paraboloide ellittico, per cui in definitiva ci si aspetta che gli
insiemi di livello leggermente maggiore di quello dell’equilibrio siano curve
chiuse semplici. In realta, essendo ’hessiano definito positivo in ogni punto,
la funzione F' e strettamente convessa, Fo € un minimo assoluto e tutti gli
insiemi di livello hanno la proprieta di essere curve chiuse semplici.

Y

a/bq,,,,,,,é 7777777777

s (z0,0)

0 05 1

d“s : 25 N i w5 T
Cc

Figura 7.12: Soluzione periodica del sistema preda-predatore

L’andamento complessivo del campo vettoriale insieme alle orbite di al-
cune soluzioni ¢ delineato in a) di Figura 7.11 mentre quello delle relative
traiettorie in b) della medesima figura. Si possono notare l’equilibrio Fs,
due soluzioni periodiche, una soluzione contenuta nel piano x = 0, relativa
all’estinzione dei predatori in assenza di prede, e infine una contenuta nel
piano y = 0, relativa alla crescita illimitata delle prede in assenza di pre-
datori. L’evoluzione all’interno del primo quadrante & dunque periodica e
lorbita € una curva chiusa semplice come in Figura 7.12. L’interpretazione
¢ la seguente: supponiamo di partire al tempo ty = 0 da una configurazio-
ne iniziale in cui sia le prede che i predatori siano piccoli in numero, piu
precisamente 2y < d/c e yo < a/b. Allora ci sono troppe poche prede e i
predatori tendono a decrescere mentre le prede, sempre perché la predazio-
ne € scarsa, possono invece prosperare e crescere: l'orbita della soluzione
si muove sull’arco di estremi A e B in Figura 7.12 dove inizialmente x(t)
cresce e y(t) decresce. Quando le prede saranno aumentate di numero, piu
precisamente quando x(t2) > d/c e l'orbita avra oltrepassato il punto B,
saranno abbastanza numerose affinché anche i predatori possano crescere:
Iorbita percorre 'arco di estremi B e C in Figura 7.12. La crescita del
numero dei predatori aumentera anche la predazione e una volta che questi
ultimi, grazie all’abbondanza di prede, saranno cresciuti fino a raggiungere
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e superare il valore soglia a/b nel punto C' causeranno poi una decrescita del
numero di prede a causa dell’eccessiva predazione: in questa fase ’orbita
percorre larco di estremi C' e D e si avranno allora z(t) decrescente e y(t)
ancora crescente. Le prede decresceranno fino a raggiungere il valore d/c (e
nel contempo i predatori raggiungeranno il loro valore massimo) nel punto
D oltre il quale, a causa della loro scarsita, determineranno anche la decre-
scita dei predatori che saranno troppi rispetto alle prede di cui si nutrono: in
questa fase sia le prede che i predatori decrescono e ’orbita percorrera ’arco
di estremi D e A. Quando i predatori, decrescendo, avranno raggiunto nuo-
vamente la soglia a/b in corrispondenza del punto A la predazione tornera
scarsa e le prede potranno tornare a prosperare: 1’orbita percorrera ’arco di
estremi A e B ripassando per (xg, yo) e ritornando dunque allo stato iniziale.

Esercizi di riepilogo

Esercizio 7.22 Dato il sistema di equazioni differenziali nel piano

r_ 2 2
(7.26) {x Y

y = —2ya® — 424,

a) verificare che si hanno esistenza e unicita locale per le soluzioni del
problema di Cauchy associato e determinare gli equilibri del sistema.

Detta w(x,y) := (2yz3 + 42*)dz + (2zy + y?)dy la 1-forma associata

b) verificare che w non ¢ esatta in R?; determinare a,b € R in modo che
Mz, y) = M#ery sia un fattore integrante per w e utilizzarlo per trovare
un integrale primo del sistema in Q4 := {(z,y) € R* : axz + by >0} e
Q= {(z, y) € R? :ax + by < 0}; trovare infine un integrale primo
di (7.26) in R? e disegnarne qualitativamente gli insiemi di livello;

c) utilizzare ¢) per dimostrare che tutte le soluzioni massimali sono glo-
balmente definite. Esistono soluzioni che esplodono in norma? E
soluzioni periodiche non costanti?

d) Detta o(t) = (z(t),y(t)) la soluzione massimale di (7.26) con dati ini-
ziali (2(0),y(0)) = (1, 2), dimostrare che esistono i limiti lim;—,_ o (%),
limy_, o (t) e calcolarli.
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Esercizio 7.23 Dato il sistema di equazioni differenziali

2)

b)

x = —yz?
y = x(2? +y? + 22)
2 = xyz

studiare ’esistenza e 'unicita delle soluzioni e individuare gli equilibri
del sistema. Valgono le ipotesi dei teoremi di esistenza globale?

Dimostrare che se (z(t), y(t), z(t)) € soluzione, (x(—t), —y(—t), £z(—t))
e (—x(t),—y(t), £2(t)) sono ancora soluzioni;

verificare che le due funzioni Ey(z,y, z) = % e Eo(x,y,2) = 22+ 22,
ove definite, sono integrali primi del sistema. Dare l'interpretazione
geometrica degli insiemi di livello di E; e Ey e dire se sono insiemi
limitati oppure no;

utilizzare il punto precedente per studiare l'intervallo massimale di
esistenza delle soluzioni e la loro eventuale esistenza globale;

dimostrare che tutte le orbite non banali o sono rettilinee oppure so-
no periodiche; nel primo caso calcolare esplicitamente le soluzioni e
determinare il loro intervallo massimale di esistenza;

calcolare il periodo della soluzione con dati iniziali (1,0,1) al tem-
po top = 0. (Suggerimento: trovare un’equazione differenziale scalare
per la componente x(t) della soluzione, poi utilizzare il metodo di
separazione delle variabili e la sostituzione s = z/4/2(1 — 22).)

Esercizio 7.24 Data l'equazione differenziale v + 2y> — 2y = 0

a)

dire di che tipo di equazione si tratta e se € lineare oppure non lineare.
Studiare l’esistenza e unicita locale per i relativi problemi di Cauchy.
Si possono applicare i teoremi di esistenza globale?

Individuare gli eventuali equilibri;

trovare un integrale primo e utilizzarlo per studiare 'intervallo massi-
male di esistenza delle soluzioni;

rappresentare ’andamento globale delle orbite nel piano delle fasi
e identificare tutte le eventuali orbite illimitate, quelle periodiche e
quelle limitate ma non periodiche.
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Esercizio 7.25 Dato il sistema planare

a)

' =3zy+ 22 -2
y = 3wy —y* +2,

studiare ’esistenza e 'unicita locale per i relativi problemi di Cauchy
e trovare gli eventuali equilibri del sistema. Valgono le ipotesi dei
teoremi di esistenza globale?

Verificare che la retta di equazione x+y = 0 € un insieme invariante per
il sistema, ovvero che ogni soluzione con dato iniziale su tale retta, ha
orbita tutta contenuta in tale retta. Ci si aspetta un analogo risultato
per la generica retta x 4+ y = ¢ con ¢ # 07

Detta ora w(z,y) la 1-forma differenziale associata al sistema,

c)

f)

dopo avere verificato che w non & esatta in R? e che non esistono
fattori integranti del tipo A = A(x) oppure A = A(y), calcolare un
fattore integrante A = A(z,y) e trovare una primitiva di \w;

detta F'(z,y) la primitiva tale che F'(0,0) = 0, verificare che il relativo
insieme di livello 0 ¢ unione di una conica irriducibile e di una conica
doppiamente degenere. Calcolare esplicitamente tutte le soluzioni con
dato iniziale (xg,yo) tale che F(xg,y0) = 0 e verificare che non sono
globalmente definite né in futuro né in passato. Calcolarne 'intervallo
massimale di esistenza e studiarne il comportamento agli estremi;

rappresentare indicativamente la direzione del campo vettoriale al fine
di studiare ’esistenza globale delle soluzioni. Provare ad argomentare
perché in generale non ci si aspetta di averla. KEsistono comunque
soluzioni globalmente definite in futuro/passato?

dimostrare correttamente le affermazioni del punto e).



Capitolo 8

Alcune classi di equazioni
integrabili

Nella maggior parte dei casi “I'integrazione” di un’equazione o sistema di
equazioni differenziali, ovvero la sua risoluzione esplicita in termini di fun-
zioni elementari, & un obiettivo difficilmente raggiungibile. Esistono pero
alcune classi di equazioni che, mediante opportune trasformazioni delle va-
riabili dipendenti e/o indipendenti, possono essere ricondotte a equazioni piu
semplici, per esempio a variabili separabili, dunque, almeno in linea teorica,
possono essere integrate. Piu precisamente, in questo capitolo affrontere-
mo lo studio delle equazioni di Bernoulli, delle equazioni omogenee o a esse
riconducibili, delle equazioni di Eulero, e di alcune classi di equazioni di or-
dine 2 in forma normale oppure in forma non normale. Il prossimo capitolo
affrontera invece il caso dei sistemi lineari. Ad ogni modo inizieremo col
richiamare e approfondire ’analisi delle equazioni a variabili separabili.

Equazioni a variabili separabili

In questa sezione richiameremo e approfondiremo il metodo di integrazione
per le equazion: a variabili separabili, ovvero della forma

(8.1) y' = h(t)g(y),

conh:I — R, g: A— Rfunzioni continue, I, A C R intervalli. Formalmen-
te il metodo si ricorda come segue: scrivendo y' = % in (8.1), si “moltiplica”
per dt e si divide per g(y) (disinteressandosi di cosa cio significhi), ottenendo

I’equazione
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Integrando si ha

(8.2) / Loy / WMoy dt —  Gly) = H() + o,
9(y)

dove G & primitiva di 1/g, H & primitiva di h e ¢ € R & la costante di

integrazione. La formula (8.2), rappresenta un’equazione in forma implicita

per la generica soluzione y = y(t): potendo invertire la funzione G (dove cio

ha senso) si ottiene la generica soluzione di (8.1):

y(t) = G (H(t) +c).

Interpretando il precedente procedimento col linguaggio delle forme diffe-
renziali, con riferimento a (7.15) si ha che la 1-forma

w(t,y) = —h(t)g(y)dt +dy =0

¢ identicamente nulla. Nel dominio dove g(y) # 0 la funzione A(y) = 1/g(y)
¢ un fattore integrante per w, per cui la forma
AMy)w(t,y) h(t)dt + ! d 0
Yy)w\iL,y) = — Y =
9(y)

¢ banalmente esatta dunque chiusa, almeno se ristretta a ciascuna compo-
nente connessa dell’aperto {(t,y) € I x A: ¢(y) # 0} (tali componenti sono
banalmente semplicemente connesse). Per la Proposizione 7.12 una sua pri-
mitiva F'(t,y) € costante lungo le soluzioni; essendo F'(t,y) = G(y) — H(t)
si riottiene (8.2)s.

Il procedimento sopra descritto & formale; cerchiamo di validarlo mate-
maticamente. Supponiamo per il momento che (8.1) abbia unicita per le
soluzioni dei relativi problemi di Cauchy associati, per esempio se g(y) e
localmente lipschitziana. Fissati i dati iniziali y(t9) = yo ci sono due casi:

I) g(yo) = 0 ovvero yp ¢ un equilibrio dell’equazione differenziale. Allora
la funzione y(t) = yo € soluzione dell’equazione e per unicita e ["unica
soluzione del problema di Cauchy; oppure

IT) g(yo) # 0. In questo caso, sempre per I'unicita, dovra necessariamente
essere g(y(t)) # 0 per ogni ¢ di definizione. Infatti, la traiettoria di y(t)
non puo intersecare trasversalmente la traiettoria di alcun equilibrio.
E allora consentito dividere 'equazione per g(y(t)) ottenendo
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da cui, integrando tra ty e t, segue

t y’(t) _ t
/to oG /to hle) dt

Mediante la sostituzione z = y(t) e la formula di integrazione per
sostituzione si arriva a

y() q t
/ dz:/ h(t) dt.
Yo g(z) to

Detta H una primitiva di H e G una primitiva di 1/¢(y) nella compo-
nente connessa di ) cui yg appartiene, si ottiene finalmente

G(y(t)) — G(yo) = H(t) — H(to)

ovvero G(y(t)) = H(t) + G(yo) — H(to), cioe (8.2)2 con ¢ = G(yo) —
H(tp). Essendo G'(y(t)) = 1/g(y(t)) # 0 la funzione G & invertibile se
ristretta alla componente connessa dell’aperto {y € A : g(y) # 0} cui
appartengono sia g sia tutta l'orbita y(t). Detta G~! I'inversa locale
si ottiene infine la soluzione

(8.3) y(t) = GTH(H(t) + G(yo) — H(to)).

Solitamente, tra le primitive di h e 1/¢g conviene scegliere quelle che
che si annullano in ¢y e, rispettivamente, in ¥g, cioé proprio

H(t):/ h(s) ds, G(y):/yg(lz)dz,
to Yo

per cui la formula precedente si scrive semplicemente y(t) = G~1(H (t)).

Cosa succede se ¢g(y) non e localmente lipschitziana, dunque a priori I'equa-
zione (8.1) non ha unicita delle soluzioni? Nel caso di un equilibrio, ovvero
9(yo) = 0, potrebbe accadere che il relativo problema di Cauchy non abbia
un’unica soluzione, cioe che esista una soluzione che “esce” dall’equilibrio in
tempo finito, ovvero tale che y(t) = yo in un intorno sinistro di qualche ¢; ma
y(t) # yo per t > t1. Simmetricamente potrebbero esistere delle soluzioni
che “entrano” in un equilibrio in tempo finito; in particolare, la condizione
9(yo) # 0 non garantirebbe che g(y(t)) # 0 per ogni t e il metodo esposto
sopra fallirebbe.

Tuttavia, se g(yo) # 0 per continuita si avra g(y(t)) # 0 almeno per i
t in un intorno di g, per cui la procedura in II) ¢ giustificata e la formula
(8.3) & valida almeno in questo intorno. Si osservi che se g non si annulla
mai allora IT) & sempre applicabile. Si ottiene dunque il seguente risultato.
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Proposizione 8.1 Sia dato il problema di Cauchy

y' = h(t)g(y)
y(to) = vo
conh:I =R, g: A— R funzioni continue.

i) Se g(yo) # 0 il problema ammette un’unica soluzione locale (potendo
pero avere molteplici prolungamenti massimali);

it) se g(y) # 0 per ogni y € A, tutti i problemi di Cauchy ammettono
un’unica soluzione massimale data dalla formula (8.3).

DIMOSTRAZIONE Fatta sopra. O

Piu precisamente, il metodo in II) & applicabile a ogni soluzione y(t)
in un intervallo J C I su cui non coincide con alcun equilibrio, ovvero
su cui valga ¢g(y(t)) # 0. La formula (8.3) permette quindi di calcolare
tutti i rami delle soluzioni esterni agli equilibri; inoltre, per costruzione in
tali intervalli le soluzioni sono uniche, a prescindere dalla regolarita di g.
Tuttavia, le soluzioni massimali potrebbero non essere uniche in quanto le
loro orbite potrebbero entrare in un equilibrio in tempo finito. Quando cio
puo accadere?

Sia A =]a, b[; supposto ¢g(yo) # 0 il dato iniziale yy apparterra a una
componente connessa massimale dell’aperto {y : g¢(y) # 0} che sara un
intervallo aperto del tipo |y_, y+[ su cui g non cambia segno, potendo even-
tualmente essere y_ = a oppure y+ = b. Per facilita, concentriamoci sulla
singola equazione autonoma y = g(y) per cui h(t) = 1 e I = R; inol-
tre supponiamo ¢(y) > 0 per y €]y_,y4+[. Allora ogni soluzione con dato
iniziale yo €]y_,y4| sara inizialmente crescente e lo rimarra fintanto che
y(t) €ly—,y+] cioe fino a quando y(t) eventualmente non assume il valore
Y+ in futuro, oppure il valore y_ in passato. Concentriamoci sul futuro (in
passato si ragiona analogamente) e, per esempio, assumiamo che y; < b per
cui y4+ € un equilibrio dell’equazione. Per tutti i ¢ per cui g(y(t)) # 0 si puo
applicare II) con h(t) = 1, per cui si ottiene

(8.4) /y(t) 1 p
. ——dz =1 — 1.
w  9(2) ’

La differenza t — tg rappresenta il tempo impiegato affinché il valore della
soluzione passi da yo a y(t) spostandosi lungo l'orbita. Di conseguenza, se

Iintegrale improprio in y4
v+ q
/ ——dz
v 9(2)
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converge, allora la soluzione assume il valore dell’equilibrio y; in tempo
finito. In questo caso cio comporta la perdita dell’'unicita delle soluzioni
di alcuni problemi di Cauchy in passato (perché?). Al contrario, se tale
integrale diverge allora y(¢) non assumera mai in futuro il valore y; per cui
g(y(t)) # 0 per ogni t > 0 e il relativo problema di Cauchy avra unicita in
futuro della soluzione. Abbiamo dunque dimostrato il seguente risultato.

Proposizione 8.2 Sia data l’equazione differenziale

¥ =g(y),

con g : A = R funzione continua. Se g(ys+) = 0, g(y) # 0 per y in un
intorno di yo, Yy # y+, e gli integrali

/erg(lz)dz7 /y+g(12)dz

divergono, allora nessuna soluzione puo entrare o uscire dall’equilibrio y4
in tempo finito. Al contrario, se almeno uno dei due integrali diverge, il
problema di Cauchy con dati iniziali y(tg) = y4+ ammette pit soluzions.

DIMOSTRAZIONE Fatta sopra. O

Esercizio 8.3 Sia g continua e tale che per ogni 7 tale che g(7) = 0 esista
un intorno U su cui g & lipschitziana e g(y) # 0 per y € U\ {y} (ovvero g ha
solamente zeri isolati ed e localmente lipschitziana in un intorno di ciascuno
di essi). Dimostrare che gli integrali impropri

Vo1 1
/ ——dz, / ——dz
9(2) 7 9(2)
sono divergenti. Senza utilizzare Cauchy-Lipschitz dedurre la validita del

seguente teorema:

Teorema 8.4 Sia data l'equazione differenziale

y' = h(t)g(y),

conh:I —R, g: A— R. Se l’equazione ha equilibri isolati, h é continua,
g € continua e localmente lipschitziana in un intorno di ciascuno equilibrio,
allora ’equazione ha unicita delle soluzioni per tutti i problemi di Cauchy.

In realta, applicando direttamente il Teorema di Cauchy-Lipschitz si vede
che 'ipotesi che gli equilibri siano isolati non e necessaria.
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Esercizio 8.5 Dire quali tra le seguenti equazioni ha unicita delle soluzioni
di tutti i problemi di Cauchy: a) ' = {/|yl; b) v/ = 1+ ¢/|y|; ¢) v = y /|y

Esercizio 8.6 Scrivere esplicitamente un’equazione differenziale y' = g(y)
con un equilibrio g tale che il relativo problema di Cauchy con dati y(0) =7
abbia unicita delle soluzioni in futuro ma non in passato.

Equazioni lineari a coefficienti continui di ordine 1

Sono le equazioni della forma

(8.5) y' = a(t)y + b(t),

dove a,b : I — R sono funzioni continue assegnate. Lo studio delle equa-
zioni/sistemi lineari verra affrontato nella sua generalita nel prossimo ca-
pitolo, ma anticipiamo la risoluzione dell’equazione (8.5) che sara utiliz-
zata nella prossima sezione. Grazie a uno stratagemma & possibile ot-
tenere una formula risolutiva per (8.5): detta A(t) una qualsiasi primi-
tiva di a(t) in I, moltiplicando ambo i membri per il fattore integrante
exp(—A(t)) (si verifichi che ¢ anche un fattore integrante per la 1-forma
associata w(t,y) = (a(t)y + b(t))dt — dy nel senso dell’Osservazione 7.14) e
riordinando i termini si ottiene ’equazione equivalente

y' (e —y(t)a(t)e V) = e~ Wp(z).
A primo membro si riconosce la derivata di un prodotto cioe
(8.6) (y(t)e™ A1) = e~ AWb(1),

e integrando indefinitamente si ottiene

y(B)eA0 = / =AW () dt,

da cui segue la formula risolutiva

(8.7) y(t) = eA® / e~ AWp() dt.

La risoluzione di (8.5) viene quindi ricondotta al calcolo di due integrali
indefiniti: prima quello di a(t) e poi quello di e=4®b(t) con A(t) primitiva
di a(t). Volendo poi risolvere il problema di Cauchy associato

{y' = a(t)y + b(t)

(88) y(to) = yo,
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conviene scegliere A(t) come la primitiva di a(t) che si annulla in ¢y, ovvero
A(t) = ft'; a(s) ds, e integrando (8.6) tra tg e t si ottiene

¢ t ¢
{y(s)e*A(s)] :/ e AB)p(s)ds = y(t)eA(t)—yO:/ e A)p(s) ds,
t

to 0 to

da cui si ricava la formula risolutiva per (8.8)

(8.9) y(t) = Al [y0+ / te_A<5)b(s) ds|,  A(t) = /t t a(s) ds.

to 0

Nel caso di un’equazione lineare a coefficienti costanti
(8.10) v =ay+0,

si puo utilizzare la formula appena trovata ma e piu semplice ricordare
che la generica soluzione dell’equazione e somma della generica soluzione
dell’omogenea associata 2’ = az, ovvero z(t) = ce®, e di una soluzione
particolare (si veda quanto scritto a p. 221). In questo caso basta osservare
che ’equazione ammette banalmente 'equilibrio ay + b = 0 cioe § = —b/a,
percio la generica soluzione di (8.10) e

Volendo trovare la soluzione del relativo problema di Cauchy con dati iniziali
y(to) = yo, basta imporre quest’ultima condizione nella soluzione generale
appena trovata, ottenendo

b

y(t) = (yo + §>ea(t*t0) - -

Equazioni di Bernoulli

Sono le equazioni della forma

(8.11) y' = a(t)y + b(t)y,

dove a,b : I — R sono funzioni continue, @ € un numero reale assegnato.
Tutte queste equazioni possono ricondursi a equazioni lineari. Ci sono vari
casi: se @ = 0 l'equazione diventa y' = a(t)y + b(t) che & un’equazione
lineare a coefficienti continui, gia affrontata nella sezione precedente. Se
a = 1, Pequazione si riduce a 3y’ = (a(t) + b(t))y ancora lineare, stavolta
anche omogenea.
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Sia ora o > 1. In questo caso il campo vettoriale f(¢,y) = a(t)y + b(t)y“
¢ continuo con derivata parziale rispetto a y continua in Ix]0, +oo[ (se o €
N la derivata parziale ¢ addirittura di classe C*°(I x R)), dunque ci sono
esistenza e unicita per i relativi problemi di Cauchy. In particolare, se
a € N la soluzione y(t) = 0 & un equilibrio, dunque ¢ 'unica soluzione tale
che y(tp) = 0 per qualche ty. Se y(tg) = yo > 0 si avra quindi y(t) > 0 per
ogni t di definizione, in particolare, dividendo I’equazione per y“ si ottiene

j; - ;Cft)l o) = (yall)' - y“oft)l +b(t).

Operando la sostituzione z(t) = 1/y*~1() si ottiene un’equazione lineare a
coefficienti continui per z(t)

2 =(1-a)a(t)z+ (1 —a)b(t),

risolta la quale si ricava la soluzione y(t) = = (t). Nel caso in cui a € N (o
piu in generale a € Z) il metodo funziona anche se yg e y(t) sono negativi.
L’analisi appena svolta ¢ applicabile anche al caso o < 1. Piu preci-
samente permette di trovare la forma delle soluzioni nel sottointervallo del
dominio sul quale sono strettamente positive. In particolare, si osservi che
quando 0 < a < 1, a € Q, a causa del termine y® il campo vettoriale f
non & di classe C! (né localmente lipschitziano) in y = 0, anzi, proprio gra-
zie a tale termine I’equazione potrebbe perdere 'unicita delle soluzioni dei
problemi di Cauchy. Quindi non sara piu vero che tutte le soluzioni con
yo > 0 rimangono sempre non nulle, e il quadro globale delle soluzioni sara
pit complicato (basti pensare al classico caso a(t) =0, b(t) =2, a = 1/2).

Esercizio 8.7 Si calcolino le soluzioni dell’equazione ty/ = —y?Int — 2.

L’equazione di Verhulst

Nel 1838 Verhulst pubblico un’estensione del modello introdotto da Mal-
thus per studiare I’evoluzione di una popolazione. Malthus, supponendo
che la popolazione fosse omogenea, isolata e con risorse illimitate, aveva
ottenuto un’equazione differenziale che doveva essere soddisfatta dal nu-
mero (o, meglio, dalla densita) y(¢) degli individui della popolazione, piu
precisamente
y' = ay,

con a > 0, detto tasso di accrescimento, supposto costante. La soluzione
generale dell’equazione & del tipo y(t) = yoe per cui la popolazione tende-
rebbe a crescere a dismisura (esponenzialmente) per ¢ — +o00, rendendo il
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modello poco verosimile. Uno dei principali problemi del modello di Mal-
thus sta proprio nell’assumere che il tasso di accrescimento sia costante; in
realta, all’Taumentare del numero di individui non si puo piu supporre che le
risorse siano illimitate, e la competizione per il cibo tende a far abbassare il
tasso di accrescimento, che dunque non sara costante.

Figura 8.1: Soluzioni dell’equazione di Verhulst

Il modello introdotto da Verhulst vuole tenere conto dell’effetto penaliz-
zante sulla crescita di y(t) causato dalla competizione. Tale effetto si puo
pensare direttamente proporzionale al numero di incontri tra gli individui;
quest’ultimo, in prima approssimazione, si puo supporre proporzionale a 2.
Si deduce la seguente equazione

(8.12) Y = ay — by?

con a,b > 0, detta comunemente equazione logistica. Si osservi che l’e-
quazione si pud scrivere y' = (a — by)y dove ora a(y) = a — by & il tasso
di crescita analogo al coefficiente a nell’equazione di Malthus, e decresce
con 'aumentare di y ovvero del sovraffollamento. L’equazione di Verhulst
¢ un’equazione di Bernoulli con o = 2; operando la sostituzione z = 1/y si
ottiene I’equazione lineare a coefficienti costanti 2/ = —az+b la cui soluzione
generale ¢ data da z(t) = ce™* + b/a con ¢ € R percio la soluzione generale
dell’equazione di Verhulst e

1 1

y(t) = 2(t) T el + b/a’

Volendo infine la soluzione del relativo problema di Cauchy con dato iniziale
y(0) = yo > 0 si ottiene come soluzione

1 ayo
2(t)  (a—byg)e=9 +byg’
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Si noti che lim—, o y(t) = a/b, cioe ogni soluzione tende asintoticamente
all’equilibrio a/b, detto capacita portante dell’ambiente, che rappresenta il
numero di individui sostenibile dall’ambiente e dalle risorse presenti. In Fi-
gura 8.1 si osservi la traiettoria dell’equilibrio (in verde) e le altre traiettorie
(in blu) convergenti all’equilibrio.

Esercizio 8.8 Date a,b € C'(R) e la corrispondente equazione di Bernoulli
(8.13) y = a(t)y +b(t)y?,

a) verificare che la trasformazione y = exp(w + A(t)), con A(t) primitiva
di a(t), trasforma (8.13) in un’equazione a variabili separabili;

b) utilizzare a) per trovare la formula risolutiva per le soluzioni stretta-
mente positive di (8.13);

c) trovare la trasformazione adatta e fare I’analogo di a)-b) per le solu-
zioni negative di (8.13) e calcolarle; cosa si puo dire delle soluzioni che
si annullano in almeno un punto?

d) fare I'analogo di a) per ’equazione piu generale y' = a(t)y + b(t)y™.

Esercizio 8.9 Dato il problema di Cauchy y' = 2+/]y|, y(0) = yo, calcolare
le soluzioni y(t) strettamente positive con i seguenti due metodi:

a) porre y = 22, trovare un’equazione per z e integrarla; oppure

b) dopo aver dimostrato che y € C?, differenziare I’equazione per ottenere
una nuovo problema di Cauchy per un’equazione di ordine 2. Integrare
quest’ultima due volte per ottenere la soluzione.

Giustificare la validita delle argomentazioni utilizzate in a)-b).

Equazioni omogenee

Sono le equazioni della forma

(8.14) y' = f(t,y),

dove f :RR%\ {(0,0)} — R & una funzione continua e omogenea di grado 0,
cioe tale che f(\t, \y) = f(t,y) per ogni A # 0 e (¢,y) € R%. Fanno parte di
questa classe le equazioni del tipo

y-o(2)
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Proprio queste ultime suggeriscono la sostituzione z = y/t ovvero y = tz,
per la quale si ha ¢y = 2 + ¢z’ e al contempo, per t # 0, v = f(t,y) =
f(t, tz) = f(1,z). Si ottiene infine

2+t =f(l,2) = Z,:f(l,,z)z7

che ¢ un’equazione a variabili separabili.

Esempio 8.10 Consideriamo ’equazione

y/ _ t* — y2
2ty
gia studiata nell’Esempio 7.13. Il campo vettoriale f(¢,y) = tz;;’?, definito
e di classe C* al di fuori degli assi coordinati, ¢ omogeneo di grado 0; si
- 2
noti che si puo scrivere f(t,y) = % Utilizzando la sostituzione y = tz
si ottiene I'’equazione
L 122 . 1— 322
z = —z z =
2z 22t

Il campo vettoriale associato e di classe C* fuori dagli assi; si osservi inoltre
che z = £1/ V/3 sono gli unici due equilibri. Per unicita, al di fuori di questi
sard sempre 1 — 322 # 0 e separando le variabili si ottiene

2z dt 1 9

con d € R, da cui si ricava

1
Injl-32%=In— —3d = |1-3%=

a
tf? t]>°

dove si & posto a = e3¢ > 0. Togliendo i valori assoluti, si ottiene infine

2 _a
1—-3z _t737

con a € R. Ritornando alle variabili y per cui z = y/t
2 3
Yy a [

con ¢ = —a/3, e si riottiene 'integrale primo gia trovato nell’Esempio 7.13.
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Equazioni riconducibili a equazioni omogenee o a variabili
separabili

Consideriamo equazioni del tipo
(8.15) Y = g(at + by + ¢),

dove a,b # 0 (altrimenti si integrano immediatamente). Posto v = at + by
si ottiene un’equazione per v

vVV=a+by =a+bg(v+ec),

che & autonoma, dunque a variabili separabili.
Un’altra classe ¢ data da

t+b
(.16) ) - g<a+y+0>

pt+qy+r

con a, b, p, ¢ non tutti nulli. In questo caso si opera una trasformazione delle
coordinate dipendenti e/o indipendenti, a seconda della posizione reciproca
delle rette di equazione at + by + ¢ =0 e pt + qy + r = 0, come segue.

i) Se le due rette sono parallele, cioe esiste A # 0 tale che p = Aa, ¢ = \b,
si opera il cambiamento di variabile v = at 4+ by per cui

U’:a+by’:a+bg(v+c>,

AU+

che & nuovamente autonoma, dunque a variabili separabili.

ii) Se le due rette sono incidenti, sia (¢,7) il loro punto di intersezione.
Poiché le due rette passano per tale punto, dovra essere at + by + ¢ =
a(t—t)+b(y—7), pt+qy+r =p(t—1t)+q(y— ). Mediante il cambiamento
di coordinate, sia dipendenti che indipendenti, (¢,y) + (s, z) dove s =t — &,
z =y — ¢ si ottiene la nuova equazione per z = z(s)

@_@@_ as + bz
ds dtds “\ps+gqz)’

che & un’equazione omogenea.

Esempio 8.11 Consideriamo ’equazione

2t—-6
1 e
(8.17) Y y—t+2

gia affrontata nell’Esempio 7.18. Le due rette di equazione 2t — 6 = 0 e
y —t+2 =0 si intersecano nel punto (3,1); posto s =t —3, z =y — 1 si ha
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2t —6 =2s, y —t+ 2 = z — s percio si ottiene ’equazione (omogenea) per
z = z(s)
dz 2s

ds  z—s
Detto w = z/s si ricava ’equazione a variabili separabili per w
, 2 , w? —w —2
w4 sw = —— = sw = ———
w—1 w—1
Gli equilibri sono w = —1 e w = 2, ai quali corrispondono le soluzioni
y(t) = =t +4 e y(t) = 2t — 5 dell’equazione originaria. Al di fuori degli
equilibri si puo utilizzare il metodo di separazione delle variabili, per cui

/3(w2+ ) +3(w1_2) dz——/ids _

2 1
gln\w—l—l\—i—gln]w—%:—ln\s\—i—a =  (w+1)}(w-2)=

c
537

con a,c € R. Tornando alle variabili (¢,y) per le quali w = % si ottiene

(%“ﬂ%;ﬂ) :ﬁ = (y+t—4)>@y—2t+5)=c

Si osservi che si e ritrovata la primitiva F(¢,y) gia calcolata nell’Esem-
pio 7.18. Il quadro globale delle traiettorie ¢ delineato in Figura 8.2.
Y
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Figura 8.2: Andamento del campo vettoriale e delle traiettorie di (8.17)

Esercizio 8.12 Data 'equazione differenziale

(y+2t—1)2 -3
y+2t+1

in Q:={(t,y) € R?: y+2t+1> 0}, gia incontrata nell’Esercizio 4.19,

(8.18) y =
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a) determinare le relative soluzioni in forma implicita;

b) servirsi di a) per studiare I'intervallo massimale di esistenza del proble-
ma di Cauchy con dato iniziale y(ty) = yo al variare di (to,y0) € 2. In
particolare verificare che la soluzione y;(t) con dato iniziale y(0) = 4
¢ globalmente definita mentre la soluzione ya(t) con y(0) = —1/2 ¢
globalmente definita in futuro ma non in passato;

c) utilizzare a)-b) per dimostrare lesistenza dei limiti lim; 100 y1(t) €
calcolarli;

d) detto ]Ja, +oo[ 'intervallo massimale d’esistenza di ya, calcolare « e il
limy o+ ya(t).

e) Per risolvere c) procedere alternativamente come segue: ricordata la
soluzione particolare y(t) = —2t trovata nell’Esercizio 4.19), i) dimo-
strare che g(t) < y1(t) per ogni ¢t < 05 ii) trovare una sottosoluzione di
y1 per t > 0 della forma w(t) = mt + 4 per un opportuno valore di m
e concludere utilizzando il criterio del confronto.

SOLUZIONE. a) L’equazione ¢ del tipo (8.15); ponendo z = y + 2¢ si ottiene

+2t—-1)2-3 (2(t) —1)2 -3 22(t)
"(t) =4/ (t Qz(y =7 7 = =~
2 =g+ vt 201 2(t) +1 2 + 1
Inoltre, se (t,y) € Q allora z € D :=| — 1,+00[. Risolviamo 'equazione

mediante il metodo di separazione delle variabili. Osserviamo anzitutto che
ci sono esistenza e unicita delle soluzioni in D. Il punto z = 0 (corrispondente
alla soluzione 7) ¢ di equilibrio per l’equazione, dunque la funzione z(t) = 0
¢ soluzione. Per unicita le orbite non si intersecano dunque tutte le altre
soluzioni sono sempre non nulle. Separando le variabili si ottiene

z+1 1 1 1
o> dz=dt = F(2) ::ln|z|—zz/<+22>dz:/dt:t+c,

z

con c € R costante di integrazione.

b) Per il punto a) le soluzioni y(t) sono definite implicitamente dall’e-
quazione F(y(t) 4+ 2t) =t + c¢. Dunque, se ¢ possibile invertire F' si ottiene
una soluzione in forma esplicita. Piu precisamente, fissato y(t9) = yo stu-
diamo il relativo problema di Cauchy. Poniamo zy = y(to) + 2to = yo + 2t
e lavoriamo nella variabile z. Proviamo a vedere se o quando e possibile
invertire F': R\ {0} — R. Si ha chiaramente F'(z) = (z + 1)/2% percio F &
decrescente in | — 0o, —1[ mentre & crescente in | —1,0] e in ]0, +-o00[. Il punto
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—1 & di minimo relativo con F'(—1) = 1. Si ha inoltre lim,_,1 F(z) = +00,
lim, ,o+ F(2) = Foo. La funzione F non ¢ dunque invertibile in tutto il
dominio ma lo & separatamente negli intervalli | — 1, 0] e |0, +o00[ (ricordiamo
che z dovra appartenere a D). Osserviamo che, per l'unicita, per zp > 0 la
corrispondente soluzione z(t) con z(ty) = zp sara sempre positiva; per tali
soluzioni ¢ quindi possibile scrivere z(t) = G(t+c) dove G & I'inversa di F' ri-
stretta a |0, +o00[. Essendo F' :]0,+o0co[— R sara G : R —]0, +00[ dunque z &
globalmente definita. Tornando alla variabile ¥ si ottiene che se yg+ 2ty > 0
(verificata per esempio nel caso y(0) = 4) allora y(t) = G(t + ¢) — 2t & so-
luzione globalmente definita (c € calcolabile in termini del dato iniziale). Si
confronti questo risultato con quanto gia visto nell’Esercizio 4.19.

Se, invece, zg €] — 1,0[ analogamente a sopra z(t) sard sempre negativa
e, per continuita, compresa in | — 1,0[ almeno per ¢ in un intorno di t.
Ne consegue che & possibile esplicitare localmente z in funzione di ¢, piu
precisamente z(t) = H(t + ¢) dove H ¢ l'inversa di F' in | — 1,0[. Essendo
F :]—1,0[—]1,4o0[si ha H :]1,400[—]—1, 0], dunque z ¢ definita solamente
per it per cui t+c¢ > 1 ovvero in |1 — ¢, +oo[. Non & poi possibile estendere
z per valori di ¢ inferiori poiché lim,_,;_)+ 2(t) = —1 dunque si esce dal
dominio D. In corrispondenza si ha che per —1 < yo + 2tp < 0 (per esempio
verificata nel caso y(0) = —1/2) la relativa soluzione & esprimibile come
y(t) = H(t 4 ¢) — 2t e pud essere definita al massimo in |1 — ¢, +o00[ che &
dunque l'intervallo massimale di esistenza.

c¢) In questo caso si calcola facilmente ¢ che deve verificare 4 = y(0) =
G(c) da cui ¢ = F(4) =1n4 — 1/4. Poiché lim;_,_, G(t) = 0 si ha

lim y(t) = lim G(t+1In4—1/4) -2t = +o0.
t——o0

t——00

Essendo z(t) = y(t) + 2t = G(t + ¢) e limy_, 1o G(t) = +00, passando al
limite per ¢t — 400 nell’equazione differenziale si ha invece
(2(t) —1)* =3 _ (1-1/2(t)* = 3/2°(t)

lim ¢} (t) = lim 2 "% = lim ot
Am o) = m o T A =(0) 1+ 1/2(t)

da cui limy—, 1 9} (t) = 400 e per integrazione lim;_, oo y1(t) = +00.

d) Dal punto b) segue immediatamente che la soluzione y, ¢ definita in
]1 — ¢, +o0] dove ¢ verifica —1/2 = y(0) = H(c) cioe ¢ = F(—1/2) =2—1In2.
Si ha dunque a@ = In2 — 1 e facilmente

lim yo(t) = H(1) —2aa=—-1—-2a=1—2In2.
t—at
Si osservi che in effetti per t — o™ la traiettoria (¢,y2(t)) tende al punto

(o, —2c — 1) appartenente alla retta di equazione y + 2t + 1 = 0, la quale
coincide con la frontiera di €2, in accordo con la teoria generale.
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e) Per I'unicita delle soluzioni e poiché g & soluzione segue che se y(tp) >
y(to) allora y(t) > y(t) per ognit € R. Da questa disequazione, per confronto
segue subito che

li t) > lim y(t) = .
o 2 Jm i) =t
Cerchiamo ora una sottosoluzione per ¢ > 0 della forma w(t) = mt + 4
per qualche m. Nell’ottica di dimostrare che y; diverge a 400 per t — +o0
dovremo prendere m > 0, proprieta che assumeremo tacitamente nel seguito.
Il primo tentativo ¢ considerare w data dalla tangente alla soluzione nel

punto (to,y0) = (0,4). La derivata ¢ ivi uguale a y'(0) = % =3 da

cui segue w(t) = gt + 4, scelta che in seguito vedremo essere corretta.
In generale, essendo w'(t) = m, affinché w sia sottosoluzione per ¢t > 0
dovra essere
(w(t)+2t—1)2 -3 (m+2)t+3)*2-3

"(t) < = < =
wlt) S = a1 =T 2t + 5

—=  (m+2)*2+ (m+2)(6—m)t+(6—5m)>0.

Quest’ultima disuguaglianza & verificata per ogni ¢t > 0 se per esempio en-
trambe le eventuali radici dell’equazione di secondo grado associata sono non
positive, il che & vero se (m+2)(6—m) > 0e6—5m > 0, cioe se m < 6/5. Le
scelta m = 6/5 (oppure m = 1) & dunque corretta e w(t) = 5t 44 & sottoso-
luzione con w(0) = 4 = y1(0). Per il criterio del confronto si ha y;(¢) > w(t)
per ogni t > 0 da cui segue lim;_, o0 y1(¢) > limy_s 1 oo w(t) = +00. Il quadro
globale del campo vettoriale nell’aperto €) e alcune traiettorie sono delineati
in Figura 8.3; in rosso ¢ rappresentata la soluzione particolare y(t) = —2t.
L’analisi si puo poi estendere al semipiano {(¢,y) : y+ 2t + 1 < 0}.

.
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Figura 8.3: Andamento del campo vettoriale e delle traiettorie di (8.18)
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Alcune classi di equazioni di ordine 2

La prima tipologia di equazioni che affronteremo ¢ data da

(8.19) y' = f(ty),

dove f ¢ una funzione continua dipendente da 3’ ma non esplicitamen-
te da y. Questo tipo di equazioni, come anche tutte quelle della forma

y V) = fy, ... ,y(N_l)), possono essere “abbassate di grado” mediante la
trasformazione p = y/, per cui da (8.19) si ottiene
p = f(t,p)

che & un’equazione di ordine 1. Trovata la generica soluzione p = p(t), per
ottenere y(t) bastera integrare: y(t) = [ p(t) dt.
La seconda classe di equazioni e data da

(8.20) y' = f(v.y),

con f: A C R? — R continua, che rappresenta la generica equazione auto-
noma del secondo ordine in forma normale. Sappiamo che questa equazione
¢ equivalente al sistema (autonomo) del primo ordine

Yy =p
= fy,p)

Come gia visto nel capitolo precedente, tale sistema e formalmente equiva-
lente all’equazione (detta totale)

—f(y,p)dy + pdp = 0.

Pensando ora y come variabile indipendente, da quest’ultima equazione si
ottiene, ancora formalmente,

dp
pdig/ - f(y7p)7

che puo essere vista come un’equazione differenziale del primo ordine per

I'incognita p = p(y). Se p = p(y) & l'integrale generale (sara p = p(y, c) con

¢ generica costante), si ricava y = y(¢) integrando ’equazione y' = p(y).
Volendo formalizzare questo metodo con precisione, supponendo di poter

invertire la funzione y = y(t) e dunque di scrivere t = t(y) in funzione di y

si ottiene allora

d (dy) _dp dpdy  dp

_ N & _ _ Y _ )
fly,p)=fy,y) =y 7\ i dyat Py
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Dunque, ci si aspetta che il metodo funzioni per ottenere le soluzioni y = y(t)
invertibili, il che equivale, per funzioni reali di variabile reale, a soluzio-
ni strettamente crescenti/decrescenti (eventualmente si pud restringere la
soluzione ai sottointervalli su cui ¢ strettamente monotona).

In realta questo metodo, come anche molti di quelli che seguiranno,
viene spesso applicato senza preoccuparsi di controllare le ipotesi a priori; la
verifica che quella trovata & effettivamente una (o la) soluzione del problema
originale verra fatta solo a posteriori.

Si noti infine che il medesimo ragionamento puo essere esteso alla gene-
rica equazione del secondo ordine anche in forma non normale

F(y,y',y") =0,

ottenendo ’equazione di ordine 1 per p = ¢/

dp

Esempio 8.13 Si consideri 'equazione del secondo ordine

!

Yy =eVy

/

con le condizioni y(0) = 0, '(0) = v > 1, gia studiata nell’Esempio 6.20.
In particolare, nell’Esempio 6.20 si era dimostrato che tutte le soluzioni non
costanti sono strettamente monotone, quindi p = 3’ # 0 e si puo invertire
y = y(t) ottenendo t = t(y) per applicare il metodo sopra indicato. Per tali
soluzioni si ottiene quindi ’equazione

dp _

dy

e¥ =
b dy )

con la condizione p(0) = v. Integrando tra 0 e y si ottiene

p(y)—p<o>=/0yj§<s>ds=/0ye3ds:ey—1,

da cui si ricava p(y) = v—1+e¥Y. A questo punto ci si riduce a calcolare la so-
luzione dell’equazione y' = p(y), problema gia affrontato nell’Esempio 6.20.

Esempio 8.14 Come gia osservato, il sistema (7.16) puo essere riscritto
come equazione del secondo ordine

o = —(2')?/2 + 22° + 4z
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del tipo (8.20). Posto p = 2’ si ottiene I'equazione

d d(p*/2
p—p:—p2/2+2:€2+4x da cui M:—]92/2—1—2x2—1—4x,
dx dx
che con la sostituzione v = p?/2 diventa un’equazione lineare del primo

ordine non omogenea

d
& _ —v 4 222 + 4z,
dx

la cui soluzione generale (col metodo per simiglianza) ¢ v(x) = ce™® + 212,
con ¢ € R. Si ottiene p?/2 = ce™® + 222, da cui I'equazione differenziale

¥ =p(x) = V2ce® + 422,

in questo caso non elementarmente risolubile. Si noti che per (7.16) si ha
2’ = 2y da cui 2y? = ce™® + 222, La funzione F(z,y) = (y? — 2%)e* =¢/2 ¢
dunque costante e si ritrova l'integrale primo gia calcolato nell’Esempio 7.16.
Si osservi che dividendo per p si ottiene I’equazione di Bernoulli

dp p  22% 44z 1 1

— =—=4+ —=——p+bx

— 2t 5P+ b(x)p
la cui risoluzione (si veda (8.11)) suggerisce proprio la sostituzione z = p?
(oppure v = p?/2 come scelto sopra).

Esempio 8.15 Consideriamo il problema di Cauchy

{y” =)’ -y
y(1) = —1/4,y/(1) = 1/2.

Il campo vettoriale f(y,y') = (v')?—y & di classe C*°(R?) dunque il problema
ammette un’unica soluzione. Operando la sostituzione p =y’ si ottiene
dp } d(PQ) 2

8.21 o2 — — 2 _
(8.21) Pay ~ P 7Y 2y VY

e, cambiando ulteriormente la variabile ponendo v = p?, si ottiene 'equa-
zione differenziale lineare di ordine 1 a coefficienti costanti non omogenea
dv
— =2v—2y.
dy
Per calcolare la soluzione generale si puo utilizzare la formula (8.7), ma
¢ piu conveniente ricordare che la stessa & somma della soluzione generale
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dell’omogenea associata Z—” = 20, ovvero v,(y) = ce?, e di una soluzione
particolare della non omogenea. Essendo la non-omogeneita h(y) = —2y di

tipo polinomiale, si puo ricercare una soluzione della stessa forma v(y) =
Ay + B, per qualche A, B € R. Affinché questa sia soluzione dovra essere
A—dL(y)—T —2y=2(Ay+B)-2 2(A—-1 2B—A=0

fdy—v(y) y=2A4y+B)-2y < 2A4-1)y+ =0,
da cui A =1, B = 1/2, cio¢ 9(y) = y + 1/2. In definitiva si ottiene
v(y) = vo(y) + 0(y) = ce® +y +1/2, con ¢ € R. A questo punto si potreb-
be tornare alla variabile p, integrare per trovare y e imporre le condizioni
iniziali. Conviene invece imporre una condizione iniziale a questo livello,
osservando che se t = 1 allora y = —1/4 e p = ¢ = 1/2, ovvero, quando
y = —1/4 si ha p = 1/2. La condizione iniziale per p(y) diventa allora
p(—=1/4) = 1/2 dunque v(—1/4) = 1/4. Imponendo questa condizione si
ha 1/4 = ce /2 + 1/4 da cui ¢ = 0 ovvero p*(y) = v(y) = y + 1/2. Si
avra quindi p(y) = £+/y + 1/2, ma essendo p(—1/4) = 1/2 si scegliera il
segno + (questa scelta appare giustificata almeno per i ¢ vicini a 1 essendo
y'(1) = 1/2). Integrando infine l'equazione y' = /y + 1/2 col metodo di
separazione delle variabili si ottiene

w1, "4 [2\/ 1 2} O
/1/4 Vz+1/2 : /1 i 2+l —1/4

21
=  2yyt)+1/2-1=t—-1 = y(t):z_i‘

Questa e effettivamente una soluzione dunque, per I'unicita delle soluzioni
dei problemi di Cauchy verificata sopra, & la soluzione del problema in ogget-
to. Si osservi che tale soluzione e stata trovata senza validare con precisione
ciascun passaggio logico: mediante un metodo pitt o meno formale si & tro-
vata la funzione y(t) = t2/4 —1/2 che a posteriori si verifica essere soluzione
del problema in oggetto dunque, per unicita, la soluzione. Volendo essere
pilt precisi, I’equazione corretta per y(t) sarebbe in realta (3')? = y+1/2 che
¢ un’equazione non in forma normale, alla quale corrispondono i due rami
y—(t) e y4(t) soluzioni rispettivamente delle equazioni y' = —y/y+1/2 e
vy = \/y+1/2, a loro volta corrispondenti alle soluzioni con /(tg) < 0 op-
pure y'(tp) > 0 (si veda anche ’Osservazione 1.13) . Essenzialmente, finché
y'(t) & positiva y(t) & strettamente crescente dunque invertibile e il cambio
di variabili ¢ = ¢(y) che porta all’equazione (8.21) & pienamente giustificato,
come anche la scelta di ricondursi a ¢y = y/y + 1/2. In relazione alla solu-
zione y(t) = t2/4 — 1/2 cosl trovata, cid accade per t > 0 mentre per t = 0



202 CAPITOLO 8. ALCUNE CLASSI DI EQUAZIONI INTEGRABILI

si ha 3/(0) = 0 e il metodo per risolvere le equazioni del tipo (8.20) non &
pitt applicabile; cio accade quando la soluzione y(t) = t2/4 — 1/2 coincide
con l'equilibrio § = —1/2 dell’equazione (senza unicita!) ¢ = +/y + 1/2.
Per ¢ < 0 l'analisi deve essere modificata. Se per qualche t1, y(t1) = —1/2
e conseguentemente 7/ (t1) = 0, dall’equazione di partenza 3" = (/)% — y si
ottiene y”(t1) = 1/2 e la soluzione & strettamente convessa in t1; cio implica
che (almeno localmente) per ¢ > ¢1 si avra y/(t) > 0 per cui si dovra uti-
lizzare 'equazione y' = \/y + 1/2, mentre per ¢t < t; si avra y'(t) < 0 per
cui si scegliera 'equazione y' = —/y + 1/2. Integrando quest’ultima in un

intorno sinistro di ¢1, sempre con dati y(t1) = —1/2, si ottiene
(t—t1)? 1
2 1= -t) = ="
Da cid segue che l'equazione (y')?> = y + 1/2 con dato y(1) = —1/4 (e

compatibilmente con la condizione y'(1) = 1/2) ha in realta infinite soluzioni:
pil precisamente per ogni 7 < 0 sono soluzioni

t2/4—1/2 set>0
yr(t) =< —1/2 seT<t<0
(t—7)%/4—1/2 set<T.

Tuttavia, il problema di Cauchy iniziale ha unicita della soluzione: tra tutte
le y,, I'unica compatibile con la condizione y”(0) = (/(0))? — y(0) = 1/2
¢ quella corrispondente a 7 = 0 da cui si recupera (necessariamente!) la
soluzione gia trovata essendo yo(t) = t2/4 — 1/2. Per terminare si osservi
che buona parte dell’analisi precedente poteva essere evitata: inserendo la
condizione (y')% = y + 1/2 nell’equazione y" = (y/)? — y si ricava y" = 1/2
che integrata due volte conduce a y(t) = t?/4 + at + b da cui, imponendo le
condizioni iniziali, si ritrova nuovamente y(t) = t?/4 — 1/2.

Per esercizio, si risolva alternativamente il problema iniziale trovando
un fattore integrante per la 1-forma associata al sistema 2 x 2 equivalente
all’equazione y” = (y')? — y (si veda il Capitolo 7).

Esempio 8.16 Consideriamo il problema di Cauchy

1
Y = ?(1 + (y/)2)3/2

y(0) =1, y'(0) = 0.

Il campo vettoriale f(y,y') = (14 (y/)2)3/?/y? & definito e di classe C' su
tutto R? al di fuori della retta y = 0, dunque il problema di Cauchy ammette

(8.22)
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un’unica soluzione. Operando la sostituzione p = 1/ si ottiene

dp 1 2\3/2 1d(p?) 1
P = (1407 B =2

— —(14p?)*2
dy y 2 dy y( 7)

Ponendo v = p?, col metodo di separazione delle variabili si perviene a

1 1 1
—d = - =——+g,
2/(1+v3/2 / Y V14w y+c

con ¢ € R. Dalle condizioni iniziali segue che quando y = 1 si ha 3y’ = 0,
ovvero p(1) = 0 e anche v(1) = 0. Imponendo questa condizioni si ottiene
¢ = 0 e infine /1 +p? = y. Sostituendo y’ = p si ottiene il problema di
Cauchy per 'equazione differenziale in forma non normale

(8.23) { 1+ W) =y
y(0) = 1.

una cui soluzione ¢ y(t) = 1, ma non ¢ 'unica. Per (8.22) si ha y”(t) > 0
dunque y/(t) & strettamente crescente ed essendo y'(0) = 0 vale y/'(t) = 0
per t = 0. In particolare y(t) & crescente per ¢t > 0 e decrescente per ¢t < 0
ed essendo y(0) = 1 segue y(t) > 1 per ogni t # 0. La soluzione y(t) = 1
di (8.23) va dunque scartata e bisogna trovarne un’altra. Invertendo ora la
relazione (8.23) per t > 0, per cui y/(t) > 0, si ottiene il problema di Cauchy
per ’equazione in forma normale

(8.24) {y/ V-t

y(0) =1,

dalla quale, per separazione delle variabili, si ricava la soluzione y(t) = cosh .
Per t < 0 si ottiene invece I'equazione y' = —+/y2 — 1 da cui, sempre per
separazione delle variabili e tenuto conto della condizione iniziale, si ricava
y(t) = cosh(—t) = cosht, grazie alla parita della funzione cosh. Si ottiene
infine che la funzione y(t) = cosht & soluzione strettamente convessa del
problema di Cauchy (8.23), come anche di (8.22), per ogni t € R (si veda
anche I’Esempio 8.17).

Per completezza si osservi che, al contrario di (8.22) e anche tenuto
conto delle condizioni iniziali y(0) = 1, l'equazione (8.23) non ammette
unicita delle soluzioni. Infatti, per quanto visto, a meno del segno e per
soluzioni non costanti (8.23) ¢ equivalente a (8.24), problema di Cauchy il
cui campo vettoriale non & di classe C! né localmente lipschitziano in un
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intorno dei punti (tp,+1) e in particolare di (0,1). Quindi ci si aspetta
che (8.23) e (8.24) non abbiano unicita delle soluzioni per i problemi di
Cauchy; infatti le funzioni y(t) = 1 e y(t) = cosht sono entrambe soluzioni
tali che y(0) = 1 (e verificano anche la condizione sulla derivata y'(0) = 0),
ma ce ne sono infinite altre (quali?). In definitiva, per risolvere (8.22) ci
si ¢ ricondotti a risolvere (8.23) ma i due sistemi non sono equivalenti (un
problema analogo accadeva gia nell’Esempio 8.15): tra le infinite soluzioni di
(8.23) viene selezionata come (unical) soluzione di (8.22) quella che soddisfa
y"”(0) = 1, o in generale y”(t) > 0, condizione necessaria di compatibilita
imposta da (8.22). In un certo senso, passando da (8.22) a (8.23) si perdono
informazioni sul comportamento della derivata seconda.

Infine si noti che inserendo la relazione /1 + (y/)? = y direttamente
nell’equazione (8.22) si ottiene il problema di Cauchy

dal quale si calcola pit agevolmente 1'unica soluzione y(t) = cosh .

Il problema della fune inestensibile

Come applicazione dei precedenti metodi alla fisica, consideriamo il caso di
una fune omogenea, inestensibile ma perfettamente flessibile, fissata ai due
estremi A e B e sotto I'azione del campo gravitazionale g. Introdotto un
sistema di coordinate (z,y) in cui l'asse y ¢ verticale e con verso uguale a
quello di g, da considerazioni fisiche si ottiene che la posizione d’equilibrio
y(z) assunta dalla fune sotto I’azione di g soddisfa 1’equazione

V=0 TTWE (Y=o
K dx
dove A ¢ la densita lineare di massa della fune, supposta costante (fune
omogenea), T ¢ la tensione, § = arctg(y/x) e k = T cos 0 & essenzialmente la
componente orizzontale del vettore tensione, ed € una costante che dipende
dalla fune. Posto per comodita v = \g/k, il campo vettoriale f = f(y') =
v/ 1+ (y')? & definito e di classe C* in R, e rientra sia nelle equazioni di
tipo (8.19) che in quelle di tipo (8.20).
Utilizzando il primo metodo, ponendo p(z) = y/(z) si ottiene ’equazione

P =vV1+7p?
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e separando le variabili si ha

1
/dp:/vda: =  settsenhp =~z + b,
V1+p?

dove b € R e settsenh ¢ il settore seno iperbolico, funzione inversa di senh,
data da settsenh z = In(z++/1 + 22). Invertendo la relazione si trova p(x) =
senh(yx + b) da cui

1 K Ag
(8.25) y(z) = /p(x) dx = S cosh(yx +b) +c = ¥ cosh (?x + b) +c,

con b,c € R. All’equilibrio la fune si dispone secondo una cosiddetta
catenaria (cioe la funzione cosh).
Proviamo ora a utilizzare il secondo metodo: posto p = 3’ si ottiene

l’equazione
dp
Py = V1 +p?

e separando le variabili si ha

dp:/vdy =  V1+pP=1y+a,

(8.26) / S
V1+p?
con o € R, da cui p(y) = +/(yy + a)? — 1. Scegliendo il segno + si ottiene

v =ply) =v(w+a)? -1,

e utilizzando ancora la separazione delle variabili

1
_ — settcosh(vy + Oz) =z +f3,
Y

1
/ dy = / dx
Vi +a)? -1
dove 8 € R e settcosh ¢ il settore coseno iperbolico, funzione inversa di cosh

in [0, 400, data da settcoshz = In(z — vz? —1), x > 1. Invertendo la
relazione si trova

y(z) = i(coshw(x +8) - a),

equivalente a (8.26) con la posizione b = v, ¢ = —a/v. Scegliendo il segno
—, con calcoli analoghi si ottiene y(z) = % cosh(—~x+b)+c, sostanzialmente
equivalente alla precedente grazie alla parita della funzione cosh.

Si osservi che per trovare la soluzione finale del problema fisico, bisognera
imporre il passaggio della curva per i punti fissati A e B: non si trattera
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Y

Figura 8.4: La fune (catenaria) appesa per i punti A e B

dunque di un problema di Cauchy ma di un problema dei due punti o di
Dirichlet (che si generalizza, in pit dimensioni, al cosiddetto problema al
contorno). Per esempio, se i due punti sono orizzontalmente allineati e, per
facilita, posti in A = (0,0), B = (L,0) si dovra imporre y(0) = y(L) = 0,
cioe

{“ly coshb+c¢=0

%cosh(’yL +b)+c=0.

Sottraendo si ricava cosh(yL + b) = coshb da cui b = —yL/2 che sostituita
nella prima equazione fornisce ¢ = — cosh(—~vL/2)/v. In definitiva

y(z) = )\ig [cosh (%(m - 5)) — cosh ( - A;/f)}

il cui grafico e rappresentato in Figura 8.4. Conoscendo la lunghezza ¢ > L
della corda, ¢ possibile trovare anche « (o, meglio, v) in funzione di ¢. Il modo
piu rapido e il seguente: la lunghezza di una curva cartesiana rettificabile
y : [a,b] = R & data da

b
(= [ ViTw@r,

e utilizzando I’equazione differenziale e la forma della soluzione si ottiene

1 [t "(L) — 2 L
Ez/ y"(m)dmzwz—senhL.
0 gl g 2

Si perviene dunque all’equazione £ = %senh(%y) nell’incognita . La fun-
zione h(vy) := %senh(%*y) mappa RT in |L, +oo[ ed & ivi strettamente cre-
scente, dunque per ogni ¢ > L (che & un ovvio limite fisico) esiste un unico
v = h71(f) > 0 tale che £ = h(y). Si ottiene infine anche s, essendo
K= Ag/7.
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Alcune classi di equazioni in forma non normale

Pit precisamente considereremo due classi di equazioni in forma non normale
le cui soluzioni possono essere trovate in forma parametrica. La prima ¢

(8.27) y=9),

dove g ¢ una funzione continua. Se g € globalmente invertibile I’equazione
equivale a y' = g~ !(y) che & un’equazione di ordine 1 in forma normale e
autonoma, dunque a variabili separabili. In generale, se g non & globalmente
invertibile oppure non si riesce a scriverne esplicitamente l'inversa, € possi-
bile utilizzare la seguente strategia: si opera un cambiamento di variabile
indipendente t — s(t) dove s = y/(t), per cui y = g(¢') = g(s), dunque
L=ds)e
dt dtdy 1 J'(s)

- = — / —
ds dyds y’(t)g () s

¢ in definitiva

[ d(s)
(8.28) b= / s &

y=g(s),

che fornisce la soluzione generale in forma parametrica s — (t(s),y(s)). Se
poi & possibile invertire la relazione ¢ = t(s) ottenendo s = s(t), sostituendo
nella seconda equazione si avra la soluzione y = y(s(t)) in funzione di ¢.

Si osservi che la posizione s = y(t) definisce effettivamente una tra-
sformazione di variabile se y’ ¢ invertibile, cio¢ se 3’ ¢ strettamente mo-
notona; per soluzioni due volte derivabili cid equivale alla stretta conves-
sita/concavita. Inoltre I'inversa dovra anche essere derivabile.

Esempio 8.17 Si consideri '’equazione
(8.29) y=V1+(y)?

gia trovata in (8.23) dell’Esempio 8.16, e in (8.26) (prendendo v = 1e oo = 0)
nell’esempio della fune inestensibile. Applicando il metodo sopra indicato

con g(s) = V1+s?, si ha ¢'(s) = \/1‘17 e si ottiene la soluzione in forma
parametrica

q'(s) / 1
t= ds = [ —ds = settsenh s + ¢
/ s V14 52
y=g9(s) = V1+s
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In questo caso si puo invertire la prima equazione ottenendo s = senh(t — ¢)
che inserita nella seconda fornisce la soluzione y = y(t)

y(t) = \/1 + senh?(t — ¢) = cosh(t — c).

Si osservi che con questo metodo non si ottengono tutte le soluzioni di (8.29),
per esempio non si ottiene la soluzione §(t) = 1 per alcun valore di ¢. Cio
¢ dovuto al fatto che §'(¢t) = 0 e in questo caso la sostituzione utilizzata
s = ¢/(t) perde significato.

L’altra classe che puo essere trattata con metodi simili e costituita da
equazioni della forma

(8.30) t=g(y),

dove g € sempre una funzione continua. Come prima, se g ¢ globalmen-
te invertibile I’equazione equivale a 3’ = g~1(¢) la cui soluzione generale &
y(t) = [g~(t) dt. Se g non ¢ invertibile, mediante il cambiamento di varia-
bile indipendente ¢ — s(t) dove s = ¢/ (t) si ottiene t = g(y') = g(s), dunque
at _ ./
s — 9 (s)e

dy dydt

- = /
ds ~ drds o9 )

¢ in definitiva
t=g(s)

8.31
R P / sq/(s) ds = sg(s) — / 9(s)ds = sg(s) — G(s) + ¢,

dove G & una primitiva di g e ¢ € R. Anche in questo caso si ottiene la
soluzione generale in forma parametrica s — (t(s),y(s)).

Esempio 8.18 Considerata ’equazione

1

R
1+ (y')?

essendo g(s) = 7 +152 con primitiva G(s) = arctgs si ottiene la soluzione

generale in forma parametrica

1
1482

Yy = 1532 —arctg s + c.
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Non & possibile invertire globalmente ¢t = ¢(s), ma lo si puo fare separata-

mente per s < 0 oppure s > 0 ottenendo s = i\/% che sostituita nella

seconda equazione fornisce

y(t) = i<m — arctg ﬁ) +e

Al medesimo risultato si poteva pervenire direttamente dall’equazione diffe-
renziale, ponendola in forma normale (separatamente per y' > 0e 3y’ <0) e

integrando:
1—t [1—t

Per esercizio, si calcoli 'integrale (trattasi di un integrale binomio) e si
verifichi che si ottiene la medesima formula per la soluzione.

I1 problema della brachistocrona

Eil problema di determinare tra tutte le curve regolari che congiungono due
punti dati A e B non allineati orizzontalmente né verticalmente, quella lun-
go la quale una massa puntiforme soggetta unicamente alla forza di gravita
e con velocita iniziale nulla copre il tragitto nel pit breve tempo possibile.
Tale curva viene detta “brachistocrona” (dal greco: Bpaxtotoo (brachistos)
brevissimo, e xpovoo (chronos) tempo). Questo problema & stato posto e
risolto da Giacomo Bernoulli nel 1696. A tal fine introduciamo un sistema di
coordinate cartesiane con I’asse delle ascisse orizzontale e quello delle ordi-
nate orientato nella direzione del campo gravitazionale, come in Figura 8.5.
I punti A, B avranno coordinate A = (0,0),
B = (z1,y1), con x1,y1 > 0. Ci restringe- A T
I
!
|
!
!
|
!

remo a cercare la soluzione del problema al-
I'interno della classe delle sole curve regolari

cartesiane del tipo y = y(x). Introducendo, y(z) lg
per il momento, la parametrizzazione d’arco
(z(s),y(s)), da considerazioni fisiche si ottiene Y-————— %
che la velocita nel punto (z(s),y(s)) € uguale
a v(s) = \/2gy(s), dove g & l'accelerazione di y
gravita, e il tempo T per percorrere la curva,
supponendo che la sua lunghezza sia S, Figura 8.5: Il problema del

T:/Osv(ls)ds.

tempo minimo
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Si osservi che lintegrale e improprio nell’estremo 0. Tornando alla
parametrizzazione cartesiana, essendo ds = /1 + (y/(x))? dz si ottiene

o rwer
T_/o 2gy(x) -

Modulo la costante 1/4/2g, il problema ¢ equivalente a cercare il

min{/oxl de: y € CH([0, 1)), y(0) = 0, y(xl):yl},

o, meglio, a individuarne il punto (in questo caso la curva) di minimo. Si
tratta di un problema del calcolo delle variazioni o variazionale, affrontabile
con metodi variazionali. Si pud dimostrare che sotto opportune ipotesi (per
le quali rimandiamo a un testo dedicato alla trattazione del calcolo delle
variazioni) le curve estremanti y(z) per il funzionale integrale

b
F(y) = / @),y () dz, y € CH(a b)), y(a) = ya, y(b) = 1,

con f = f(y,&) differenziabile, soddisfano la seguente condizione necessaria,
detta condizione di du Bois-Reymond

(5.32) £ (@), (@) — y/<x>g§<y<x>,y«x» .

per ogni x, con ¢ costante. Se y & di classe C?, tale condizione deriva diretta-
mente dalle equazioni di Eulero-Lagrange, ben note dal corso di Meccanica
Razionale. Si ricorda che nel caso in cui f = f(z,y,&) le curve estremanti
per il funzionale F' soddisfano le condizioni di Eulero-Lagrange

d <af of

53 o (Fwso @) - @) o

Se ora f non dipende da z e y(z) € una curva che soddisfa (8.33), derivando
ulteriormente il primo membro di (8.32) (y & supposta di classe C?) si ottiene

d / /af / _ 8f ! 8f 1 //af /d af !
%<f(y7y)—y8*€(y,y)> = 9,7 +8f§y -y Ké—y%(a?(y,y))

=y [;; (gg(y,y’)) - g,z(y, y’)} =0,
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da cui segue (8.32). Nel caso in considerazione f(y,&) = /(1 +&2)/y per
cui O f(y,€) = &/+/y(1 + &2) e la condizione necessaria diventa
1+ ) 1

5 =c <~ B T =c
VY VIVI+ () VIVIF ()
che, elevando al quadrato, ¢ riscrivibile nella forma

a

(8.34) Y= T+ )2

dove a = 1/c2. Si tratta di un’equazione differenziale di ordine 1 in forma
non normale del tipo (8.27), con g(s) = a/(1+ s?). Utilizzando il metodo di
risoluzione, posto s = 3/ (x) si ottiene una soluzione in forma parametrica

:/g/fj) ds:2a/(1+152)2d5

a
Posto s = ctg 7 per cui ds = —(1 +ctg? 7)dr e successivamente § = 27 si ha

1 1 )
/(1_'_82)2d82—/1—i_ctg27_d7—:—/sen TdT

B 1 —cos(21) , l—cost 1
__/QdT__/ 1 d9_—4(9—sen9)—|—b,

1 _ 1 _ 260 __ 1—cosf
T+s2 = Tictg2(@/2) ~ > 2 = 73

{x(@) = R(0 —senf) + k
y(0) = R(1 — cosb),

con b € R. Essendo si ha infine

dove si € posto R = a/2, k € R arbitrario. Tale curva parametrica, ben nota
fin dal XVI secolo, ¢ detta cicloide (si veda la Figura 8.6).

|

-10 5 o 5 10 15 20 T

4ty
Figura 8.6: La cicloide

Geometricamente descrive la traiettoria di un punto P solidale con una
circonferenza di raggio R che rotola su un piano senza strisciare; 6 ¢ la
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misura in radianti dell’angolo che il diametro passante per P forma col
semiasse positivo delle y, mentre k dipende dalla posizione iniziale di P.

Le costanti k e R si individuano imponendo il passaggio della curva
per A e B. La coordinata y(f) si annulla per § = 2hw, h € Z, e poiché
y ¢ inizialmente 0 si scegliera di fare variare 6 € [0,+oco| (in realtd, da
considerazioni fisiche basta 6 € [0, 7]), in modo tale che y(0) = 0 . Affinché
sia poi £(0) = 0 dev’essere anche k = 0. Il raggio R viene invece determinato
dal passaggio per B, ovvero da x1,y; (la relazione che intercorre tra R e i
due parametri non ¢ elementarmente risolubile).

Potendo invertire z = () (almeno per 6 € [0, 7]) si otterrebbe y = y(x).
Si osservi che la funzione h(f) = 6 — sen @ ¢ invertibile come funzione da R
in R, percio si avra

y = y(z) = R[1 — cos(h™'(z/R))],

dove perd I'inversa h~! non ¢ esprimibile in termini delle funzioni elementari.
E invece possibile risolvere @ in funzione di y, infatti # = arccos(1l — y/R)
per y € [0,2R], ottenendo la rappresentazione cartesiana

_y_

(8.35) z = x(y) = Rarccos R y(2R —y).
Pitt semplicemente, posto a = 2R 1’equazione (8.34) poteva essere esplicitata
rispetto alla variabile y" ottenendo y' = ++/(2R — y)/y che, scegliendo per
esempio il segno “+” e separando le variabili, conduce nuovamente a (8.35).
Si osservi che in realta non si & ancora dimostrato che la curva trova-
ta € un punto di minimo: cid puo essere dimostrato successivamente con
un’analisi aggiuntiva.
Terminiamo lo studio di questa sezione presentando una proprieta inte-
ressante della cicloide. Utilizzando la forma parametrica & possibile calcolare
il tempo di percorrenza da A a B lungo la cicloide, dato da

le/el\/(:l:’(e))Q—l— /91\/R22—20089)d9_91 E’
0 2gy(0) 2gR(1 — cos0) g
dove 0; = arccos(l — y;/R). In particolare, il tempo per raggiungere il
punto piu basso della cicloide V partendo da A, ottenuto in corrispondenza
di y1 = 2R dunque 01 =7, ¢ T =m\/R/g. E da notare che T ¢ il medesimo
tempo che si impiegherebbe per raggiungere V' partendo con velocita nulla da

un qualsiasi altro punto @ dell’arco AV della cicloide (si veda la Figura 8.7).
Infatti, fissato @ = (xo,yo) sulla cicloide tale che 6y = arccos(1 — yo/R), in
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questo caso la velocita ¢ data da v = /2g(y —yo) per cui il tempo di
percorrenza, &

/ R2(2 — 2cosf) / [ 1—cosf

0, \| 29R(cos by — cos ) 0, V cos cos By — cos 6 0
Ricordando che cosf = 2cos?(6/2) — 1 e /1 —cosf = /2sen(6/2) per
6 € [0, 7], con la trasformazione z = cos(0/2) e posto zy = cos(6p/2) si ha

/ \/W V2sen(6/2) a0
9, V cosbly — cosd b0 \/1 + cos By — 2cos?(0/2)

1
=—2V2 dz—2/ dz
20 \/1—|—00800—2z2 V(14 cosfy)/2 — 22
= 2[arcsen i ro = 2arcsen1 =,
(1+cosby)/

e in definitiva Ty = T. Questa proprieta si esprime dicendo che la cicloide
¢ una curva tautocrona (sempre dal greco: To avto (to ayto) il medesimo,
e xpovoo (chronos) tempo), e grazie a que-

sta Huygens ha potuto costruire pendoli cicloi- A
dali isocroni, ovvero per i quali il periodo di

oscillazione non dipende dall’ampiezza dell’o- Q
scillazione stessa. Si noti che in realta il pen-
dolo nonlineare (7.6) non & mai isocrono; il
suo periodo di oscillazione, dato dalla formula Y

(7.11), varia con «, che dipende dall’ampiezza
dell’oscillazione. Figura 8.7: La cicloide e

una curva tautocrona

Vv

Equazioni di Eulero

Terminiamo questo capitolo trattando il caso
delle equazioni di Eulero, che sono equazioni lineari di ordine n del tipo

(8.36) "y 4 e t" LY £ ety + oy = g(t),
con cg,...,Ch—1 costanti fissate. Iniziamo a considerare il caso omogeneo
(8.37) "y ™ e "D 4 ety + ey = 0.

Sappiamo che ogni equazione di ordine n € equivalente a un sistema di n
equazioni di ordine 1; in particolare, essendo ’equazione lineare, tale sara
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anche il sistema. La trattazione dei sistemi lineari verra affrontata nel pros-
simo capitolo dove si vedra che la generica soluzione di (8.37) si puo scrivere
come combinazione di n soluzioni linearmente indipendenti. Come trovarle?
Proviamo a cercarle della forma y(t) = t* per qualche A € R. Imponendo
che una tale funzione sia soluzione si ottiene un’equazione del tipo

(8.38) t*P(\) =0,

dove P e un polinomio di grado n. Affinché tale equazione sia identicamente
soddisfatta A dovra essere una radice di P. Se le radici Aq,...,\, sono
tutte reali e distinte si ottengono n soluzioni y1(t) = t*, ... y,(t) = t'»
linearmente indipendenti, cioe una base dello spazio vettoriale delle soluzioni
di (8.37). Se A\, ha molteplicita algebrica py oltre alla soluzione yy(t) = t**
saranno soluzioni anche le funzioni yy ,(t) = t* (Int)", con 1 < h < p — 1.

Esempio 8.19 Consideriamo ’equazione di ordine 2
2y + erty’ + coy = 0,

con c1,co € R arbitrari. Presa y(t) = t* si ha ¢/(t) = ML, ¢/(t) =
A(A — 1)t*~2, e imponendo che y(t) sia soluzione si ottiene

A=) +ar+e] =0 <= AN+ (c—1A+c=0.

Per esempio, data I’equazione t2y" + 2ty’ — 2y = 0, si ottengono le due radici
A = 1e Xy = —2, percio si trovano due soluzioni y;(t) =t e ya(t) = t~2,
linearmente indipendenti.

Come secondo caso, presa l'equazione t?y” — 3ty’ + 4y = 0 si ottiene
'equazione P(A\) = A2 — 4\ +4 = 0 che ha un’unica soluzione di moltepli-
citd 2 data da A = 2 che genera la soluzione y;(t) = ¢2. Si puo verificare
direttamente che un’altra soluzione, linearmente indipendente dalla prima,
¢ data da yo(t) = t2Int. Cid apparira chiaro dalla successiva analisi.

Passiamo ora a considerare il caso generale non omogeneo (8.36). Per risol-
verlo si utilizzeranno le sostituzioni t = e® pert > 0et = —e’ per t < 0. Per
esempio, supponiamo che ¢ > 0; definita u(s) = y(e®) per cui y(t) = u(Int),

si ha

dy duds 1ldu . dy du
== ——= dacui t— = —,

dt  dsdt tds dt  ds

cizy_d(ldlt)_ld(dlt)_ldu
dt?2  dt\tds/) tdt\ds t2 ds
1 d%u dt Ldu 1 <d2u du) 1

R N A Y I
tds?ds t2ds t2\ds? ds 2 ( ),
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dove per comodita si & introdotto 'operatore differenziale D = d%. Conti-
nuando con le derivate successive si ottiene

dy _d(1(du_du\\_1d(du_du\ 2 du du
a3 dt\t2\ ds?2 ds Ct2dt\ds?  ds 3\ ds?2 ds

(w2
3\ ds3 ds? 3\ ds?2 ds
1 [/ d3u d?u du 1
(8 38U %) C DD - 1)(D - 2)u
t3<ds3 3d52+ ds) t3 ( I Ju

In generale si puo dimostrare che per k > 1 vale

k
(8.39) tk% =D(D—-1)---(D—k+1)u.

Sostituendo questa relazione per 1 < k < n in (8.36) si ottiene un’equazione
lineare a coefficienti costanti che puo essere risolta con i metodi del prossimo
capitolo (e talvolta col metodo per simiglianza).

Esempio 8.20 Consideriamo il problema di Cauchy

2y —ty +y =2t
y(1)=0,y'(1) =1.

Posto t = e® per t > 0, si ottiene I'equazione differenziale per u(s) = y(e®)
D(D —1)u — Du+u = D*u —2Du+u = 2¢* cioe u” —2u' +u = 2e.

Risolviamo I’equazione omogenea associata u” — 2u’ +u = 0 il cui polinomio
caratteristico & P(\) = A2 — 2\ + 1 che ammette I'unica radice A = 1. Dalla
teoria segue che I'’equazione omogenea ammette le due soluzioni linearmente
indipendenti u;(s) = e e ua(t) = se®. Per risolvere il problema non omo-
geneo utilizziamo il metodo per simiglianza cercando una soluzione del tipo
u(s) = as’e®, per qualche a. Imponendo che tale funzione sia soluzione si
ricava a = 1; la generica soluzione ¢ dunque data da

u(s) = ae® + agse® + se’,

al variare di a1,as € R. Essendo y(t) = u(Int) e ty/(t) = u/(Int) si ottiene
0=y(1l) =u(0) e 1 =4/(1) = ¥/(0); imponendo queste condizioni iniziali si
trova a; = 0, az = 1 e in definitiva u(s) = se®+ s?e*. Tornando alle variabili
t si ottiene la soluzione cercata per t > 0

y(t) = u(lnt) = tint + tIn¢.
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Si osservi che lim;_,o+ y(t) = 0, quindi & possibile estendere la soluzione
per continuitd in £ = 0 ma non & possibile farlo in maniera C'. Infatti
y'(t) = 1+3Int+1In?t quindi lim,_,o+ y'(t) = +oc. (nella variabile s, invece,
non ci sono problemi!). L’intervallo massimale d’esistenza ¢ dunque |0, +o00].

Volendo comunque cercare una soluzione di t2y” — ty’ 4+ y = 2t definita,
per t < 0, si utilizza la sostituzione ¢ = —e® per cui s = In(—t) = In|¢|. In
ogni caso si ha % = % percio (8.39) continua a valere anche per ¢ < 0. Se

N

ne deduce che 'equazione soddisfatta da u(s) = y(—e®) &
' —2u 4+ u = —2e°.

Procedendo come sopra si ottiene che la soluzione generale ¢ della forma

u(s) = aje® + agse® — s%e*,

con aj,az € R, e tornando alla variabile ¢ si ottiene
y(t) = u(ln(—t)) = —art — agt In(—t) +tIn*(—t) = ay[t| +az|t|In [t| +¢1In? |¢],

che & la medesima espressione che si ottiene per ¢ > 0, dunque ¢ valida per
ogni t # 0. E interessante notare che I’equazione ¢ risolta dalla soluzione
trovata y = y(t) anche in ¢ = 0 ma nel seguente senso “generalizzato”

lim (2" (t) — ty/(t t)) =lim2t =0
lim (%Y (t) — ty/(t) + y(t)) = lim 2t = 0,
(verificarlo per esercizio). Piu in generale, esistono estensioni del concetto
di soluzione per un’equazione differenziale lineare per le quali quella trovata
¢ soluzione su tutto R.

Osservazione 8.21 Si puo verificare che il polinomio caratteristico dell’e-
quazione relativa a u & proprio il polinomio P che si trova anche in (8.38).
Risolvere 1'equazione (8.37) equivale a trovare le soluzioni dell’equazione
omogenea associata per u, la quale e a coefficienti costanti. Dalla teoria no-
ta, tali soluzioni sono combinazioni delle funzioni e’ dove \;, varia tra tutte
le radici del polinomio P (nel caso ce ne sia una complessa A\, = ay + iwy, in
relazione si ottengono le soluzioni e“+% cos(wys), €*#* sen(wys)). Se inoltre la
radice \; & multipla di ordine p; saranno soluzioni anche le funzioni s"e*s*
per 1 < h < pr — 1. Si noti che tali funzioni corrispondono alle soluzioni
y(t) della forma (Int)"t*. Cio giustifica I’analisi svolta nel caso omogeneo.
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Esercizi di riepilogo

Esercizio 8.22 Dato il sistema planare

=y+z—a3—ay?
Y =y—x—yz® -y’

verificare che si hanno esistenza e unicita locale per le soluzioni dei
problemi di Cauchy associati;

determinare gli equilibri del sistema e studiarne la stabilita;

verificare che la funzione (z(t),y(t)) = (cost, —sent) ¢ una soluzione
del sistema e disegnarne ’orbita nel piano (z,y);

considerata la soluzione (x(t),y(t)) del problema di Cauchy con dati
iniziali (2(0),y(0)) = (1/v/3,0), provare che ¢ globalmente definita;

dimostrare che la norma euclidea della soluzione & crescente e utilizzare
questa proprieta per studiare il comportamento della soluzione per
t— +ooet— —o0;

trovare esplicitamente la soluzione del punto d) (suggerimento: utiliz-
zare un opportuno cambiamento di variabili).

Esercizio 8.23 Dato il sistema planare

Y =2x+ 2y —xy —y /22 + 42,

{m’:2x—2y—x2—:ﬁ\/$2—|—y2

verificare che ammette esistenza e unicita locale per le soluzioni dei
problemi di Cauchy associati; valgono anche le ipotesi del teorema di
esistenza globale?

Provare che (0, 0) € I'unico equilibrio del sistema: studiarne la stabilita;

trasformare il sistema in coordinate polari e calcolare esplicitamente
le soluzioni non nulle;

studiare il dominio di definizione |, ] delle soluzioni e il loro com-
portamento (eventualmente il limite) per ¢ — a;
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dimostrare che il sistema ammette un’unica soluzione periodica non
banale (si puo anche verificare, trovando la relativa equazione, che
tale orbita ¢ un’ellisse) e che la distanza tra l'orbita di ogni soluzione
non nulla e 'orbita O di quella periodica converge a 0 per t — 57 ;

fissato il dato iniziale (z(to), y(to)), sia (z(t), y(t)) la soluzione del pro-
blema di Cauchy associato. Verificare che, almeno finché sono stretta-
mente positive, le componenti z(t), y(t) sono soluzioni di due equazioni
di Bernoulli disaccoppiate.

Esercizio 8.24 Data l’equazione differenziale

(8.40)

a)

y =t —tdeY

studiare I’esistenza e 'unicita locale delle soluzioni. Valgono le ipotesi
dei teoremi di esistenza globale? Trovare le regioni dove le soluzioni
sono crescenti/decrescenti e rappresentarle nel piano t — y;

supposto che y(t) sia soluzione dimostrare che anche z(t) := y(—t)
¢ soluzione dell’equazione. Si puo concludere che tutte le soluzioni
massimali sono funzioni pari? In caso negativo, esistono soluzioni che
sono funzioni pari?

Sia ora y(t) soluzione massimale del problema di Cauchy con dati y(0) = yo.

c)

d)

Dimostrare che y(t) ¢ globalmente definita in futuro e passato (potreb-
be risultare utile trovare delle opportune sopra/sotto soluzioni);

studiare l'esistenza e I'eventuale valore del limite lim;_, oo y(t).

Definita infine w(t) = exp(y(t)),

e)

f)

trovare l'equazione differenziale in forma normale soddisfatta da w e
dire di che tipo di equazione si tratta;

calcolare esplicitamente la soluzione generale e utilizzarla per risolvere
I’equazione (8.40);

sfruttare f) per studiare I'intervallo massimale di esistenza delle solu-
zioni; in particolare dire se esistono soluzioni di (8.40) che non sono
globalmente definite in futuro e/o passato;

utilizzare f) per dimostrare che, quando globalmente definita, y(t) &
asintotica a u(t) = —2In|t| per ¢ — +o0; piu precisamente, verificare
che limy—, 4o (y(t) — u(t)) = 0.



ESERCIZI DI RIEPILOGO 219

Esercizio 8.25 Data I’equazione differenziale

a) studiare l'esistenza e I'unicita locale delle soluzioni nel dominio 2 =
{(t,y) : t,y > 0}. Verificare che non valgono le ipotesi dei teoremi
di esistenza globale. Trovare le eventuali soluzioni costanti, le regioni
dove le soluzioni sono crescenti/decrescenti e rappresentarle nel piano;

b) dimostrare che esiste un unico g € ]0, 1] tale che la funzione y(t) = 3/t
e soluzione dell’equazione;

¢) operare un opportuno cambiamento di variabile e integrare 1’equazione
ottenuta al fine di calcolare una forma chiusa per la generica soluzione.
Utilizzare quest’ultima per studiare l'intervallo massimale d’esistenza
|a, B] delle soluzioni e il loro comportamento agli estremi «, 3.

(Si veda anche 1'Esercizio 13.6.)

Esercizio 8.26 Sia data 1’equazione del secondo ordine y” = ¢g(t,y) dove
g(t,y) € un polinomio non costante. Dimostrare che ogni polinomio p(¢,y)
di primo grado, non costante in y, e che divide g da origine a una soluzione
dell’equazione. Quale? Che tipo di soluzioni si ottengono in questo modo
se g = g(y) dipende solo da y?

Esercizio 8.27 Data I’equazione del secondo ordine y" = g(t, y) dove g(t, y)
€ un polinomio omogeneo di grado dispari in y, dimostrare che esiste sempre
una soluzione con traiettoria rettilinea.



Capitolo 9

Sistemi lineari

In questo capitolo verra affrontato lo studio dei sistemi lineari di equazioni
differenziali. In particolare, tratteremo i sistemi omogenei fino ad arrivare
alla dimostrazione del teorema fondamentale della variazione delle costan-
ti. In seguito analizzeremo i sistemi a coefficienti costanti omogenei e non
omogenei, caso in cui la soluzione ¢ spesso calcolabile. Vedremo poi I'appli-
cazione dei metodi introdotti alle equazioni lineari di ordine n a coefficienti
costanti. Il caso generale dei sistemi a coefficienti non costanti verra trattato
marginalmente; per approfondimenti si rimanda ai testi in letteratura.

Nozioni e risultati di base sulle equazioni lineari

Un sistema lineare di equazioni differenziali ¢ del tipo
(9.1) y' = A(t)y +b(t),
dove A : I — M(n,R), b

omogeneo associato a (9.1) ¢

(9.2) 2= A(t)z,

I — R"™ sono funzioni continue. Il sistema

mentre (9.1) con b(t) # 0 si dice sistema non omogeneo. Per queste equazioni
saremo come sempre interessati al problema di Cauchy associato

03) {y' = A(t)y + b(t)
y(to) = Yo

Per facilita e per non appesantire ulteriormente la scrittura, in tutto il ca-
pitolo utilizzeremo la convenzione di “confondere” i vettori riga con i vet-
tori colonna, ovvero confonderemo la notazione funzionale di A(t)y, intesa
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come applicazione lineare A(t) da R™ in R™ che agisce sul vettore (riga)
y=(y1,-..,Yyn) € R™, con la notazione matriciale A(t)y dove ora A(t) ¢ in-
terpretata come matrice (che rappresenta la precedente applicazione lineare
avendo scelto la base canonica sia nel dominio che nel codominio) e A(t)y
¢ il prodotto matriciale di A(¢) e y. In quest’ultimo caso sarebbe corret-
to scrivere A(t)y”, dove y! indica il trasposto di y cioe il vettore colonna
(Y1, -+,9yn)T con i medesimi coefficienti di 3. Allo stesso modo dovremmo
scrivere (y?)’ al posto di 3’ e b(t) al posto di b(t). Come gia detto, per non
appesantire la notazione si decidera di non scrivere la 7" di (-)7’; la situazione
sara comunque chiara dal contesto.
Posto A(t) = (aj(t))ij=1,...n, il sistema (9.1) & dato esplicitamente da

n
e =D ar(ty; +oi(t),  k=1....n,
j=1

ovvero, in forma matriciale, da

Yy air(t) - aw(®)\ [n bi(t)
= ]
y;z an1(t) -+ ann(t) Yn b (1)

Per il Corollario 4.16 tutti i problemi di Cauchy (9.3) hanno esistenza e
unicita globale delle soluzioni. Le soluzioni massimali saranno quindi definite
su tutto I. Di conseguenza, in tutto il capitolo e anche dove non specificato,
con “soluzione” si intendera sempre “soluzione massimale” o eventualmente
I’'unico prolungamento massimale della soluzione in considerazione.

Dai risultati classici sulle applicazioni lineari tra spazi vettoriali su un
campo K (per noi sara R o C), argomento dell’algebra lineare, segue che:

e l'insieme S delle soluzioni (massimali) di (9.2) ha una struttura di K-
spazio vettoriale, e puo essere pensato come sottospazio di C1(I,K");

e la generica soluzione y(t) dell’equazione non omogenea (9.1) si puo
scrivere nella forma y(t) = z(t) + y(t), cioé come somma della gene-
rica soluzione z(t) dell’equazione omogenea associata (9.2) e di una
qualsiasi fissata soluzione y(t) dell’equazione non omogenea (9.1).

In definitiva, bastera saper risolvere i sistemi lineari omogenei e trovare dei
metodi per ottenere almeno una soluzione particolare di (9.1). Il primo
problema verra affrontato nella prossima sezione, il secondo verra risolto,
almeno dal punto di vista teorico, dal Teorema della variazione delle costan-
ti. Nel seguito faremo la scelta K = R ma gran parte delle considerazioni
varranno anche nel caso K = C.
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Sistemi lineari omogenei

In questa sezione vogliamo studiare le proprieta e lo spazio vettoriale S delle
soluzioni (massimali) di un generico sistema lineare omogeneo

(9-4) y' = A(t)y.
Anzitutto si ha il seguente risultato:
Proposizione 9.1 S ¢ una spazio vettoriale di dimensione n.

DiMoOSTRAZIONE Fissato tg € I, consideriamo la mappa di valutazione

Syt S = R

che a ogni soluzione y(+) associa il valore che assume in ty. Tale applicazione
¢ banalmente lineare. Inoltre, per I'unicita delle soluzioni (massimali) dei
problemi di Cauchy, per ogni yo € R™ esiste un’unica soluzione di (9.4) tale
che y(tp) = yo, ovvero esiste un’unica y € S tale che &,y = yo. L’appli-
cazione dy, € allora biiettiva, dunque isomorfismo tra spazi vettoriali. Di
conseguenza dimS = dimR"” = n. O

Per ottenere la generica soluzione y di (9.4) ¢ allora sufficiente individuare
n soluzioni linearmente indipendenti ¢1,...,¢, in S, per cui sara

y=cip1+ ...+ cron,

per qualche cq,co,...,¢, € R. Ricordiamo che in questa caso la lineare
indipendenza ¢ intesa in senso funzionale, come nella seguente definizione.

Definizione 9.2 Le funzioni 1, ..., ¢, di S si dicono linearmente indipen-
denti se sono linearmente indipendenti come elementi dello spazio C*(I,R™),
cioé se c1p1 + ... + cppp = 0 in CH(I,R™) implica ¢y = ... = ¢, = 0.

Dire che c1¢1 + ... 4 cppp = 0 in C1(I,R") significa dire che tale somma &
nulla come funzione cioe che c1p1(t) + ... + cppp(t) = 0 per ogni t € 1.

Proposizione 9.3 Date ¢1,...,¢0, € S, cioe p soluzioni dell’equazione
omogenea y' = A(t)y, le sequenti affermazioni sono equivalenti:

i) ©1,...,¢p sono linearmente indipendenti in S;

ii) esiste to € I tale che p1(to),...,pp(to) sono vettori linearmente indi-
pendenti in R™;
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iii) per ogni t € I i vettori ¢1(t),...,p(t) sono linearmente indipendenti
wn R™.

DIMOSTRAZIONE Banalmente iii) implica ii). Dimostriamo che ii) impli-
ca i) (analogamente iii) implica i)). Supponiamo quindi che esista tog € I tale
che i vettori ¢i(to), ..., pp(to) siano linearmente indipendenti in R". Presa
una combinazione lineare cip1 + ... + cppp = 0 nulla in S, per definizione
si avra c1p1(t) + ... + cppp(t) = 0 per ogni t € I, in particolare per t = tg.
Per l'ipotesi ii) segue allora che ¢; = ... = ¢, =0, da cui i).

Verifichiamo infine che i) implica iii) (analogamente i) implica ii)). Sup-
poniamo che valga i) e che per assurdo non valga iii). Allora esiste ¢ty € I per
cui ¢1(to), ..., pp(to) sono linearmente dipendenti, cioe esistono ci,..., ¢,
non tutti nulli tali che c1¢1(to) + ... + cppp(to) = 0. In relazione a questi
¢k, poniamo y = Y 7 _, cppr. Essendo S spazio vettoriale si ha y € S, da
cui segue che y & soluzione del problema di Cauchy

{y’ = A(t)y
y(to) = 0.

Poiché anche la funzione nulla & soluzione di tale problema, per unicita si
ha0=y = Zizl CLpk con ci,...,cp non tutti nulli, assurdo per la lineare
indipendenza dei ) come elementi di S. O

Come corollario si deduce che per trovare una base di § basta trovare n
soluzioni che siano linearmente indipendenti in un punto di I.

Corollario 9.4 {¢}}_, & base di S se e solo se esiste tg € I tale che
{or(to)}i_, € base di R™.

In particolare, fissato tg € I (per esempio to = 0 se 0 € I) per trovare
una base di S e sufficiente risolvere n problemi di Cauchy per ’equazione
y' = A(t)y, y(to) = yo, con yg uguale successivamente a n vettori linearmente
indipendenti v1, ..., v, di R™, per esempio i vettori e della base canonica.

Supponiamo ora che @1, ..., , siano linearmente indipendenti, dunque
base di S; allora per ogni y € S esistono c¢y,...,¢, € R, tali che y =
c1¢91 + ... + cppn. Clascuna funzione ¢ € a valori in R", dunque avra n
componenti ¢ = (P1k, - .., ¢nk) € analogamente sara y = (y1,...,Yn). In
forma di vettori colonna, si ottiene la seguente scrittura matriciale:

n P11 Pin P11 Pin C1
Yn ©nl1 Pnn $nl - Pnn Cn
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In forma compatta scriveremo y(t) = ®(t)c dove ®(t) ¢ la matrice sopra
introdotta, le cui colonne sono date dai vettori della base di &, mentre ¢
e il vettore di R™ di coordinate (ci,...,c,) (o, meglio, il suo trasposto).
Motivati da questo discorso, si definisce la matrice soluzione come segue.

Definizione 9.5 Si dice matrice soluzione associata a y' = A(t)y una
qualsiasi matrice

(9.5) D)= | p1(t) |- | eul®) |,

dove le colonne @1, ..., o, sono soluzioni di y' = A(t)y, cioé elementi di S.
Se in pit det ®(t) # 0 per ogni t € I (cioé se ®(t) é invertibile per ogni t)
® si dice matrice fondamentale o risolvente del sistema lineare.

Per quanto visto in precedenza, la condizione det ®(t) # 0 per ogni t € I
¢ ridondante. Infatti, basta che tale condizione valga per un solo t.

Proposizione 9.6 Per una matrice soluzione ®(t) sono equivalenti:
e per ogni t € I si ha det ®(t) # 0;
o csiste tg € I tale che det ®(tg) # 0.

Quindi ®(t) € matrice fondamentale se e solo se & invertibile almeno per un
(quindi per tutti) t € 1.

DIMOSTRAZIONE Alla luce della Proposizione 9.3 si ha che det ®(¢) # 0
per ogni ¢ se e solo se ®(t) ¢ invertibile per ogni ¢ se e solo se le colonne
di ®(¢) sono n soluzioni linearmente indipendenti per ogni t se e solo se
esiste un ty tale che le colonne siano linearmente indipendenti se e solo se

det (I)(to) 7& 0. O

E possibile caratterizzare le matrici soluzione mediante un’equazione
(sistema) di equazioni differenziali in forma matriciale come segue dalla
prossima, proposizione.

Proposizione 9.7 Le sequenti affermazioni sono equivalenti:
o O(t) & matrice soluzione;
o O(t) e soluzione dell’equazione differenziale in forma matriciale

Y' = AQ})Y

2

dove Y € M(n,R) = R™ ;
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e per ognic € R™ la funzione ®(t)c é soluzione dell’equazione y' = A(t)y.
DIMOSTRAZIONE Preliminarmente osserviamo che la mappa
M(n,q) x M(q,m) — M(n,m)
(A,B) — AB,
¢ bilineare. Dotato M(n, q) della topologia di R™, per il teorema di differen-

ziabilita delle funzioni composte e delle applicazioni bilineari, se t — A(t),
e t — B(t) sono derivabili, si ha

(9.6) (A(t)B(t)) = A(t)'B(t) + A(t)B(t)".

Questo fatto verra frequentemente usato nel seguito.

Tornando all’enunciato della proposizione, dette i(t),...,¢n(t) le co-
lonne di ®(¢) si osserva che la k-esima colonna di A(t)®(¢) si ottiene molti-
plicando A(t) per la k-esima colonna di ®(¢) che & pk(t), dunque coincide
con A(t)eg(t). Inoltre la k-esima colonna di ®'(t) € ¢} (t). In definitiva

O'(t)=At)®(t) <+ ¢, =Al)prperognik=1,...,n,

che dimostra ’equivalenza delle prime due asserzioni. Preso ¢ € R"™ si ha
poi che

(®(t)e) = A(t)(®(t)e) Vee R" <  &'(t)c= (A(t)®(t))c Ve e R"
—  D(t) = A(t)D(t),
che conclude la dimostrazione. O

Vale anche il seguente risultato che afferma che I'insieme delle matrici
fondamentali ¢ stabile per moltiplicazione a destra con matrici invertibili.

Proposizione 9.8 Se ®(t) é matrice fondamentale e B € GL(n,R) ¢é una
matrice invertibile, allora ®(t)B é ancora una matrice fondamentale.

DIMOSTRAZIONE Infatti, se ® ¢ matrice risolvente si ha
(®(t)B) = @'(t)B = (A(t)®(t))B = A(t)(2(t)B)

dunque ®(t)B soddisfa I'equazione matriciale Y’ = A(t)Y e per la Propo-
sizione 9.7 & matrice soluzione. Inoltre det(®(t)B) = det ®(t) - det B # 0,
dunque ¢ anche matrice fondamentale. O

Dalle osservazioni sopra si puo concludere che la generica soluzione y
dell’equazione lineare omogenea y' = A(t)y si puo scrivere nella forma y(t) =
®(t)c al variare di ¢ € R™. Piu precisamente vale il seguente risultato.
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Proposizione 9.9 L’insieme S delle soluzioni dell’equazione lineare omo-
geneay' = A(t)y puo essere rappresentato come S = {@(t)c i c€ R”}, dove
O (t) ¢ una qualsiasi fissata matrice fondamentale associata all’equazione.

DIMOSTRAZIONE Fissata una matrice fondamentale ®(¢) da quanto visto
sopra si ha che {®(t)c : ¢ € R"} C S. Resta da dimostrare che ogni
soluzione ¢ rappresentabile nella forma ®(t)c per qualche c¢. Fissata una
soluzione y tale che, diciamo, y(tg) = o, sia ¢ = ®(tg) 'yo. La funzione
®(t)c & una soluzione tale che ®(tg)c = ®(to)®(to) 'yo = wo quindi, per
I'unicita delle soluzioni del problema di Cauchy, deve coincidere con y(t). O

Si puo inoltre dimostrare il seguente teorema

Teorema 9.10 (di Liouville) Detta ®(t) matrice soluzione associata al
problema y' = A(t)y allora

(9.7) % det (1) = tr(A(t)) det (),

da cuti seque

t
(9.8) det ®(t) = det ®(tp) exp/ tr(A(s)) ds.
to
DiMOSTRAZIONE Considerata la matrice quadrata [vq,ve,...,v,] costi-
tuita da n vettori (colonna) vy,...,v, € R" se A € M(n,R) si puo dimo-
strare che

det[Avi,va ..., vn] + det|vy, Ave, ... vn] + ...+ detvg, ve, ..., Av,] =
= ayy detfvy, ve ..., vp|+. . .Aapy det[vr, ve, ..., v,] = trA-det[vy, ve, ..., vy
Sia ®(t) = [p1(t), p2(t), ..., pn(t)], dove per definizione le ¢y, sono soluzioni
di ¢y = A(t)y per k = 1,...,n. L’applicazione determinante pensata come

mappa (v1,...,v,) — det[vr,va,...,v,] da (R™)" — R & n-lineare. Per la
formula di differenziazione delle applicazioni n-lineari si ottiene

L Qet(t) = det[py (1), @a(t), .-, pn(t)] + detlior (), Gh(1), .- on()] +

dt
.+ detfpr (), @a(t), - -, @ (B)]
=det[A( Jp1(t), pa(t), - - - pn(t)] + detr(t), A()pa(t), - - -, n(t)] +
+- +det[901(t)7902( ) -5 A(t)en(t)] = tr(A()) det (),

da cui la tesi (negli approfondimenti una dimostrazione alternativa). O
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Sistemi lineari non omogenei

Studiata la struttura delle soluzioni di un sistema lineare omogeneo e ot-
tenuta la rappresentazione delle relative soluzioni in termini della matrice
fondamentale, & possibile risolvere, almeno in linea teorica, anche il problema
non omogeneo (9.1).

Teorema 9.11 (di Lagrange, della variazione delle costanti) I/ pro-
blema di Cauchy per il sistema lineare non omogeneo

(9.9) {y’ = A(t)y +b(t)
y(to) = Yo,

con A: 1T — M(n,R), b: I — R" funzioni continue ety € I, ammette come
unica soluzione la funzione

(9.10) y(t) = B(1) [@(m)lw [ 26)6) ds}

to

dove ®(t) é una qualsiasi matrice fondamentale relativa al sistema omogeneo
associato.

DiMOSTRAZIONE Da quanto appena visto, la generica soluzione del-
lequazione omogenea associata z’ = A(t)z e del tipo z(t) = ®(t)c, do-
ve ®(t) ¢ una qualsiasi matrice fondamentale associata e ¢ € un generico
elemento (costante) di R™. L’idea di Lagrange ¢ stata quella di cercare
una soluzione dell’equazione non omogenea della forma y(t) = ®(¢)c(t) con
¢(t) funzione derivabile (le costanti che variano!). Anzitutto dovra essere
yo = y(to) = P(to)c(tp) da cui, grazie all’invertibilita di ®(tg), si ottie-
ne c(tg) = ®(t9) 'yo. Imponendo che una tale funzione y(¢) sia soluzione
dell’equazione non omogenea, per la Proposizione 9.7 si ottiene

Y1) = ADy(t) +0(1) = (D(0)c(t)) = AD@De(t) +b(t)
= W ()elt) + D) = (ADBEB)elt) +b(t)
= (ADBD)elt) + B () = (AD)DE)e(t) + b(1)

'(t) = b(t). Essendo matrice fondamentale, ®(t) &

(
da cui si ricava ®(t)c
) = ®(t)"'b(t) e integrando tra tg e t

t
invertibile, percid ¢/(

)
t

o(t) — clty) = / "(s)ds = / ()~ 1b(s) ds,

to to
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e in definitiva

cioe la tesi. O

Osservazione 9.12 Ricordando che un’applicazione lineare A : R” — R"
commuta con 'operatore di integrazione, cioe vale

a [ sas= [ areas

per ogni funzione integrabile f : [a,b] — R™, la formula (9.10) si puo scrivere
nella forma

(9.11) y@z@@ﬂm*m+[@wﬂw%@w
(9.12) = R(t,to)yo + /t R(t,s)b(s) ds,
to

dove si & posto R(t,s) := ®(t)®(s)~!. Si noti che per la Proposizione 9.8 e
per ogni fissato s € I la matrice R(¢,s) € matrice fondamentale associata a
y' = A(t)y e soddisfa R(s,s) = I. In particolare, la funzione t — R(t,s) &
I'unica soluzione del problema di Cauchy per il sistema in forma matriciale

Y = At)Y
Y(s)=1.

In definitiva, per risolvere il problema di Cauchy per un sistema di equazioni
differenziali lineari & sufficiente calcolare R(¢,s) (o in generale una qualsiasi
matrice risolvente ®(t)) e l'integrale in (9.12). In generale, non ¢ sempre
possibile farlo esplicitamente, si veda (9.39); vedremo invece come calcolare
®(t) nel caso di un sistema a coefficienti costanti.

Sistemi lineari a coefficienti costanti

In questa sezione studieremo il caso di un sistema di equazioni differenziali
lineari a coeflicienti costanti del tipo

(9.13) Y = Ay + b(t),
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dove A € M(n,R) e b : I — R" & una funzione continua. Dalla sezione
precedente sappiamo che per ottenere una soluzione tramite la formula della
variazione delle costanti € sufficiente risolvere il problema lineare omogeneo
associato

(9.14) 2= Az,
del quale si vuole calcolare la matrice R(t, s) soluzione di

{Y’ — AY

(9.15) Y =1

Tale sistema ¢ autonomo e per I’Osservazione 1.8 la sua soluzione coincide
con la traslata temporale di una quantita s della soluzione del problema di
Cauchy tale che Y (0) = I. In termini della matrice R(¢,s) cio significa che
R(t,s) = R(t — s,0). Sara quindi sufficiente risolvere il problema di Cauchy

{Y’ — AY

(9.16) Y(0) =1

la cui soluzione R(¢,0) si indichera, per ragioni che saranno chiare in seguito,
con e*4. In particolare, per le osservazioni fatte (9.12) diventa

y(1) = Rt — to, 0)yo + /t "R(t — 5, 0)b(s) ds

(9.17) .
= e(t*tO)Ayo +/ e(t*S)Ab(s) ds.

to
Si noti 'analogia tra (9.17), (9.10) e (8.9); quest’ultima, nel caso in cui
a(t) = a & costante, conduce a A(t) = a(t — o) e alla formula

t
) =y 4 [t o(s) d,
to

che ¢ proprio (9.17) nel caso particolare n = 1. Passiamo ora a studiare la
struttura della soluzione del problema di Cauchy per ’equazione (9.16). Per
la (globale) lipschitzianita del campo vettoriale si puo applicare il Teorema
di Cauchy-Lipschitz. La soluzione, definita globalmente in R, si puo quindi
ottenere, almeno localmente in un intorno di ¢y = 0, come limite uniforme
delle relative iterate di Picard:

Yo(t) =1

t
Yit1(t) = Yo —|—/ AYy(s) ds.
0
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Per il Teorema di Cauchy-Lipschitz, esiste un intervallo [—¢,¢] sul quale
Y (t) converge uniformemente alla soluzione di (9.16). Dalla dimostrazione
del teorema, si ha ¢ = min{«a, R/M} dove, in questo caso, « e R possono
essere presi arbitrari e M = max{||AY|| : Y € B[I, R]}. Si puo dimostrare
che, indipendentemente dalla scelta di «, R, possibilmente anche grandi, &
¢ maggiorato da 1/||A| (tuttavia si ricordi che la soluzione massimale di
(9.16) e definita in R).

Calcoliamo i primi termini della successione: poiché A commuta con
I'integrale si ha

t t
Yl(t):I—l—/AYo(s)d,s:I—l—A/ ds =1 +tA,
0 0

(tA)?
2 )

t t
Yg(t):I+/ A)/l(s)ds:f+/(A+5A2)ds=1+tA+
0 0

e per induzione

(t4)° + ...+ (tA)k

Yi(t) =1+tA+ 51 X

= pi(tA),

dove si definisce py(B) =1+ B+ ...+ Bk—;c per una generica B € M(n,R).
Per il Teorema di Cauchy-Lipschitz si ha che

+... .+ —

(tA)? (tA)"“)
21 k)

R(t,0) = lim py(tA) = lim (I+tA+

k——+oo k—+o0

uniformemente in [—¢,¢]. In analogia con le serie di potenze reali, cio
suggerisce di introdurre il simbolo e*4 ponendo

_l’_

tA)? tA)k
(2!) "'+(k!) )

(9.18) e = lim pu(tA) = lim (I+tA+
k——+o0

k—+o0

per cui R(t,0) = e*4. Si & quindi trovata la soluzione di (9.16) in [—¢,¢].
Cosa succede fuori da questo intervallo? Verificheremo che il limite sopra
introdotto esiste per ogni ¢ e definisce la soluzione Y (t) = e*4 globalmente
in R. L’analisi potrebbe essere svolta direttamente, ma converra studiare
il problema piu in astratto, introducendo il concetto di esponenziale di una
matrice. Cio permettera di identificare la norma piu adatta per provare
la convergenza (9.18), nonché di calcolare esplicitamente, in certi casi, la
soluzione stessa.
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Esponenziale di una matrice

Motivati dall’analisi precedente, per ogni k € N definiamo la matrice n x n

k

(9.19) pr(A) =
h=0

Aﬁ
ﬁv

dove per convenzione si pone A° = I. Vogliamo dimostrare che la succes-
sione di matrici (pg(A))ren converge in (M(n,R), | - ||) dotato della norma
degli operatori (si veda (A.3) in Appendice). Poiché tale spazio ¢ completo
rispetto alla norma scelta, e sufficiente dimostrare che la successione ¢ di
Cauchy; presi k > h, essendo || A?|| < ||A||* (proprieta che giustifica la scelta
di questa norma, si veda il Teorema A.29 in Appendice) si ha

k

Al A
Ipk(A) = pa (Al = || Y s > Hi. ”
i=h+1 i=h+1
Eja)
< Z - = |pr(||All) — pu(IIA])]-
i=h+1

Poiché la serie esponenziale e” = 3~ & converge per ogni z € R, in parti-

colare per x = || A||, la successione pi(||A||) & di Cauchy ed & possibile rende-
re la differenza |py(||A||) — pn(||A]))| arbitrariamente piccola pur di prendere
k, h sufficientemente grandi. Cio dimostra che (pg(A))ken € di Cauchy nella
norma degli operatori, dunque converge. Si pone per definizione

9.20 A= 1
( ) ¢ kAiELopk k4%+oojg: jg: h!

detta matrice esponenziale di A.

A questo punto si puo risolvere definitivamente il problema (9.16). Infat-
ti, se si dimostra che la successione delle iterate di Picard converge unifor-
memente in un intervallo I contenente ¢y (non necessariamente uguale all’in-
tervallo [ty — J,tg + d] del Teorema di Cauchy-Lipschitz), allora la funzione
limite & soluzione dell’equazione differenziale in I (si veda I'Esercizio 2.13).
Fissato T > 0, sia [t| < T'; per la successione delle iterate di Picard vale

k

1Yi(8) = Ya()ll = [lp(tA) = pr(tA)| < )
i=h+1

R ItA| T||Al)
}Z I i!ll SZ ( Hi! H)’

1A
il

IN
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che, analogamente a sopra, puo essere reso piccolo a piacere pur di prendere
k,h sufficientemente grandi, uniformemente per [t| < T. La successione
di funzioni (Y}) & di Cauchy nello spazio (C([-T,T], M(n,R)),]| - [|o) che
€ normato completo, dunque converge uniformemente. Dall’arbitrarieta di
T > 0 la funzione Y (t) = e & allora soluzione di (9.16) in tutto R.

Si noti che grazie alla Proposizione 9.7 la funzione t — e da R in
M(n,R) & soluzione dell’equazione differenziale Y’ = AY in forma matri-
ciale ovvero si ha 4et4 = Ae!4 che & anche uguale a /4 A, visto che e/ e
A commutano (perché?). Questo risultato puo essere ottenuto in maniera
indipendente andando a studiare direttamente la derivabilita della funzione
t — et4. Analogamente si pud anche dimostrare direttamente che la funzio-
ne y(t) = e*4yy & soluzione di (9.16) senza fare uso delle iterate di Picard e
del Teorema di Cauchy-Lipschitz (si vedano gli approfondimenti al capitolo).

Come conseguenza di (9.17) si ha che y(t) = ey ¢ la soluzione del
problema di Cauchy

(9.21) {y/ =4y
y(0) = yo.

Osservazione 9.13 Sia y(t) = e'4yq la soluzione di (9.21). E facile verifi-
care che la successione delle iterate di Picard relative al problema con dati
y(t1) = y1 e data da pg((t—11)A)yi1, pertanto converge alla relativa soluzione
7(t). In particolare, preso y; = e"*“yq si ha che §(t) e y(t) sono entrambe
soluzioni che valgono y; al tempo ¢;, quindi per unicita devono coincidere.
Ne discende che

[ ((t — t1)A)y1 — pr(tA)yo] — ell=W Ay —etAyy =0,

da cui segue e(t=t)Aet1 Ay, — etAy  Posto ty = t — t1, dall’arbitrarieta di yo
segue che ef24et14 — e(t2+11)A che generalizza la ben nota proprieta per gli
esponenziali reali. Tra breve vedremo che questa proprieta si puo estendere,
sotto opportune ipotesi, a una classe pit ampia di matrici.

Proposizione 9.14 Date A, B € M(n) valgono le sequenti proprieta:

i) @ =1, M =M

7

i1) se A e B commutano, ovvero AB = BA, allora eAtB — o4 BeA.

7

e~ =c¢c7e

1 —A.

i) e4 ¢ invertibile e vale ()™ = e™4;

iv) se A e B sono simili, cioé esiste P € GL(n) tale che A = P~1BP
allora e = P~1eBP;
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v) deted = e,

DIMOSTRAZIONE i) segue banalmente dalla definizione; ii) si dimostra
come ’analoga proprieta per ’esponenziale reale definito tramite la sua se-
rie di potenze (si veda anche I'Esercizio 3.13). Se A e B commutano vale
I’analogo della formula di Newton per lo sviluppo del binomio:

(A+B)™ = i (C’Z) Amk Bk,

k=0

Si dimostri questa formula per esercizio, utilizzando il principio di indu-
zione e individuando con precisione dove l'ipotesi di commutativita viene
utilizzata. A questo punto si ha

eAJrB:mZ::O — :%sz()(?)A k gk
x© m Amfk Bk o A™ OOBk
:Zz(m—k)' AP ISSEDSETIELES

dove si & usato il prodotto di Cauchy di due serie (si veda I’Appendice).

A—A A

iii) Poiché A commuta con —A si ha [ =e =efe ™ da cui la tesi.

iv) Per ogni k € N si ha

Ak P—lBPk
pk(A)=I+A+--.+k,=P1IP+PlBP+...+(k,)
k

B
=p'iPp+pP'BP+...+ P!

HP

Bk
- P*I(I +B+.. .+ F)P — P~lpu(B)P,

e poiché la moltiplicazione a sinistra o a destra per una matrice ¢ un’ap-
plicazione continua da M (n) in sé nella norma degli operatori, passando al
limite per £ — +o00 si ha la tesi.

v) Per (9.8) si ha deted = et™4 ; posto t = 1 segue la tesi. O

Calcolo della matrice esponenziale

In questa sezione affronteremo il problema del calcolo esplicito di et4. Giun-
geremo al risultato principale attraverso una serie di casi intermedi.



234 CAPITOLO 9. SISTEMI LINEARI

Matrici diagonali a blocchi. Sia A = diag(A;, A2,..., Ay) = @h_; Ak
con Aj, matrice quadrata di ordine vy, cioe del tipo

Ay
Ao

Ap
Poiché A & somma diretta delle Ay si riconosce facilmente che per i € N

Af
Al = 4
A
cioe A = diag(A¢, A, ... ,A;) =P, AZ per ogni ¢ € N, da cui segue che
pn(A) = diag(pn (A1), pr(A2), - ... pr(Ap)) percio

e = lim pp(A) = hEI—EOO diag(pn (A1), pn(A2), ..., pr(Ap))

h——+o00
P
: A LA A A
= diag(e™,e”2, ... e p):@e k
k=1

diag(A1,Az2,...,Ap) A1 , eAQ, ..

cioe e = diag(e .,e4r). In particolare si riottiene la
formula e’ = e*[. Piu in generale se A, = A\l,, dove I, & la matrice
identita di ordine vy si ha e4 = diag(e*1,,,e*21,,,... e 1, ).

Con lo stesso procedimento si dimostra che se A = diag(Ay, Az, ..., Ap)
et € R si ha et = diag(et41, et42, .. el4r),

Matrice di rotazione J. Sia

0 -1
J =
(1 0 > ’
che rappresenta una matrice di rotazione di un angolo di ampiezza 7/2 in
senso antiorario. Si osserva che

J =, J? =1, J3=—1J, J =1, J? =,



SISTEMI LINEARI A COEFFICIENTI COSTANTI 235

quindi le potenze di J si ripetono a cicli di lunghezza 4. Ne discende che

' t2 5 t3 3 t2 t3
_10+0—t+—t2/2! 0 N 0 753/3!Jr
—\0 1 t 0 0 —t2/2! —t3/31 0

2t 31
1—54‘@"— —<t—§+§—> B COSt —Sent
IR 2 4 ~ \sent cost )~
t—git e -+

In particolare, 'unica soluzione del problema di Cauchy

A i
Y = Jy Z/} - Y2
O =7=@L5) )BTy
y(0) =7 = (U1, o T
(¥1(0),42(0)) = (¥1,72)

Y AN yi1(t)\ _ [cost —sent\ (7,
y(t) = ey ciod (yg(t)>_<sent cost Uy )

e in definitiva

¢ data da

y1(t) = Y, cost — yysent
ya2(t) = Yy sent + Y, cost.

Pit1 in generale, se w € R la soluzione di

yi(t)\ _ [cos(wt) —sen(wt)\ (Y,
yo(t))  \sen(wt) cos(wt) A
Matrici della forma al + wJ. Pilu precisamente

ol +wJ = <O‘ _“’).
w (0]
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Poiché la matrice identita e i suoi multipli commutano con ogni matrice, per
ii) della Proposizione 9.14 si ottiene

t at
tlal+wl]) _ qtal jtwd _ (qtapyatwd e cos(wt) —€ Sen(Wt)
¢ e (¥ T)e <e°‘t sen(wt) e* cos(wt) )’

percio 'unica soluzione del problema di Cauchy

Y = oy1 — wys
ovvero Yy = wyi + oy

{y’ = (ad +wJ)y
(41(0),32(0)) = (¥1,¥2)

y(0) =7 = (U1,%2)

¢ data da y(t) = e+ cios

Matrici diagonalizzabili. Sia A matrice diagonalizzabile reale, cioe tale
che esiste P matrice invertibile con P~1AP = D dove D = diag(\1, ..., \n)
e A\ € Rper k=1,...,n. Cio significa che i A sono gli autovalori di A e
che le colonne di P sono, ordinatamente, autovettori associati. In generale,
ricordiamo che se un’applicazione lineare B : R" — R" & rappresentata da
una matrice B nella base (vi,...,v,) di R", in un’altra base (wq,...,wy,)
viene rappresentata dalla matrice P~'BP dove la k-esima colonna di P &
formata dai coeflicienti del k-esimo elemento w;, della nuova base rispetto alla
base (v1,...,v,); P verra detta matrice del cambio di base da (v1,...,v,) a
(w1, ...,wy). Dato ora il sistema lineare di equazioni differenziali y/ = Ay,
dalla relazione sopra si ha ¢y = PDP~!y e applicando la matrice P! ad
ambo i membri (P~1y)" = D(P~1y). Ciod suggerisce di introdurre le nuove
variabili z = P~y tali che 2’ = Dz. Si ottiene cosi un sistema di n equazioni
disaccoppiate z;, = A\gzg, k = 1,...,n, la cui soluzione generale & del tipo
26(t) = ZpeMkt, ovvero z(t) = diag(eM?,...,e*?)z. La soluzione y(t) si
otterra invertendo la trasformazione: y(t) = Pz(t). In termini della matrice
esponenziale si ha y(t) = etyq dove

-1 i — . _
etA — ePtDP — Petdlag(}q,...,)\n)P 1 — Pdlag(e)\lt, o ,e)‘”t)P 1‘

In definitiva, se la matrice A & diagonalizzabile, al fine di calcolare et4 & suf-

ficiente calcolarne gli autovalori, per ottenere e, e una base di autovettori
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le cui colonne formeranno P. Infine occorrera invertire la matrice P. La
medesima analisi vale anche nel caso di matrici complesse e diagonalizzabili.

Quest’approccio mostra che la base canonica e le funzioni incognite y(t)
non sono le migliori per studiare il problema: in generale I'idea e quella di
trovare un’altra base in cui il sistema si semplifichi, come nel caso appena
visto delle nuove incognite z(t). L’esempio considerato, unito al fatto che
ogni matrice & triangolarizzabile (almeno in campo complesso), suggerisce
come gli autovalori della matrice giochino un ruolo fondamentale.

Matrici 2 x 2 con autovalori complessi. Sia A matrice 2 x 2 con un
autovalore complesso A = a + iw, dove si suppone w > 0. Poiché la matrice
& reale, il coniugato A = o — iw & ’altro suo autovalore. Inoltre, se v & auto-
vettore (complesso, ovvero v € C?) relativo a A allora il vettore coniugato v &
autovettore relativo a X. Avendo gli autovalori distinti, A & diagonalizzabile
in campo complesso; piu precisamente, preso un autovettore v relativo a A
e detta P € GL(n,C) la matrice le cui colonne sono date dalle coordinate

di v e v, si ha che
A0
P 'AP=D:= <.
(o 3)
D ha coefficienti complessi; volendo una rappresentazione reale, bisognera
trovare un’altra forma canonica per A. A tal fine, al posto della base {v, 7}
(di C?) basta prendere la base (di R?) formata dai vettori {Sv, Rv}. Per
trovare la matrice che rappresenta A in questa base € sufficiente vedere come
si trasforma D passando dalla base {v,v} alla base {Sv, Rv}. Essendo
v—7 i—l-i* o v+7T 1+1
=——v+ -0 v = =—v+ -
21 2 27 2 2 2
la matrice di trasformazione dalla base {v,v} alla base {Sv,Rv}, le cui
colonne sono le coordinate dei vettori di {Sv,Rv} nella base {v,v}, & data
da

Qv = 7,

Q= ( i/2 1/2) con inversa data da Q7" = <1 1 ) ,

e svolgendo i conti si ottiene

«
w

(PQa(PQ =D = (£ ) —ar b
Posto R = PQ la matrice di trasformazione dalla base canonica alla base

{Qwv, Rv}, per quanto visto in precedenza la matrice esponenziale el4 sara

ot — petlal+w]) p-1 _ ea: cos(wt) —ej“f sen(wt)\ po1
e* sen(wt) e cos(wt)
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In particolare, le componenti della generica soluzione y(t) del sistema lineare
y = Ay, data da y(t) = e*4yq, saranno opportune combinazioni lineari delle
funzioni e cos(wt), e sen(wt), dove A\ = a+iw sono gli autovalori complessi
della matrice A.

Matrici semisemplici. Con matrice semisemplice intendiamo una matri-
ce A € M(n,R) a coefficienti reali e diagonalizzabile in campo complesso,
ovvero pensata come A € M(n,C). Poiché se A ammette un autovalo-
re A ammette anche A\ come altro autovalore, siano p1,...,p, gli autova-
lori reali (non necessariamente distinti, contati con la loro relativa molte-
plicitd algebrica) e A1, A1,...,As, Ag, con A\, = ay, + iwp, le coppie com-
plesse non reali di autovalore-autovalore coniugato (anche queste non ne-
cessariamente distinte), con n = r 4+ 2s. Essendo A diagonalizzabile in
campo complesso, & possibile trovare una base di C? formata da autovettori
{wy,...,wp,v1,01,...,0s,Ts}, con wi autovettore relativo a px, k =1,...,r,
e vy, autovalore relativo a Ap, h =1,...,s. In questa base si ha

P7LAP = diag(p1, ..., prys A, ALy - -5 Asy As),

dove P ¢ la relativa matrice del cambiamento di base. Estendendo quanto
visto nel caso precedente, nella base {w1,...,w,, Svy, Rv, ..., Svs, Rus} di
R? D’applicazione lineare associata ad A verrd rappresentata dalla matrice
diagonale a blocchi

RYAR = diag(p1, ..., pr, Z1,...,Z5) = S,

dove R & la relativa matrice del cambio di base e

ap —w
Zh—OéhI-‘rWhJ—(h h),h— ey S,
Wh  Qp
Essendo
et = diag(e!r, ... et %1 | el%s),
con

olZn _ el cos(wpt) —e!sen(wpt)
— \etsen(wpt)  e*tcos(wpt) )

le componenti della soluzione generale del sistema lineare iy’ = Ay, data da
y(t) = etdyy = Ret R~1y, saranno combinazioni lineari delle funzioni

ekt el cos(wpt), e sen(wpt),

dove py varia tra tutti gli autovalori reali di A e A\, = ay, + iwy, varia tra
tutti gli autovalori complessi e non reali di A.



SISTEMI LINEARI A COEFFICIENTI COSTANTI 239

Inizieremo ora ad affrontare il caso di una matrice A non necessariamente
semisemplice.

Matrici della forma S + N con S semisemplice, N nilpotente.

Sia data una matrice della forma A = S + N con S matrice semisemplice
e N matrice nilpotente, cioe tale che N¥ = 0 per qualche v > 1. 1l piu
piccolo v per cui N¥ = 0 si dice indice (o ordine) di nilpotenza. Supporremo
anche che S e N commutino, ovvero che SN = NS questa proprieta sara
fondamentale per poter utilizzare ii) della Proposizione 9.14. Poiché N¥ = 0
implica N7 = 0 per ogni j > v, la scrittura della matrice esponenziale di tN
si semplifica notevolmente, essendo

t2N2 t2N2 tl/—lNV—l

U SIS \ S SIS e
ST L TR A Ay T

N =T +tN+

quindi i coefficienti di eV sono polinomi in ¢ di grado minore o uguale a
v — 1. Per la proprieta ii) della Proposizione 9.14 si ha

otA — ot(S+N) _ otSotN.

La matrice et si pud calcolare come nel caso precedente, trovando una base
che la diagonalizza; eV per quanto appena osservato ha i coefficienti che
sono polinomi in ¢ di grado minore o uguale e v — 1 dove v e l'indice di
nilpotenza di N. In definitiva si puo concludere che le componenti della
soluzione generale del sistema lineare y/ = Ay, data da y(t) = ey, sono
combinazioni lineari delle funzioni

(9.22) tlePrt et cos(wpt), /e ! sen(wpt),

dove pi varia tra tutti gli autovalori reali di A, A\, = ap + iwp varia tra
tutti quelli complessi non reali, e j varia tra 0 e v — 1. Ovviamente non
tutte le combinazioni lineari di tali funzioni sono soluzioni del sistema: cio
dipendera dalla particolare forma della matrice A.

Piu precisamente, vedremo che in (9.22) compaiono potenze di ¢ a espo-
nente non nullo solamente in relazione ad autovalori difettosi.

Esempio 9.15 Calcoliamo la soluzione del problema di Cauchy

2
’
Yy
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Il sistema e lineare a coefficienti costanti e puo essere scritto nella forma

@)=G ) =4C)

Si osservi che A si decompone come

10 0 0
A= (1) 4 (2 O cisen

dove S = I commuta banalmente con N, la quale ¢ nilpotente di ordine 2.
Si ha dunque eV = I +tN da cui e = et/etN = e!(I 4+ tN). La soluzione
¢ dunque data da

(i) == () = 1) (B) = (i fwe)

In questo caso il sistema poteva essere risolto piu facilmente osservando che
la prima equazione ¢ disaccoppiata dalla seconda. Si risolve quindi 2’ = =z,
x(0) = 1, con soluzione z(t) = €’ e la si inserisce nella seconda equazione
ottenendo il problema di Cauchy per I’equazione non omogenea y' = y + e,
y(0) = —1. La generica soluzione dell’omogenea associata & z(t) = ce',
c € R, mentre una soluzione particolare si trova col metodo per simiglianza
ed ¢ 7(t) = te'. In conclusione, la generica soluzione & data da y(t) = ce’ +te!
e imponendo le condizioni iniziali si trova ¢ = —1, riottenendo il risultato

gia trovato.

Caso generale: decomposizione S + N.

La situazione del caso precedente € in realta generale, nel senso che ogni
matrice A puo essere decomposta nella somma di una matrice semisemplice
e di una nilpotente che commutano. Per ottenere tale decomposizione in-
troduciamo dei concetti di algebra lineare, alcuni dei quali dovrebbero gia
essere ben noti. Data una matrice A € M(n,R) (ma si potrebbe benis-
simo prendere A € M(n,C)) e detto A € C un suo autovalore si chiama
autospazio relativo all’autovalore A il sottospazio lineare di C" (non banale)
ker(A — AI). I suoi elementi non nulli vengono chiamati autovettori rela-
tivi a A e la sua dimensione viene chiamata molteplicita geometrica di A e
indicata con uf. Detta v = vy, la molteplicita algebrica di \, ovvero la mol-
teplicita di A come radice di pa(s) = det(A — sI), polinomio caratteristico
associato a A, si introduce poi I’autospazio generalizzato relativo a A definito
da Ey := ker(A — AI)”; i suoi elementi non nulli vengono detti autovettori
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generalizzati relativi a X. Si pud dimostrare che vy = dimker(A — A\I)"*;
inoltre, detti Ay, ..., A\, gli autovalori distinti di A di molteplicita algebrica,
rispettivamente, v1,...,1p, con v1 +...+v, = n, edetti By, ..., B, irelativi
autospazi generalizzati, si ha

p p
C" = Pker(A — \eI)" = P Ey.
k=1

k=1

Sia A 'applicazione lineare da C™ in sé, rappresentata nella base canonica
dalla matrice A. Essenzialmente, la scelta di una base B di C™ ottenuta come
unione di basi di ciascun Fj “diagonalizza la parte semisemplice di .A” nel
senso fornito dal seguente teorema, del quale ometteremo la dimostrazione.

Teorema 9.16 (di decomposizione S+ N) Data A € M(n,C) é possi-
bile trovare una base di C™ nella quale la matrice A si rappresenta con

(9.23) P'AP =D+ N,

con D uguale alla matrice diagonale degli autovalori, ciascuno ripetuto tan-
te volte quante la rispettiva molteplicita algebrica, N nilpotente che com-
muta con D. In particolare, se A € M(n,R) siano p1,...,pr gli autovalo-
ri reali distinti, di molteplicita algebrica rispettivamente vy, ...V, e siano
A AL, .- As, A le coppie complesse non reali di autovalore-autovalore co-
niugato, ciascun \p = ap + iwp, (wp > 0) di molteplicita algebrica py, (sard
dunque vy + ...+ v +2(u1 + ... + ps) = n). Allora

i) per ogni autovalore reale py, é possibile scegliere una base By, del corri-
spondente autospazio generalizzato formata da vettori reali;

ii) scelta per ogni autovalore N\, una base B}, del corrispondente autospazio
generalizzato, Uinsieme B}, dei vettori coniugati di B} costituisce una
base dell’autospazio generalizzato corrispondente a Ap;

i11) insieme
5= (U)o (Us)o(Um)
k=1 h=1 h=1
¢ una base di C™; detta P la matrice del cambiamento di base si ha
(9.24) P'AP =D+ N,

con D = diag(p1luy, .- prLups MLy o s AsLugy MLy - ooy AsIy,) (do-
ve I & la matrice identita j x j) e N e nilpotente;
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iw) D e N commutano, cioé DN = ND;

v) N é diagonale a blocchi: N = diag(Ny,...,N,,N{,...,N.,N{ ..., N/)
dove Nj € matrice vy, X vy, nilpotente di ordine < v, k=1,...,r, Nj
e Nj! sono matrici pup, X pp, nilpotenti di ordine < pp, h=1,...,s.

Volendo una rappresentazione reale, si prenda la base B* di C" (ma anche
di R™ wvisto che i vettori sono reali) ottenuta da B sostituendo alle coppie
(v,0) i vettori (Sv, Rv). Allora

vi) detta Q la matrice di trasformazione dalla base canonica alla base B*
st ha

(9.25) Q'AQ=S+N

dove S = diag(pily,, ... prly,, 21,...,5s), N € nilpotente reale, e

5 —dia( Oh ~Wh Oh —Wh )
h — g wh, ap, ) ) wh, ap,

e composta da py, blocchi uguali tra loro, h=1,... s;
vii) S e N commutano, cioe SN = NS;

viii) N é diagonale a blocchi: N = diag(Ni, ..., Ny, My, ..., M) dove Ny,
e matrice reale v, X vy nilpotente di ordine < v, k=1,...,r, My e
matrice 2up, X 2up, nilpotente di ordine < pp, h=1,...,s.

DIMOSTRAZIONE Omessa.

Il teorema afferma che ogni matrice A ¢ simile a una matrice somma di
una matrice semisemplice (o addirittura diagonale) e di una nilpotente che
commutano. In realtad A stessa gode della medesima proprieta. Supponendo
infatti che valga (9.24), si ha

A=P(D+N)P'=PDP ' + PNP ' =S + N".

La matrice S’ & diagonalizzabile essendo simile alla matrice diagonale D;
N’ & nilpotente dello stesso ordine di N, infatti se N¥ = 0 si ha (N')* =
PNkpP~! = (. Infine le due matrici commutano: S’N’ = PDNP~! =
PNDP~! = N'S’. Analogamente, se vale (9.25) si ha A = S’ + N’ con
S'=QSQ e N =QNQ ! che soddisfano le medesime proprieta.

Il teorema sostanzialmente afferma che la base B diagonalizza S’ e tra-
sforma N’ in una matrice diagonale a blocchi, ciascun blocco corrispondente
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a un autovalore; cio ha un’immediata applicazione alla risoluzione dei siste-
mi lineari di equazioni differenziali a coefficienti costanti, come si vedra tra
breve. Poiché N¢ = diag(N{, ..., Ni, M}, ..., M}) dal teorema discende che
I'indice di nilpotenza di N & il massimo degli indici di nilpotenza dei blocchi
da cui e formata. Inoltre

t(S+N tS tN . t ¢ ts ts
tSTN) — ¢t = diag(e"1,,,...,e" I, =1 ... e**).
: tN tN M tM.
~diag(e"™M, ... et etV ets)
= diag(etpletNl, . elPretNr otEietM 7etzﬂ—:‘“\@)7

da cui si deduce che ciascun blocco nilpotente influenza esclusivamente il
blocco dell’autovalore a cui & associato. Essendo et4 = Qet(5+N)Q—1 in defi-
nitiva si puo concludere che nel caso di una generica matrice A le componenti
della soluzione generale del sistema lineare 3 = Ay, data da y(t) = ey,
sono combinazioni lineari delle funzioni

(9.26) tlePkt  tlet cos(wpt), /e ! sen(wpt),

dove pp varia tra tutti gli autovalori reali di A, A\, = ap + iwp, varia tra
tutti quelli complessi non reali e, fissato un autovalore pg oppure Ay, I'indice
7 varia tra 0 e ¢ — 1, dove ¢ ¢ l'indice di nilpotenza del blocco nilpotente
associato all’autovalore fissato.

Si osservi che ker(A — M) C ker(A — M) da cui 1 < v < vy < n.
L’autovalore X si dice difettoso se Vi < v). Se A non e difettoso, cioe se
Vg = v), i due autospazi sopra coincidono, dunque e possibile trovare una
base di FE) formata da autovettori associati a A. Cio fa si che il relativo
blocco nilpotente relativo a A in N (del tipo Ny, N; o N; a seconda dei
casi) sia identicamente nullo. Se ne deduce che in (9.26) compaiono potenze
di ¢ non nulle relativamente ai soli autovalori difettosi.

Si noti infine che se 'autovalore A & algebricamente semplice, cioe vy = 1,
segue anche I/i = 1 ovvero \ e geometricamente semplice, in particolare non
¢ difettoso.

Esempi ed esercizi

In generale, dal punto di vista operativo per risolvere il sistema vy’ = Ay si
puo procedere come segue

e si calcolano gli autovalori di A;
e si trova una base B di C™ formata da autovettori generalizzati; in tale

base vale (9.24) (se si vuole la forma reale si prende la base B* e si
utilizza (9.25));
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e siha A=5 4+ N dove 8’ = PDP ' e N = PNP~!, con S’ semi-
semplice e N’ nilpotente che commutano. La matrice S’ ¢ facilmen-
te calcolabile una volta trovati gli autovalori e la base di autovetto-
ri generalizzati (da cui P); per calcolare N’ conviene osservare che
N =A—-S = A—~ PDP~! (un procedimento analogo si puo fare
partendo da (9.25));

. ! ’ ! _ . .
e a questo punto si trova et4 = etV dove Y = PetPP~1 di facile
/ N . r.
computo perché D ¢ diagonale, mentre e!N' si calcola velocemente
perché N’ ¢ nilpotente.

Esempio 9.17 Consideriamo il sistema lineare 3y = Ay dove

-1 1 0
A=[10 1 0
0 0 -2
La matrice e triangolare e si riconoscono subito gli autovalori A\; = —1,
Ao =1, A3 = —2, algebricamente semplici quindi non difettosi. Allora A &
diagonalizzabile in una qualsiasi base formata da autovettori. Si ha
01 0 1
ker(A—MI)=ker [0 2 0 | =span(|0])=:span(vy),
00 —1 0
-2 1 0
ker(A—Xol)=ker [ O 0 0 | =span( ) =: span(vs),
0 0 -3

1
2
0
1 10 0
ker(A—MX3l) =ker | 0 3 0] = span( 0)): span(vs).
0 00 1

Considerata la matrice del cambio di base P
1 1 0
P = V1 | V2 | U3 = 0 2 0 s
1

le cui colonne sono date dai coefficienti dei tre autovettori trovati (che so-
no linearmente indipendenti perché relativi ad autovalori distinti), si ha
P7'AP = D := diag(\1, Ao, A3) = diag(—1,1,-2) e

(9.27)

A =petPpt=pl 0 e 0 |P1=[etv|etvy|e 2oy | P
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Infine si trova facilmente l'inversa di P

1 —1/2 0
Ppt=10o 1/2 0},
0 0 1

da cui segue

et 0 1 —1/2 0
et=10 2¢ 0 0 12 0]=10 et 0
0 0 e2/\0o 0 1

La soluzione del sistema y’ = Ay con dato iniziale y(0) = (¥1,7s,73) €
dunque y(t) = et4y(0) cioe

y1(t) (0 (T — Ta/2)e™" 4+ Tpe' /2
yt) | =y, | = e
y3(t) s yze

Si noti che anche questa volta per risolvere il sistema sarebbe stato pil
semplice risolvere la seconda e la terza equazione ovvero, rispettivamente,
yh = Y2, Yy = —2ys, con soluzioni date da ya(t) = Yoel, y3(t) = yse 2,
quindi inserirle nella prima equazione ottenendo 3§ = —y; +7ys€’, e risolvere
quest’ultima, per esempio col metodo per simiglianza.

Osserviamo come la soluzione poteva anche essere dedotta dalla seguente

Proposizione, tratta da [4].

Proposizione 9.18 Dato v € R™ vettore non nullo, la funzione y(t) = eMv
¢ soluzione del sistema lineare y' = Ay se e solo se X & autovalore di A e v

e un autovettore associato.

DIMOSTRAZIONE Si ha

Y () —Ayt) =0 <= rMv—AeMy=0 = M (A= A)v] =0,

da cui facilmente la tesi. O

Dalla Proposizione 9.18 segue che se vi,...,v, sono n autovettori li-
nearmente indipendenti (quindi una base) relativi agli autovalori A1, ..., A,
allora

O(t) = [ eMtvy | -+ | Mty
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¢ una matrice fondamentale. Gia questa e sufficiente per trovare la soluzione
generale di ' = Ay, ma volendo comunque calcolare la matrice esponenziale
e!4 basta trovare quella che coincide con la matrice identitdy per t = 0.
Essendo

(I)(O): V1| | Up ::P,

sara dunque et = ®(#)®(0)~!. Scritto in altri termini
et = ®(t) P~ = Pdiag(eM?, ... M) P~ = petP Pt

dove D = diag(A1,...,A,). Si & cosi riottenuta la formula per la matrice
esponenziale di una matrice diagonalizzabile, e si & ulteriormente chiarito il
calcolo effettuato in (9.27).

Esempio 9.19 Consideriamo ora il sistema lineare vy’ = Ay dove

-1 1 =2
A= 0 -1 4
0 0 1
La matrice e triangolare con autovalori Ay = —1, di molteplicita algebrica

v1 = 2, e A2 = 1 algebricamente (quindi anche geometricamente) semplice,
ciod vy = v§ = 1. L’autospazio associato &

-2 1 =2 0
ker(A—MXoI)=ker | 0 -2 4 | =span(|2|) =:span(vs),
0 0 O 1

Calcoliamo la molteplicita algebrica del primo autovalore: poiché la matrice

01 -2
A-XMI=10 0 4
00 2
harango 2 si ha v = dimker(A—X\;I) = n—rank(A—\I) = 1, dunque il pri-

mo autovalore ¢ difettoso. Bisogna quindi trovare una base dell’autospazio
generalizzato associato, che avra dimensione v; = 2:

ker(A — A1 1)? = ker = span(eq, e2) =: span(vy, v2),

o O O

0
0
0

=~ 0o O



SISTEMI LINEARI A COEFFICIENTI COSTANTI 247

dove gli e; sono i vettori della base canonica. Nella base {v;, v, v3} la parte
semisemplice di A viene diagonalizzata; pit precisamente A = S + N e
P71SP = D := diag(\1, A1, \2) = diag(—1,—1,1), dove P & la matrice le

cui colonne sono date dai coefficienti dei tre autovettori generalizzati trovati,

OVVero
1 00 1 0 0
P=1wvi|v|lvs]| =101 2 coninversa P~1=10 1 -2
0 01 0 0 1
Si ha dunque
SZPDP_lz /\11}1 )\1’[)2 /\2@3) P_l
-1 0 0 1 0 0 -1 0 O
=10 -1 2 01 —-2)=10 —-14],
0 0 1 00 1 0 0 1
per cui
01 -2
N=A-S=(0 0 O
00 O
Essendo N nilpotente di ordine 2 si ha
1 ¢t =2t
eN=T+tN=1{|0 1 0 |,
0 0 1
mentre
etS — PetDP—l — e/\ltvl e)\ltUQ e>\2tU3 P—l
et 0 0 1 0 0 et 0 0
=0 et 2|01 =2)]=|0 et 2e—-e?)]|,
0 0 et 0 0 1 0 0 et

e in definitiva, poiché S e N commutano, si ottiene
et te7t —2te?
tA _ otSgtN _ [ o ot 2(et —et)
0 0 el

[§]
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La soluzione generale del sistema 3y’ = Ay & come sempre data da y(t) =
et4y, al variare di yo € R3.

B importante notare che A poteva essere scomposta “a occhio” nel
seguente modo:

o -1 0 0 01 —2
A=S+N=]0 -1 0|+|0 0 4],
0 0 1 00 0

dove S ¢ semisemplice (diagonale) e N & nilpotente di ordine 3. Si potrebbe
allora pensare che valga et = eS¢tV ma questa relazione ¢ falsa, come si
puo verificare svolgendo i calcoli. Tutto cid si deve al fatto che S ¢ N non
commutano (lo si verifichi per esercizio) e in effetti e*(5+N) —£ tSetN,

Inoltre, si osservi che anche in questo caso per risolvere il sistema (trian-
golare) ¢ possibile risolvere prima la terza equazione che ¢ disaccoppiata con
le altre due, inserire la sua soluzione nella seconda, ottenendo un’equazione
lineare non omogenea, e infine inserire le soluzioni di queste due nella prima
equazione dando luogo a un’ulteriore equazione lineare non omogenea.

Alternativamente si poteva anche procedere come segue: una volta cal-
colate le molteplicita algebrica e geometrica degli autovalori, si puo subito
dedurre che la soluzione sard combinazione lineare delle tre funzioni e,
te~t, e!. Non tutte le loro combinazioni lineari sono soluzioni: per indivi-
duare quelle che lo sono basta imporre la condizione di essere soluzione del
sistema. Esemplificando, siano

y1(t) = are™t + byte™t + cpet
yo(t) = age™ + bote™ + o€l
Y3 (t) = age_t + bgte_t + Cget,

per opportune costanti a;, b;,¢; € R, i =1,...,3. Essendo

yi (t) = (bl — al)e_t — blte_t + Clet
yh(t) = (ba — az)e™ — bote™ + coet
yh(t) = (b3 — az)e™t — byte™ + czel,

imponendo la condizione di essere soluzione, cioe

Y1 (t) = —y1(t) + ya(t) — 2y3(t)
yh(t) = —ya(t) + 4ys(t)
y3(t) = ys(t),
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si perviene a un sistema lineare nelle incognite a;, b;,¢;, i = 1,...,3. Piu
precisamente, la terza equazione diventa

(bg — ag)e_t — bgte_t + 03et = age_t + b3te_t + 03et Vi

< (2a3 —b3)e "+ 2bstet =0 Vi,

che e verificata se e solo se 2az — b3 = 0, bg = 0, cioeé ag = by = 0. Si ritrova
il fatto che la terza componente della soluzione ¢ della forma ys3(t) = czel.
Tenendo conto delle relazioni trovate, la seconda si traduce in

(b2 — ag)e*t — bzteft + Cget = —(age*t + theit + Cget) + 4Cget Vi

<~ bgeft + (262 — 403)et =0 Vt,

che ¢ verificata se e solo se by = 0 e 2¢co — 4cg = 0, ovvero cg = 2¢3. La
seconda componente della soluzione sara della forma ys(t) = ase™" + 2czel.
La prima equazione diventa

(bi—ay)e ' —bite " 4cret = —(are " +bite  +cret)fage i 4-2c3e —2c3e’ Vit

— (by—ag)e " +2c1e' =0 Vi,

da cui segue by = a9, ¢; = 0, e la prima componente della soluzione ¢ della
forma y;(t) = aje™! + aste™!. Ricapitolando

y1(t) are”t + agte™
Y2 (t) = age*t + 203et ,
y3(t) csel

dunque la soluzione dipende da tre costanti arbitrarie, aq,a2,c3 € R, in
accordo col fatto che I'insieme delle soluzioni €& uno spazio lineare di dimen-
sione 3. Le relazioni che intercorrono tra questi parametri e le condizioni
iniziali y(0) = (¥;, Ys, ¥3) sono date da a1 =7, c3 = Uz € ag = Yy — 2.

Esempio 9.20 Consideriamo il sistema 3’ = Ay dove

=0 )

Il polinomio caratteristico & pa(\) = A2 — 2\ + 2 con radici \; = 1 + 4
e A2 = A\ = 1 —i. La matrice A e chiaramente diagonalizzabile in C.
Calcoliamo una base di autovettori; si ha

2—i -5
A_A1[_<1 —2—i>’
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e un autovalore associato a A; € un v; = (21, 22) non nullo, con z1, 29 € C,
tale che (A — A\ I)vy = 0, cioe

(2—’i)21 —522 =0
21 — (2+i)22 =0,

per esempio v; = (2+14,1). Come autovalore relativo a A9 basta prendere il
coniugato di v;. In definitiva

ker(A — A\ I) = span(v1) = span((2 + 1, 1)),

ker(A — X\oI) = span(vy) = span((2 — 4, 1)).

Nella base {v1,77} la matrice A si diagonalizza; piu precisamente, detta P
la matrice del cambiamento di base, ovvero

(247 2—1 . 11 =244
P-( 1 1 >con1nversaP _2z'<1 2+i>’

si ha PTLAP = D := diag(\1, A1) = diag(1 +i,1 —4). Volendo una forma
canonica reale, basta sostituire alla base {v1,77} la base di R? data da
{Sv1, Ru1} = {(1,0),(2,1)}. Introdotta la matrice @ le cui colonne sono
date dai coefficienti di questa nuova base, cioe

(12 . (1 =2
Q—<0 1) con inversa @) —(0 1>,

ed essendo A\ =1+ = a + iw, si ha
Q'AQ = al +w) = G 11> ,
da cui si deduce
g - (1) (o T (0 7)

_ (€'(cost + 2sent) —bel sent
elsent el(cost — 2sent) )

(9.28)

Come sempre, la soluzione generale ¢ data da y(t) = e*4y(0).

E interessante osservare come in realta, per ottenere etA, non sia necessa-
rio passare attraverso la forma canonica reale ol +w.J di A, ma ¢& sufficiente
quella diagonale complessa. In effetti, tutta la teoria svolta per matrici a
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coefficienti in R puo essere estesa facilmente alle matrici A a coefficienti in
C. In particolare, & possibile definire la matrice esponenziale e come in
(9.20), ottenendo questa volta una matrice in M(n,C), e provare che la
soluzione del sistema 3 = Ay ¢ della forma y(t) = e*4y(0). 1l vantaggio di
prendere (o considerare) le matrici in M(n,C) sta nel fatto che nella de-
composizione canonica P~"'AP = S + N la matrice S & sempre diagonale e
questo semplifica l’analisi. Se in particolare A € M(n,R), la si pud comun-
que considerare come matrice in M(n, C) e calcolare e € M(n, C) in senso
complesso. Poiché A ha in realta coefficienti reali, il limite in (9.20), pensato
in M(n,C) oppure in M(n,R), da sempre lo stesso risultato, dunque sara
ed € M(n,R) e lo stesso accadra per €. Nel presente esempio si ha

ot = petP p=1 = (e’\ltvl ‘ extvﬁ) p!

L f@+ieMt 2Nt (1 24
2 ehit it -1 2+

1 ((2 +i)eMt — (2 — j)eltt —peMt 4 pelit )

24

Mt _ ghit (=2 4+ d)eMt 4 (2 + q)eM?

A prima vista et4

non sembrerebbe reale, ma in realta lo e: per verificarlo
basta utilizzare la formula di Eulero e*"# = e“(cos B + isen 3) come anche
le formule sen 8 = (e — e™%)/(2i), cos B = (e’® + e /2. Per esempio,

N

'elemento di posto (2,1) della matrice et4 ¢

t

Mt _ eATt o1+t _ o(1-i)t teit _ it
=e

= - t
2 2i 2i h
quello di posto (1,1) & invece
2 1 i)eMt _ (9 eﬂt eit | o—it it _ o—it
2+9) 2,( ) = +2 +2 5; ] = e'(cost + 2sent).
i i

In modo analogo si verifica (farlo per esercizio) che anche gli altri elementi
coincidono con quelli gia trovati in (9.28).

Esistono dei casi in cui il calcolo di et si puod semplificare. Ne vedremo
alcuni.
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Esempio 9.21 Per matrici A € M(n,R) triangolari superiori (ma anche
inferiori) con un unico autovalore A, del tipo

A% *
A= |0 A = —: M+ N,
0 0 A

si osserva che N ¢ nilpotente di ordine al piu uguale a n, mentre la matrice
semisemplice S = Al commuta con N, essendo multipla dell’identita. Detto
v < n l'indice di nilpotenza, si avra dunque facilmente

tu—lNV—l )

etd — etletN :et(I+tN+...+
(v—1)!

Si sottolinea che questo calcolo non vale se A, pur essendo triangolare, am-
mette pit di un autovalore (si veda 1’osservazione a p. 248 nell’Esempio 9.19).

Esempio 9.22 Nel caso piu generale in cui A € M(n,R) non & triangolare
ma ammette comunque un unico autovalore il calcolo di e*4 viene sem-
plificato. Infatti, se A ammette un solo autovalore A, allora il polinomio
caratteristico & pa(A) = (A — A)". Per il Teorema di Cayley-Hamilton vale
pa(A) = 0 ovvero (A — A)™ = 0, dunque la matrice N := A — AI & nilpo-
tente di ordine n. Scrivendo A = Al + (A — M) =: S + N si ¢ trovata una
decomposizione di A nella somma di una matrice semisemplice (multipla
dell’identita) S = Vi , che commuta con tutte le matrici, e di una nilpotente
N = A — )\ di ordine di nilpotenza uguale a n.
Come esempio, si consideri il sistema y' = Ay dove

=7 3

Il polinomio caratteristico & p4(A\) = (A—2)? con I'unica radice (e autovalore

~

di A) A = 2. Dunque A puo essere scritta nella forma A =27 + (A —2I) e

si ha
(-1 -1 IN (1=t —t
N_<1 1) — e _LHN_(t 1+Q,
da cui si ottiene facilmente la matrice esponenziale associata al sistema

2t 2t
tA _ oaran _ (e(1—t)  —te
e = ( te2t  e(14t))
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Esempio 9.23 Si consideri infine il problema di Cauchy per il sistema
lineare a coefficienti costanti non omogeneo

(9.29) {y’ = Ay +b(t)
y(0) = yo,

dove

5 —1 te=3t _ 1
A= <4 1 > ) b(t) = (te_?’t) =tle 3t(61 + 62)7 Yo = <1> =e1 + e,

dove eq, es sono i vettori della base canonica. La soluzione e fornita dalla
formula (9.17), una volta calcolata e*4 ovvero la soluzione generale z(t) =
et4e dell’equazione omogenea associata z/ = Az. Il polinomio caratteristico
di A e pa(\) = (A—3)? dunque, procedendo come nell’Esempio 9.22, si ha
etd = e3te!N dove N = A — 3] ¢ nilpotente di ordine 2. Si ha

(2 -1 N (142t —t
N—<4 _2>,dacule _I+tN—( At 1—2t>’

142t —t
tA __ 3t
© e <4t 1—2t>'

Dalla formula (9.17) si ottiene che la soluzione del problema di Cauchy e

e infine

t
y(t) = eyq +/ et=9)4p(s) ds
0

¢ ¢
= ety + (/ 53705 (1 4t — s) ds)el + (/ 53765 (1 £ 2(¢t — 5)) ds)eg.
0

0

A questo punto basta calcolare gli integrali (farlo per esercizio).
Alternativamente, si osservi che la non-omogeneita in (9.29) & del tipo
polinomio per funzione esponenziale. Analogamente al metodo per simi-
glianza per le equazioni lineari a coefficienti costanti di ordine N, si puo
ricercare una soluzione particolare della stessa forma, ovvero del tipo

o (TN _ [(at+Db)e 3
0= () = (0 ges).
Imponendo che 7(t) sia soluzione si ottiene il sistema

{(a —3(at +b))e* = 5(at +b)e ¥ — (et +d)e M e

(c—3(ct+d))e 3t = 4(at + b)e 3 + (ct + d)e 3t + te 3!
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8a — 1)t+ @8 —a—-d)=0
{(a ¢+ 1)t + (8b—a—d) vt

(4a + 4c+ 1)t + (4b — c + 4d) = 0

e per il principio di identita dei polinomi si ottiene il sistema lineare

8a—c+1=0
8—a—d=0
4da+4c+1=0
4b—c+4d =0,

la cui soluzione ¢ a = —5/36, b = —1/54, ¢ = —1/9, d = —1/108. Si ricava
una soluzione particolare dell’equazione differenziale in (9.29) data da

o [—(5t/36 + 1/54)e 3
yt) = ( (/9 + 1/108)e > ’

mentre la soluzione generale, somma della generica soluzione dell’omogenea
e di g(t), & y(t) = ec +7(t) al variare di ¢ € R%. Imponendo la condizione
iniziale si ottiene

- —1/54 e —1/54\ [ 55/54
Yo = ~1/108 — Y7\ ~1/108) = \109/108 )
da cui si ricava la soluzione del problema di Cauchy (9.29)

i) =<4 (ooliag ) 710

Forma canonica di Jordan

Con riferimento al Teorema 9.16 di decomposizione S + N, una volta scelta
una base B formata da autovettori generalizzati di A, detta P la matrice del
cambiamento di base, si ha (9.24) cioe P~"'AP = D + N con D diagonale
e N nilpotente che commuta con D. Cio ¢ vero per qualsiasi scelta della
base B ovvero per qualsiasi scelta della base By, nell’autospazio generalizzato
relativo a ciascun autovalore di A. In altri termini, cambiando la base di
qualche autospazio generalizzato, nella decomposizione P"'AP = D + N
la matrice D rimane sempre la stessa (ovviamente a meno di permutazio-
ni degli autovalori), mentre N puo cambiare. Risulta chiara 'importanza
di determinare una base B nella quale la forma di N sia “la piu semplice
possibile” o almeno abbia una struttura molto semplice. Per esempio, cio
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si ottiene considerando la cosiddetta forma canonica di Jordan di A, del-
la quale daremo alcuni cenni rimandando ai testi di algebra lineare per gli
approfondimenti e le dimostrazioni.

Diciamo blocco elementare di Jordan di ordine k la matrice quadrata
k x k della forma

0 1 - - 0
0 0 1
0o . 0
: .. . o1
o -~ 0 0 0

ovvero la matrice tutta nulla tranne sulla sopradiagonale principale dove ha
tutti gli elementi uguali a 1. Si osservi che ogni blocco elementare di Jordan
¢ una matrice nilpotente di ordine di nilpotenza uguale alla dimensione, cioe
k. Se k = 1 il blocco elementare e la matrice 1 x 1 nulla. In alcuni testi come
sottoblocco si considera la matrice che ha 1 sulla sottodiagonale principale.
I due approcci sono equivalenti, modulo la permutazione che manda la base
scelta {v1,...,v,} nella base {vy,...,v1}.

Si puo dimostrare che per ciascun autovalore Ay di A & possibile scegliere
una base By nell’autospazio generalizzato Ej = ker(A — A\;)"* tale che il
relativo blocco nilpotente N nella matrice N soddisfi le seguenti proprieta:

e N; ¢ diagonale a blocchi;

e il numero di blocchi coincide con la molteplicita geometrica V;Z di Ag,
in particolare N ¢ nulla se A\; non e difettoso;

e la dimensione dei blocchi € non crescente, di conseguenza l'indice di
nilpotenza di Vi € uguale al massimo della dimensione di tali blocchi;

e ciascun sottoblocco € un blocco elementare di Jordan.

La matrice J che rappresenta A nella base B = UBy, si dice forma canonica
di Jordan di A: piu precisamente, detti A1,...,\, gli autovalori distinti di
molteplicita algebrica v1,...,v,, nella base B si avra

J =P 'AP=D+N,

con D = diag(Ai1ly,, ..., \ply,) e N = diag(Ny,...,N,) dove ciascuna Ny, &
una matrice v X v che soddisfa le proprieta elencate sopra. Tale decompo-
sizione e essenzialmente unica, a meno dell’ordine dei sottoblocchi di ciascun
Ng; inoltre si puo dimostrare che due matrici sono simili se e solo se hanno
la medesima forma canonica di Jordan.
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Osservazione 9.24 Esiste una precisa procedura per calcolare la base By, di
ciascun Fy e in particolare per determinare la successione delle dimensioni
dei sottoblocchi di Jordan del relativo Nj. Per la trattazione completa
rimandiamo ai testi di algebra lineare. Si pud comunque dimostrare che
nei casi n = 2 e n = 3 la forma canonica di Jordan di A & univocamente
determinata dalle sole molteplicita algebriche e geometriche degli autovalori.
Infatti, consideriamo il caso n = 2 cioe A matrice 2 x 2. Distinguiamo vari
casi a seconda degli autovalori:

1. se A ha due autovalori distinti Ay # As, allora la matrice & diago-
nalizzabile. In particolari i blocchi di Jordan di NV relativi a ciascun
autovalore hanno dimensione 1, dunque sono nulli, percio la forma
canonica di Jordan di A e

_ _ (M) 0 0] 0Y.
g=p+n=(0 L)+ (5 8)

2. se A ha un unico autovalore A1 non difettoso; allora Vf =y =2elil

relativo blocco di Jordan di N e costituito da Z/f = 2 sottoblocchi di
ordine 1 (nulli), percio la forma canonica di Jordan di A &

A0 0o o).
j:D+N:< &A1>+<0 @>,

3. se A ha un unico autovalore \; difettoso 1 = Vf < v; = 2 e il relativo
blocco di Jordan di N & costituito da un unico sottoblocco di ordine

2, percio
_ _ A0
j_mN_( y 0 >+( )

Consideriamo ora il caso di A matrice 3 x 3. Anche qui ci sono vari casi:

o O
O =

1. se A ha tre autovalori distinti A1, Ag, A3, allora la matrice ¢ diagona-
lizzabile, e i blocchi di Jordan di IV sono di ordine 1, percio

N 0 0 o 0 0
J=D+N=[0 [xJ 0]+|0 @ 0];
0 0 [N 0 0 [0
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se A ha solo due autovalori distinti A\; # Ao = A3 con A9 non difettoso

2.
allora il blocco di N relativo a A1 e nullo e quello relativo a Ay €
costituito da due sottoblocchi nulli, quindi
0 0 o 0 o0
J=D+N=| 0]|Xx 0 +|( 0|0 0
0] 0 X 00 [0
3. se A ha solo due autovalori distinti A\; # Ao = A3 con As difettoso allora
il blocco di N relativo a A1 e nullo e quello relativo a As & costituito
da un unico sottoblocco, quindi
0 O 0o 0 0
J=D+N=]| 01X O +1 010 1
0] 0 X 00 O
4. se A ha un unico autovalore A1 non difettoso allora v{ =11 =3 e N
¢ formata da un unico blocco costituito da v = 3 sottoblocchi nulli,
percio
A 0 0 o 0 0
J=D+N=||0 X 0 ||+]|]|0 [ 0]];
0 0 X\ 0 0 [0
5. se A ha un unico autovalore \; difettoso con 2 = yf < 11 = 3 allora

N ¢ formata da un unico blocco costituito da v{ = 2 sottoblocchi,
necessariamente di dimensione 2 e 1 rispettivamente, percio

A0 0 0 110
J=D+N = 0 M O + 0 00 ;
0 0 X 0 0 [0

infine, se A ha un unico autovalore A1 difettoso con 1 = Vlg < v =3,

6.
N ¢ formata da un unico sottoblocco di Jordan di ordine 3 e si ha
A 0 0 010
J=D+N = 0 XM O + 0 01
0 0 M\ 0 00
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Si noti che per n > 4 le molteplicita algebriche e geometriche degli
autovalori non sono sufficienti per caratterizzare la forma canonica di Jordan.
Per esempio, se A ¢ di ordine 4 con un unico autovalore A\ difettoso tale
che 2 = 1} < 1y = 4, allora N & formata da un unico blocco costituito
da due sottoblocchi. Ci sono allora due possibili casi: due sottoblocchi di
dimensione 2, oppure un sottoblocco di dimensione 3 e uno di dimensione 1.
Le forme di N compatibili con le sole molteplicita sono dunque

0 1 0 0 01010
00|00 00 110
N = oppure N =
0010 1 00 010
00|00 0 0 0 [0]
Esercizi

Esercizio 9.25 Calcolare la matrice fondamentale !4 dove A = <(1) é) )

a) utilizzando il metodo generale; b) procedendo come nel caso di J a p. 234.

Esercizio 9.26 a) Calcolare la matrice fondamentale ' nei seguenti casi

0 2 -1 2 0 1 ~1 -1 1
A=|0 -3 2|, A=[4 -2 9|, A=[(1 0 o0
1 -2 2 2 -2 6 1 1 -1

b) Nel primo caso, dati b(t) = (2¢%,0,0)T e yo = (2, —1,0)7, trovare la solu-
zione del problema di Cauchy y' = Ay +b(t), y(0) = yo; ¢) nel secondo caso,
risolvere il problema di Cauchy y' = Ay+b, y(1) = y1, dove y; = (0,0, —2)T
e b= (2,0,2)T; d) nel terzo caso, calcolare la soluzione del problema di
Cauchy ¢/ = Ay, y(2) = (1,0,1)T.

Esercizio 9.27 Data la matrice

0 1 1 0
-1 -2 0 -1
A= 0O 0 1 -2
0 0 2 -3

a) calcolare la matrice fondamentale e/ e utilizzarla per trovare la gene-
rica soluzione del sistema di equazioni differenziali y' = Ay;
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b) dato b = (0,1,0,1)T calcolare esplicitamente la soluzione del problema
di Cauchy y' = Ay + b, y(0) = 0.

Esercizio 9.28 Data la matrice

-1 1 0
A=11 1 -1
2 5 -3

a) calcolare la matrice fondamentale e*4;

b) risolvere il problema di Cauchy y' = Ay + b(t), y(0) = (0,0,0) dove
b(t) = (72!, —e= 2 —e72),

Esercizio 9.29 Data la matrice

0
1

1
A=10
0 -1

S NN

a) verificare che A si puo decomporre “a occhio” nella somma di una ma-
trice diagonale D e di una triangolare superiore nilpotente N. Sfrutta-
re i risultati sui sistemi lineari di equazioni differenziali per dimostrare,
senza fare calcoli, che D e N non possono commutare;

b) calcolare la matrice €' e utilizzarla per trovare la soluzione y del

problema di Cauchy y' = Ay + b, yo = (1,1,—1) dove b = (2,0,2).
Esercizio 9.30 Dati il parametro reale a € R e la matrice

24a —-14+a+2d® a
A= 1 4 a
0 0 -1

)

a) calcolare la matrice fondamentale ' nei casi a = 0 e a = 1;
b) per a = 0 risolvere il problema di Cauchy y' = Ay, y(0) = (2, —1,1);

¢) dire se & possibile trovare a affinché ogni soluzione di y' = Ay sia: i)
globalmente limitata; ii) limitata in futuro.

Esercizio 9.31 Data la matrice

1 2a—1 4+a
A=10 2a 0
—a 2—a —a?
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a) determinare i valori del parametro a € R per i quali il sistema lineare
Yy’ = Ay pud ammettere soluzioni periodiche non banali;

b) in relazione ai valori a determinati, trovare l'integrale generale del-
lequazione 3y’ = Ay e verificare che effettivamente esistono soluzioni
periodiche;

c) trovare l'integrale generale dell’equazione y’ = Ay relativamente alla
scelta a = —1.

Esercizio 9.32 Data la matrice

4 ) 2
A= 0 -1 0
-10 -10 -4

a) calcolare la matrice fondamentale e*4;

b) dimostrare che al variare di 7 il problema di Cauchy y' = Ay, y(0) = g
ammette sempre un’unica soluzione globalmente definita e globalmente
limitata in futuro. Cosa si puo dire della limitatezza in passato?

Si consideri ora 'equazione y' = Ay + b(t) dove b : R — R3 & una funzione
continua. Discutere I'esistenza globale delle soluzioni. Dimostrare che

c) se b & costante tutte le soluzioni sono globalmente limitate in futuro;

d) esistono funzioni b non costanti ma limitate per le quali le soluzioni
non sono globalmente limitate in futuro.

Esercizio 9.33 Data la matrice

-3 4 2
A=11 -1 -2
-2 3 2

a) calcolare la matrice fondamentale et4 ¢ utilizzarla per trovare la gene-
rica soluzione y del problema di Cauchy vy = Ay, y(0) = yo;

b) verificare che tutte le soluzioni sono limitate in futuro;

c) detta A, = A+el con e € R, sia y. la soluzione del problema di Cauchy
y' = Ay col medesimo dato iniziale. Dimostrare direttamente tramite
la formula esplicita per le soluzioni e senza utilizzare i Tisultati del
Capitolo 5 che y. — y uniformemente su ogni intervallo [T, T7;
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d)

e vero che per ogni € € R sufficientemente piccolo tutte le soluzioni y.
sono limitate in futuro? In caso negativo, esistono degli € non nulli
per cui tutte le soluzioni y. sono limitate in futuro?

Fare I’analogo del punto c¢) nel caso in cui A. = A+ ¢eB e B ¢ una
matrice che commuta con A;

(difficile) in generale, detta yp la soluzione del problema di Cau-
chy v/ = By col medesimo dato iniziale, dimostrare (sempre senza
utilizzare i risultati del Capitolo 5) che

li —
Aim yp (t) = ya(?)

uniformemente sui compatti (la convergenza di B ad A ¢ intesa nella
norma degli operatori, la differenza rispetto al punto e) & che B puo
non commutare con A).

Esercizio 9.34 Data A € GL(n,R) matrice invertibile,

2)
b)

verificare che et = % (etAA_l);

utilizzare opportunamente a) nella formula della variazione delle co-
stanti per ottenere una rappresentazione della soluzione del problema
di Cauchy ¢ = Ay + b, y(to) = yo, con b € R™ fissato, in cui non
compaiono integrali. Era prevedibile il risultato finale?

Equazioni di ordine n a coefficienti costanti

In questa sezione si vuole applicare la teoria appena svolta al caso della
generica equazione differenziale lineare di ordine n a coeflicienti costanti,

del tipo
(9.30) Y™ a1y ™Y £+ ay + agy = h(t),
dove ap, € R, k=0,...,n—1,e h: I — R ¢ una fissata funzione continua.
Posto z1 =y, 20 =/, ..., zn = y" 1, & gia noto che (9.30) ¢ equivalente
al sistema

2] = 29

zh = z3
(9.31) :

Zno1 = %n

2l = —ap_12p — ... — a129 — apz1 + h(t),
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che € un sistema lineare a coefficienti costanti non omogeneo. Indicato con
2= (21,-.-,2n), (9.31) si pud scrivere nella forma matriciale 2’ = Az + b(t),
dove

(9.32) A= : . ' ' 0 , b(t) = 0
0 ce 0 0 1 h(t)
_ao _al PR DY —an_l

A ¢ la cosiddetta matrice compagna del polinomio caratteristico q(\) =
A+ a1 A"+ L+ ai ) + ag. L’equazione

(9.33) qN) =N+ a, N Fa N +ap=0

viene detta equazione caratteristica associata a (9.30).

Equazioni omogenee

Abbiamo visto che la soluzione generale di 2’ = Az+b(t) si ottiene mediante
la formula della variazione delle costanti (9.17), una volta trovata la soluzione
generale del sistema omogeneo associato che ¢ del tipo trattato nella sezione
precedente. Studiamo quindi la generica soluzione dell’equazione omogenea
z/ = Az con A matrice della forma (9.32). Si verifica (per esempio per
induzione) che pa(A) = (—1)"¢(\) dunque gli autovalori di A sono tutti e
soli gli zeri di q. La molteplicita geometrica di uno di tali zeri A € C & per
definizione la dimensione del

—-A 1 0 0
0 -2 1 0
ker(A — A\I) = ker o 0
o - 0 =X 1
_ao _a/l .. DY _a/nfl —_— A

Il minore ottenuto cancellando la prima colonna e I'ultima riga ha determi-
nante 1, dunque rank(A — AI) = n — 1 percio v = dimker(A — XI) = 1;
piu precisamente sia v = (v1,...,v,) un autovettore associato, cioe tale che
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soddisfi I'equazione ker(A — AI)v = 0 ovvero il sistema
(
—Av; +v2 =0

—Avg +v3=0

7>\'Un,]_ + Unp = 0
—(aov1 + a1v2 + ... + (ap—1 + A)v,) = 0.

Le prime n — 1 equazioni equivalgono a vy = vy, v3 = Avg = Nvy, ...,
vn = A" log, e I'ultima si scrive vi(ag + Aay + ... + A N1 4 A" =0
ovvero v1q(A) = 0 che & soddisfatta perché A\ & un autovalore. Da tut-

to cid segue che il generico autovalore e della forma v = (vy,...,v,) =
(v1, A\v, .., AP log) = vp (1, A, ..., A1) e in definitiva si ha ker(A — M) =
span(A) dove si & posto A = (1, A,..., A" 1) € R". Si trova nuovamente che

vy = dimker(A—AI) = 1 ovvero che ogni autovalore di A é geometricamente
semplice. Come conseguenze immediate si hanno le seguenti proprieta:

e se A ¢ autovalore multiplo (cioe vy > 1) ¢ automaticamente difettoso;

e poiché l/i = 1, ogni blocco di Jordan relativo a ciascun autovalore ha
un unico sottoblocco fondamentale di Jordan.

Detti allora Aq,..., A, gli autovalori di A (cioe le radici distinte di ¢) di
molteplicita algebrica v, ..., 1), la forma canonica di Jordan di A ¢

S Ny
Aaly, No
J=D+N = . + . ,
)\pIVp N,

dove I, & la matrice identita v X v}, e ciascun Ny, e un blocco fondamentale
di Jordan di dimensione v}

o O

S =

—
[a)
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Si osservi che

00 1 0 - 0
0 1 0 0 1
NE = o1, . Nnte o1,
1 : .o
: 0 0 -+ --- 0
0 0

e N ,:’“ = 0 dunque v & l'indice di nilpotenza di Nj. Si ha facilmente

e)qtetNl
Aot At No
er2le
ofT — otDtN _ :
oAt ot Np
dove per k=1,...,p

t? .. tuk—l

Lt 5 =

tl/klel/kfl 0 1 t
eNe = [ 4 tN + . k=]
(v — 1!

t2
2
: - t
0 -+ - 0 1

Detta P la matrice del cambio di base che trasforma A in 7, si ha et4 =
Pe!td P~1. Di conseguenza, i coefficienti della matrice ', come anche le
componenti zj(t) della soluzione z(t) di 2/ = Az e in particolare z1(t) = y(t)
soluzione dell’equazione omogenea associata a (9.30) (quella con h(t) = 0),
sono combinazioni lineari delle funzioni

e)\lt7 te)\lt, t2€)‘1t, . tlllfle/\lt7
(9.34)
e)\pt7 te)\pt7 tZGApt? . tl/pfle)\pt.
Le funzioni in (9.34) sono in numero di v; + ... + 1, = n ed essendo

anche linearmente indipendenti sono una base dello spazio delle soluzioni
dell’equazione omogenea associata y™ + a,_1y" 1 + ... + a1/ + apy = 0.
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Si noti che in generale tali funzioni sono a valori complessi essendo A\ €
C; si ¢ dunque trovata una base dello spazio delle soluzioni pensato come
sottospazio di C'(R,C). Volendo una base formata da funzioni a valori
reali, per ogni autovalore non reale A\ = ay + iwg di A (con wy > 0) basta
sostituire alle due righe in (9.34) corrispondenti a A\, e A, le due righe
Wt cos(wit), telcos(wyt), --- T Le cos(wyt),

e“lsen(wyt), te“lsen(wyt), --- t"*Le®!sen(wyt).

(&

Esempio 9.35 (oscillatore armonico) Consideriamo ’equazione dell’o-
scillatore armonico

my"(t) = —ry(t).

Posto w? = k/m con w > 0 (detta pulsazione), I’equazione puod essere
riscritta nella forma
y" (1) +wly(t) =0,

ed & un’equazione lineare omogenea del secondo ordine a coefficienti costanti.
L’equazione caratteristica associata & A24+w? = 0 le cui radici sono \; = —iw,
A2 = iw, percio due soluzioni sono y (t) = cos(wt) e ya(t) = sen(wt), mentre
I'integrale generale ¢ dato da

y(t) = c1 cos(wt) + casen(wt) = ¢y cos (\/Zt) + co sen (\/Zt>,

al variare di c1, ca € R. La soluzione puo essere scritta anche nella forma
y(t) = Asen(wt + ),

al variare di A, detta ampiezza, e di ¢, detta fase. Tali costanti (come

.....

esempio trovare la soluzione per la quale la massa si trova inizialmente nel
punto yo con velocita vy, bastera risolvere il problema di Cauchy

{y”(t) +w?y(t) =0,
y(0) = wo, ¥'(0) = vp.

Derivando la soluzione generale si ottiene y/'(t) = —wey sen(wt) +wes cos(wt)
percio, imponendo le condizioni iniziali, si ottiene yo = y(0) = ¢1 e v9 =
y'(0) = wey ciod ¢a = vp/w. In definitiva la soluzione cercata &

y(t) = yo cos(wt) + % sen(wt).
w
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Quello appena presentato € il caso del moto armonico in assenza di altre
forze. Nei casi reali il sistema € pero soggetto a forze smorzanti quali I'attrito
ovvero del tipo F.(t,y,y") = —cy’ con ¢ > 0. In questo caso, dall’equazione
della dinamica F' = ma si ottiene 1’equazione differenziale dell’oscillatore
armonico smorzato

my"(t) + ey () +ry(t) =0 = y"(t) + 7/ (t) + w?y(t) =0,

avendo posto v = ¢/m > 0 e w = \/K/m come sopra. Si tratta sempre
di un’equazione lineare omogenea del secondo ordine a coefficienti costanti.
L’equazione caratteristica associata & A2 + v\ +w? = 0 e la natura delle sue
radici, dunque la forma delle soluzioni dell’equazione, dipende da 7 e da w?.
L’analisi si distingue in tre casi.

I) Se il discriminante A = 42 — 4w? > 0 (sovrasmorzamento) cioe se
7?2 > 4w? ovvero v > 2w, I'equazione caratteristica ammette le due soluzioni

_—-vA _ VA

M 2 2

A2

e l'integrale generale dell’equazione differenziale ¢ del tipo

A1t Aot

y(t) =€ + coe )

al variare di c¢1, co € R. Osserviamo che A1, Ao < 0 percio si ha

tilzrnoo y(t) =0
In questo caso l'attrito & preponderante e ogni soluzione tende (esponenzial-
mente) a zero e non si osservano oscillazioni.
IT) Nel secondo caso, se A = 0 (smorzamento critico) cioe se v = 2w, l'e-
quazione caratteristica ammette I'unica soluzione A = —+/2 di molteplicita
2. Di conseguenza la soluzione e del tipo

y(t) = (c1 + cat)e 2,

al variare di c1,co € R. Anche in questo caso la soluzione tende a zero se
t — 400 ma all’inizio lo fa pili lentamente a causa della presenza del termine
lineare cot.

III) Infine, se A < 0 (sottosmorzamento) cioe se v < 2w, 'equazione
caratteristica ammette le due soluzioni complesse coniugate

 —y—iV/=A \_ 1 HiVEA
_y-w-a Bt e

A
1 2 ) 9 )
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e la soluzione dell’equazione & del tipo
y(t) = c1e772 cos(wit) + cae ™% sen(wyt),

al variare di ¢1,c9 € R, avendo posto wy; = \/I/ 2. In quest’ultimo caso
lo smorzamento € piccolo e ogni soluzione tende sempre a zero se t — +00
ma a causa della presenza del seno e del coseno lo fa oscillando. Si osservi
inoltre che la pulsazione w; delle oscillazioni ¢ minore della pulsazione w
(detta propria) che avrebbe il sistema senza smorzamento: la presenza di
attrito rallenta dunque il movimento dell’oscillatore.

Equazioni non omogenee: il metodo per simiglianza

Riconsideriamo ora la generica equazione di ordine n a coefficienti costanti
€ non omogenea

(9.35) Y™ a1y ™Y £+ ay + agy = h(t).

Avendo gia studiato la soluzione dell’omogenea associata, & possibile ottene-
re la soluzione di (9.35) mediante la formula della variazione delle costanti
(9.10) applicata al sistema equivalente (9.31), che nel caso dei coefficienti
costanti diventa (9.17). Alternativamente ¢ possibile utilizzare il principio
di sovrapposizione ricordandosi che la generica soluzione di (9.35) & otteni-
bile come somma della generica soluzione dell’equazione omogenea associa-
ta y™ + ap_ 1y + .+ a1y + agy = 0 e di una particolare soluzione
dell’equazione non omogenea (9.35).

Nel caso in cui la non omogeneita h(t) assume particolari forme & possi-
bile trovare una soluzione di (9.35) tra le funzioni che hanno essenzialmente
una forma analoga; questo approccio va sotto il nome di metodo per simi-
glianza e puo essere applicato quando h(t) ¢ un polinomio P(t), oppure &
della forma P(t)e?, oppure P(t)e7t cos(ut), oppure ancora P(t)e7 sen(ut).
Entriamo ora nello specifico.

Caso 1: h(t) = P(t) ¢ un polinomio di grado m. Allora una soluzione

particolare di (9.35) puo essere cercata tra

1. i polinomi Q(t) di grado m se 0 non & radice dell’equazione caratteri-
stica associata;

2. i polinomi della forma t*Q(t) con Q(t) polinomio di grado m, se 0 &
radice di molteplicita v dell’equazione caratteristica.
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Per esempio, calcoliamo l'integrale generale dell’equazione non omogenea
y" — 5y + 6y =t.

L’equazione omogenea associata ¢ z” — 5z’ + 6z = 0 con equazione caratteri-
stica A2 —5X+6 = 0 le cui radici sono A\; = 2, Ay = 3. La soluzione generale
dell’equazione omogenea associata ¢ dunque combinazione lineare delle due
soluzioni y;(t) = €, ya(t) = €. Poiché 0 non & radice dell’equazione ca-
ratteristica, si cerca una soluzione particolare dell’equazione non omogenea
nella forma di un polinomio del tipo 3(t) = At + B con A, B € R. Poiché

7y (t) = A, 7"(t) = 0, si ha che 7 & soluzione se e solo se

y'(t) — 5y (t) + 6y(t) =t perognite R <<= —5A+6(At+ B)=t,

ed eguagliando i termini dello stesso grado si ottiene il sistema lineare

6A=1
—5A+6B =0,
la cui soluzione ¢ A = 1/6, B = 5/35. Corrispondentemente si ottiene la

soluzione g(t) = t/6 + 5/36. In definitiva, l'integrale generale dell’equazione
in oggetto e dato da

t 5
¢ 2t 3t Y
y(t) = cre™ + coe +6+36’

al variare di c1, co € R. Volendo poi risolvere il problema di Cauchy

y" =5y + 6y =t,
y(0) =0, ¥'(0) =1,

basta imporre le condizioni iniziali alla soluzione generale e trovare i corri-
spondenti c1, co che risolvono il sistema di equazioni cosi ottenuto. Essendo
Y (t) = 2c1€% + 3cpe3 +-1/6, affinché y(t) soddisfi le condizioni iniziali dovra
essere

5 5
0=y(0)=c1+c2+ = ate=—
36 36
1 - 5
1=19/(0) 2261+362+6 2¢c1 4 3c2 = 5
la cui soluzione ¢ ¢; = —5/4, co = 10/9. In definitiva la soluzione del

problema di Cauchy in oggetto ¢
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Come altro esempio, calcoliamo la soluzione del problema di Cauchy

y// + 2y’ — t2 4 2,

y(0) =2, y'(0) = 1/4.
Anzitutto calcoliamo la soluzione generale dell’equazione differenziale. Sic-
come in questo caso 0 e soluzione semplice dell’equazione caratteristica
A% 4+ 2)\ = 0, cerchiamo una soluzione particolare nella forma 7(t) = tQ(t)
con Q(t) = At? + Bt + C, A,B,C,D € R, polinomio di grado 2. Essendo
7 (t) = 3At2 + 2Bt + O, §'(t) = 6At + 2B, 7 & soluzione se e solo se

7' ()27 (t) =t242 Vt€R <=  6At+2B+2(3At*+2Bt+C) = t*+2,

ed eguagliando i termini dello stesso grado si ottiene il sistema lineare

64 =1
6A+4B =0
9B +2C =2,

la cui soluzione ¢ A = 1/6, B = —1/4, C = 5/4. Corrispondentemente si
ottiene la soluzione

Poiché I’equazione omogenea associata ammette come soluzioni y; () = e =2,

y2(t) = €% = 1, la soluzione generale dell’equazione considerata ¢ data da

B3 5

t)=cle @ +ep+ — —— 4+t
y(t) =ere™ + e+ = = T+t
al variare di ¢1, co € R. Troviamo ora i particolari ci, ¢ tali che la corrispon-
dente soluzione verifichi le condizioni iniziali. Essendo y/(t) = —2cje2! +

t2/2 —t/2+5/4, imponendo le condizioni iniziali si ottiene il sistema lineare

c1+co=2
5 1
—9 Sz
1+ 11
la cui soluzione ¢ ¢; = 1/2, ca = 3/2, percio la soluzione del problema di
Cauchy &
(t)—le_%—f—ﬁ—ﬁ—f-?t—l—;
=5 6 4 472

Caso 2: h(t) = P(t)e?, con P(t) polinomio di grado m. Allora
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1. se v non e radice dell’equazione caratteristica, cerchiamo una soluzione
del tipo Q(t)e" con Q(t) polinomio di grado m;

2. se «v e radice di molteplicita v dell’equazione caratteristica cerchiamo
una soluzione del tipo t¥Q(t)e"" con Q(t) polinomio di grado m.

Per esempio, cerchiamo una soluzione dell’equazione

y// + 2y/ . 3y _ eZt‘

Poiché v = 2 non & radice dell’equazione caratteristica associata A24+2A—3 =
0, cerchiamo una soluzione particolare nella forma 7(t) = ae* con a € R.
Poiché 7/ (t) = 2ae?, 3" (t) = 4ae?, si ha che 7 & soluzione se e solo se

7' +20 (1) -37(t) =e** VteR <=  4ae? +2(2ae*) - 3ae* = e,
cioe se e solo se ba = 1 ovvero a = 1/5. Una soluzione dell’equazione in

considerazione ¢ allora data da y(t) = e?!/5.

Altro esempio: cerchiamo una soluzione dell’equazione
Y Ay + 4y = (t+2)e 2.

Poiché v = —2 ¢ ora radice di molteplicita 2 dell’equazione caratteristica
associata A\? + 4\ 4+ 4 = 0, cerchiamo una soluzione particolare nella forma
y(t) = t2(At+ B)e % con A, B € R. Poiché ¥ (t) = (—2At> + (34— 2B)t* +
2Bt)e 2 () = (4At3 + 4(B — 3A)t? + 2(3A — 4B)t + 2B)e 2  allora j &
soluzione se e solo se

7'(t) +47 (1) + 47(t) = (t +2)e ™ —
(4At3 + 4(B — 3A)t> + 2(3A — 4B)t + 2B)e % +
+ 4(—2A1% 4 (3A — 2B)t? + 2Bt)e % + 4(At? + Bt?)e ' = (t 4+ 2)e %
— (6At+2B)e ™ = (t +2)e %,

ovvero se A =1/6, B = 1. Una soluzione dell’equazione in oggetto ¢ allora
data da 3(t) = (t3/6 + t2)e 2t

Caso 3: h(t) = P(t)e" cos(ut) oppure h(t) = P(t)e?"'sen(ut) con P(t)
polinomio di grado m. Allora cerchiamo 7 nella forma

1. Q(t)e (acos(ut) +bsen(ut)) con Q(t) polinomio di grado m, se y+ip
non e radice dell’equazione caratteristica;
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2. t"Q(t)e (acos(ut)+bsen(ut)) con Q(t) polinomio di grado m, se y+ip
¢ radice di molteplicita v dell’equazione caratteristica.

Per esempio, troviamo una soluzione di
y" — 5y + 6y = e cos(3t).

Poiché y+ip = 2+ 3¢ non coincide con le radici A\; = 2, Ay = 3 dell’equazione
caratteristica associata A> — 5\ +6 = 0, cerchiamo una soluzione particolare
nella forma 7(t) = e* (acos(3t) + bsen(3t)) con a,b € R. Essendo

7 (t) = *((2a + 3b) cos(3t) + (2b — 3a) sen(3t)),
7' (t) = th((12b — 5a) cos(3t) — (12b + 5b) sen(3t)),

allora 3 ¢ soluzione se 5" (t) — 5y (t) + 67(t) = e cos(3t) cioe se e solo se

e2t((12b — 5a) cos(3t) — (12b+ 5b) sen(3t)) — 5€2t((2a + 3b) cos(3t) +
+ (2b — 3a) sen(3t)) + 6¢* (a cos(3t) + bsen(3t)) = e* cos(3t),

ovvero
e® (= (4a + 3b) cos(3t) + (3a — 4b) sen(3t)) = e* cos(3t).

Questa relazione ¢ verificata se a, b sono soluzioni del sistema lineare

—4a—-3b=1
3a —4b =0,
la cui soluzione ¢ a = —4/25, b = —3/25. Corrispondentemente si ottiene la

soluzione
2t

y(t) = o5 (4 cos(3t) + 3sen(3t)).

Come altro esempio, calcoliamo una soluzione del problema di Cauchy

y" — 2y + 2y =elsent

y(m) = €™, y'(m) = —2eT.
Troviamo anzitutto 'integrale generale. L’equazione caratteristica associata
& A2 — 2\ + 2 = 0 con radici complesse coniugate A\; = 1 — 4, Ay = 1 +i.
In questo caso v+ iu = 1+ i coincide con Ao (semplice), dunque cerchiamo
una soluzione nella forma g(t) = te’(acost + bsent) con a,b € R. Essendo

7' (t) = e'(acost + bsent) + te'((a + b) cost + (b — a) sent),
7' (t) = 2¢'((a+b) cost + (b — a) sent) + te' (2bcost — 2asent),
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allora 7 ¢ soluzione se 3" (t) — 27/ (t) + 2y(t) = e’ sent cioe se e solo se

2¢’ ((a + b) cost + (b— a) sent) + te' (2bcost — 2asent)
—2(e*(acost + bsent) + te' ((a+ b) cost + (b — a)sent))
+ 2te! (a cost + bsen t) =elsent,

ovvero e (2b cost — 2a sen t) = efsent, che ¢ verificata se 26 =0 e —2a = 1
cio¢ a = —1/2, b = 0. In definitiva si ottiene la soluzione particolare

t
7(t) = —=el cost,
2
e per sovrapposizione 'integrale generale & dato da
t
y(t) = c1e’ cost + cae’ sent — iet cost.
Poiché

tt bt
e cost+§e sent,

1
Y (t) = (c1 + c2)e cost + (ca — c1)ef sent — +

imponendo le condizioni iniziali si ottiene il sistema

—eﬂcl—i‘ﬁeﬂ:eﬂ C1:7T52
—(c1 + )™ + 5 e = —2¢ clL+cy = W;_ ,

la cui soluzione ¢ ¢; = (7 —2)/2, co = 7/2. In definitiva, la soluzione del
problema di Cauchy &

t

(t) T Zetcost + 7etse t tet
= —_ n —_—
Y 2 2 2

cost.

Caso 4: per la linearita dell’equazione, se h ¢ somma di due funzioni hy e
ho la cui forma rientra nei Casi 1, 2. e 3., allora si cerchera 3 come somma
di una soluzione particolare 7, relativa a h; e una soluzione particolare ¥,
relativa a ho.

Per esempio, troviamo una soluzione di

y"—l—3y'—4y:t2+et.

La funzione h(t) & somma di hy (t) = t2, che rientra nel caso 1., e di ha(t) = €,

che rientra nel caso 2.. Poiché 0 non e soluzione dell’equazione caratteristica,
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una soluzione relativa a c; sara della forma 7, (t) = At>+Bt+C. Si ha invece
che v = 1 & soluzione dell’equazione caratteristica, dunque una soluzione
relativa a cy sard della forma 7,(t) = ate!. In definitiva cerchiamo una
soluzione della forma 7(t) = At? + Bt + C +ate’ per qualche A, B,C,a € R.
Essendo 7/ (t) = 2At + B + ae' + ate!, 3’ (t) = 2A + 2ae’ + ate!, si ha che ¥
¢ soluzione se

2A +(2 + t)ae' +3(2At + B + ae! + ate') —4(At* + Bt + C + atel) = t* + ¢!
—  —4at® + (6A —4B)t +2A + 3B — 4C + 5ae’ = t* + e’

La relazione ¢ verificata per ogni t se ba = 1, ovvero a = 1/5, e A, B, C sono
soluzioni di

—4A=1
6A—4B =0
2A+3B —-4C =0.

Si ricava A = —1/4, B = —3/8, C = —13/32, percio una soluzione dell’e-
quazione differenziale ¢ data da

I punti a)-b) del seguente esercizio dimostrano, mediante uno stratagemma,
che il metodo per simiglianza ¢ giustificato almeno nel caso P(t) costante.
Per una dimostrazione del caso generale si veda [4].

Esercizio 9.36 Dato un sistema lineare della forma
(9.36) y = Ay + e,
con A € My(R), v e R" e v € R fissati,

a) verificare che se v ¢ Sp(A) (spettro di A) allora esiste una soluzione
della forma 7(t) = €"w per un opportuno w € R™. Dimostrare che
se 7 € Sp(A) non ci si aspetta che il risultato valga; in questo caso
caratterizzare algebricamente tutti i vettori v per cui i ¢ soluzione;

b) nel caso in cui (9.36) ¢ il sistema associato all’equazione lineare di
ordine n

(9.37) 2 4,12 4 a4+ agz = e,

con ¢ € R, ¢ # 0, dimostrare che se v ¢ una radice del polinomio ca-
ratteristico associato, allora esiste una soluzione dell’equazione (9.37)
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della forma z(t) = atPe?, per qualche a € R, dove p & la molteplicita
algebrica di v come radice. (Suggerimento: provare a trasformare il
relativo sistema n X m in un sistema omogeneo (n + 1) x (n 4+ 1).)

c¢) Calcolare la soluzione del problema di Cauchy associato a (9.36) con
dati y(0) = (3,2) dove

1 3 2
A= (_3 _5>, v = <_10), v =2.

d) Verificare che non vale un analogo di b) per il generico sistema (9.36)
conn > 2.

Esercizio 9.37 Risolvere i seguenti problemi.

y”—|—2y’+y:2e’t, y”+2y’+y:26t+t3,

y(0) =0, ¥/(0) =0, y(0) =1, y'(0) =0,

y" —y — 6y = 3t% — 5t, Yy’ — 2y + 5y =5,

Y+ 2y — 3y = —4de 3, y" — 6y’ + by = 12te™,

y(0) =1, ¥/ (0) = -2, y(0) =0, ¥/'(0) = —6,
{y”—3y’—4y = —be ", {y”—y’—2y =e

y(0) =1, lim y(t) =0, y(0) = —1, lim y(t)=0.

Equazioni di ordine n a coefficienti continui

Nel caso della generica equazione di ordine n
(9.38) y™ a1 )y - a (b)Y + ao(t)y = h(t),

conag: I —R, k=0,...,n—1 funzioni continue, come anche nel caso dei
generici sistemi di n equazioni y' = A(t)y + b(t), in generale non esiste un
metodo per calcolare una base di soluzioni dell’equazione/sistema omogeneo
associato. Anzi, si puo dimostrare che esistono equazioni (ovviamente a
coefficienti non costanti) le cui soluzioni non possono essere rappresentate
in termini delle funzioni elementari. Per esempio, Liouville ha dimostrato
che le soluzioni dell’equazione di ordine 2

Yy = Y2

(9.39) y" +ty =0 equivalente al sistema lineare ,
Yo = —tyn,



EQUAZIONI DI ORDINE N A COEFFICIENTI CONTINUI 275

non sono esprimibili mediante funzioni elementari né integrali indefiniti delle
stesse (quadrature). Lie, utilizzando gli omonimi gruppi di Lie, ha in seguito
sviluppato una teoria generale relativa alla possibilita di integrazione per
quadrature delle equazioni differenziali lineari di ordine 2.

In ogni caso, applicando all’equazione (9.38) la teoria svolta per i sistemi
si puo dimostrare il seguente teorema.

Teorema 9.38 Data l'equazione differenziale ordinaria lineare non omoge-
nea di ordine n

(9.40) v+ a1 (Y + o ar (b)Y + ao(t)y = h(t),
conag I - R, k=0,....n—1eh: 1 — R funzioni continue, suppo-
niamo che ¢1,...,0n € C™"(I,R) siano soluzioni linearmente indipendenti

dell’equazione omogenea associata

(9.41) 2 a1 (02 4 ar ()2 + ag(t)z = 0.
Secy,...,cy sono funzioni le cui derivate prime risolvono il sequente sistema
lineare nelle incognite x1,...,Ty

(9.42)

o 0w + o8 (s + -+ oY ()20 = h(2)

per ogni t € I, allora la funzione
(9.43) y(t) = cr(t)er(t)
k=1

é soluzione in I dell’equazione (9.40). In particolare, la soluzione di (9.40)
che € nulla insieme a tutte le derivate fino all’ordine (n — 1) in ty é data da
(9.43) con

t
9.44 e (t :/ -1 ("+k)wk<s>h s) ds,
(9.44) ()= [ 00T n
dowve, introdotta la matrice Wronskiana

e1(t) @2(t) - en(t)

1 (1) wh(t) o eul(t)

G O B G () IR TP i )
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w(s) := det W(s) é il wronskiano, e wg(s) rappresenta il minore di ordi-
ne (n — 1) della matrice W (s) ottenuto sopprimendo la k-esima colonna e
lultima riga.

DIMOSTRAZIONE L’equazione (9.40) ¢ equivalente al sistema (9.31) le cui
matrici fondamentali ®(¢) assumono proprio la forma della matrice Wron-
skiana W (t) dove 1 (t), ..., pn(t) sono n soluzioni linearmente indipendenti
dell’omogenea associata; la soluzione generale di (9.31) & dunque data dalla
formula della variazioni delle costanti (9.10) con b(t) = (0,...,0,h(t)). In
particolare, la soluzione di (9.40) che € nulla insieme a tutte le derivate fino
all’ordine (n — 1) in ¢¢ corrisponde alla soluzione di (9.31) con dati iniziali
nulli, dunque ¢ data da (9.10) con yo = 0, ovvero

t
2(t) =W (t) [ W(s) " b(s)ds =: W(t)c(t).
to
In particolare, essendo y(t) = z1(t), la corrispondente soluzione di (9.40) &
data dal prodotto della prima riga di W (t) per ¢(t) ovvero

y(t) = Z () pr(t).
k=1

Poiché b(s) ha tutte le coordinate nulle tranne 'ultima uguale a h(s), allora
la k-esima componente di W (s)~!b(s) ¢ il prodotto dell’elemento di posto
(k,n) della matrice W (s)~! e di h(s). Dalla formula dei cofattori segue
facilmente (9.44). O

Esempio 9.39 Troviamo la formula risolutiva del problema di Cauchy

y'+w’y = h(t)
(9.45) y(0) = yo
y'(0) = vp,
conh € C(I,R),0 € I,w > 0. La generica soluzione dell’omogenea associata

2" + w?z = 0, gia studiata nell’Esempio 9.35, ¢ data da una combinazione
lineare delle funzioni pq(t) := cos(wt), pa(t) := sen(wt), ovvero

z(t) = Acos(wt) + Bsen(wt),

per qualche A, B € R. Le due soluzioni, come gia sappiamo, sono linear-
mente indipendenti, infatti

cos(wt) sen(wt)

—wsen(wt) wcos(wt) =w#0.

ot =cetwio =| 20 70 ||
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Per (9.43)-(9.44) si ha che la soluzione del problema di Cauchy nel caso
yo =y, = 0 & data da

y(t) = c1(t) cos(wt) + ca(t) sen(wt),

dove

() = — /0 Senws) Vs, eolt) = /0 cos(@s) o) ds.

w w

La soluzione puo essere scritta alternativamente nel seguente modo

y(t) = — cos(wt) Seniws)h(s) ds + sen(wt) / Cosiws)h(s) ds
0 0
(9.46) = i’/o (sen(wt) cos(ws) — sen(ws) cos(wt))h(s) ds

1t
= /0 sen (w(t — s))h(s)ds.

w

Poiché la soluzione del problema omogeneo associato con dati iniziali yo, y{,

¢ data da z(t) = yo cos(wt) + %6 sen(wt), per linearita la soluzione di (9.45)
¢ data da

/

(9.47) y(t) = yo cos(wt) + % sen(wt) + ulz/o sen (w(t — s))h(s) ds.

Esempio 9.40 Come altro esempio, troviamo una soluzione particolare
dell’equazione

y" =5y + 6y =t,

mediante il metodo di variazione delle costanti. Tale soluzione ¢ gia stata
calcolata in precedenza col metodo per simiglianza. Utilizziamo quindi le
formule (9.43)-(9.44). L’equazione omogenea associata ¢ 2’ — 52/ + 62 = 0
la cui equazione caratteristica A2 — 5\ +6 = 0 ammette A\; = 2, Ay = 3
come radici, percido due soluzioni dell’omogenea associata sono 1 (t) = € e
©a(t) = e3'; cerchiamo dunque una soluzione dell’equazione in oggetto della
forma y(t) = c1(t)e* + co(t)e?. Con le notazioni del Teorema (9.38) si ha

w(t) = e, wi(t) = e3 e wy(t) = e, percid

v 1 1 [t 1 _ 1 _
cl(t):—/se 25ds:§te 2t—2/e 25als:ite 2'5+Ze 2
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e analogamente

oo (1) = S RN SUNEE VR v
o(t) = | se %ds = 3te 5¢

Si ha dunque
1 1 1 1 t 5
5 = <7t —ot 4 —2t> 2t <_ Zpe3t _ —3t> se_ L0
yi) = (gte "+ ge ) gt e ) =5 T 5

che coincide con la soluzione calcolata mediante il metodo per simiglianza.
Osserviamo che in generale il metodo di variazione delle costanti comporta
maggiori calcoli rispetto a quello per simiglianza. Il vantaggio, pero, & che
almeno in linea teorica funziona per qualsiasi funzione continua h(t) e non
soltanto per quelle precedentemente elencate nei Casi 1., 2. e 3..

Esercizi
Esercizio 9.41 Data l’equazione differenziale lineare
Y +at)y +b(t)y =0
con a,b € C1(R)
a) discutere l’esistenza locale/globale e 'unicita delle soluzioni;

b) determinare condizioni necessarie su a, b affinché I’equazione ammet-
ta due soluzioni della forma y;(t) e y2(t) = ty;(t) con y; non nulla;
nel qual caso trovare anche I'espressione di y; e verificare che & ben
determinata a meno di un fattore moltiplicativo. Tali condizioni sono
anche sufficienti?

c¢) Verificare che y; e y2 del punto b) sono linearmente indipendenti; piu
in generale, dimostrare che cio € vero se y; € soluzione non nulla dell’e-
quazione e y3(t) = z(t)y1(t) con z continua e non costante. E ancora
vero se y1 non e soluzione di un’equazione lineare?

d) Utilizzare i punti precedenti per risolvere il problema di Cauchy
(2 +1)%" —4t(t> + 1)y + (6t> —2)y =0
{Mm=1wﬂmzl
Esercizio 9.42 Data l’equazione differenziale
Y +a(t)y +b(t)y =0

dove a,b € C(I) e I C]0,+oo[ & un intervallo
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a)

b)

discutere l’esistenza locale/globale e I'unicita delle soluzioni indivi-
duando anche l'intervallo massimale di esistenza;

determinare condizioni necessarie su a, b affinché I’equazione ammetta
due soluzioni della forma yi(t) e y2(t) = t2y1(t) con y; mai nulla;
nel qual caso trovare anche l’espressione di y; in funzione di a e b
(Suggerimento: imporre la condizione di essere soluzioni, trovare prima
una formula per y; in funzione di a, b, poi imporre che y; sia soluzione
per trovare una relazione che leghi a e b). Tali condizioni sono anche
sufficienti?

Verificare che y1 e y2 sono linearmente indipendenti e utilizzare b) per
risolvere esplicitamente il problema di Cauchy in I =10, +o0[

At%y" + 4ty + (12 = 3)y =0

(9.48) Ay (" =3)y
y(1) =3, y'(1) = L.

Alternativamente, posto z(t) = v/te!/?y(t), trovare equazione diffe-
renziale di ordine 2 soddisfatta da z. Di che tipo di equazione si
tratta? Risolverla per riottenere la soluzione di (9.48).

Fare I’analogo di d) ma con la trasformazione delle variabili sia dipen-
dente che indipendente (t,y(t)) — (s,v(s)) dove s = Int (cioe t = e°)
e v(s) = exp [(s + %) /2]y(e®). Verificare che v(s) soddisfa un’equa-
zione differenziale lineare del secondo ordine a coefficienti costanti e
risolverla per ottenere nuovamente la soluzione di (9.48).

Trovare tutte le soluzioni non nulle dell’equazione differenziale in c)
che possono essere estese in maniera C? in [0, +00] e, rispettivamente,
in tutto R.

Approfondimenti

Sulla differenziabilita delle mappa t —

etA

Utilizzando il Teorema di Cauchy-Lipschitz e le iterate di Picard, a pagina
232 si ¢ dimostrato che la funzione y(t) = ey & soluzione del problema di
Cauchy (9.21) e di conseguenza che 4et4 = Aet. A tali risultati si poteva
giungere direttamente studiando le proprieta di derivabilita della mappa

t—e

tA, come segue.
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Proposizione 9.43 La funzione

F:R — M(n,R)

t s etd

¢é derivabile e vale %em = Aet4,
DIMOSTRAZIONE Per definizione di derivata dobbiamo dimostrare che

F(t+h) — F(t)

li — A tA
o h e
ed essendo
F(t+h)-F(@) AelA — [l(ehA — 1) — Al

h h

¢ sufficiente dimostrare (analogamente al caso dell’esponenziale reale) che

lim
h—0

Si ha

7 7 : )
1=0 =1 =

hA = (hA) (A RATAY
ehd _ 1 = Z e I= Z = h T
3 3 =1

da cui segue

ehd 1

0 hi—lAi S hi—lAi S hi—QAi
_A:Z; il _A:Z; il :h; T

Utilizzando la norma degli operatori in M(n,R), per |h| <1 si ha che

et -1 o It V[ o 4]’
_ el I |l | e | Al
Al < 3o A < g 52 A — et
i=2 i=0
che tende a 0 se h — 0, da cui la tesi. O

Teorema 9.44 Data A € M(n,R) e yo € R", la funzione y(t) = eyy ¢
l'unica soluzione del problema di Cauchy

{y’ = Ay
y(0) = yo.



APPROFONDIMENTTI 281

DIMOSTRAZIONE Anzitutto y(t) verifica banalmente la condizione ini-
ziale. Si osservi poi che si puo pensare y(t) come composizione di F(t) e
dall’applicazione G : M(n,R) — R” tale che G(B) = Byp. Quest’ultima ¢
lineare, dunque ha come differenziale DG(B) = G per ogni B, ovvero per
ogni C' € M(n,R) vale DG(B)[C] = G(C). Per la regola di differenziazione
della funzione composta si ha

(1) = S GF() = DG(F(0) [ F(0)
d

= G5 F() = G(Ae™) = Ay, = Ay(t),

d

da cui la tesi. O

Una formula di rappresentazione per le soluzioni

Il seguente risultato puo essere utile come base di partenza per dimostrare ul-
teriori risultati teorici, per esempio relativi alla stabilita e al comportamento
asintotico delle soluzioni.

Teorema 9.45 Data A € M(n,C), siano Ai,...,\, i suoi autovalori di-
stint di molteplicita algebriche vy, ...,vp, con vy + -+ + v, = n. Detto Ej,
Uautospazio generalizzato relativo a Ny, allora la soluzione y(t) = e*4yq del
problema di Cauchy y' = Ay, y(0) = yo, si puo rappresentare nella forma

S

DiMOSTRAZIONE Poiché C" ¢ somma diretta di Ey, ..., E,, ogni fissato
1o € rappresentabile come yy = 22:1 zk, per qualche zp € E, k=1,...,p
(clascun zj sara poi combinazione lineare degli elementi della base By del
relativo Ey). Essendo 2, € Ej, si ha (A — A\ D)z, = 0 per i > vy, percio

v —1

% p
Z (A= M) ] 2k, dove yg = sz, con z, € B
i=0 ! k=1

Z t (A )\k[) 2k

oo
t
A= )\kl ZT A )\kf Zk =
i=0 i=0

dunque
Vi — 1 i

etAZk — etAklet(A—Ak]) k; )\kt Z A )\kI) Zk;,

e in definitiva

l/kl

p
A tA At t
y(t) =e yo—;e 2z = Ze g [Z A= M)’

=0
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cioé quanto volevasi dimostrare. O

Altre dimostrazioni del Teorema di Liouville 9.10

La mappa det : M(n,R) — R, dove si identifica M(n, R) ~ R™ & una map-
pa polinomiale, dunque e differenziabile. Pili precisamente, vale il seguente
risultato:

Teorema 9.46 La mappa det : M(n,R) — R ¢é differenziabile e per ogni
A, H € M(n,R) vale la formula di Jacobi

(9.49) D det(A)[H] = tr(cof (A)TH),
dove cof(A) ¢é la matrice dei cofattori di A. Se inoltre A é invertibile si ha
(9.50) Ddet(A)[H] = det(A) tr(A™1H),

DIMOSTRAZIONE Detta A = (a;j)1<i j<n, il determinante & funzione (po-
linomiale) delle componenti a;j, sia det A = d(ai1,...,anm). Detto apy il
complemento algebrico dell’elemento apy, fissati gli indici 4, j e sviluppando
il determinante lungo la i-esima riga si ottiene det A = >~} a;x oy, per cui

Odet A "9 " Day - Oayy,
= —(ajp0uE) = ok + a; .
aaij( ik zk) ] aaij ik ; ik aaij

Oa:
g k=1

Siccome «;; non dipende dagli elementi della k colonna e della i-esima riga,
in particolare da a;j, si ha ao‘”“ = 0. Inoltre banalmente 6“”“ =

jk per cui

n

Odet A

In definitiva, presa H = (hi;)1<i j<n, essendo cof (A) = (aj)1<i j<n si ottiene

Odet A
D det(A)[H] = hij = Z Z aijhij

4,j=1 J=11i=1

= Zn:(cof(A)TH)jj = tr(cof (A)T H),
j=1

da cui (9.49). Se inoltre A & invertibile vale cof(A) = det(A)A~! e per la
linearita della traccia (9.50) segue da (9.49). O
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A questo punto la tesi del Teorema di Liouville segue facilmente; infat-
ti, se ®(¢t) & matrice soluzione con ®(ty) = 0, allora segue ®(¢t) = 0 per
ogni ¢ e l'identita (9.7) ¢ banalmente verificata. Se, invece, ®(¢) ¢ matrice
fondamentale, dunque invertibile, si ha

% det ®(t) = Ddet(®(t))[®'(t)] = det B(t) tr(@(t)_1<l>’(t))
= det O(¢) tr(CID(t)_lA(t)q)(t)) = det ®(¢t) tr(A(1)).
Alternativamente per dimostrare (9.50) si pud procedere come segue.

Proposizione 9.47 Data B € M(n,R), per ogni e € R vale
(9.51) det(I +eB) =1+ ctrB + O(£%).

DIMOSTRAZIONE Per ogni B € M(n,R) vale det B = [[;; \;, dove
A1, ..., An sono gli autovalori di B contati con la relativa molteplicita. Per
ogni € € R\ {0} fissato, A & autovalore di I 4+ €B se e solo se

det(I+eB)—M)=0 =  det (B - %I) —0,

dunque (A — 1)/e deve coincidere con uno degli autovalori di B, siano
A,y An. Segue che gli autovalori di I + B sono 1+ eX,..., 14 eA,.
In particolare

det(I+eB) =[J(1+eX) =1+ N+ O0(®) =1+etrB+ O(e?),
i=1 =1

cioe la tesi. O

Corollario 9.48 Se A € GL(n,R) e H € M(n,R), per ogni ¢ € R vale

(9.52) det(A+ecH) = det A + edet(A) tr(A™ H) + O(£?),

da cui segue che

(9.53) Op det(A) = det(A) tr(A™ H),

dove con Oy si intende la derivata direzionale nella direzione H.
DIMOSTRAZIONE Date A € GL(n,R) e H € M(n,R) si ha

det(A +eH) = det(A) det(] +cA™ H) = det(A)[1 + e tr(A™ H) + O(e?)],



284 CAPITOLO 9. SISTEMI LINEARI

cioe (9.52). Da quest’ultima si ottiene

det(A+ecH)—det A

: = det(A) tr(AT H) + o(1),

e passando al limite per € — 0 segue (9.53). O

Si osservi che per (9.53) la mappa det : M(n,R) — R ¢ differenziabile
secondo Gateaux con differenziale dato da (9.50). Essendo tale mappa poli-
nomiale, dunque differenziabile a priori, allora (9.50) coincide anche col suo
differenziale secondo Fréchet. Per la dimostrazione del Teorema di Liouville
si puo poi concludere come sopra.



Capitolo 10

Alcuni cenni alle soluzioni
periodiche

In molte branche della scienza, dalla fisica all’economia, dalle scienze natu-
rali alla chimica, si osservano fenomeni o processi ciclici o che si ripetono con
una qualche regolarita: cio giustifica I'importanza e 'interesse verso lo studio
delle soluzioni periodiche. In questo capitolo ci occuperemo, ovviamente, di
soluzioni periodiche per sistemi di equazioni differenziali e tratteremo il pro-
blema della loro esistenza. Classici risultati sull’esistenza e sulle proprieta
delle soluzioni periodiche sono forniti, per esempio, dal Teorema di Massera,
nel caso delle equazioni scalari, e dal Teorema di Poincaré-Bendixson, per si-
stemi planari. Nel seguito ci limiteremo a fornire un teorema di esistenza per
generici sistemi n-dimensionali, con 'ausilio di alcuni strumenti introdotti
nei capitoli precedenti, primo fra tutti il Teorema del punto fisso di Brouwer.
Il materiale e i risultati presentati nel capitolo non vogliono assolutamente
essere esaustivi; per gli approfondimenti si rimanda alla letteratura.

Un teorema di esistenza di soluzioni periodiche

In questa sezione enunceremo e dimostreremo un teorema di esistenza di
soluzioni 7-periodiche per sistemi di equazioni differenziali del tipo

Y = f(t,y)

dove f: R x A — R"” (A C R" aperto) & continua, localmente lipschitziana
nella variabile y, e 7-periodica nella variabile ¢, cioe tale che f(t + 7,y) =
f(t,y) per ognit € R, y € A, con 7 > 0.

285
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Anzitutto osserviamo che se y(t) ¢ una soluzione 7-periodica, cio¢ tale
che y(t + 7) = y(t) per ogni t € R, allora ¢ necessariamente globalmente
definita. Tuttavia non ¢ detto che tutte le soluzioni dell’equazione siano pe-
riodiche né tanto meno globalmente definite. E inoltre importante osservare
che, nell’ipotesi che f sia 7-periodica in t, per trovare un’orbita periodica &
sufficiente verificare la validita dell'uguaglianza y(t 4+ 7) = y(t) per un solo
t € R, come segue dalla seguente proposizione.

Lemma 10.1 Sia f : R x A — R"™ continua, localmente lipschitziana nella
variabile y, e T periodica nella variabile t. Se y : [to,to + 7] — R™ é una
soluzione dell’equazione y' = f(t,y) tale che y(to+7) = y(to), allora y(t) si
estende a una soluzione globalmente definita e T-periodica.

DIMOSTRAZIONE Basta porre
g(t) =yt —kr)set e [to+kr to+ (k+1)7], k € Z.

La funzione g(t) non & altro che il prolungamento 7-periodico di y(t). Per
costruzione y e continua, 7-periodica ed estende y; inoltre banalmente ¢ €
C(Jto + kT, to + (k+ 1)7[). Resta da verificare che 7 & ovunque derivabile e
soluzione. Verifichiamolo nell'intervallo [ty + 7,y + 27[; per induzione lo si
dimostra poi in ogni [tg + k7, to + (k+ 1)7], k € Z. Per la T-periodicita di f,
per ogni t € |tg + 7, to + 27[, poiché t — T € Jto,to + 7] e y(t) & soluzione si ha

git)y=yt—71)=ft—mylt—1))=f(tylt—7)) = f(t5(t),

percid g & soluzione in tutti i punti di |to + 7,%0 + 27[. Resta da far vedere
che & soluzione anche in t; := tg + 7, ovvero che in tale punto y si “attacca
bene”, cioe e derivabile e ivi soluzione. Si ha

lim g'(t) = lim f(t,9(t) = lim f(t,y(t — 7)) = f(to + 7, y(to)),

+ +
t—t] t—t] t—t]

lim 7/(t) = lim f(t,5(t)) = lim f(t,y(t)) = f(to+ 7,y(to + 7))

t—ty t—ty t—ty

Per 'ipotesi y(to + 7) = y(to) si ha lim, ¢ y'(t) = lim, _, - 7' (t) dunque,

per il Teorema del limite delle derivata A.23, y(t) & derivabile in to + 7 e di
conseguenza e ivi banalmente soluzione. Per induzione su k segue la tesi. [J

Essenzialmente il lemma afferma che se una soluzione ripassa dal punto
iniziale dopo un tempo pari a 7, periodo della funzione f(-,y), vi ripassa
anche con la medesima derivata, percio per tempi maggiori di 7 non puo che
ripercorrere la medesima orbita.
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La precedente proposizione permette di semplificare la ricerca delle so-
luzioni periodiche. Infatti, preso per facilita to = 0, diciamo ®,(z) il valore
che la soluzione dell’equazione y' = f(t¢,y), y(0) = z assume al tempo ¢t = 7.
Con le notazioni introdotte nel Capitolo 5 si ha ®,(z) = y(7;0,2). Si os-
servi che per il Teorema 5.6 la funzione ®,, detta mappa di Poincaré, ¢
localmente lipschitziana (dunque continua) ove definita. L’ipotesi della Pro-
posizione 10.1, per ¢ty = 0, si scrive come y(7;0,2) = y(0;0,2) = 2, ovvero
¢, (z) = z. Riassumendo si ha

Lemma 10.2 Nelle ipotesi fatte su f, l'equazione y' = f(t,y) ha soluzioni
T-periodiche se e solo se la funzione continua @, ammette punto fisso.

L’importanza di questo risultato sta nel fatto che si e riformulato un pro-
blema di esistenza di soluzioni periodiche per un’equazione differenziale in
un problema di punto fisso per funzioni continue, quest’ultimo affrontabile
mediante metodi dell’ Analisi Funzionale. A tal riguardo abbiamo gia incon-
trato il Teorema del punto fisso di Brouwer, ma esistono anche altri teoremi
che, a seconda dell’equazione in considerazione, potrebbe essere applicati.

A
Figura 10.1: La mappa di Poincaré &,

Vogliamo ora individuare alcune ipotesi sul sistema di equazioni diffe-
renziali che permettono 'applicazione del Teorema di Brouwer alla funzione
continua ®,. Anzitutto c¢’¢ un problema di fondo: il dominio di definizione
di ®,. Fissato z € A non ¢ detto che la soluzione del problema di Cauchy
con dato iniziale y(0) = z sia definita fino a 7 perché la soluzione potrebbe
cessare di esistere prima, nel qual caso non sara possibile calcolare ®,(2)
per tali z. Per ovviare il suddetto problema si potrebbero fare delle ipote-
si su f (per esempio la globale lipschitzianita) che garantiscano l’esistenza
globale delle soluzioni. Nell’ottica dell’utilizzo del Teorema di Brouwer, ve-
dremo che l’esistenza globale verra automaticamente garantita dalle altre



288 CAPITOLO 10. ALCUNI CENNI ALLE SOLUZIONI PERIODICHE

ipotesi che faremo. Il Teorema di Brouwer 2.27 si applica a funzioni conti-
nue g : K — K dove K ¢ un insieme omeomorfo a una palla chiusa di R";
¢ allora sufficiente trovare un siffatto insieme K che venga mappato in sé
da ®,. Per esempio, cio € garantito se l'insieme K & invariante in futuro,
cioe se tutte le soluzioni che si originano in K rimangono in K per sempre
(dunque anche al tempo 7, per cui ®,(K) C K), si veda la Figura 10.1. In
questo caso non ci sono nemmeno problemi riguardo l'intervallo di esistenza
delle soluzioni: essendo tutte contenute in un compatto sono globalmente
definite in futuro. Cio ci permette di riformulare il Teorema 5.6 in termini
della funzione ®., come segue.

Teorema 10.3 Sia data f : R x A — R"™ (A C R" aperto) continua e
localmente lipschitziana rispetto alla variabile y e, come nel Capitolo 5, si
denoti con y(t;0,y0) la soluzione al tempo t del problema di Cauchy

y = f(ty)
y(0) = wo.
Supponiamo inoltre che esista un insieme compatto positivamente invariante
(o invariante in futuro) K C A, cioé tale che se yo € K si ha y(t;0,y0) € K
per ogni t > 0 di definizione. Allora, per ogni fissato T € R la funzione
¢, K- K
Yo — y(730,90).

e ben definita e lipschitziana.

DIMOSTRAZIONE Per ipotesi le orbite che partono da K sono sempre
contenute in K, quindi per il Teorema 4.1 le soluzioni sono globalmente
definite, e y, ¢ ben definita in K. Posto I = [0, 7] e indicate con

M = , ,
a2

e L la costante di Lipschitz di f sul compatto I x K, dal Teorema 5.6 si
ottiene

1@+ (y0) — @+ (1)l = y(m50,50) — y(7: 0, 1)l < llyo — walle™T,

per ogni yg)Lyl) € K, dunque la mappa &, e lipschitziana sul compatto K,
di costante L = el7. O

Grazie all’analisi precedente abbiamo in sostanza dimostrato il seguente
risultato.
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Teorema 10.4 Sia f : R x A — R" continua, localmente lipschitziana
nella variabile y € A e T-periodica nella variabile t. Se esiste un insieme
K C A compatto, positivamente invariante e omeomorfo a una palla chiusa,
allora la mappa @, : K — K ammette punto fisso in K, dunque ’equazione
differenziale y' = f(t,y) ammette almeno una soluzione T-periodica.

DIMOSTRAZIONE Fatta sopra. O

Osservazione 10.5 (importante) L’orbita periodica la cui esistenza vie-
ne garantita dal teorema potrebbe essere un equilibrio; ogni equilibrio e
infatti una soluzione 7-periodica per qualsiasi 7 > 0. Per esempio, 'equa-
zione scalare y' = —y ha campo vettoriale autonomo f(t,y) = f(y) = —y
periodico in t di qualsiasi periodo. Le soluzioni sono date da y(t) = yoe™*
al variare di yp € R. In particolare ogni palla chiusa, che in questo caso
¢ un intervallo compatto, e contenente 'origine ¢ un insieme invariante in
futuro, infatti il modulo di ogni soluzione e decrescente. Ne consegue che
ogni intorno compatto dell’origine contiene un’orbita periodica, anzi, fissato
un qualsiast periodo 7 e un qualsiasi intorno dell’origine, tale intorno con-
tiene un’orbita T-periodica. Quest’orbita non puo che essere I'origine stessa,
ovvero ’equilibrio dell’equazione. Tutte le altre soluzioni, infatti, non sono
periodiche.

Il teorema precedente non riesce quindi a distinguere tra orbite perio-
diche “banali”, cioe gli equilibri, e quelle non banali, ovvero le effettive
soluzioni periodiche. Si osservi che se K non contiene equilibri, I'orbita
periodica predetta dal teorema € necessariamente non banale.

Come trovare K7 Bisogna cercare, se esiste, un insieme dal quale le
soluzioni non escono mai in futuro, una sorta di “trappola”. Essenzialmente
basta trovare un insieme compatto (omeomorfo a una palla chiusa) e sulla cui
frontiera il campo vettoriale & strettamente entrante, come in Figura 10.2.
Spesso e utile cercare K come insieme di sottolivello, ovvero della forma

K=[V<a:={yecA: V(y) <a},

per qualche funzione differenziabile V : A — R con differenziale mai nullo
(si osservi che, prendendo la funzione V' — « al posto di V, si pud sempre
supporre « = 0). In questo caso la frontiera ¢ data da 0K = [V = a] :=
{y € A: V(y) = a}. Ovviamente bisognera anche verificare che K ¢ omeo-
morfo a una palla (proprieta non necessariamente vera per qualsiasi scelta
di V). Poiché VV (y) corrisponde alla direzione di massimo accrescimento
di V e coincide anche col vettore normale esterno a JK, intuitivamente la
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Figura 10.2: Campo vettoriale entrante (I)

condizione di campo vettoriale entrante alla frontiera equivale alla richiesta
che langolo tra il gradiente VV (y) e il campo f(¢,y) sia ottuso (si veda la
Figura 10.3), cioe che (VV (y), f(t,y)) <0, Vy € 0K, t € R.

VV(y)

f(t,y)
0K = [V = qf

Figura 10.3: Campo vettoriale entrante (IT)

In effetti si puo dimostrare il seguente risultato, del quale omettiamo la
dimostrazione.

Teorema 10.6 Sia f : R x A — R" continua, localmente lipschitziana
nella variabile y € A e T-periodica nella variabile t. Siano V : A — R una
funzione differenziabile e K = [V < a] un insieme compatto omeomorfo a
una palla chiusa, tali che

(10.1) (VV(y), f(t,y)) <0,

per ogni y € OK et € R. Allora l'equazione differenziale y' = f(t,y)
ammette almeno un’orbita T-periodica contenuta in K.

DIMOSTRAZIONE Omessa (basta solo dimostrare che K ¢ invariante).
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Esempio 10.7 Consideriamo il sistema planare

' =sent —2x +y
y = cost+x — 2y.

Il campo vettoriale f(¢,z,y) = (sent — 2z 4y, cost + x — 2y) e di classe C™
e 2m-periodico in ¢t. Utilizzando il teorema precedente, dimostriamo che il
sistema ammette una soluzione 27-periodica non banale.

Un classico tentativo di scelta per V e dato dalla funzione norma al
quadrato, in questo caso V(z,y) = 22 + y2, per la quale gli insiemi K =
[V < R?] di sottolivello R? coincidono proprio con le palle di centro I'origine
e raggio R. Dimostreremo che se R = 2 (basterebbe R > 1/2) 'insieme K &
¢ invariante in futuro. Essendo VV (z,y) = 2(z,y), si ha

(VV(x,y), f(t,x,y)) = (2(z,y), (sent — 2z + y, cost + x — 2y))
= —4(2® 4+ 9?) + 4y + 2z sent + 2y cost.

Poiché 2|zy| < 22 + 42 e |z| + |y| < +/2(22 + y2), si ottiene
(VV(2,y), f(t,2,9)) < —2(® + %) + 2[a| + 2[y]
< =2(2% +9%) +2/2(2% + ),
e in definitiva, se 22 + 32 = R? = 22 si ha
(VV(z,y), f(t,2,y)) < —2R(R—V2) = —4(2 - V2) < 0.

Applicando il teorema precedente all’insieme K con R = 2, si ottiene che
il sistema ammette un’orbita 27-periodica, non banale perché non ci sono
equilibri (verificarlo per esercizio). Si osservi che il sistema in oggetto ¢
lineare non omogeneo e a coefficienti costanti, quindi si possono applicare
le tecniche viste nel Capitolo 9. Per esercizio si calcoli 'integrale generale
dell’equazione e si identifichi (I'unica!) soluzione periodica, la cui equazione
sara

(#(1). (1)) = (2 sent — % cost, = sent + ¢ cost)
T = \|\=-sent — —- cost, - sen — COS .
Y 5 5705 5

Esempio 10.8 Consideriamo il sistema planare

2 =sent — 223 4y
y = cost +x — 2y
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0,57

r / oy

Figura 10.4: Orbita periodica dell’Esempio 10.7

-0,8

Il campo vettoriale f(t,z,y) = (sent—2z3+y, cost+x—2y?) & di classe C™ e
2m-periodico in ¢ . Anche in questo caso vogliamo applicare il Teorema 10.4,
utilizzando sempre V (z,y) = 2° + 3% e K = [V < R?]. Dimostreremo che se
R ¢ sufficientemente grande K ¢ invariante in futuro per questo sistema; a
tal fine basta verificare che vale (10.1) su una circonferenza di raggio R per
R sufficientemente grande (per esercizio si verifichi che se R ¢ piccolo tale
condizione ¢ violata). Essendo VV (z,y) = 2(z,y), si ha

(VV (2,y), f(t,2,9)) = (2(x,y), (sent — 22° + y, cost + & — 2y°))
= —4(z* + y*) + 42y + 2z sent + 2y cost
< —4(a? + y") + dlay| + 20z| + 2y

Grazie al termine —4(z* + y*) & chiaro che quando la norma ||(z,y)|| tende
all’infinito tale quantita sara negativa. Piu precisamente, osservando che

200t +yh) = (2 + )2 2duyl <2¥ ot 20e] 2yl <2+ Yt 42
si ottiene
(VV(a,y), f(t,z,y) < —2(® +9*)% + 2(% + %) + (@ + 3y +2),
per cui se (z,y) € K, cioe 22 +y? = R?, si ha
(VV (2, y), f(t,z,y)) < —2R* + 3R>+ 2

che & < 0 non appena R > v/2. Applicando il Teorema 10.4 all’insieme K
con R > /2, si ottiene che il sistema ammette un’orbita 27-periodica, non
banale non essendoci equilibri (verificarlo per esercizio). In questo caso non
si riesce a trovarne 1’espressione esplicita, ma si puo dimostrare che 'orbita
e “attrattiva”, nel senso che l'orbita delle altre soluzioni tende ad avvici-
narsi a essa per t — +o00. Questa proprieta rende 'orbita periodica stabile
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e soprattutto “osservabile” (cio ¢ di fondamentale importanza nelle appli-
cazioni, per esempio in fisica o nelle scienze naturali): per comprendere il
suo andamento ¢ sufficiente considerare un qualsiasi dato iniziale e disegnare
l'orbita della corrispondente soluzione per un tempo abbastanza lungo per
cui quest’ultima si andra essenzialmente a sovrapporre all’orbita periodica,
come si puo osservare nella Figura 10.4.

Y

08T

Figura 10.5: Orbita periodica dell’Esempio 10.7

Applicazione: 1’oscillatore armonico con resistenza del mezzo

Si consideri I’equazione

(10.2) y'+ f(y)+y=0,

che rappresenta il moto di un punto sull’asse y soggetto a una forza elastica
di richiamo —y, e a una resistenza del mezzo — f(y’) dipendente solo dalla
velocita.

Generalmente si assume che f sia crescente f(0) = 0e zf(z) > 0 per ogni
z, detto caso “dissipativo”. Queste proprieta sono soddisfatte, per esempio,
se f(z) = az+bz|z| con a,b > 0; cio si descrive dicendo che la resistenza del
mezzo ¢ di tipo “viscoso” per valori piccoli della velocita (per i quali f ha
un andamento lineare), di tipo “idraulico” per valori grandi della velocita
(per i quali f ha un andamento quadratico).

Ci sono pero esempi in meccanica ed elettronica non lineare nei quali
f ha il comportamento sopra descritto solamente per gli z sufficientemente
grandi, ovvero per |z| > Z per qualche Z > 0, mentre ha una sorta di
“resistenza negativa” per |z| < z. Per esempio, cid accade se f ¢ data da
f(z) = 2(2% — #%), per cui si ha proprio zf(z) > 0 per |z| > Z, mentre
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zf(z) < 0 per 0 < |z| < Z. In tale situazioni si riscontra il fenomeno
delle cosiddette “oscillazioni periodiche autosostenute”, ovvero, utilizzando
il nostro linguaggio, I'esistenza di orbite periodiche non banali.

Si osservi che derivando formalmente (10.2) si ottiene ’equazione

v Y =0,
la quale, posto z = ¢/, diventa
(10.3) 2+ f(2)2 +2=0.

Nel caso in cui f/(z) = y(22 — 1), ovvero f(z) = vz(2?/3 — 1), con v > 0,
(10.3) viene detta equazione di Van der Pol, e si dimostra avere applicazioni
al caso dei tubi a vuoto. La (10.3) puo essere studiata a partire da (10.2), per
affrontare la quale servirebbero dei risultati piu avanzati e che esulano dallo
scopo, meramente introduttivo all’argomento, del presente capitolo. Qui ci
limiteremo ad applicare il risultato generale del Teorema 10.4 al problema
(10.2) non autonomo, della forma

Y+ f(y) +y=g(t),

con g : R — R funzione continua, non nulla e 7-periodica, che rappresenta un
termine forzante agente su y(¢). Piu precisamente dimostreremo il seguente
risultato

Teorema 10.9 Date f,g: R — R continue tali che

1) g é non identicamente nulla e T-periodica;

2) esistono A,z > 0 tali che

f(z)>M+Xperz>2z, f(z)<—(M+X) perz<—%,
dove si é posto M = maxg |g|,

allora l’equazione
(10.4) v+ fy) +y =g,
ammette una soluzione T-periodica non banale.

DiMOSTRAZIONE Cercheremo di applicare i teoremi visti in precedenza
al sistema 2 X 2 equivalente a (10.4), ovvero a

(10.5) {y, —

2=~y — f(2) +9g(t),
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con campo vettoriale F'(t,y, z) := (2, —y — f(z) + ¢(t)). Purtroppo, volendo
applicare il Teorema 10.6 a questo sistema, non ¢ semplice ottenere un in-
sieme invariante in futuro della forma K = [V < a]. In questo caso la scelta
V(y,z) = y* + 22 non funziona, poiché sul bordo di una qualsiasi palla si ha

(VV(y,2), F(t,y,2)) = 22(g(t) — f(2)),

che non ha mai un segno ben determinato. Si noti che, nelle ipotesi in-
dicate, tale quantita € negativa pur di prendere z sufficientemente grande;
utilizzeremo questa proprieta per costruire K ad hoc e infine applicheremo
il Teorema 10.4. L’idea & sempre quella di trovare un insieme omeomorfo a
una palla chiusa e tale che il campo vettoriale sulla frontiera sia strettamente

entrante.
A

Iy
Figura 10.6: Insieme invariante per (10.4)

Sceglieremo un insieme K del tipo in Figura 10.6 che ¢ un dominio sem-
plicemente connesso e limitato del piano la cui frontiera e costituita da
OK := T UT§ UT[ UTy, essendo I'{ I'arco di circonferenza nel piano
y — z di raggio R e centro C; = (—A,0) limitatamente agli z > Z, mentre
'] = —I'] & 'arco di circonferenza di raggio R e centro Cy = (), 0) limita-
tamente agli z < —Zz. Infine F; e I', sono due segmenti che connettono i
due archi di circonferenza. Pili precisamente

I‘f = {(y,z) : (y+)\)2+22 = R% 2> 2},

I ={(y.2): (y=N*+2*=R* 2 < -z},
I := segmento AB, Iy := segmento CD,

dove A= (VR?—-2%2—-)\,2), B=(VR?—224+)\,—%2),C=—-B, D =—A.
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z z
C A
Y )
2N S

a) b)

Figura 10.7: a) andamento del vettore normale esterno a K; b) andamento
del campo vettoriale F(t,y, z) sulla frontiera di K in un istante ¢ fissato

Verifichiamo che per R sufficientemente grande K ¢ un insieme invariante
in futuro. Si osservi che la frontiera di K, a causa degli spigoli A, B,
C e D, non & del tipo [V = a] per qualche funzione V € C!. Si puo pero
rappresentarla come insieme di livello di una V' che sia C! a tratti: in questo
caso e allora sufficiente (perché?) verificare (10.1) separatamente sugli archi
chiusi ch e F;t, ristretta a ciascuno dei quali V' & di classe C!. Per esempio,
I & ottenuta come [V, = R?] dove V" (y,2) = (y + A\)? + 22. Essendo
VVit(y,2) = (2(y + A),22), per ogni (y,z) € '] con z > z, per 2) si ottiene

(VW' (y,2), F(t,y, 2)) = =22(f(2) = A—g(t)) < =22((M + 1) = A= M) = 0.

Analogamente, su I';y = [V, = R* con V| (y,2) = (y —N)?+22e2< -2
si ottiene

(VVi (y,2), F(t,y,2)) = =22(f(2)+A—g(t)) < —22(—(M+N)+A+M) = 0.

Il vettore normale esterno a I'j & costantemente uguale a nj = (2, ). Si

osservi che si puo interpretare T'y = [V, = 0] come insieme di livello 0 della
funzione affine V" (y,2) = A(z — 2) + 2(y — (VR% — 22 — ))). Ricordando
che su I'j vale |z| < Z e posto m = max_; 5 | f|, su tale insieme si ha

(VV3'(y.2), F(t,y, 2)) = (ng , F(t,y,2)) = 2z + M~y — f(2) + g(t))
)

2
= T N~ 1) - VR )
<P+ N HANM +m—VR? - 22),

che & < 0 non appena R soddisfa vVR2 — 22 > M +m + X+ 22/\. Analoga-
mente su Iy = [V;~ = 0] con V;(y,2) = =A(z+2) — 2(y + (VR? = 22 = \))

N
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con vettore normale esterno n, = (—Z, —A\) si ha
(VVy(y,2), F(t,y, 2)) = (ng, F(t,y, 2)) = =2z = M=y — f(2) + 9(1))
=-————2+Af(z) —g(t) - VR* = 2%)
<P+ 4+ Am+ M- VR — 22),

che & < 0 per la medesima scelta di R. Pertanto, se R & sufficientemente
grande il campo vettoriale del sistema (10.5) ristretto a 0K & strettamente
entrante, dunque K ¢ un insieme invariante in futuro. Per il Teorema 10.4 il
sistema (10.5), quindi anche (10.4), ammette una soluzione 7-periodica, non
banale perché non esistono equilibri (verificarlo per esercizio; si usa anche il
fatto che g non ¢ identicamente nulla). O

/

Y

YAl
v

Figura 10.8: Orbita periodica nel piano delle fasi relativa all’equazione (10.6)

Per esempio, 1’equazione nonlineare
(10.6) y" +2(y)2 4+ y = sent,

soddisfa le ipotesi del Teorema 10.9 con f(z) = 223, g(t) = sent, e la
scelta A = 1, z = 3/2, pertanto ammette una soluzione 27-periodica. Si
potrebbe dimostrare che anche quest’orbita e attrattiva; in Figura 10.8 si
puo osservare una soluzione che tende per t — +oo all’orbita periodica
contenuta nell’insieme invariante K.



Capitolo 11

Separazione delle variabili

Separazione delle variabili per PDE: introduzione

In questo capitolo compiremo un excursus nel mondo delle equazioni dif-
ferenziali alle derivate parziali (PDE) introducendo un metodo che in certi
casi permette di ricondurre lo studio di un problema legato a una PDE
a un’equazione o a un sistema di equazioni differenziali ordinarie. Un al-
tro approccio, applicabile allo studio delle equazioni nonlineari alle derivate
parziali del primo ordine, ¢ dato dal metodo delle caratteristiche che verra
affrontato nel Capitolo 12.

Il metodo di separazione delle variabili afferma in sostanza che se la
PDE ¢ lineare, meglio se omogenea, puo essere conveniente cercare soluzioni
ottenute come sovrapposizione di particolari soluzioni che dipendono da un
numero inferiore di variabili. Per dare un’idea del metodo introduciamo
subito un esempio.

Esempio introduttivo. Si cerchi una soluzione classica del problema misto
(ai dati iniziali e al contorno) per ’equazione del calore omogenea:

ug—Au=0 in U xRy
(11.1) u=0 1in U x Ry
u=g¢g inU x {0},

dove U ¢ un aperto limitato di R™ con frontiera regolare, u : U x [0, +oo[— R,

u = u(z,t) = u(x1,x2,...,2n,t), A & Poperatore Laplaciano rispetto alle
variabili spaziali © = (z1,...,2,), definito da Au =", %. Nel seguito

eqe . . _ Ou _ du 9%
utilizzeremo anche le notazioni u; = ot Uz = By Uzjz; = a2

298
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Proviamo a vedere se esistono soluzioni, inizialmente solo dell’equazione
u; — Au = 0, del tipo

(11.2) u(z,t) = v(t)w(x).

Essendo u; = v'w e Au = vAw, allora u & soluzione se

(11.3) V(w(x) —v(t)Aw(z) =0 = = ,

almeno per tutti gli z,¢ per cui v(t) e w(z) non sono nulli. I membro
sinistro di (11.3) & una funzione che dipende solo da ¢, quello destro solo
da z. Affinché I'uguaglianza (11.3) sia verificata, tali funzioni devono essere
costanti. Quindi esiste A € R tale che

V' (t) _ Aw(x)
v(t) w(x)

w_»

(11.4) =

per ogni € U e ogni ¢t > 0 (il segno e convenzionale), ovvero

(115) { Aw(z) +  w(x) =0
V'(t) + Av(t) = 0.

Considerando ora le condizioni al contorno si ha u(x,t) = v(t)w(z) = 0 per
ogni t > 0, x € OU, la quale a meno che v(t) = 0 (nel qual caso u = 0 che
non ¢ interessante), ¢ verificata se w(x) = 0 per ogni x € OU. Otteniamo
dunque il seguente problema agli autovalori per il Laplaciano: trovare A € R
tale che esista una soluzione non identicamente nulla (altrimenti v = 0) di

—Aw=>Mw InU
(11.6)

w=20 in OU.

In questo caso A verra detto autovalore del Laplaciano in U, mentre una
corrispondente soluzione non nulla verra detta autofunzione relativa a A.

Se dunque A e w = w) sono autovalore/autofunzione, risolvendo la
seconda equazione in (11.5) si ottiene

v(t) = vye M,

con vy costante generica, percio

(11.7) u(z,t) = v(t)w(z) = vye Mwy ()
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& soluzione dell’equazione del calore in U x R e soddisfa le condizioni al
contorno u = 0 in U x R;.

Cosa si puo dire delle condizioni iniziali? Per la soluzione u trovata si ha
u(z,0) = vyw(x) che in generale sara diversa dal dato g fissato inizialmente.
Osserviamo che u(x,0) € span (w), spazio lineare generato da w. Quindi
una funzione del tipo (11.7) puo essere soluzione di (11.1) solamente nel
caso in cui g € span (w).

Utilizzando il principio di sovrapposizione si puo dire di pitt. Se {\g}4_,
sono autovalori di (11.6) con relative autofunzioni {wy }3_, , allora la funzione

N
u(z,t) = Z vpe Ml ()
k=1

con v, costanti, € ancora soluzione dell’equazione del calore. In questo

caso si ha u(x,0) = Z,ivzl vpwg(z) quindi w(z,0) € span(wi,...,wn),
dunque u puod essere soluzione di (11.1) solamente nel caso in cui g €
span (wi, ..., WN).

Se, infine, supponiamo che esista una successione {\;}r>1 di autovalori
di (11.6) con relative autofunzioni {wy}i>1, allora, almeno formalmente,
possiamo considerare la funzione

[e.e]

(11.8) u(z,t) =Y vpe Mg (z).

k=1

Nel caso in cui sia possibile derivare la serie termine a termine, ci aspettiamo
che u sia ancora soluzione, con dato iniziale u(x,0) € span ;~,(wy), dove la
chiusura ¢ fatta in un opportuno spazio funzionale. -

In conclusione, la possibilita di risolvere (11.1) mediante una funzione
del tipo (11.8), viene ricondotta ai seguenti problemi:

a) risolvere il problema agli autovalori (11.6) ovvero, piu precisamente,
trovare una successione {\}x>1 di autovalori di (11.6) con relative
autofunzioni {wy, }>1 sufficientemente regolari;

b) dimostrare la convergenza della serie in (11.8) e giustificare la deriva-
zione termine a termine;

c) studiare la relazione che intercorre tra lo spazio X a cui appartengo-
no i dati iniziali g e la chiusura, rispetto a un’opportuna topologia
introdotta in X, di span ;> (wy). Si vorrebbe che

- X
span p>q(wy) = X.
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Il problema a) ha generalmente soluzione anche in casi piu generali (per
n = 1 si veda la teoria di Sturm-Liouville). Come spazio X prenderemo
(almeno) lo spazio delle funzioni continue C(U). La convergenza della serie,
come anche la derivabilita termine a termine, sara per esempio garantita
dalla convergenza uniforme (si vedano le proposizioni A.33 e A.34).

Per quanto riguarda c), vorremmo che fosse possibile approssimare g,

almeno puntualmente, con combinazioni lineari delle autofunzioni.

Nel caso unidimensionale in cui n = 1 e U =]0,7[, per cui x € R,
Au = gy, Aw = w" e il sistema (11.1) si riduce a

U — Uyy =0 in O, 7] xR
(11.9) w=0 in{0,7} xR,
u=yg¢ in ]0,7[x{0},
si puo dimostrare (vedi l’analisi svolta per (11.38)) che gli autovalori di

{ —w” = dw in ]0, 7
(11.10)
w(0) = w(mw) =0,

sono del tipo A\ = k? con relative autofunzioni date per esempio da wy(x) =
sen(kx), percio (11.8) diventa

(11.11) u(z,t) = kaefk%sen(kw),
k=1

e il dato iniziale apparterra a

o
u(x,0) = Z vg sen(kx) € span ;> (sen(kx)).
k=1 -
Ha senso quindi cercare di vedere se sia possibile approssimare funzioni
continue g con polinomi trigonometrici. Cio giustifica lo studio delle serie
di Fourier affrontato nella prossima sezione.

Serie di Fourier

Richiami sugli spazi di Hilbert

Uno spazio prehilbertiano H sul campo K = C (oppure R), & una spazio
lineare su K su cui & definita una forma sesquilineare hermitiana positiva
(ovvero una forma bilineare simmetrica positiva nel caso K = R), cioeé una
funzione (-|-) : H x H — K detta prodotto scalare, tale che
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a) per ogni y fissato, la mappa x — (z|y) ¢ lineare;

)
b) per ogni z fissato, la mappa y — (z|y) ¢ antilineare;
c¢) (hermitiana) (z|y) = (y|x) per ogni z,y € H;

d) (positiva) (z|z) > 0 per ogni = € H, e (z|z) = 0 se e solo se z = 0.
Dato il prodotto scalare, la posizione
(11.12) ]| == (al)1?
definisce una norma in H, per la quale vale la disuguaglianza di Schwarz

(11.13) \(aly)| < |/l llgl] per ogni z,y € H.

Definizione 11.1 Uno spazio prehilbertiano (H, (])) st dice spazio di Hil-
bert se H é completo come spazio normato dotato della norma (11.12).

Definizione 11.2 Due elementi z,y € H si dicono ortogonali se (z|y) = 0.

Definizione 11.3 Un insieme {ey}aca di elementi non nulli di H si dice
insieme ortogonale se ¢ suoi elementi sono mutualmente ortogonali, cioe se

(ealeg) = 0 per ogni o # f3.

E facile verificare che gli insiemi ortogonali sono composti da elementi li-
nearmente indipendenti.

Definizione 11.4 Un insieme {eq}aca di elementi di H si dice insieme
ortonormale se é ortogonale e ogni e, ha norma unitaria, cioé |les|| =1 per
ogni .

Per gli insiemi ortogonali vale il seguente lemma

Lemma 11.5 (disuguaglianza di Bessel) Se {es}aca € un insieme or-
togonale allora per ogni x € H si ha

(11.14) > l(@lea)l* lleal* < [l
a€cA
Se in particolare l'insieme € ortonormale si ha
(11.15) D Ilea)® < .
acA

Il numero (x|ey) viene detto coefficiente di Fourier di = relativamente a
ea- In particolare si puo dimostrare che [’insieme degli indici o per cui
(x]eq) # 0 & al pit numerabile (quindi la somma, se infinita, é una serie).
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Definizione 11.6 Un insieme ortonormale {ey}aca si dice base ortonor-
male (o base hilbertiana) se vale una delle sequenti proprieta equivalenti:

i) {ea}taca €& completo, ovvero span ,c4(eq) = H;
i1) {€a}aca € chiuso, ovvero (zles) =0 per ogni a implica x = 0;

i11) wvale ’identita di Parseval: per ogni x € H

(11.16) > l(lea)® = llalf?,

a€cA

iv) per ogni x € H, la serie di Fourier associata a x converge a x, cioé

(11.17) r=)Y (zlea)ea-

acA

Analogamente si puo introdurre il concetto di base ortogonale.

Serie di Fourier trigonometriche in L?

La teoria delle serie di Fourier trigonometriche ha un suo sviluppo naturale
all’interno dello spazio delle funzioni a quadrato sommabile

L*(A) = L*(A,K) := {f : A — K Lebesgue misurabili : ||f|j2 < cco}.
Piu in generale, se p > 1 si definisce

LP(A) = LP(A,K) := {f : A — K Lebesgue misurabili : | f||, < oo},

1/p
1l = 1wy = ( [ uer da:) ,

dove vengono identificate funzioni che differiscono su un insieme di misura di
Lebesgue nulla. Per comprendere appieno la definizione bisognerebbe preci-
sare meglio i concetti di funzione Lebesgue misurabile e di funzione Lebesgue
integrabile ovvero f € L'(A), argomenti di corsi pit1 avanzati di Analisi Ma-
tematica. Per il momento si tenga presente che le funzioni continue e le
funzioni integrabili secondo Riemann appartengono a questa classe.

Lo spazio L?(A,K) ha una struttura di spazio di Hilbert prendendo come
prodotto scalare

dove

(flg)e == /A f(@)g(@) da
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che induce la norma || f||2.

Si puod dimostrare che una base ortonormale di L?([0,7]) ¢ data per
esempio da

(11.18) {\/1?7 \/gcos (n%m), \/gsen (n%l’) }n21

oppure da

(11.19) {iei“wm}%z?

dove abbiamo posto w := 2%

La serie di Fourier associata a f € L([0,T]) &

o
Qg 2 2 2 2
(11.20) JT + ngl A/ 7 €8 (n?x) + Bnt/ T sen (n?:c)

dove i coefficienti di Fourier di f sono

=)= (71 ) .= = [ S

an = an(f) = (f‘ %cos (HQ%ZC))LQ = \/g/on(y) cos (n%ry) dy,

b= a(f) = (£ Zsen (n2)) | = \/z / " fg)sen (n2y) dy.

Spesso, invece di lavorare con la base ortonormale, si considera la base
ortogonale

27 2m
(11.21) {1, cos (n?x), sen (n7x) }n21

per la quale si definiscono i coefficienti (detti ancora di Fourier) come segue

T
(11.22) an = an(f) = ;/0 f(y) cos (nQ%y) dy, n >0,

T
(11.23) by = bp(f) = ;/0 f(y)sen (n%ry) dy, n>1,
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e la serie di Fourier associata

oo
(11.24) % + Z ap cos (n%ra:) + by, sen (n%r:n)

n=1

Tali coefficienti sono scelti in modo tale che le serie (11.20) e (11.24) coinci-
dano. Infatti dalle definizioni segue che

2 /2 /2
(1125) ag = ﬁa(h ap = Tana bn = fﬁTﬂ n = 17

percio
ao

_ Qo

2 JT

a,, COS (nz%x) = an\/gcos (nz?ﬂx),
2

2T 2w
b, sen (nTx) = ﬁn\/;sen (nTm),

e le due serie (11.20), (11.24) coincidono.
L’identita di Parseval nel caso della base ortonormale si scrive

[e.9]
(11.26) 1f1172 = b + D an + 57,
n=1
che grazie a (11.25), nel caso della base ortogonale diventa
2 ag  1x~ 2,
(11.27) 171122 —T(4+2;an+bn).

Volendo invece lavorare con la base ortogonale

(11.28) {ei"wx} :
nez

la serie di Fourier associata ¢ data da

00 N

(11.29) > enl(f)em™” =: Jim cn(f)eme,
n=-—oo n=—

dove

T
(11.30) wlf) =3 [ Sy,
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Ricordando la ben nota formula di Eulero

et = cost+isent, teR

si ha allora per n > 1

Cn€T ¢, eT T = (¢ 4 e ) cos(na) + ic, — ¢_p) sen(nz),

quindi la serie (11.29) coincide con (11.24) pur di prendere
ap = 2co, Gp = Cp + C—p, by = i<cn - C—n)a n=>1,

la qual cosa, grazie a semplici conti, & garantita dalle (11.22), (11.23) e
(11.30).

Esercizio 11.7 Scrivere la relazione (11.27) nel caso della base (11.28).

Soluzione. Essendo ¢y = a9/2, ¢, = @, C_p = % si ha a% + b% =

4lcn|? = 4|c_p|?, percio

oo
1F17: =T > leal

n=—oo

Per facilita di notazione, d’ora in avanti lavoreremo con la base ortogonale.
Osserviamo che i coefficienti di o, By, an, by (come anche ¢,) sono ben
definiti anche quando f & solamente integrabile. Definiamo dunque

Definizione 11.8 Se f € L'([0,7]), la serie di Fourier generata da f, che
indicheremo anche con Sf, ¢ data da (11.24) con a, = an(f) € by, = by (f)
definiti da (11.22) e (11.23). Scriveremo anche

flz) ~ % + Z ap, COS (nz%x) + by, sen (n%rx) =:Sf(x),

n=1

mentre le ridotte N-esime verranno denotate con Sy f(x).

Definizione 11.9 Diremo serie trigonometrica in [0,7] una funzione del
tipo

A0 LSS A, cos (02 2) + Bysen (n 2 )
5 2 n €08 (nm nsen (n7-),

con Ao, An, B, € R per n > 1. Le ridotte N-esime si diranno polinomi
trigonometrici in [0, 7. Si osservi che tali funzioni sono T-periodiche.
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Grazie alla completezza del sistema (11.18) si hanno i seguenti risultati.

Teorema 11.10 Se f € L%([0,T)]) allora la serie di Fourier associata a f
converge a f in L?, cioé

lim |[Snf = fllze =0,
N—oo
ovvero Sf = f in L?.

Lemma 11.11 (di Riemann-Lebesgue, caso L?) Se f € L?([0,T]) al-
lora imy,_ oo @y, = limy, o0 by, = 0.

DIMOSTRAZIONE La serie a secondo membro in (11.27) converge, quindi
il suo termine generale ¢ infinitesimo, cioe lim,, o a% = lim,, o bfl =0, da
cui segue banalmente la tesi. O

Si potrebbe dimostrare che il lemma vale anche nel caso piu generale
f € L (si veda [4]).

Alcune proprieta - Sviluppo in serie di seni e di coseni

Quando si lavora con le serie di Fourier, si e soliti prolungare le funzioni
f definite solamente in [0,7] a funzioni definite su tutto R. Cio si puo
convenientemente fare in diversi modi.

Il primo & per T-periodicita: f viene estesa a una f periodica di periodo
T. Osserviamo che se f(0) # f(T) cid comporta I'eventuale cambiamento
del valore di f(0) (oppure di f(T)) in modo tale che f(0) = f(T'). Quindi
in generale f coincidera con f su ]0,7[ ma non necessariamente su [0, 7.

Il secondo: si estende f prima per parita/disparita su [-7, 7] e quindi
per 2T-periodicita su R. In questo caso per assicurare che 'estensione f sia
dispari bisognera eventualmente cambiare il valore di f(0) ponendo f(0) = 0
(mentre per l’estensione pari non ci sono problemi), e per garantire la 27-
periodicita bisognera eventualmente porre f(—T) = f(T). Anche in questo
caso f e f sicuramente coincideranno su 0, 7.

Si noti comunque che ’eventuale cambiamento dei valori di f in un nu-
mero finito di punti lascia inalterati i coefficienti di Fourier, che sono definiti
in termini di integrali, quindi non cambiano se si modifica la funzione inte-
granda su un insieme di misura nulla. Il cambiamento sara pero importante
quando si andra a studiare la convergenza puntuale della serie stessa.

Inoltre, se inizialmente f & continua in [0, 7] allora la sua estensione pari
e 2T -periodica € automaticamente continua in R, mentre la sua estensione
dispari e 2T -periodica & continua se e solo se f(0) = f(T) = 0.
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E da notare infine che se f R — R e una funzione T-periodica allora

per ogni a € R si ha
a+T T
/ f(z)dx :/ f(x)dx.
a 0

Infatti

/(1Q+Tf(;1;)d$: (/ao_1_/OT+/Ta+T)f(gc)ah7

:/aof(x)d:c+/0Tf($)d$+/0af(y+T)dy

:/aof(x)der/OTf(a:)dx+/0af(y)dy:/OTf(x)dx_

In particolare questo permette di sostituire I'integrazione in [0, 7] con un’in-
tegrazione in [—7'/2,T/2]. Per esempio, in letteratura la teoria delle serie di
Fourier viene svolta indifferentemente in [0, 27| oppure in [—m, 7].

Proposizione 11.12 Valgono le sequente proprieta:
i) se f é integrabile oppure f ¢ limitata i relativi coefficienti di Fourier
sono uniformemente limitati;
it) se f : [-T,T] — R ¢é pari nella serie di Fourier di f in [-T,T]
compaiono solo coseni;

i) se f: [-T,T] — R ¢é dispari nella serie di Fourier di f in [—T,T)|
compaiono solo seni.

DIMOSTRAZIONE i) Se f ¢ integrabile, per n € N si ha banalmente

T
e DL < 7 [ 1F@de = Zfll

Poiché le funzioni limitate in [0, 7] sono integrabili, la stima sopra continua a
valere. Si puo pero trovare una stima che dipende solo dalla norma infinito:

T
DL < 7 [ 5@ de =2l

ii) Se f & pari allora per ogni n > 1 la funzione z — f(z) sen(n2xx) & dispari

in [T, T] quindi

2T

T
bu(f) = 22T/T f(z)sen (nﬁx) dx = 0.
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iii) Analoga a ii). O

Come conseguenza della precedente proposizione, € possibile sviluppare
una funzione f : [0,7] — R in una serie di seni. Basta considerare la serie di
Fourier di f , estensione dispari di f in [-7, T (la quale, ricordiamo, coincide
con f in ]0,T[). Per quanto visto, in tale serie compariranno solamente le

funzioni sen(n2%x). Si scrivera dunque

(11.31) f(z) ~ ansen (n%x),
n=1

dove

R ™ 2 [T ™
b= bulf) = 5 [ Fwysen (w3 dy = 7 [ ) sen (n o) .

Analogamente, considerando l’estensione pari in [—T, 7], si puo sviluppare
f in una serie di coseni.

Esercizio 11.13 Scrivere la relazione (11.27) nel caso dello sviluppo in
serie di seni oppure di coseni.

Soluzione. Data f, per Pestensione dispari f di f si ha a,(f) = 0, percid

12T
1117207 = HfHLz[ TT) =55 Z n( 252

n=1

Nel caso dell’estensione pari f di f si ha invece b, (f) = 0 percio

1 a(z)(f) 1 & 2/ F
1B agom = IRz = 57 (% 2n:1an(f)),
essendo

an(f) = 2T/ fly cos(n y / fly cosn y)dy

Convergenza puntuale e uniforme delle serie di Fourier

Per quanto appena visto, le serie di Fourier hanno ottime proprieta in L2.
Purtroppo, nelle applicazioni che abbiamo in mente per il metodo di se-
parazione delle variabili, avremo a che fare almeno con funzioni continue.
Poiché C([0,T]) c L3([0,T]) per il Teorema 11.10 possiamo concludere che
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se f € C([0,T]) allora Sf = f, con I'uguaglianza valida in L2. Cosa si puo
dire riguardo all’'uguaglianza puntuale Sf(z) = f(x)? In effetti, in generale
non & vero che la serie di Fourier di f converge a f puntualmente; ci sono
addirittura esempi di funzioni in L' la cui serie di Fourier non converge in
alcun punto! Si puo dire qualcosa in piu se la funzione f € continua?

Problema. Sia f continua. Che relazione c’e tra

flx) ~ ) cos n?x) + by, (f) sen (nz—ﬂx) ?

T

E vero che la serie di Fourier di f converge a f in ogni punto? E uniforme-
mente?

La risposta e negativa. In generale non e detto che la serie di Fourier di
una funzione continua f converga a f puntualmente ovunque. Si potrebbe
pero dimostrare (difficile!) che cid accade quasi ovunque. Noi ci limiteremo
a dimostrare alcuni risultati pit elementari. Anzitutto, visto che ci inte-
ressera derivare le serie termine a termine, prenderemo in considerazione la
convergenza uniforme. Arriveremo a dimostrare il teorema principale 11.23
premettendo alcuni risultati preliminari.

Lemma 11.14 Se un serie trigonometrica converge uniformemente a una
funzione g, allora i coefficienti della serie coincidono con i coefficienti di
Fourier di g. Piu precisamente, se

Ao

27 27
5 + ZA cos (HTQC) + B, sen (nTm‘) — g(x)

n=1
se N — oo, uniformemente in [0,T], allora A, = an(g) e By, = b,(g).

DIMOSTRAZIONE La convergenza uniforme implica la convergenza inte-
grale, quindi possiamo scambiare i simboli di serie e di integrale. Si ha
dunque

/ y)dy = / 204 ZAk cos (k%y) + Bj sen (k‘—y)) dy

=24, [T 2 2B, (T 2
=Ag+ Z Tk/o cos (k%y) dy + Tk /0 sen (k%y) dy = Ay,
k=1
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e per l'ortogonalita della base trigonometrica, per n > 1 si ha

2 (T 2
an = T/o g(y) cos (n7y) dy

2 T A o) o o .
=7 /0 (70 + ; Ay, cos (k?y) + By sen (k?y)> cos (n?y) dy

_ A [T

o =24, (T o 27
T cos (nTy) dy + ; T /0 cos (k?y) cos (n?y) dy+

T

B 2 (T 9, 2T B 2 T1+cos(4n%y) B
—AnT/O cos (n?y) dy—AnT/O ——2 " dy = A,.

2By, [T 2 2
+ k/o sen (k‘%y) cos (n%y) dy

2
Analogamente si ottiene b, = B,,. O

Osservazione 11.15 Si puo dimostrare che la tesi del precedente teorema
rimane vera nel caso in cui g € L' e si sostituisce la convergenza uniforme
con la convergenza L! (si veda per esempio [4]).

Osservazione 11.16 Si noti che se f e limite puntuale o uniforme di una
serie trigonometrica in R allora f e T-periodica. Di conseguenza, affinché
Sf possa convergere uniformemente a f in [0,7] si dovra necessariamente

richiedere f(0) = f(T).

Corollario 11.17 Sia f € C([0,T]) con f(0) = f(T). Se la serie di Fourier
di f converge uniformemente a una funzione g, allora g = f.

DIMOSTRAZIONE Osserviamo che g, limite uniforme in [0, 7] di una suc-
cessione di funzioni continue, € ivi continua. Per il lemma precedente i
coefficienti di Fourier di f e g coincidono, cioe a,(f) = an(g), bn(f) = bn(g)
per ogni n. Poiché i coefficienti di Fourier dipendono linearmente dall’ar-
gomento, si ha dunque a,(f — g) = an(f) — an(g) = 0 e analogamente
bn(f —g) = 0 per ogni n. Quindi la funzione f — g ha tutti i coefficienti
di Fourier nulli. Poiché il sistema trigonometrico & completo in L2, per ii)
della Definizione 11.6 deve aversi f — g = 0 in L?([0,T]), ed essendo f e g
continue, si ha infine f(z) = g(x) per ogni z € [0,T]. O

Definizione 11.18 Una funzione f : [0,T] — R si dice C' a tratti se
esistono 0 = w1 < --- < xpp = T e funzioni fi, € C([wg, Tpy1]) per k =
1,...,M —1, tali che f(z) = fr(x) per ogni x € |xk, Tpt1].
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Lemma 11.19 Se f € C([0,T]) ¢ C* a tratti con f(0) = f(T), allora

(11.32) an(f) = ——bu(F), Balf) = —an(f).

nw nw

per ognimn > 1, dove w = 2% In generale, se f € C*=1([0,T]) con fM(0) =
f(h) (T) per h=0,...,k—1, e se f(k) e continua a tratti, allora

1133) D]+ a0 = e (Jan )+ ),

per ogni n > 1. In particolare ay(f), bn(f) = o(1/nF).

DIMOSTRAZIONE Osserviamo che poiché f/ & continua a tratti, allora
appartiene a L2([0,T]), quindi possiamo calcolare i suoi coefficienti di Fou-
rier. Utilizzando il metodo di integrazione per parti, che vale per funzioni
continue e C! a tratti (dimostrarlo per esercizio!), si ha

T
) =7 [ £ @sentuy) dy
2

- T([ﬂy) senfiny) ]| — o | " f(w) ostrn) dy) = —nwan(f),

mentre, utilizzando anche f(0) = f(T), si ottiene

T
anlf) = 3 | 1) costoan) dy

2

-2 ( [ costy)] |+ [ " f(y) sentny) dy) — nuba().

La seconda parte si fa per induzione su k. Infine, poiché per il Lemma di
Riemann-Lebesgue 11.11 i coefficienti di Fourier di f*) tendono a zero se
n — oo, da (11.33) segue che a,(f), b, (f) = o(1/n*). O

Esercizio 11.20 Dimostrare che nelle stesse ipotesi del Lemma 11.19, uti-
lizzando la base complessa si ottiene c,(fF)) = (inw)*e,(f) pern € Z.

Soluzione. Basta integrare per parti e utilizzare la periodicita:

T
W) =7 [ £ ey

= 1 ([ ] i [ e ay) =i

Il caso generale si ottiene per induzione. O



SERIE DI FOURIER 313

Corollario 11.21 Se f € C([0,T]) ¢ C! a tratti con f(0) = f(T), allora le
serie

Z|an(f)|+|bn(f)|’ Z\/an(f)2+bn(f)2
convergono. " "~

DIMOSTRAZIONE Notiamo anzitutto che essendo a+b < 1/2(a? + b2) per
ogni a,b > 0, la convergenza della seconda serie implica, per confronto, la
convergenza della prima. Inoltre, come gia osservato, essendo f’ continua a
tratti, appartiene a L?([0,T]), quindi rimane definita la sua serie di Fourier
e per (11.27) si ha (si noti che ao(f’) = 0, perché?)

0 2
(11.34) ;an(f/)2 +ba(f)* = Z 1122

Per (11.34), (11.35), il Lemma 11.19 e la disuguaglianza di Schwarz si ha
dunque

> VanlFP T hlfP = 3 ol PP B (PP
n=1 n—1
L \Y200 1/2 1 22 2\1/2
<(Cgup) (a2 en?) = (55 7) Wk
n=1 n=1
da cui la tesi. -

Corollario 11.22 Se f € C*([0,T]) con fM(0) = f"W(T) perh=0,...,k,
e se f*+) ¢ continua a tratti, allora la serie

S (lan(] + u())

n=1

converge.

DIMOSTRAZIONE Per ipotesi, la funzione f*) soddisfa le ipotesi del
Corollario 11.21, quindi la serie di termine generale {an(f(k)ﬂ + }bn(f(k))‘
converge. La tesi segue allora banalmente da (11.33). g

Teorema 11.23 (di convergenza uniforme) Se f € C([0,7]) ¢ C! a
tratti con f(0) = f(T), allora la serie di Fourier di f converge totalmente,

quindi uniformemente e puntualmente a f in [0,T). In particolare, per ogni
x €[0,T] si ha

27

_a (f) > s
flz) = OT +nzz:1an(f) COS (n?x) + bp(f) sen (n?x)
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DIMOSTRAZIONE Per ogni x € [0, 7] si ha

S~ an(f) cos (nor) + bu( ) sen (n 7 a)| < 3 lan(D] +1ba(f)
n=1

n=1

che converge per il Corollario 11.21. Quindi la serie di Fourier associata a
f converge totalmente, quindi uniformemente. Poiché f ¢ continua, per il
Corollario 11.17 la serie deve convergere a f. g

Corollario 11.24 (sulla convergenza uniforme delle serie di seni)
Se f € C([0,T]) ¢ C! a tratti e f(0) = f(T) =0, allora la sviluppo in serie
di seni di f converge totalmente, quindi uniformemente e puntualmente a f
in [0,T). In particolare, per ogni x € [0,T] si ha

] T
flx) = ;bn sen (n%x), dove b, = ;/0 f(y) sen (n%y) dy.

DIMOSTRAZIONE Poiché f(0) = f(T) = 0, 'estensione dispari f di f su
[T, T] & continua, 27-periodica e C! a tratti. Per il teorema precedente la
sua serie di Fourier in [—T', T, che ¢ la serie di seni di f, converge totalmente
e uniformemente a f . Poiché f coincide con f in [0, 7] si ha la tesi. g

Si potrebbe dimostrare anche il seguente teorema:

Teorema 11.25 (di convergenza puntuale) Sia f : R — R integrabile
sui compatti e T-periodica. Se per a € R esistono finiti 1 limiti

lim f(z)=: f(a™), lim f(z)=: f(a™),

z—at T—a~
e se esistono L,0 > 0 tali che per ogni 0 < 0 < § si abbia

f(a—9)—f(a_)‘ <7 ‘f(aJr@)—f(a*)
—0 -

<L
0 — )

allora la serie di Fourier di f calcolata in a converge alla media aritmetica

dei valori f(a™), f(a™), cioé

|, f@h) + f(a)

se N — oo.
2

Sn f(a)

In particolare, se f é continua in a allora Sy f(a) converge a f(a).

DIMOSTRAZIONE Omessa. O

Osservazione 11.26 Le ipotesi sono verificate se f ¢ C! a tratti.
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Osservazione 11.27 Una conseguenza del teorema precedente & che la
convergenza di una serie di Fourier ha carattere locale: se f soddisfa le
ipotesi del Teorema 11.25 e quindi Sy f(a) converge alla media aritmetica
dei limiti sinistro e destro di f in a, comunque si modifichi f fuori da un
intorno arbitrariamente piccolo di a, il carattere di Sy f non cambia, cioe
continua a convergere alla media. In conclusione, sebbene i coefficienti di
Fourier di f, per definizione, dipendono da tutti i valori di f in [0,7], la
convergenza della serie Sf(a) dipende in realta solo dal comportamento
locale di f in a.

Osservazione 11.28 La classe delle funzioni f per le quali la relativa serie
di Fourier converge uniformemente ¢ in realta piu estesa della classe delle
funzioni C' a tratti. Weierstrass, con una generalizzazione dovuta a Hardy
nel 1916, ha dimostrato il seguente teorema: presi a intero positivo dispari
e be]0,1] tali che ab > 1+ 37”, allora per la serie trigonometrica

Z b* cos(a®zx)
k=0

valgono le seguenti proprieta:

i) la serie converge uniformemente a una funzione f continua (verificarlo
per esercizio);

ii) per ogni z € [—m, 7| esiste una successione {h, }, convergente a zero e

tale che h
lim fathn) — f(@) = 400,

N—00 hn,

cioe f non e derivabile in nessun(!) punto.

Ogni funzione f cosi trovata ¢ un esempio di funzione continua ma non
derivabile, la cui serie di Fourier (che per il Lemma 11.14 & necessariamente
quella data) converge uniformemente a f. Una prima generalizzazione del
Teorema di convergenza uniforme a una classe piu ampia di funzioni puo
essere trovata in Appendice.

Alcuni esempi

1) Sia f : R — R tale che f(z) = 2% in [-7,7] ed estesa a R per 27-
periodicita. Osserviamo che f ¢ continua, C' a tratti, quindi per il Teore-
ma 11.23, per ogni = € R si ha

fz) = aoéf) + 3" an(f) cos(nz)
n=1
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essendo b, (f) = 0 per ogni n poiché f & pari. Calcoliamo i coefficienti di

Fourier di f:
1 (" Lrzdyr 2n?
w(p) =1 [ o= [T =

T J—m

3

2 ™
y* cos(ny) dy = = / y” cos(ny) dy
0

™

/

an(f) =

T ™

1
s
2
U

4 cos(ny)1~ ™ cos(ny)
= ([ e
4

N =2
Figura 11.1: confronto tra f(z) = 2% e le somme parziali di Fourier

In particolare, per x € [—m, 7] si ha

Osserviamo che ponendo x = 7 si ottiene

2 0 n
-1
72 = % + 4; ( n2> cos(nm),

ovvero

o0
1 1 w2 2
11.35 7:7(2_7>:7,
( ) ;rﬂ 4 3 6

2) (serie di Fourier dell’onda quadra) Data la funzione g(z) = x(o,7)(z)
(che vale 1 in [0, 7T e 0 altrove), la estendiamo prima per disparita su [T, T]
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e poi per 2T-periodicita su R. Denotiamo la funzione cosi ottenuta (detta
onda quadra) ancora con g. Calcoliamo il suo sviluppo in serie di seni

g(z) ~ Z by, sen (n%x)
n=1

dove
by = % /OTg(y) sen (n%y) dy = ;/OT sen (n%y) dy
= e ngo)] = =),
quindi b,, = 0 se n e pari, mentre b, = % se n ¢ dispari. Otteniamo dunque
g(x) ~ % nio:l %sen (n%w)
7 dispari

Poiché g & C! a tratti e continua in ]0, T, per tutti gli # €]0, T (che sono
punti di continuita per g), per il Teorema 11.25 si ha

oo

4 1
1=yg(z) = = g —sen (n%x),
n=1
n dispari

in particolare, se T' = 7, per x € ]0, 7| si ha

4 1 4 1 1
(11.36) 1= = nzl ﬁsen(nw) = ;(senx—f—gsen(fﬂw)+5sen(5a:)+...>.
n dispari

Non ci puo essere convergenza uniforme perché g non & continua. Analoghe
relazioni si possono ottenere in tutti i punti di continuita di g ovvero per
x # nT. Nei punti di discontinuita, per esempio in x = 0, si ottiene invece

4 1 T 14 (=1)
p 1; —sen (nf()) =0= 5 ,
n dispari

in accordo con il Teorema 11.25. In Figura 11.2 si osservi il confronto con
alcune somme parziali N-esime.

Esercizio 11.29 Calcolare la serie di Fourier di f(x) = x in [—m, 7] e in
[0, 27].

Esercizio 11.30 Calcolare la serie di Fourier di f(x) = |z| in [—m, 7).

Esercizio 11.31 Calcolare la serie di Fourier di f(x) = 2% in [0, 27].
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Figura 11.2: confronto tra 'onda quadra e le sue somme parziali N-esime
di Fourier, con N = 3,5,7,11

Alcune applicazioni alle PDE

Il problema misto per ’equazione omogenea del calore unidi-
mensionale

Come primo esempio e caso particolare di (11.1) consideriamo il problema

Ut — Ugy =0 (x,t) €]0, L[xR4
(11.37) u(0,t) =u(L,t) =0 te Ry
u(z,0) = g(z) 2 e[0,L] (cong(0)=g(L)=0),

che modella, per esempio, la diffusione del calore in una barra omogenea di
lunghezza L, nota la temperatura iniziale in ogni punto, e mantenendo nulla
la temperatura agli estremi della barra durante tutto il processo.

Si puo dimostrare che per il problema in questione esiste al pitt una so-
luzione; per trovarla utilizziamo il metodo di separazione delle variabili cer-
candone una del tipo u(z,t) = v(t)w(x). Come osservato in (11.4) e (11.5),
esiste una soluzione non banale di questo tipo se esiste A € R (autovalore) e
una soluzione non nulla (autofunzione) del problema

{ w”(x) + Aw(x)
w(0) = w(L) =0,

(11.38) 0 welo.L]
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e in tal caso v(t) & una qualsiasi soluzione dell’equazione v'(t) + Av(t) = 0
per questo A. Studiamo dunque per quali A il problema (11.38) ammette
una soluzione non nulla (a proposito osserviamo che la funzione w = 0 ¢
sempre soluzione per qualunque scelta di A). Distinguiamo 3 casi:

1)

se A = 0, allora la soluzione generale di w”(x) = 0 & data dalla funzione
w(z) = ax+bcon a,b € R costanti generiche. Imponendo le condizioni
w(0) = w(L) = 0 si trova che b = 0, aL. = 0 dunque @ = 0. L’unica
soluzione di (11.38) quando A = 0 & dunque la funzione nulla, quindi
A = 0 non e autovalore del problema;

se A < 0, allora la soluzione generale dell’equazione w” (z)+ Aw(z) = 0
¢ data da

w(z) = aeV N 4 pe VAT
con a,b € R costanti generiche. Imponendo le condizioni w(0) =
w(L) = 0si trova a+b =0, aeV 4 pe VAL = 0 la cui soluzione
¢ a = b = 0. Quindi anche in questa caso 'unica soluzione ¢ quella
nulla e A < 0 non ¢ autovalore;

infine, se A > 0 la soluzione generale dell’equazione w”(z)+Aw(z) =0
¢ data da

w(z) = acos(VAzr) + bsen(VAz),

con a,b € R costanti generiche. La condizione w(0) = 0 comporta a =
0, mentre la condizione w(L) = 0 impone sen(v/AL) = 0. Quest’ultima
implica VAL = nx per qualche n > 1. Si ottiene dunque che gli unici
autovalori di (11.38) sono

2
)\:/\":<nf> , conn>1,

con relative autofunzioni date, per esempio, da

w(z) = wy(x) = sen (mx) = sen (n%x)

A questo punto, l'equazione v'(t) + \v(t) = 0 ha come generica soluzio-

ne v(t) = vy,

e~ con v, € R costante arbitraria, dunque otteniamo una

successione di soluzioni dell’equazione del calore

Un () = Un(t)wn () = vae” 22 'sen (n%m)
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Per il principio di sovrapposizione cerchiamo dunque una soluzione di (11.37)
della forma

n27_r2
(11.39) u(z,t) = Z up(z,t) = Z vpe” L2 'sen (n%x)

Nel caso in cui possiamo derivare sotto il segno e la funzione & continua in
[0, L] x [0, 400[ (cosa che non abbiamo ancora verificato) allora u verifica le
prime due equazioni in (11.37). Inoltre

(11.40) u(z,0) = Z Uy, SEN (n%x)
n=1

Tale funzione dovra essere uguale a g(z). Osserviamo che (11.40) si presenta
come una serie di seni in [0, L], quindi, supposto che ¢ si possa sviluppare
in serie di seni, ovvero che

00 ) L
(11.41) g(:c)znzzjlgnsen (n%x% gn:L/O g(y)sen(n%y) dy,

si dovra avere

u(z,0) = Z U, Sen (n%x) = nz::l gn sen (n%x)7

n=1

percio v, = g, per ogni n. La soluzione di (11.37) dovrebbe dunque essere
data dalla formula

2,2, T
):

o0
(11.42) u(z,t) = Z:lgne_nL? sen (nza;
-

con g, definito come in (11.41). Verifichiamo che, sotto opportune ipotesi,
(11.42) rappresenta effettivamente la soluzione cercata.

Facciamo inizialmente vedere che, nella sola ipotesi che le costanti v,
siano equilimitate, (11.39) & soluzione dell’equazione del calore in |0, L[ xR
e verifica 1 dati al contorno. Piu precisamente, mostriamo che per ogni
fissato 9 > 0, tutte le serie ottenute derivando termine a termine (11.39)
convergono uniformemente in [0, L] X [tg, +00[. Si ha che

8””__212 o3 7r) Oouy, m o _n’r? 7r)
761,‘ =N L2Un , = >
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da cui, facilmente per induzione, segue che per ogni h, k € N

8k+h - 2k+h okt 7ﬁt
‘Wun($7t)‘ < <L) n**t lople™ L2277,

e supposto |v,| < M per ogni n, per ogni t > tg e x € [0, L] si ha

(11.43)
—(z, )| < | = M n e 12 % =:Ch nPe "
k h \""? — s ’
= | 0tF Ox L — —

con p = 2k + h, ¢ = w2ty/L? > 0. Osserviamo che 'ultima serie in (11.43)
converge grazie, per esempio, al criterio della radice n-esima; infatti

lim VnPe—n® = lim ({/n)Pe " = 0.

n—oo n—oo
Quindi tutte le serie ottenute derivando termine a termine (11.39) convergo-
no totalmente, dunque uniformemente, in [0, L] X [to, +0o[. Per il Teorema di
derivazione A.34 applicato a ciascuna derivata parziale, (11.39) definisce una
funzione C*> ([0, L] x [to, +-00[) e si pud derivare termine a termine. Poiché
to > 0 & arbitrario, si ha anche u € C*°([0, L] x]0, +o0[). In particolare u &
ivi continua e si ha u(0,t) = u(L,t) = 0 per ogni ¢ > 0; inoltre

up(2,t) = Uge (2, 8) = Y [(un)e(@,8) = (un)aa (2, )] =0,

n=1

per ogni (z,t) €]0, L[x]0, +oo].

Osserviamo che assumendo solamente la limitatezza di v, segue che la
funzione ¢ una soluzione di classe C'°°. Si puo in effetti dimostrare che
I’equazione del calore ¢ un processo regolarizzante, ovvero che la soluzio-
ne del problema (11.37) (quando esiste) & necessariamente di classe C'™°
indipendentemente dalla regolarita dei dati iniziali.

Per quanto visto sopra, scegliamo ora v, = g, e vediamo come si com-
porta la soluzione (11.42) per t = 0. Notiamo che 'analisi precedente, nelle
sole ipotesi di limitatezza della successione g,, non permette di dimostrare
la continuita di u su tutto [0, L] x [0, +oo]. Infatti se (x,t) appartiene a tale
insieme, allora possiamo concludere solamente che

22

[e.o] - T o0
Z |gne_ 2 U gen (nzx)} < Z |gn]-
n=1 n=1
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Assumendo che tale serie converga (cido equivale alla convergenza totale
della serie di Fourier di g), allora la serie (11.42) converge totalmente e
uniformemente a u(z,t) in [0, L] x [0, +00[, dunque u & ivi continua e si ha

0) = Zgn sen (n%x)
n=1

Osserviamo che u(z,0) coincide con g(x) se la serie di seni di g converge
(totalmente) a g. Per il Teorema 11.24 cio ¢ garantito per esempio se g €
continua e C! a tratti (e se g(0) = g(L) = 0, condizione che abbiamo gia
imposto). In conclusione, sotto tali ipotesi (11.42) ¢ la soluzione di (11.37).
Si puo dimostrare che & possibile indebolire le ipotesi chiedendo che g sia
solamente continua e a variazione limitata.

Osserviamo infine che, grazie alla convergenza uniforme, si puo passare
al limite ¢ — oo sotto il segno di serie ottenendo

n2x2

thm u(x,t) Z hm gne ~"I2 lgen (n%x) =0,

cioe, come ¢ intuitivo, al passare del tempo la barra si raffredda raggiungendo
a regime la temperatura nulla (cioe quella fissata costante al bordo).
La corda vibrante fissata ai due estremi
Consideriamo il problema
Up — Cligy = 0 (z,t) €]0, L[ x ]0, +o0]
u(0,t) =u(L,t) =0 t €10, +o0]
u(,0) = g(x) = <[0,L] (con g(0)=g(L)=0),
ut(x,0) = h(z) x€[0,L] (con h(0)=h(L)=0),

(11.44)

che modella, per esempio, la vibrazione trasversale di una corda di lunghezza
L fissata ai due estremi, note la posizione e la velocita iniziali. Generalmente
la costante ¢ verifica ¢ = T/p dove T & la tensione e p ¢ la densita della
corda, supposte costanti.

Si puo dimostrare che il problema ammette al piu una soluzione. Pro-
viamo ad applicare il metodo di separazione delle variabili e cerchiamone
una del tipo u(z,t) = v(t)w(x). Essendo uy = v"w e uy, = vw”, allora u &
soluzione della prima equazione in (11.44) se

(1145)  o"(Hw(z) - Fot)uw"(x) =0 <= %UH
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almeno per gli z,t per cui v(¢) e w(x) sono non nulli. Poiché il membro
sinistro ¢ una funzione che dipende solo da ¢ e quello destro solo da z, af-
finché I'uguaglianza sopra sia verificata, tali funzioni devono essere costanti.
Quindi esiste A € R tale che

i/U//(t) w//(x)
2 u(t) w(z)

ovvero

{w”(ﬂs) +Aw(z) =0 z€]0,L[
(11.46)

V' (t) + APo(t) =0 t>0.

Le condizioni al bordo si traducono, come in precedenza, in condizioni su
w, ovvero w(0) = w(L) = 0. Otteniamo quindi il seguente problema agli
autovalori

0 z€]0,L]

(11.47) { w”(x) + Aw(z)

w(0) =w(L) =0,

gia risolto in (11.38): esistono soluzioni non nulle di (11.47) se e solo se

A=A\ = "2’;2 per n > 1, e corrispondentemente una soluzione ¢ data
da wy(z) = sen (n%w) Risolvendo ora la seconda equazione in (11.46) per
A= \,, cioe

si ottiene la generica soluzione
vn(t) = Ay, cos (n%ct) + B, sen (n%ct),

dove A, B, € R sono costanti arbitrarie.
Posto u,, := vyw,, per il principio di sovrapposizione cerchiamo dunque

una soluzione di (11.44) della forma

(11.48)
oo oo

u(x,t) = Z un(x,t) = Z (An cos (n%ct) + B, sen (n%ct)) sen (n%x)

n=1 n=1

Nel caso in cui possiamo derivare sotto il segno e la funzione & continua in

[0, L] x [0, +00[ (cosa che non abbiamo ancora verificato) u verifica le prime

due equazioni in (11.44). Inoltre

(11.49) u(z,0) = Z Ay, sen (n%x)
n=1
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Tale funzione dovra essere uguale a g(z). Il membro destro di (11.49) si
presenta come una serie di seni in [0, L], quindi, supposto che g si possa
sviluppare in serie di seni, ovvero che

(11.50) g(z) = Z_:gn sen (n%a}), Gn = L/o g(y) sen (n%y) dy,

dovra essere

0) = Z A, sen (n%x) = Z Jn S€n (n%x),
n=1 n=1

percio A, = g, per ogni n > 1. Calcolando la derivata parziale prima
rispetto a t, sempre che si possa derivare termine a termine e che tale derivata
sia continua, si ha

(11.51) w(x,t) Z n— c( n Sen (n%ct) + B,, cos (n%ct)) sen (n%x),

quindi
> T
ug(x,0) = nEZI nchn sen (nzx)

Quest’ultima funzione dovra essere uguale a h(x). Supposto che h si possa
sviluppare in serie di seni, ovvero che

> 0 2 (L T
(11.52)  h(x) = z_: hy, sen (nzx), hy = L/o h(y) sen (nzy) dy,

dovra essere

T T
Zn cB,, sen nL:E Zh sen nLaj

n=1

quindi n7cB, = h, per ogni n > 1. In definitiva ci aspettiamo che la
soluzione di (11.44) sia data dalla formula

ihn sen (n%ct)) sen (nfa:),

nme L

(11.53)  wu(z,t) = Z (gn cos (n%ct) +

n=1

dove gn, hy, sono definite da (11.50) e (11.52). Verifichiamo che, sotto op-
portune ipotesi, (11.53) rappresenta effettivamente la soluzione cercata.
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Osserviamo che per ogni z e ¢, la migliore stima uniforme per (11.48) (di
cui (11.53) ¢ un caso particolare) ¢ data da

(11.54) > Jun(z, 1) Z |Apn| + |Byl).
n=1 n=1

Contrariamente all’esempio precedente relativo all’equazione del calore e
quello che vedremo in seguito relativo all’equazione di Laplace, in tale stima
non e presente alcun fattore (come nei casi citati, del tipo e~" oppure r"
con r < 1) che garantisca la convergenza di tale serie nelle sole ipotesi di
limitatezza delle successioni A,,, By,. Un discorso analogo puo essere fatto per
le serie ottenute derivando termine a termine (11.48). La convergenza delle
serie in (11.54) dipendera dalla convergenza delle serie di termine generale
Ay, B, e, in ultima analisi, di quelle di termine generale g,, h,,, cioé dai dati
iniziali. In effetti l'esistenza e la regolarita delle soluzioni dell’equazione delle
onde, contrariamente a quanto accade per ’equazione del calore, dipendono
fortemente dalla regolarita dei dati iniziali.

Studiamo ora alcune condizioni da imporre su A4,, e By, affinché (11.48)
(o meglio (11.53)) sia effettivamente una soluzione di classe C? del problema
dato. Si ha

ﬁun e T T T
5 —(z,t) = nzc( — A, sen (nzct) + B, cos (nzct)) sen (nzx),
O 5 A5+ B (15 15,

da cui, per induzione, segue che per ogni h,k € N

ah—i—k
’ oth dzk

h+k
o) < () 4180,
Per ogni x € [0, L], t > 0 e ogni h, k € N si ha quindi

o h+k
(11.55) ‘8

Un, h 7T>h+k o~ ek
Z < -z
> |Gt 0] < (1) o n 4+ 18
che nel caso di (11.53) diventa
ah+l<:

(11.56) Z atha k )’ SCh,k(an|gn|+an*1|hn’>a
n=1 n=1 n=1

per un’opportuna costante cj , avendo posto p = h + k. Siamo in effetti
interessati solamente alle derivate fino al secondo ordine compreso, ovvero
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ai p = h+ k < 2. Quindi, la convergenza totale (e uniforme) della serie
(11.53) insieme a quella delle serie ottenute derivandola termine a termine
fino all’ordine 2, & garantita dalla convergenza delle serie

[oe) o
(11.57) an\gn\, p=0,1,2, an\hny, qg=-1,0,1.
n=1 n=1

Chiaramente la convergenza della prima per p = 2 e della seconda per ¢ = 1
garantisce, per confronto, la convergenza delle serie per gli altri valori di p
e di q. Per provare le convergenze per p = 2 e ¢ = 1, vogliamo applicare il
Corollario 11.22 alle estensioni dispari § ¢ h di g e h in [—L, L] delle quali
(11.50) e (11.52) sono le rispettive serie di Fourier in [-L, L]. Per poter
applicare tale corollario a § bisogna che § sia di classe C? con g, §’, §" 2L-
periodiche e che §"” sia continua a tratti. Osserviamo che se g ¢ di classe C?
con g(0) = g(L) = 0, automaticamente la sua estensione dispari ¢ di classe
C" con derivata prima periodica, ma non & detto che sia di classe C2. Cio
accade se e solo se ¢”(0) = ¢”(L) = 0. Supponiamo quindi che g sia di classe
C? con derivata terza continua a tratti e g(0) = g(L) = ¢"(0) = ¢"(L) =
0. Analogamente chiediamo che h sia di classe C! con derivata seconda
continua a tratti e h(0) = h(L). Allora si puo applicare il Corollario 11.22,
ottenendo la convergenza di tutte le serie in (11.57). Per (11.56) la serie
in (11.53) converge totalmente e uniformemente insieme a tutte le derivate
fino all’ordine 2 alla funzione u di classe C*([0,L] x [0, +oc[). Inoltre si
puo derivare termine a termine. Quindi tutta ’analisi precedente ¢ ben
giustificata e u verifica le prime due equazioni di (11.44). Inoltre, per le
ipotesi fatte su g e h, si puo applicare il Corollario 11.24 che garantisce la
convergenza delle rispettive serie di seni verso g e h. In conclusione

u(z,0) = Zgn sen (n%x) =g(z), u(x,0) = Z hy, sen (n%x) = h(x),
n=1 n=1

dunque (11.53) & soluzione del problema (11.44). Si vedano gli Appro-
fondimenti per la formula di d’Alembert (11.88) relativa alla soluzione del
problema di Cauchy per I’equazione unidimensionale omogenea delle onde.

Il problema di Dirichlet per ’equazione di Laplace sulla palla
2-dimensionale

Consideriamo il problema di Dirichlet per ’equazione di Laplace

{Au:() in Br

(11.58) .
U=y in 0Bp,
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dove prenderemo in particolare Br = B2(0, R), palla 2-dimensionale. Cer-
chiamo una formula rappresentativa per la soluzione utilizzando il meto-
do di separazione delle variabili. Data la simmetria del problema, convie-
ne utilizzare le coordinate polari: x = (z1,z2) = (pcosf,psend). Posto
u(p,0) == u(pcosb, psen ), 'equazione soddisfatta da @, ovvero I’equazione
di Laplace in coordinate polari, risulta essere

(11 ) ) — - =0

.99 Upp + —Up + Upp .
pp P 2

Infattl

Ty = Uz, COSO + Uy, sen b, Uy = Uy, (—psen ) + uy,pcosb,
~ 2 2
Upp = Ugyz, COS™ O + 2Uy, 4, SEN 0 COS O + Uz, SEN” O,
Tige = Ugyzy p° 5eN% 0 — 2y, 2, p° SEN O COS O + Ugyy p° cOS> O —

— Ug, pcosB — ug,psend,

quindi
Upp + ;ﬂp + ?ﬂgg = (U, + Uz, )(sen? O + cos? 0) = Au = 0.

La condizione al bordo diventa a(R,6) = g(0) := g(Rcosf, Rsenf). Per
semplicita, nel seguito scriveremo u e g al posto di u e g.
In definitiva, in coordinate polari (11.58) si scrive
+1 +1 0 in |0, R[x[0, 27]
u —u, + —ugy = in 10, ,2m
(11.60) et p?
u=g¢ in{R} x[0,27],

dove u(p,-) e g sono 2w-periodiche.

Volendo utilizzare il metodo di separazione delle variabili, cerchiamo
una soluzione del tipo u(p,8) = v(p)z(#). Essendo u, = v'z, u,, = v"z e
upg = vz", se u verifica (11.60) allora deve accadere che

o (0)2(0) + ;v%p)z(e) + ;v@)z"(e) —0,

che equivale a

200 V) __0)
v(p) " wlp) z(0)
almeno per i p, 0 per cui z(0) e v(p) sono non nulli. Poiché il membro sinistro
¢ una funzione che dipende solo da p e quello destro solo da 6, affinché
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I'uguaglianza sopra sia verificata tali funzioni devono essere costanti. Quindi
esiste A € R tale che

20"(0) |, V) __#0)

o) Pulp) T )
(1161 { 2 2"(0) + Xz(0) =0
p=v"(p) + pv'(p) — Av(p) = 0.

Poiché u(p,-) deve essere 2m-periodica anche z deve esserlo, per cui z dovra
essere soluzione (non nulla) del problema

(11.62) { 2"(0) + Xz(A) =0
z(0) = z(0 + 2m).

Analogamente all’analisi svolta per (11.38), se A < 0 tale problema ammette
solo la soluzione identicamente nulla. Se A > 0, la generica soluzione della
prima equazione in (11.62) ¢ data da

2(0) = Acos(VA\0) + Bsen(V)\f),

con A, B € R costanti arbitrarie. Affinché tale soluzione sia 27-periodica do-
vra essere necessariamente VA = n ovvero A = \,, := n? e in corrispondenza
avremo la generica soluzione

(11.63) zn(0) = Ay, cos(nb) + By, sen(nb),

per ognin > 1, dove A,, B;,, sono costanti arbitrarie. Infatti la 27-periodicita
equivale a z(0 + 2m) = z(0) per ogni § € R, cioe

Acos(VA(O + 27)) + Bsen(VA(0 + 21)) = Acos(VAG) + Bsen(V ),
che, utilizzando le formule di addizione del seno e del coseno, equivale a
(A cos(2mV/\) + Bsen(2mV\) — A) cos(VAG) +
+ (B cos(2mVA) — Asen(2mV\) — B) sen(VA9) = 0,

la quale & vera per ogni 6 se e solo se Acos(2mv/A) + Bsen(2rv\) — A =0
e Bcos(2mvV\) — Asen(2mv/A) — B = 0. Cid implica che cos(2mv/A) = 1 e
sen(2mv/A) = 0, ovvero VA = n per qualche n > 1.
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Infine, se A = 0 la generica soluzione della prima equazione in (11.62)
¢ data da z(0) = A + B6 e la 2m-periodicita implica B = 0. In definitiva
(11.63) vale per ogni n € N.

Per A\ = n? la seconda equazione in (11.61) diventa

(11.64) p*" (p) + pv' (p) — n*v(p) = 0,

che ¢ un’equazione di Eulero (si veda (8.36)). Per risolverla, poniamo p = €*
e definiamo k(s) = v(e®). Si ha k/ = e/, k" = 20" + %' = p?v" + p/,
quindi I'’equazione soddisfatta da k e

E'(s) — n*k(s) = 0.

La generica soluzione, per n > 1 & data da k,(s) = Ce™ + De™ " mentre
per n = 0 ¢ data da ko(s) = C' + Ds, ed essendo v(p) = k(In p) si ottengono

vn(p) = Cpp" + Dpp™" (n21),  wo(p)=Co+ Dolnp (n=0).

Poiché v, (p) deve essere una funzione continua in [0, R], segue che D,, = 0
per ogni n € N. Si ottengono dunque le soluzioni

vn(p) = Cpp™  (n €N),
e in definitiva, inglobando la costante C,, dentro A,, B,, si ha
(11.65) un(p,0) = vn(p)zn(8) = p™ (An cos(nd) + By sen(nf)).

Per sovrapposizione cerchiamo dunque una soluzione di (11.58) della forma

(11.66) u(p,0) = un(p,0) = Ao+ Y _ p"(An cos(nd) + By sen(nf)).
n=0

n=1

Nel caso in cui possiamo derivare sotto il segno e la funzione & continua in
[0, R] x [0,27] (cosa che non abbiamo ancora verificato) allora u verifica la
prima equazione in (11.60). Inoltre

(11.67) u(R,0) = Ao + i R" (A, cos(nb) + By, sen(nb)).

n=1

Tale funzione dovra essere uguale a g(#). Osserviamo che (11.67) & una serie
trigonometrica in [0, 27], quindi supposto che g si possa sviluppare in serie
di Fourier, ovvero che

agn >
(11.68) g(0) = 5 + Z ay, cos(nd) + b, sen(nf),

n=1
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con

1 27 1 27
(11.69) a, = 7T/0 9(p) cos(nyp) dep, by, = /O g(p) sen(nep) dp,

™

affinché sia u(R,8) = g(0) si dovra avere

Ay + Z R" (A, cos(nb) + By sen(nf)) = % + Z ap, cos(nf) + by, sen(nh),

n=1 n=1

da cui seguono Ag = ag/2, R"A,, = a,, R"B,, = b,. La soluzione di (11.60)
dovrebbe dunque essere data dalla formula

(11.70) u(p,0) = % + Z (%)n (an cos(nd) + by sen(nb)).
n=1

Verifichiamo che, sotto opportune ipotesi, (11.70) rappresenta effettivamente
la soluzione cercata.

Mostriamo inizialmente che, nella sola ipotesi che le costanti a,, b, siano
equilimitate, (11.70) & soluzione di (11.58) in ]0, R[x[0,27]. Piu precisa-
mente, mostriamo che per ogni fissato pg < R, tutte le serie ottenute deri-
vando termine a termine (11.70) convergono totalmente e uniformemente in
[0, po] x [0, 27]. Si ha

a;:(ﬂ 0) = % (%)n_l (an cos(nd) + by sen(nb)),
%(’0’ 0) = (%)” ( — nay, sen(nd) + nby, cos(nb)),

da cui, per induzione, segue che per ogni h,k € N, se n > h
ohtk nhtk p\"—h
‘ < RE (E> (‘an’+’bn‘)7

mentre per n < h tale derivata ¢ identicamente nulla. Supposto quindi che
lan|, |bn| < M per ogni n, per ogni 6 € [0,27] e ogni p € [0, po] si ha

Wun(pa 0)

[e.o]

(1171 >
1

n=

8h+kun 2M > h+k (PO n—h 2M - n—h
gpran 00 < o o () = R e

conp==~k+h,r=py/R < 1. L'ultima serie in (11.71) converge grazie, per
esempio, al criterio della radice n-esima; infatti

tim /o = T ()P = <1

n—oo n—oo
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Quindi tutte le serie ottenute derivando termine a termine (11.70) convergo-
no totalmente, quindi uniformemente in [0, pp] x [0, 27]. Per il Teorema A.34
di derivazione delle serie, (11.70) definisce una funzione C* ([0, po] x [0, 27])
e si puo derivare termine a termine. Poiché py > 0 e arbitrario, si ha anche
u € C*([0, R[x [0, 27]). In particolare, se (p,0) €]0, R[x[0, 2]

1 1 > 1
(tpp + —p + —ug0) ( Z Un)pp + = (Un)p + =5 (un)ge) (p, 0) = 0.
p " p? . p

In effetti, quando p = 0 le coordinate polari non sono ben definite e la
prima equazione in (11.60) perde significato. Si potrebbe perd dimostrare,
tornando alle coordinate cartesiane, che (11.70) & soluzione dell’equazione
di Laplace anche in = 0.

Osserviamo inoltre che assumendo solamente la limitatezza di a,, b, se-
gue che (11.70) & una soluzione di classe C*°. In effetti si potrebbe dimostra-
re che la soluzione del problema (11.58) (quando esiste) ¢ necessariamente
di classe C*° indipendentemente dalla regolarita dei dati iniziali.

Per quanto visto sopra, scegliamo ora a,, b, uguali ai coefficienti di
Fourier di g. Se g & continua, tali coefficienti sono uniformemente limitati e
’analisi sopra & dunque giustificata. Inoltre, se (p,0) € [0, R] x [0, 27| si ha

3 L n cos(nd) + by, sen(nd)) ‘ |an| + |bn].
;‘(}9 a n n(n Za

Assumendo che tale serie converga (cio equivale alla convergenza totale
della serie di Fourier di g), allora la serie (11.70) converge totalmente e
uniformemente a u(p, ) in [0, R] x [0, 27], dunque u € ivi continua e si ha

0 o0
u(R,0) = =3 —i—; an cos(nb) + by, sen(nd)).

Si ha che u(R, #) coincide con ¢(@) se la serie di Fourier di g converge total-
mente a g. Per il Teorema 11.23 cio € garantito, per esempio, se g € continua e
C! atratti. In conclusione, sotto tali ipotesi (11.70) & la soluzione di (11.60).

Vogliamo ora trovare una formula alternativa per la soluzione (11.70).
Poiché per ogni p < R la serie in (11.70) converge uniformemente, si possono
scambiare i simboli di serie e di integrale. Posto r = p/R < 1, per (11.69)
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si ha allora che
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_ %0 + ni::l (%)n (an cos(nd) + by, sen(nb))

1 27 >
T o
n=1
1 27 &
=5 g(gp)<1+22r”cos

n=1

1 2w 0 1 2w
= g(e)dp+> " (/ g(e
T ot ™ Jo

) cos(nyp) dp cos(nb)+

1
+ —
s

[ ot sento e seniu))

; 9(p) (1 +2 Z " ( cos(ngp) cos(nf) + sen(nep) sen(n@))) dp

(n(e — 0))) do.

Ricordando che 2cosy = €% + e~% e che per |z| < 1 la serie geometrica di

ragione z converge, avendosi

ad 1
Zzn:l—z’

o0
gz”:

n=0 n=1
allora si ha
(11.72)
142 Z r’ cos n(p — 9 =1+ Z r m(” 9) _m(”_e))
s i(p—0)

— ; rel(@ 9 "4 Z re—ile— 9) = ierel(so 5t Tel—i(<p—0)

_ 1—(p/R) _ R —p?

1= (p/R) (>~ 4 e=ie=0) + (p/R)2  R? —2Rpcos(p — 0) + p?

In definitiva si ottiene

(11.73)

% /:W 9(¢)

u(p,0) =

R2—p2

R2 —2Rpcos(p —0) +p

5 dep.

La funzione (11.72) viene detta nucleo di Poisson per la palla Bg.
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Il metodo di Fourier

Quando l’equazione in considerazione non & omogenea, il metodo di sepa-
razione delle variabili non € generalmente applicabile, proprio perché non &
possibile separare le variabili.

In questo caso puo essere utile un’estensione del metodo stesso, che con-
siste nel cercare fin dal principio una soluzione che sia sviluppabile in serie
di Fourier rispetto a una delle variabili. I relativi coefficienti di Fourier sa-
ranno soluzioni di opportune equazioni differenziali ordinarie, risolte le quali
si otterra una formula di rappresentazione per ’eventuale soluzione.

Come sempre, inizialmente si procede in maniera formale e si cerca di giu-
stificare il procedimento a posteriori. Per illustrare il metodo introduciamo
il seguente esempio.

Il problema misto per ’equazione del calore unidimensionale
non omogenea

Consideriamo il problema, con dati nulli al bordo,
U — Uz = f(x,t) (x,t) €]0, L[xR4

(11.74) w(0,t) = u(L,t) =0 te Ry
u(z,0) =0 x € [0, L],

dove f:]0,L] x Ry — R. Per facilita di notazione scegliamo anche L = 7.
Supponiamo che la soluzione possa essere sviluppata in serie di seni in
[0, 7] rispetto alla variabile . Si avra allora

(11.75) wu(x,t) = Zun(t) sen(nz), dove u,(t) = 2 /7r u(y, t) sen(ny) dy.
n=1 0

™

Moltiplicando la prima equazione in (11.74) per sen(nx) e integrando si
ottiene che

aLre) 2 /0 (1) — ey, 1)) senng) dy = > /0 " F(y. 1) sen(ny) dy.

™

Potendo derivare sotto il segno si ha

(11.77) 2 /07r u(y,t) sen(ny) dy = 9 (z /07r u(y, t) sen(ny) dy> =ul, ().

™
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Integrando per parti 2 volte e utilizzando le condizioni al bordo otteniamo
(11.78)
2 s
— / Ugze (y, t) sen(ny) dy
0

™

_ % ([ux(y ) sen(ny)];r “n /0 " ay, 1) cos(ny) dy)

2 s
_ / s (y, 1) cos(ny) dy
™ Jo

2n ™

= —W<[u(y,t) cos(ny)}o + n/o7T u(y, t) sen(ny) dy> = —n?u,(t).
Posto infine -
Fult) =2 [ 1w tysen(og)

per (11.76)-(11.78) la funzione u,, deve essere soluzione dell’equazione diffe-
renziale ordinaria

(11.79) U (8) + nPun(t) = fa(t),

la cui generica soluzione e

(11.80) Un(t) = et <un(0) + /0 ents Fuls) ds),

dove u,(0) = 0 per la condizione iniziale u(z,0) = 0. Otteniamo infine la
soluzione formale

(11.81) u(z,t) = i </t enz(sft)fn(s) dS) sen(nx).

n=1 0

A questo punto bisognerebbe studiare quali condizioni su f garantiscono
che (11.81) sia effettivamente soluzione di (11.74). Fissato T > 0, per ogni
t€[0,T] ex € 0,7] si ha

o2l et 1
[n(t) sen(n)] < Jun(®)] < [1fal oo™ |55 ] < 51 fullo

e per (11.80) e (11.79)

‘%(un(t) sen(nm))‘ = ’u;(t) sen(na:)’ < nQ{un(tﬂ + ‘fn(t)’ < 2| fnlloo;
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e inoltre
02
| (un(t) sen(na)) | = | = n2un(t) sen(na)| < n2fun (D] < |1l o

Quindi la serie in (11.81) e le serie ottenute derivandola termine a termine
una volta rispetto a t o due volte rispetto a x sono uniformemente maggio-
rate in [0, 7] x [0, 7] dalla serie di termine generale || f,||c. Se quest’ultima
converge, allora tali serie convergono assolutamente e uniformemente, quin-
di u & soluzione del problema dato. A tal fine basta richiedere che f sia
continua, f(0,t) = f(m,t)=0 per t > 0, e f, continua. Infatti, dimostrare
per esercizio che vale la seguente estensione del Corollario 11.21 e del Teo-
rema 11.23: se f = f(x,t) € C([0,L] x [0,T]), ¢ L-periodica rispetto alla
variabile z, e f; € C([0, L] x [0,T1]) allora la serie

. nee b (£
;tzé%}}a (f( t))‘+t€s[%%]‘ (f( t))l

converge, e per ogni t € [0, 7] la serie di Fourier di f(+,t) converge totalmente
e uniformemente a f(-,t) (tale convergenza & anche uniforme rispetto a t).
Inoltre un risultato analogo vale per le serie di seni. Dedurre da cio la
convergenza della serie di termine generale || fp|]oo-

Approfondimenti

Il problema ai valori iniziali - La formula di d’Alembert

Sebbene non collegato al metodo di separazione delle variabili, studiamo il
problema omogeneo ai valori iniziali per ’equazione delle onde
U — gy = 0 (x,t) e R x Ry
(11.82) u(z,0) = g(z) r€eR
ut(x,0) = h(z) z € R,
dove u = u(z,t) : R x Ry — R. Il sistema (11.82) modella I’evoluzione

di una corda di lunghezza infinita, conoscendone la posizione e la velocita
iniziali. Notiamo che uy — ¢z, = 0 si puo fattorizzare nel seguente modo

(11.83) (0r + ¢0) (0 — cOx)u = 0.
Cio suggerisce il seguente cambio di variabili
_ &tn
= Xr = =5
{=ztd con inversa data da 2
n=x—ct t = 52*17'
C
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Per una funzione v = v(z, t), posto 9(¢,n) := v(z(&,n),t(£,n)) si ha

Oci = Dy g+ v Ot = (01 + D)o,
0y = D0 Dy + 0w Oyt = — (D1 — D),

percio O¢Opti = —ﬁ(@t + ¢0;)(0p — cOy)u = 0. Allora la funzione 0,u
non dipende da & percio 0,u = g(n) per qualche funzione g. Detta G una
primitiva di g, integrando la precedente relazione in 7 si ottiene

n
(en) = F©)+ [ gls)ds = F(E) + G,
per qualche funzione F. Tornando alle vecchie variabili si ottiene infine
(11.84) u(z,t) = F(z +ct) + G(x — ct).

Osserviamo che (11.84) & uguale alla somma della generica soluzione dell’e-
quazione vy — cv, = 0 e della generica soluzione dell’equazione wy + cw, = 0.

Interpretazione fisica: la generica soluzione di uy — c?ugz, = 0 & sovrap-
posizione di due onde F' e GG, la prima che viaggia verso sinistra con velocita
costante uguale a ¢, la seconda che viaggia verso destra sempre con velocita
(in modulo) ¢. In Figura 11.3 vengono presentati i profili della funzione
x — u(z,t) per successivi tempi 0 =ty < t1 < ta < t3. Al tempo iniziale
u € sovrapposizione delle funzioni F, G (qui prese per comodita a supporto
compatto, anche se cio non ¢ indispensabile). A un successivo tempo ¢; le
due onde si sono avvicinate, e interagiscono (in effetti si sommano) per tem-
pi prossimi a t5. in un successivo tempo t3 le due onde si sono attraversate
e continuano a viaggiare una verso destra, l'altra verso sinistra.

P o
’ G(x) F(z) ’ G(a—ct1) PaN
ot u = u(x,t3)
’ F(x+cts) G(z—ct3)
) z

Figura 11.3: La soluzione generale & sovrapposizione di due onde
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La Figura 11.4 presenta il grafico della funzione (z,t) — u(z,t) rela-
tiva a questo esempio. La Figura 11.3 e ottenuta sezionando il grafico di
Figura 11.4 con i piani di equazione t = ¢, k =0,1,2, 3.

Figura 11.4: Grafico delle soluzione generale

Proseguendo con la trattazione vogliamo ora risolvere il problema (11.82).
A tal fine imponiamo le condizioni iniziali nella formula generale (11.84) per
determinare F' e G. Essendo ui(z,t) = cF'(x + ct) — ¢G'(z — ct), dalle
condizioni iniziali segue che F,G devono soddisfare il sistema

{F(w) +G(x) = g()
cF'(z) — c¢G'(x) = h(z).

Derivando la prima equazione e sommandola alla seconda divisa per c si

ottiene @) )
Py = 9@ x
(@) ="+
che integrata tra 0 e x fornisce
_gl@) 1 / ;
(11.85) F(z) = — T ; h(s)ds +n,
e di conseguenza, essendo G(z) = g(z) — F(x),
glz) 1 / !
11. == - — —

dove 1 ¢ una costante arbitraria. Essendo u(z,t) = F(z + ct) + G(z — ct),
in definitiva si ha

(9(z+ ct) + g(z — ct)) + % /Hd h(y) dy,

x—ct

(11.87) u(z,t) =

N =
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detta formula di d’Alembert. Come in precedenza dobbiamo verificare che
la formula trovata definisce effettivamente una soluzione.

Teorema 11.32 (soluzione del problema omogeneo ai valori iniziali)
Siano g € C%(R), h € C1(R). Allora la funzione

(11.88) u(z,t) == %(g(m + ct) + g(z — ct)) + 20/ h(y) dy

soddisfa
i) ue C*R x R);
i) U — gy = 0 in R x R;
iii) u(z,0) = g(x), u(z,0) = h(x) per ogni x € R.
In particolare u é soluzione classica di (11.82). Inoltre la soluzione é unica.

DIMOSTRAZIONE i), ii) e iii) seguono da una semplice verifica. Se poi u
¢ una soluzione di classe C?(R x R), I'analisi appena svolta ¢ giustificata,
dunque u deve essere della forma (11.87), da cui 'unicita. O

Osservazione 11.33 Dalla formula (11.88) segue che il valore di u in (x, t)
dipende solamente dal valore di g nei due punti (z+-ct) e (x—ct) e dai valori di
h nell’intervallo [x — ct, x +ct], quindi in definitiva dipende dai valori dei dati
iniziali nell'intervallo [z —ct, 2+ ct]. Cio che accade al di fuori di tale insieme
non influenza il valore di w nel punto (x,t). L’intervallo [x — ct, z + ct] viene
chiamato il dominio di dipendenza di u in (x,t). Per il medesimo motivo i
valori di g e di h in z possono influenzare i valori di u solamente all’interno
del cono C :={(y,t) : t >0, |y—=z| <t} che viene detto cono di influenza
di x. L’equazione delle onde possiede dunque quella che viene detta velocita
finita di propagazione del segnale (tipica delle equazioni iperboliche).

! (2,1)

a) /\ b)

xr—ct x4+ ct z

(x,0)

Figura 11.5: a) dominio di dipendenza; b) cono di influenza



Capitolo 12

Metodo delle caratteristiche

In questo capitolo presenteremo un ulteriore metodo che permette di ricon-
durre la risoluzione di alcune classi di PDE a opportuni sistemi di ODE.
Introduciamo il metodo mediante un esempio.

L’equazione lineare omogenea del trasporto

Nel caso in cui il flusso di una certa quantita w sia causato solamente da
avvezione con velocita b, le particelle si muovono nella stessa direzione di b e
I’equazione di continuita per w si specializza nell’ equazione lineare omogenea
del trasporto (per ora a coefficienti costanti, la generalizzazione a coefficienti
non costanti sara un caso particolare di (12.8))

(12.1) u+b-Vu=0

cioe

(12.2) up + Y bittg, =0
i=1

dove u = u(z,t) : V. C R — R, b = (by,bs,...,b,) € R" & un vettore
fissato, uy = Opu, ug, = Oz,u € Vu rappresenta il gradiente di u fatto rispetto
alle variabili spaziali, cioe Vu = Vyu = (ug,, Ug,, - - -, Ug, )-

Troviamo anzitutto le soluzioni regolari, dette solitamente soluzioni clas-
siche, di (12.1) nel caso in cui V sia tutto lo spazio R" 1,

Osserviamo che se u ¢ differenziabile allora ui(x,t) + b - Vu(z,t) =
Du(z,t)v = Oyu(x,t) dove v = (b,1), 9, € la derivata direzionale lungo

339
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il vettore v, e Du rappresenta il differenziale di u fatto rispetto al com-
plesso delle variabili (z,t). L’equazione del trasporto ¢ dunque equivalente
all’annullarsi della derivata direzionale lungo la direzione individuata da v.
Applicando il Teorema A.25 del valor medio per derivate direzionali alla
funzione u con v = v/||v]| e v = (b, 1), per ogni fissato (x,t) si ottiene che

|u(z+sb,t+s)—u(x,t)] < sup ||Oyu(z+7b,t+7)|]||s(b,1)]] =0, VseR
T7€]0,s]

cioe la funzione s — wu(z + sb,t + s) € costante in R, ovvero u ¢ costante su
ogni retta parallela al vettore (b, 1). Poiché I'insieme di tali rette copre tutto
R™*1 se si conosce il valore di u in un qualsiasi punto di ciascuna retta, lo si
conosce su tutte le rette, dunque su R”*! si veda la Figura 12.1. Cio sugge-
risce che affinché il problema (12.1) sia ben posto, quindi ammetta un’unica
soluzione, si dovra supplementare (12.1) con una condizione ai valori iniziali.
Per esempio si puo chiedere di conoscere i valori di u su un’ipersuperficie
“trasversa a v”, cioe tale che in ogni punto il vettore ortogonale all’iper-
superficie non sia ortogonale a v, ovvero tale che v non stia nell’iperpiano
tangente all’ipersuperficie. Nel nostro caso come ipersuperficie si sceglie
I’iperpiano t = 0.

{(x+sb,t+s): s R}

(b:1) (x,1)

R™ (z — tb,0) R?

Figura 12.1: Le caratteristiche per ’equazione (12.1)

Si consideri dunque il problema ai valori iniziali

(12.3)

ug+b-Vu=0 in R" x Ry
u=g inR" x {0},

dove b € R™ e g : R™ — R & una funzione data.
Per quanto visto, fissato (x,t) € R" x R4, la funzione s — u(z+sb,t+s)
e costante, in particolare per s = 0 ed s = —t assume lo stesso valore cioe,
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utilizzando la condizione iniziale u(z,0) = g(z), vale
(12.4) u(z,t) = u(z —tb,0) = g(x — tb)
che ¢ dunque la candidata a essere soluzione di (12.3). In effetti

Proposizione 12.1 Se g € C1(R") allora la funzione u(x,t) := g(x —tb) &
lunica soluzione regolare del problema ai valori iniziali (12.3).

DIMOSTRAZIONE La funzione u ¢ di classe C1 e si ha
ut(x,t) = Dg(x — tb)(—b) = —b- Vg(z — tb), Vu(z,t) = Vg(z —tb)

e quindi uy +b- Vu = 0, per ogni (z,t) € R” x R;. Inoltre u soddisfa la
condizione iniziale essendo u(x,0) = g(z) per ogni z € R". Quindi u ¢ una
soluzione del problema.

Se ora v ¢ un’altra soluzione regolare, ’analisi fatta in precedenza e
giustificata e quindi v deve necessariamente essere della forma v(x,t) =
g(x — tb) = u(z,t). O

Interpretazione fisica. Il problema (12.3) puo essere interpretato come
un esempio di trasporto della (densita di) massa iniziale g(x) all’evolvere del
tempo t. L’equazione afferma che la massa viene trasportata con velocita
costante nella direzione v = (b, 1), come in Figura 12.2.

Figura 12.2: 1l trasporto della massa iniziale lungo la direzione v: grafico
della soluzione u(x,t) = g(x — tb)

Osservando in sezione la soluzione u = u(x, t) al passare del tempo, leffetto
visivo & quello di una traslazione del grafico di g con velocita costante b, si
veda la Figura 12.3. Funzioni di tale forma prendono anche il nome di onde
viaggianti.
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u=u(z,0)=g(z) u=u(x,t) u = u(z,tz)

Figura 12.3: 1l trasporto della massa osservato in sezione: l’evoluzione del
grafico di u(-,t) per tre successivi tempi 0 =ty < t1 < to

Problema: cosa succede se g non e differenziabile, o magari nemmeno
continua? In questo caso u definita da (12.4) non & differenziabile e non potra
essere soluzione classica. Comunque, vista 'interpretazione dell’equazione
come trasporto della massa iniziale al tempo ¢t = 0 nella direzione v = (b, 1),
la (12.4) resta 'unica soluzione plausibile, sebbene non sia chiaro in che senso
possa risolvere l'equazione (12.1). Bisognera dunque estendere il concetto di
soluzione classica introducendo quello di soluzione debole (distribuzionale),
oppure di soluzione di viscosita (si veda per esempio [5]).

L’equazione lineare non omogenea del trasporto

E governato dall’equazione (come prima consideriamo inizialmente i coeffi-
cienti costanti, per la generalizzazione si veda (12.8))

(12.5) w+b-Vu=f

dove b = (by,ba,...,b,) € R" e f : R" x Ry — R ¢ una funzione data.
Considereremo piu precisamente il problema ai valori iniziali

+b-Vu= in R" x R
(12.6) {ut u=f n "

u=g in R" x {0}.

Utilizziamo il metodo di integrazione lungo le “caratteristiche”; un altro
metodo che fa uso del Principio di Duhamel si trova negli approfondimen-
ti. Come in precedenza supponiamo inizialmente che wu sia differenziabile.
Fissato (x,t) € R"! conviene considerare la funzione u ristretta alla retta
passante per (z,t) e avente direzione v = (b, 1). Sia dunque z : [—¢,+00[— R
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definita da z(s) = u(x + sb,t + s). L’equazione soddisfatta da z &
2'(s) = ug(x + sb,t + 8) + Dyu(x + sb,t + s)b
=u(x+ sb,t+s)+b-Vu(x + sb,t +s) = f(x+ sb,t + s).
Integrando tra —t e 0 si ottiene
0 0 t
2(0)—z(—t) = / 2 (s)ds = / flz+sbt+s)ds = / flz+(s—1t)b,s)ds,
—t —t 0

ed essendo anche z(0) = u(x,t) e z(—t) = u(x — tb,0) = g(x — tb), si ottiene

(12.7) u(x,t) = g(x — tb) + /0 flz+ (s—1t)b,s)ds,

che & dunque la funzione candidata a essere soluzione di (12.6). In effetti
vale la seguente proposizione:

Proposizione 12.2 Siano g € C*(R?) e f € CY(R" x [0, +oc0]). Allora
la funzione u definita da (12.7) é l'unica soluzione regolare del problema ai
valori iniziali (12.6).

DiMOSTRAZIONE Nelle ipotesi, per il Teorema di derivazione sotto il
segno di integrale la funzione u ¢ di classe C'! e vale

0 0 ty
af;(x,t): 8g(x—tb)+/0 f(x—i—(s—t)b,s)ds,

t
= Vu(x,t) = Vg(x —tb) + / Vaof(z+ (s —1t)b,s)ds.
0
Analogamente, utilizzando anche il Teorema fondamentale del calcolo, si ha
t
w(a,t) = Dy~ )(~0) + fa.t) + [ Dufat (s = 0, )(~b) ds
0
t
=—b-Vg(x —tb) + f(z,1) / b-Vaf(z+ (s—1)b,s)ds
0
percio
t t
u+b-Vu = b-/ Vaf(z+(s—t)b,s) ds—l—f(ac,t)—/ b-Vayf(x+(s—t)b,s)ds
0 0
e in definitiva u; + b - Vu = f in R™ x R,. Inoltre u soddisfa la condizione

iniziale essendo u(x,0) = g(z) per ogni z € R"”. Quindi u ¢ una soluzione
del problema (12.6).
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Se poi v & un’altra soluzione classica, ’analisi fatta in precedenza & giu-
stificata e quindi v deve necessariamente avere la forma (12.7) e quindi
coincidere con wu. (|

Questa ¢ una prima applicazione del metodo delle caratteristiche, le qua-
li, in questo caso, non sono altro che le rette di equazioni parametriche
s — (x + sb,t + s) (si veda la Figura 12.1).

Interpretazione fisica. Confrontandolo col problema (12.3), si puo in-
terpretare (12.5) come trasporto della (densita di) massa iniziale g lungo il
vettore v = (b,1) in presenza di sorgenti di massa f(x,t) nel punto (x,t).
La forma della soluzione (12.7) sostanzialmente afferma che la massa iniziale
g(x) viene trasportata con velocita costante v = (b,1) e pud aumentare (o
diminuire) a seconda della quantita di massa incontrata passando dal punto
(2,0) al punto (x + tb,t) lungo la linea caratteristica che 1i unisce.

Due prime generalizzazioni dell’equazione del trasporto sono date rispet-
tivamente dall’equazione semilineare

ur + b(x,t) - Vu = f(u,z,1t)
e da quella quasilineare
ut + b(u, x,t) - Vu = f(u,x,t).

Anche questi casi possono essere affrontati mediante il metodo delle carat-
teristiche.

L’equazione semilineare del trasporto

Consideriamo una prima generalizzazione del problema (12.6), nella quale
il vettore b puo dipendere dalle variabili (z,t¢) e la non omogeneita f puo
dipendere anche da u. Piu precisamente consideriamo il problema ai valori
iniziali per I’equazione semilineare del trasporto

(12.8) { up +b(x,t) - Vu = f(u,z,t)  inR" xRy

u=g in R" x {0},

dove b : R™ x [0, 4+00[— R™, f: R x R™ x [0,400[— R, g : R" — R sono per
facilitd funzioni di classe C'. Risolveremo il problema mediante il metodo
delle caratteristiche.

Analogamente a quanto visto per (12.1), il primo membro della prima
equazione in (12.8) non ¢ altro che la derivata direzionale di u nella direzione
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v(z,t) = (b(w,t),1). Se f =01l vettore V(, yyu(z,t) ¢ quindi ortogonale alle
curve integrali del campo vettoriale v : R X [0, +00[— R™ x [0, +o0[, dette
curve caratteristiche (proiettate) o semplicemente caratteristiche associate
al problema (12.8) (nel caso (12.1) gia considerato non sono altro che le
rette parallele al vettore costante (b,1)). Se f # 0 cio suggerisce comunque
di studiare la restrizione della funzione w lungo tali curve; queste sono le
soluzioni (z(s),t(s)) del sistema di equazioni differenziali ordinarie

dx(s)
“ds b(z(s),t(s))
dt(s)

ds L

Dalla seconda equazione segue che si puo prendere t come variabile indi-
pendente, per cui le caratteristiche sono soluzioni del sistema di n equazioni
nelle n incognite x(t) = (x1(t),...,x,(t)) dato in forma vettoriale da

dx(t)
= b(xz(t),1).
"0~ b))
Piu precisamente, sia x(t) = z(t;y,7) la soluzione del problema di Cauchy
dx(t)
=b(x(t),t
(12.9) a D
(1) =y,

con (y,7) generico punto di R™ x [0, +00[. Se, come supporremo nel seguito,
la funzione b ¢ localmente lipschitziana rispetto alla variabile x, la teoria
sulle equazioni differenziali ordinarie garantisce che tale soluzione & unica.
Calcolando u(z,t) lungo le caratteristiche e derivando, si ha che

d B da(t)
%u(x(t),t) = ut(z(t),t) + Vu(x(t),t) - o
= wy(x(t),t) + b(z(t),t) - Vu(z(t),t) = f(u(z(t),t),z(t),t).

Posto allora z(t) = u(z(t),t) si ha 2(0) = u(z(0),0) = g(z(0;y,7)) e in
definitiva z € soluzione del problema di Cauchy

dz
(12.10) o = =ty

2(0) = g(x(0;y,7)).

Anche in questo caso, per garantire 'unicita della soluzione supporremo che
f sia localmente lipschitziana rispetto alla variabile u. Trovata z si puo
calcolare u(y, 7) = u(x(7),7) = z(7) ovvero si pud conoscere il valore di u
nel generico punto (y, 7).
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Osservazione 12.3 In realta dovremmo anche assicurarci che le soluzioni
di (12.9) e (12.10) siano definite globalmente in R, altrimenti non ¢ detto che
si possa calcolare z(0;y, 7) oppure z(7). A tal fine, per esempio si puo chie-
dere che b e f abbiano una crescita al piu lineare in x e u, rispettivamente,
cioe che (si veda il Teorema 4.12)

(12.11)  b(x, )] < a(t) +c@)]x],  [f(u,2,8)] < d(z,t) + ez, t)[ul,

con a,c,d, e funzioni continue e positive. Senza condizioni che garantiscano
'esistenza in grande delle soluzioni di (12.9) e (12.10), il problema (12.8)
potrebbe non ammettere soluzioni definite su tutto R™ x Ry, come nell’E-
sempio 12.5, oppure potrebbe ammetterne infinite, come nell’Esercizio 12.10.

In definitiva abbiamo provato il seguente teorema

Teorema 12.4 Siano b e f continue, localmente lipschitziane nella varia-
bile © e u, rispettivamente, e tali che soddisfino (12.11). Se u ¢é soluzione
classica del problema ai valori iniziali per ’equazione semilineare del tra-
sporto (12.8) allora si ha u(y,7) = z(7) dove z é ottenuta risolvendo in
successione i sequenti sistemi di equazioni differenziali ordinarie

(12.12) T batr). ) O _ pe),ale)n
z(1) =y, 2(0) = g(x(0)).

Poiché la soluzione z, come anche x, € unica, st ha anche che la soluzione
u di (12.8), se esiste, é unica.

Cio suggerisce che per trovare una soluzione di (12.8) si puo provare
a risolvere i sistemi di equazioni differenziali ordinarie (12.12). Trovata
z(t) = z(t;y, T) si provvedera in seguito a verificare se u(z,t) := z(t; x,t) ¢
effettivamente soluzione. In particolare, se b, f e g sono di classe C!, per il
Teorema 5.1, 'Esercizio 5.2 e il Teorema 5.11 le soluzioni z(t) del sistema
(12.12); dipendono in maniera continua, anzi C*, da (y,7) e di conseguenza
lo stesso accade per le soluzioni z(t) di (12.12)3. Da questo segue che la
funzione u(y, 7) = z(7;y, 7) definita sopra & differenziabile e si verifica (non
banalmente!) che ¢ effettivamente soluzione di (12.8). Cio dimostra anche
lesistenza di una soluzione del problema (12.8) sotto queste ipotesi.

In particolare, se f = f(z,t) non dipende esplicitamente da u, detta
x(t;y,7) la soluzione di (12.12);, per integrazione la soluzione di (12.12)g ¢

dﬂZd@%ﬂZg@mWJD+Af@@wm%@ﬁ-
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Di conseguenza u(y,7) = z(7;y,7) implica

u(y, ) = g(x(0:y,7)) + / " fasiy.r),s) ds,

che, una volta sostituito (y,7) con (z,t), & la naturale generalizzazione di
(12.7) per il quale le caratteristiche sono date da x(t;y,7) =y + (¢t — 7)b.

Esempio 12.5 Se non valgono (12.11) (o ipotesi simili che garantiscono e~
sistenza globale delle soluzioni delle corrispondenti ODE) il problema (12.8)
potrebbe non ammettere una soluzione regolare definita per tutti i tempi.
Come esempio, si consideri il problema,

ut:u2 in R xR,
u=g in R x {0},

con g funzione di classe C'' con max g > 0. In questo caso le caratteristiche
sono le linee z(t) = y costante e (12.12)y si riduce a

dz
i z
2(0) = g(y),

che notoriamente ha soluzioni che esplodono in tempo finito. Piu precisa-
mente si trova che

_g9(=)
u(z,t) = ﬁg(x)’

che ¢ effettivamente una soluzione, ma non ¢ definita per ogni ¢t dal momento
che per ogni z con g(x) > 0 vale lim;_, (1 /¢(z))- |u(®,t)| = oo. Il pilt piccolo
t per cui cio accade ¢ dato da t,,, = 1/ max g, percido u puo essere definita al
massimo sulla striscia R x [0, ¢,,,[ e non ¢ possibile estenderla su una striscia
R x [0, t*[ per tempi t* > t,,.

Esempio 12.6 Si consideri il problema ai valori iniziali per ’equazione del
trasporto lineare
{ut +2u, =3u in R?

u(z,0) =senz x €R.
La caratteristica uscente dal generico punto (y,7), ovvero la soluzione di
(12.12);, ha equazione x(t) = y + 2(t — 7), per cui (12.12)5 diventa
dz
> _3
at >~
z(0) = senx(0) = sen(y — 27),
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la cui soluzione & z(t) = sen(y — 27)e3. In definitiva u(y,7) = 2(7) =
sen(y — 27)e3™ ovvero u(x,t) = sen(x — 2t)e.
Esercizio 12.7 Risolvere il problema
U — ITU; = 2u in R xR,
{ u(z,0) = 22 in R.

Soluzione. La caratteristica passante per il punto (y,7) ¢ soluzione di

dx
E = -3z
z(1) =y,

7=t)_ 1l secondo sistema allora diventa

dz
%2 _ 9
at
2(0) = (ye’)?,
percio z(t) = (ye . In definitiva u(y,7) = 2(7) = (ye
ovvero, chiamando alla fine (z,t) il generico punto, u(z,t) = x°e®.

cioe z(t) = ye3!

37’)26215

Esercizio 12.8 Risolvere il problema

U + xuy = 22U in R x R4
u(z,0) =1 in R.

Soluzione. La caratteristica passante per il punto (y,7) ¢ soluzione di
dx

P
2(1) =y,
cioe x(t) = ye!~7. 1l secondo sistema allora diventa

ds _
dt
z2(0) =1,

2ye! Tz

la cui soluzione ¢

t
z(t) = exp (Zy/ e’ T ds) = exp (2ye 7 (' — 1)).
0
Essendo u(y, ) = z(7), si ottiene in definitiva

u(z,t) = exp (2z(1 —e™")).
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Esercizio 12.9 Risolvere il problema

Up + Tolly, — T1Ug, = (23 4 22)u in R? x R
u(zy, e,0) =1 — 9 (z1,22) € R2.

Esercizio 12.10 Dimostrare che per ogni 6 > 0 il problema di Cauchy

ut—i—mzum:O in R xR
u(xz,0) =0 in R,

ammette infinite soluzioni classiche in R x [0, ].

L’equazione quasilineare del trasporto

Consideriamo infine il problema ai valori iniziali per I’equazione quasilineare
del trasporto

12.13
( ) u=g in R" x {0},

{ut+b(u,m,t)~Vu:f(u,x,t) in R" x Ry

dove ora b : R x R™ x [0, +00[— R"™, mentre f : R x R™ x [0, +00[— R e
g : R™ — R sono prese come prima; inoltre tutte le funzioni sono supposte
di classe C!. Procedendo come per I'equazione del trasporto semilineare si
perviene analogamente ai due sistemi (12.12) dove perd b = b(z(t), z(t),t),
percio tali sistemi non sono piu disaccoppiati; piu precisamente si ottiene

dx(t)
(12.14) dd(tt) = b(z(t), z(t),t)
g = fE),2(),0)

Si osservi che in questo caso le curve caratteristiche z(t) dipendono anche
da z(t) cioe da u(x(t),t), ovvero dalla soluzione in considerazione. In par-
ticolare, non e possibile risolvere separatamente la prima equazione e poi
sostituirne la soluzione nella seconda. Nella rimanente parte di questa se-
zione si cerchera di fornire le idee e accennare alle difficolta che sorgono
in questo caso. La costruzione della soluzione parte al tempo t = 0; piu
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precisamente si risolve il sistema

(dz(t)
") b(ae) x(0).1
(12.15) T _ pety.2(0).0
z(0) =y
(2(0) = g(y),

al variare di y € R. Cio permette di definire la mappa

Rn—H N Rn+2
(t,y) = (8 x(ty), 2(8y)),
(dove si utilizza la notazione breve x(t;y) = x(t;y,0), 2(t;y) = 2(¢;y,0)) la

cui immagine genera un’ipersuperficie S in R™*? parametrizzata da (t,y).

Problema: quand’e che S ¢ il grafico di una funzione da R**! — R? Cio
avviene quando si puo invertire (almeno localmente) 'applicazione

H: R rrtl
(t,y) = (t,z(t;y)),

cioe quando ¢ possibile scrivere y = y(t, z); di conseguenza la funzione
u(x,t) := z(t;y(t, x)) & la candidata a essere soluzione di (12.13).

Per esempio, per il Teorema 5.11 se b & di classe C'! si ha che z € C' e

1 0

1 0
}f;y,O) 833(}5?3470)) = DH(an) - <b(g(y)7yv 0) In) ’

ot dy

dove I,, ¢ la matrice identita n x n. Per il Teorema della funzione inversa
H & un diffeomorfismo locale in un intorno di (0,y), per qualunque y € R™.
Se inoltre b, f soddisfano opportune ipotesi di crescita nelle variabili (u, x),
per esempio se sono sublineari nel senso che

b(u, z, 1) < a(t) +c(t)(ul +|2)),  [f(wz,0)] < d(t) + e()(Ju] + [2]),

allora si dimostra che H & globalmente invertibile se ristretta a un’opportuna
striscia | — 7, 7[xR"™ e a valori nella medesima. In particolare sara

H™ '] =7 7[xR" =] — 7, 7[xR"
(t,2) = (. y(t, ),
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per cui S e localmente il grafico della funzione

R"%] —7,7[ > R
(z,t) — u(z,t) := z(t; y(t, z)),

con u potenzialmente soluzione di (12.13) almeno nella striscia R" x| — 7, 7].

In generale la soluzione u potrebbe non essere definita (o estendibile) ol-
tre il tempo 7, come gia 'Esempio 12.5 dimostra; in quel caso b = 0 mentre
f(u,z,t) = u? non & sublineare. E importante notare che il punto chiave
non ¢ l'eventuale superlinearita di b oppure f, ma il carattere quasilineare
dell’equazione. Il vero problema e che se b dipende esplicitamente da u,
per alcune scelte del dato iniziale g le caratteristiche originatesi al tempo
t = 0 da due diversi punti y; # y2 possono incontrarsi per qualche tempo
positivo t*, ovvero z(t*;y1) = x(t*;y2). Infatti, mentre per 1'unicita locale
le traiettorie delle soluzioni (x(t),z(t)) di (12.15) non possono incontrarsi,
cio non & piu vero per le sole z(t) che ne sono le proiezioni. Detto allora
x* = x(t*;y1) = x(t*; y2) il valore comune, nel corrispondente punto (z*,t*)
la funzione u(z,t) dovrebbe assumere contemporaneamente i valori z(t*;y;)
e z(t*;y2), possibilmente diversi, diventando in tal caso una funzione multi-
voca. Di conseguenza S non e pitt un grafico per ¢ > t*. Questa eventualita
¢ illustrata dal prossimo esempio.

Esempio 12.11 Si consideri il problema ai valori iniziali per I'equazione
quasilineare scalare omogenea (equazione di Burgers, non viscosa)

(12.16) {ut +uuy, =0 (x,t) e Rx Ry

u(z,0) =u(x) zeR.

Si osservi che in questo caso b(u,x,t) = u, f(u,z,t) = 0 sono entrambe
(sub-)lineari. Il sistema (12.15) si scrive

/() = z(t)
2(t)=0
2(0) =y, 2(0) = u(y)

L’equazione per z(t) € disaccoppiata da quella per z(t) e ha come soluzione
2(t) = z(0) che introdotta nella prima conduce a x(t) = x(0) + t2(0) =
y + tu(y). Da u(x(t),t) = z(t) si ottiene dunque la relazione

u(y + tu(y), t) = u(y).
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Da quest’ultima, potendo invertire la mappa x = y+tu(y) per cuiy = y(x,t),
si ottiene la soluzione u(x,t) = u(y(x,t)). Consideriamo due casi specifici:

i) u(xz) = x. Allora l'equazione x = y + tu(y) = y + ty per t > 0 fornisce
y(x,t) = 13 per cui la soluzione ¢ u(z,t) = u(y(z,t)) = 135. Si osservi
che in questo caso la caratteristica uscente dal punto (y,0) & la retta di
equazione x = ty +y. Per t > 0, al variare di y tali rette non si intersecano
e coprono l'intero semipiano {t > 0}, si veda la Figura 12.4: la funzione
u(w,t) & dunque ben definita, di classe C* in R x R e soluzione regolare del
problema. Per w(z) diversi la situazione puo cambiare drasticamente.

t

SN\

Figura 12.4: Le caratteristiche per (12.16) nel caso u(x) = x

ii) u(x) = —z. In questo caso si ottiene la relazione x = y — ty che
X

non ¢ invertibile per ¢t = 1. Per ¢ # 1 si ha y(x,t) = 1%; e la soluzione
u(x,t) = %3 pud dunque essere definita al massimo sulla striscia R x [0, 1]
ed esplode per t — 17. Per y < 0 le caratteristiche hanno pendenza posi-
tiva, per y > 0 negativa; al variare di y € R tutte quante appartengono al
fascio di rette di centro (0,1); per t € [0,1[ e y € R coprono 'intera striscia
R x [0,1[. In particolare, nel punto (0,1) passano tutte le (infinite!) carat-
teristiche originatesi al tempo ¢ = 0, si veda la Figura 12.5. Poiché u(z,t)
¢ costante lungo le caratteristiche, nel punto (0,1) la soluzione dovrebbe
assumere contemporaneamente tutti i valori reali, il che e assurdo. Non &
dunque possibile estendere la soluzione in maniera regolare oltre il tempo

t = 1. Geometricamente u rappresenta un’onda di compressione.

(0,1)

T

Figura 12.5: Le caratteristiche per (12.16) nel caso u(z) = —x
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La situazione apparirebbe ancora piu chiara prendendo come dato ini-
ziale la funzione 7(r) = Jrle. La relativa soluzione, regolare solo per
t < 8/4/27, rimane sempre limitata ed ¢ formata da un’onda di compressione
che genera successivamente un’onda d’urto detta anche onda di shock. In

questo caso u(z,t) non si puo esplicitare, per approfondimenti si veda [5].

Cenni al metodo delle caratteristiche

In questa sezione si mostrera come le idee introdotte precedentemente posso-
no essere generalizzate in un metodo utile per risolvere la generica equazione
nonlineare alle derivate parziali del primo ordine

(12.17) F(z,u,Vu) =0,

dove u=u(z) : DCR™ >R, = (x1,...,%m), F : DXRXxR™ 5 Re
differenziabile, D aperto. In generale all’equazione (12.17) viene associata
una condizione supplementare del tipo

(12.18) up. = 9,

dove g & una funzione assegnata su un’opportuna ipersuperficie I' C D.
In particolare ’equazione (12.17) si suddivide in varie classi con livello
crescente di complessita e di difficolta di approccio:

Equazioni lineari: cioe lineari nel complesso delle variabili (u, Vu), ovvero
della forma

(12.19) a(x) - Vu+ c(z)u+d(x) =0,

con a : R"™ — R™, a(z) = (a1(x),...,am(x)), ¢,d : R™ — R. In
questo caso rientrano (12.1) e (12.8) con f non dipendente da u;

Equazioni semilineari: ovvero lineari in Vu (cioe rispetto alle variabili di
ordine massimo di derivazione), della forma

(12.20) a(x) - Vu+ h(z,u) =0,

cona:R™—R™ h:R™ xR — R. In questo caso rientra (12.8) con
f generica;

Equazioni quasilineari: se il campo vettoriale a dipende anche da u, cioe
equazioni della forma

(12.21) a(z,u) - Vu+ h(z,u) =0,

cona:R"™ xR — R™ h:R™xR — R. In questo caso rientra (12.13);
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Equazioni totalmente nonlineari: altrimenti.

Come nel caso dell’equazione del trasporto I'idea € calcolare la soluzione lun-
go opportune curve x(s). Supponiamo che u = u(x) sia una soluzione regola-
re di (12.17); fissata una curva s — z(s) si ha F(z(s),u(z(s)), Vu(z(s))) =0
per ogni s. Posto

2(s) =u(z(s)),  p(s) = Vu(a(s)),
e posto per brevita w(s) = (z(s), z(s), p(s)), derivando rispetto a s si ottiene

0= C%F(:U(s), 2(5)710(5))

= VaF(w(s)) - /(s) + 0 F(w(s))2'(s) + VpF(w(s)) - p'(s)

Essendo
' (s) = Vu(a(s)) - 2'(s) = p(s) - 2'(s),

si ottiene

0= (VaF (w(s)) + 0:F(w(s))p(s)) - 2'(s) + VpF(w(s)) - p'(s).
La precedente relazione & sicuramente soddisfatta se

'(s) = VpF(w(s)), p'(s) = —VoF(w(s)) — 9:F(w(s))p(s),

che, ricordando ’equazione per z(s) e la definizione di w(s), conduce al
sistema di 2m + 1 equazioni differenziali ordinarie nelle incognite (x, z,p) =

(mlr ey Imy 2, P1y - - 7pm)

z'(s) = VpF(z(s), z(s), p(s))
(12.22) 2'(s) =p(s) - VpF(z(s), z(s),p(s))
P'(s) = =VaF(2(s), 2(s), p(s)) — 0-F(2(s), 2(s), p(s))p(s).

Le soluzioni s — (z(s), z(s),p(s)) sono dette curve caratteristiche o, sempli-
cemente, caratteristiche dell’equazione (12.17). Spesso tale denominazione
viene data alle sole componenti s — z(s); a volte queste vengono chiamate
caratteristiche proiettate. Risolvere il sistema (12.22) permette di calcolare
z(s) = u(z(s)) cioe la soluzione u lungo la curva z(s).

Per calcolare esplicitamente una soluzione bisogna affiancare (12.17) con
opportuni dati iniziali ((0), 2(0),p(0)) derivanti da (12.18). Piu precisa-
mente, si prende il generico punto y € I" e si assume z(0) = y; di conseguenza
per (12.18) si pone z(0) = g(z(0)) = g(y). Per ultimo bisogna capire come
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definire il dato p(0): cid non ¢ sempre possibile, per approfondire 1'argo-
mento rimandiamo a testi pitt avanzati [5]. Essenzialmente, affinché cio sia
possibile I'ipersuperficie I deve essere trasversa rispetto alle linee caratteri-
stiche di (12.22). Per trovare una soluzione di (12.17) si risolve (12.22) con
questi dati iniziali ottenendo una soluzione (z(s,y), z(s,y), p(s,y)); a questo
punto, come per ’equazione quasilineare del trasporto, si cerca di invertire
la mappa H : (s,y) — z(s,y). Se cid & possibile (almeno localmente) si
ricava la potenziale soluzione u(z) := z(H~!(x)).

Nel caso particolare di un’equazione quasilineare
F(z,u,Vu) = a(z,u) - Vu+ h(z,u) =0,

cioe F(x,z,p) =a(z,z)-p+h(x,z),cona: R™" xR - R™ h:R™xR — R,
si ha V,F(z, z,p) = a(x, z), dunque p- V,F(x, z,p) = a(z,2) - p = —h(z, 2).
In particolare le prime m + 1 equazioni in (12.22) si disaccoppiano dalle
restanti m, ottenendo il sistema ridotto

1293 #(5) = ale(s), 2(5))
#(s) = —h(w(s), (s)),

le cui soluzioni sono ancora dette curve caratteristiche associate all’equazio-
ne quasilineare. Visto che per il metodo ¢ importante invertire solamente
la mappa (s,y) — x(s,y), in questo caso le variabili p(s) non sono so-
stanzialmente necessarie e possono essere tralasciate con una conseguente
semplificazione dell’analisi. Si osservi che nel caso (12.13) dove la variabile
x viene sostituita da (z,t) € R™ con m = n + 1, a((x,t),2) = (b(z,z,t),1)
e h((z,t),z) = —f(z,x,t), il sistema (12.23) diventa

che coincide proprio con (12.15) una volta presa s = t come variabile
indipendente grazie alla seconda equazione.
Vedremo ora qualche esempio, per approfondimenti si rimanda a [5].

Esempio 12.12 Riconsideriamo I'Esempio 12.6 nell’ottica del metodo del-
le caratteristiche. In questo caso trattasi di un’equazione lineare del tipo
(12.19) dove (z1,x2) = (z,t), a(x,t) = (2,1) e ¢(x) = —3. Si applica quindi
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il sistema ridotto (12.23), potendo prendere s = t:

~
~—
Il

x'( 2
’(t) = 32(1)
y, 2(0) = seny,

da cui z(t) = y + 2t e 2(t) = €3 seny. Invertendo ora la relazione tra x e y
si trova y = o — 2t per cui u(z,t) = sen(z — 2t)e3 riottenendo la medesima
soluzione trovata nell’Esempio 12.6.

Esempio 12.13 Risolviamo

(12.24) {(alu( 2))(Oau(x)) = u(z) = (1,72) € R?

u(0,x2) = 2 x9 € R.

In questo caso F(x,z,p) = F(z,p) = F(z,p1,p2) = pip2 — z per cui si
tratta di un’equazione totalmente nonlineare. Si ha V,F =0, 9,F = —1,
VpF = (p2,p1) e il sistema caratteristico (12.22) diventa

Ty =p2
= D1
2 = 2p1py = 22
p’1 =P
Py = pa.

Le ultime tre equazioni forniscono z(s) = zge*, p;(s) = po;e®, i = 1,2, che
inserite nelle prime due portano a x1(s) = po2(e® —1) +xo1, x2(s) = po1(e®—
1) + xo2. L’ipersuperficie I coincide con l'iperpiano, in questo caso una
retta, di equazione x1 = 0. Preso su I il generico punto z(0) = (zo1, zo2) =
(0,y) si avra anche z(0) = u(z(0)) = u(0,y) = y. Per quanto riguarda
le condizioni iniziali imposte sulle componenti pi, p2, essendo u(0, z2) = z2
si ha Ou(0,22) = 1, quindi pp2 = p2(0) = du(x(0)) = du(0,y) = 1.
L’ultimo dato iniziale si ricava dall’equazione: poiché 0 = F(z,p) = pi1p2 — 2
segue po1po2 = 20 da cui po1 = y. In definitiva z1(s) = e® — 1, za(s) =
y(e*—1)+y = ye*, z(s) = ye?*, p1(s) = ye®, pa(s) = e°. Invertendo la mappa
(s,y) — (x1,x2) siottiene l'inversa (x1,x2) — (s,y) = (In(z1+1) ) ein

7T +1
particolare ye?* = (ye¥)e® = zo(z1 + 1) per cui u(zy, z2) = 2(5) = xo(z1 +1)
che si verifica essere effettivamente una soluzione del problema.
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Esempio 12.14 Per z = (z1,22) € R? si consideri il problema ai valori
iniziali per ’equazione semilineare

x - Vu = u?
(12.25)

Uy =9,

con ¢ funzione assegnata di classe C'. L’equazione pud scriversi equiva-
lentemente come x101u + x20ou — u? = 0 ovvero F(z,u,Vu) = 0 dove
F(z,z,p) = x-p—u? Anche in questo caso si puo utilizzare il sistema ri-
dotto (12.23). Essendo a(z) = x, h(z) = —2z? e selezionato il generico punto
7 di S, sia 7 = (cosy,seny) con y € [0, 27[, (12.23) diventa

’ :L‘l xl
=z ,

. Ty = T2

2 = 22 cioe 2 )

2=z

z(0)

Si ottengono x1(s) = e’cosy, xa(s) = eseny, z(s) = T=0)s+ Pssendo
73(s) + 23(s) = €2* si ottiene s = In \/27 + 22, mentre
(cosy,seny) = (x;(s),mg(z)) ,
21 (s) + x3(s)
da cui segue infine
z(0) g(cosy,seny)

u(@r,x2) = 2(s) = 7 2(0)s 1 — g(cosy,seny)s

9((z1, 22)/ /2% + x3)

- 1 —g((ml,xg)/\/ﬁ +x%) In \/x% —1—1‘%’

che ¢ la candidata a essere soluzione. Geometricamente le curve caratteristi-
che rappresentano le semirette (aperte) uscenti dall’origine del piano (z1, x2);
tali semirette coprono tutto il piano tranne l'origine dove effettivamente la
funzione trovata non ¢ (e in generale non puo essere) definita.
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Approfondimenti

Il principio di Duhamel

Questo metodo risulta molto utile per risolvere problemi lineari di evoluzione
non omogenei, del tipo

ug + Z ao(z,t) D = f in R" x Ry
(12.26) la|<k
u=0 in R" x {0},

dove f,a, : R" xR — R sono funzioni fissate, u = u(z,t) : R"x[0, +oo[— R

e D* = D% con |of < k. « & un multiindice, ovvero a = (aq,...,qp)
con ; € N, o =1,...,n. In tal caso si definisce Dfu = 031052 - - Oy u;
la| = a1 + ...+ ap, € il peso del multiindice a. Per brevita di notazione

introduciamo 'operatore differenziale L definito da

(12.27) Lu = us + Z aq(x,t)Du.
la|<k

Vale allora il seguente
Teorema 12.15 (principio di Duhamel) Sia Lu come in (12.27) e sup-

poniamo che per ogni s > 0 fissato il problema omogeneo

Lv = in R™
(12.28) { v=0 in R"x |s, +00]

v=f(s) in R" x {s}

abbia una soluzione regolare v(x,t;s) tale che le mappe s — uy(z,t;s) e
s — D%u(x,t;s) siano continue per ogni (x,t) e per ogni |a| < k. Allora

(12.29) u(x,t) ::/0 v(z,t; s)ds

¢ soluzione del problema non omogeneo

Lu = in R" xR
(12.30) { / *

u=20 in R" x {0}.
DiMOSTRAZIONE Per le ipotesi fatte, u € ben definita, differenziabile e

soddisfa u(z,0) = 0. Se a & multiindice con |a| < k si pud derivare sotto il
segno di integrale, percio

t
Dau(m,t):/ D%v(z,t; s) ds,
0
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mentre

ug(x,t) = v(z, t;t) + /t ve(x,t;8)ds = f(x,t) + /t ve(x, t; s) ds.
0 0

Poiché inoltre per ipotesi si ha Lv(x,t;s) = 0 per ogni (z,t) € R" x Ry e
0 < s <'t, otteniamo che

Lu = w(x,t) + Z ao(z,t)D%u(zx, t)
| <k

t ¢
:f(x,t)—l—/o v(z,t;8)ds + Z aa(x,t)/o D% (x,t;s)ds

|a|<k

t
= f(x,t) +/0 (ve(w, t;5) + Z aa(z,t)D(z,t; 5)) ds

|| <k
t
— flet) + /0 Lo, t;5) ds = f(z,1),

quindi u & soluzione di (12.30). O

Osservazione 12.16 Il principio sostanzialmente afferma che per risolve-
re un problema ai valori iniziali non omogeneo nell’equazione e omogeneo
nel dato iniziale, ci si puo ricondurre a risolvere una famiglia di problemi
omogenei nell’equazione e non omogenei nel dato iniziale.

Osservazione 12.17 Nel caso in cui le funzioni a, dipendono solamente
dalle variabili x (per esempio se sono costanti), I’equazione Lv = 0 & in-
variante per traslazioni temporali. Percio, detta w(z,t;s) la soluzione del
problema omogeneo

Lw=0 in R"x ]0, 00|
(12.31)

w=f(z,s) inR"x {0},

si ha che la soluzione v(z,t;s) di (12.28) soddisfa v(x,t;s) = w(x,t — s;5).
11 vantaggio rispetto alle (12.28) ¢ che in (12.31), al variare di s, I'insieme di
definizione € sempre lo stesso. Tutto questo non e vero se le a, dipendono
anche da t (perché?).

Corollario 12.18 Sia Lu come in (12.27) con le funzioni a, che non di-
pendono da t. Supponiamo che per ogni s > 0 fissato il problema omogeneo

Lw=0 in R” x R
(12.32) { v o -

w = f(z,s) in R" x {0},
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abbia una soluzione regolare w(z,t;s) tale che per ogni (z,t) e ogni |a| < k
le applicazioni s — D%w(x,t;s) siano continue. Allora la funzione

t
(12.33) u(z,t) ::/ w(z,t — s;5)ds
0
é soluzione del problema non omogeneo (12.30).

DIMOSTRAZIONE Si veda ’Osservazione 12.17. O

Applichiamo ora il principio di Duhamel al problema (12.6) che riscri-
viamo per comodita

u+b-Vu=f inR"xRy
u=g in R" x {0}.
Grazie al principio di sovrapposizione per le equazioni lineari, la soluzione

di (12.6) si otterra come somma delle soluzioni dei due problemi
(12.34)

ze+b-Vz=0 in R" x Ry v+b-Vo=f in R" x Ry
z=g¢g inR" x {0}, v=20 in R" x {0}.
Il primo, gia studiato in (12.5), ha come soluzione z(z,t) = g(x — tb). Per
quanto riguarda il secondo, nelle ipotesi di regolarita fatte su f e g, grazie

al Teorema 12.15 (o, meglio, al Corollario 12.18) ci si riconduce a risolvere
il problema ai valori iniziali

wg+b-Vw=0 in R" x Ry
w = f(x,s) in R” x {0}

ancora del tipo (12.5), per cui la soluzione & w(z,t;s) = f(z — tb,s) e per
(12.33) la soluzione del secondo problema in (12.34) e

v(z,t) = /0 f(z—(t —s)b,s)ds.

Per il principio di sovrapposizione si ha dunque

u(z,t) = z(x,t) + v(z,t) = gz — tb) + /0 flz+ (s—1t)b,s)ds,

formula gia ottenuta in (12.7).
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Osservazione 12.19 In un certo senso il principio di Duhamel ¢ una ge-
neralizzazione della formula della variazione delle costanti (9.10). Infatti,
sia dato il generico problema di Cauchy per il sistema lineare di equazioni
differenziali ordinarie non omogeneo con dato iniziale omogeneo

{y' = A(t)y + b(t)

(12.35) 4(0) =0,

dove A: I — M(n,R), b: I — R"™ sono funzioni continue. Per la formula
della variazione delle costanti la soluzione e

(12.36) y(t):/o O(t)®(s) " b(s) ds.

Si osservi che v(t;s) = ®(t)®(s)"'b(s) & proprio la soluzione del problema
di Cauchy per '’equazione omogenea con dati non omogenei

(12.37) {y/ = Alt)y
y(s) = b(s),

percio (12.35) e (12.37) sono gli analoghi di (12.30) e (12.28), mentre (12.36)
¢ l'analoga di (12.29) nel caso dell’operatore differenziale Ly = y' — A(t)y.

Dipendenza continua rispetto ai dati

Grazie alla formula risolutiva (12.7) ¢ facile dimostrare anche la dipendenza
continua delle soluzioni di (12.6) rispetto al dato iniziale g. Date infatti
f:R" xR, — R e dati iniziali g1, g2 : R” — R di classe C', e dette wuy,us
le soluzioni, rispettivamente, dei seguenti problemi

(12.38) i1=1,2,

(ui)t—i—b-Vui:f in RnXR+
uj=g¢; inR"x{0}

per la formula (12.7) si ottiene che per ogni (z,t) € R™ x Ry si ha
0 (2, ) — wa(z, 1) = g1 (2 — ) — ga(w — )

e quindi
[lu1 = uzlloo = llg1 = g2lloc,

che mostra che la mappa g — wu e un’applicazione lineare continua da

(CHR™), [] - lloo) in (CHR™ x [0, +00]), [[ - |lc)-



362 CAPITOLO 12. IL METODO DELLE CARATTERISTICHE

Osserviamo che c’e continuita anche rispetto a f. Infatti, se ora pren-
diamo f1, fo : R" x Ry — R e g1,g2 : R” — R di classe C!, e diciamo ug, us
le soluzioni, rispettivamente, dei problemi

{(ui)t—i—b-Vui:fi ianXR+

12.39
( ) u; = gi in R" x {0}

i=1,2,

sempre grazie alla formula (12.7) si ottiene che per ogni 7' > 0 e per ogni
(xz,t) € R™ x [0,T] si ha

[ur(z,t) —uz(x,t)| < |g1(z —tb) — g2z — tb)| +
+/ |fl(ﬂf+(8—t)b,8)—fg(ﬂj—f—(s—t)b,s)‘ds
0

< g1 — g2lloc + Tl f1 = folloo;
e quindi
(12.40) Jur — u2|loo < |lg91 = 92/loc + Tl f1 — f2lloo

che mostra che la mappa (g, f) — wu & un’applicazione lineare continua da
(CHR™), |- [loo) x (CHR™ x [0,TT), ][ - [loo) in (CHR™ x [0,T1), || - ||oo)-

Esercizio 12.20 Definite le sequenti norme

n
lullcr @rxpoay = sup |u(@,t)[+Y " sup |ug,(z,6)|+ sup |u(z,1)],
R7x (0,7 i—1 R™x[0,T7 R"x[0,T]

n
gllen n) == suplg @)l + ZS&{}) |9, ()],
=1

dimostrare che la mappa (g, f) — u dove u é l'unica soluzione (12.7) di
(12.6), & continua da (Cl(R”), H'HCl(Rn)) X (Cl(R" x[0,T7), H'HCI(RnX[O7T]))
in (CT(R™ x [0, T]), || - |1 (mr xfo,17)) -

Esercizio 12.21 Piu precisamente, detta u la soluzione di (12.6), dimo-
strare che per ognt xg € R™ e ogni T' > 0 si ha

sup fu(z, T)| < sup  |g(x)|+T  sup  |f(z,1)]
z€B(z0,R] z€B(zo—Tb,R)] (x,t)eBr p(x0,R]
dove Bry(zo, R] := {(z,t) :0<t<T, x € B(wo— (T —t)b,R]}. L’insieme
Brp(xo, R] € il dominio di dipendenza della soluzione in B(xo, R].

Esercizio 12.22 Studiare la dipendenza continua rispetto ai dati iniziali g
per il problema (12.8): i) nel caso in cui f = f(x,t) non dipende da u; i)
nel caso generale.



Capitolo 13

Esercizi di approfondimento

In questo ultimo capitolo vengono affrontati esercizi di carattere anche avan-
zato, la cui analisi e la cui soluzione presuppongono una buona padronanza
degli argomenti e delle tecniche dell’ Analisi matematica svolte nei primi due
anni di corso; sono dunque particolarmente rivolti agli studenti del Corso di
Laurea in Matematica. Piu precisamente verranno affrontate, magari richia-
mando equazioni o sistemi gia parzialmente studiati nei capitoli precedenti,
alcune problematiche piu avanzate nell’ambito dell’analisi qualitativa delle
soluzioni, quali il comportamento asintotico, 1’esistenza di soluzioni periodi-
che e la stima/calcolo del loro periodo di oscillazione Si suggerisce di leggere
attentamente le soluzioni degli esercizi, all’interno delle quali e possibile tro-
vare molti suggerimenti, spunti e tecniche per una comprensione sempre pit
profonda delle equazioni differenziali ordinarie.

Analisi qualitativa

Analisi qualitativa delle soluzioni dell’equazione (7.17)

Riprendiamo in considerazione ’equazione (7.17) gia studiata nell’Esem-
pio 7.13 e, con metodi diversi, nell’Esempio 8.10:

12— g2

13.1 r—
(13.1) y 21y

Grazie all’analisi svolta nell’Esempio 7.13 si € potuto trovare 'integrale ge-
nerale dell’equazione; le soluzioni sono dunque note e I'andamento globale
delle traiettorie ¢ delineato in Figura 7.10. In questo approfondimento vo-
gliamo mostrare come, mediante un mero studio qualitativo dell’equazione,

363
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¢ possibile riottenere il medesimo quadro globale senza calcolare esplicita-
mente le soluzioni. Confronteremo infine i risultati trovati con quelli ottenuti
nell’Esempio 7.13. Dimentichiamoci dunque dell’Esempio 7.13 e supponia-
mo di non essere riusciti a trovare la soluzione esplicita dell’equazione. Quali
informazioni si riescono comunque a recuperare con uno studio qualitativo
dell’equazione?

Anzitutto il campo vettoriale f(t,y) & di classe C°° su R? al di fuori degli
assi, dunque ci sono esistenza e unicita dei problemi di Cauchy associati e
le soluzioni sono di classe C™° ove definite. Si osservi che se y(t) ¢ soluzione
anche z(t) = —y(t) e w(t) = y(—t), dunque anche k(t) = —y(—t), sono
ancora soluzioni. Infatti, detto f(¢,y) il campo vettoriale si ha

2
() =~/ = -5 0 S EoEVOP g gy,
N2 .2 2
W)=~/ = - GEVCD Bl g )

E dunque sufficiente studiare le soluzioni dei problemi di Cauchy con dati
iniziali y(tp) = yo con tp,yo > 0; tali soluzioni saranno definite al piu in
10,400 e si avra anche y(t) > 0 per ogni ¢. Le soluzioni negli altri tre
quadranti si otterranno per simmetria. Restringiamoci dunque a t,y > 0
ovvero pensiamo f : Rt x RT — R.

Individuiamo ora le regioni del primo quadrante dove le soluzioni sono
crescenti/decrescenti: basta studiare il segno del campo vettoriale. Si ha
f(t,y) > 0 se e solo se y < t; in questa regione le soluzioni sono crescenti.
Se invece y > t le soluzioni sono decrescenti. Sui punti della retta y =t le
soluzioni hanno derivata nulla e di conseguenza un minimo assoluto. Dimo-
striamo ora che se y(tg) < to allora la soluzione verifica y(¢) < t per ogni
t > tg, dunque & ivi crescente. Infatti, la funzione u(t) = t & soprasoluzione
in futuro (e sottosoluzione in passato, essendo u/(t) =1 > 0 = f(t,u(t)) per
ogni t. Per il Teorema del confronto, se y(ty) < to per qualche ¢y allora la re-
lativa soluzione massimale y(t) verifica y(t) < t per ogni ¢t > to. Detto Jo, 8]
il relativo intervallo massimale di esistenza, si avra dunque y(tg) < y(t) <t
per ogni t € Jtg, B[ con y(t) ivi crescente.

Studiamo il comportamento della soluzione in un intorno di 8. Per mo-
notonia esiste Yoo = lim;_,3- y(t) con Yoo €]Jyo,+00]. Se y(t) non fosse
globalmente definita in futuro, cioe 8 < 400, per il Teorema della fuga dai
compatti dovrebbe essere yo, € ORT ciod Yoo = 0 oppure Yoo = +00 (si veda
la Figura 13.1). Non potendo essere, per monotonia, yo, = 0 dovra valere
Yoo = +00, ma allora, passando al limite per ¢ — 5~ nella disuguaglianza
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to 3 ¢
Figura 13.1: Possibili comportamenti della soluzione in futuro, come
inizialmente previsto dalla fuga dai compatti, nel caso § < 400

y(t) < t, si troverebbe 400 < f, assurdo. Di conseguenza 3 = +oo, cioe
y(t) e globalmente definita in futuro. Si osservi che pur essendo |y(t)] < ¢
per t > tp non si poteva utilizzare il Teorema 4.5 perché f non ¢ (e non
puo essere) definita in una striscia J x R. Per quanto riguarda il valore del
limite, se fosse yo € R e dunque yo > yo > 0, si avrebbe

. / . .
tlg—nooy (t) o t—lg-noo <2y(t) 2t

= —1—007

t y(t)>

contro il criterio dell’asintoto. Dovra quindi essere limy 4o y(t) = 400
per ogni soluzione massimale con yg < tg. Il comportamento in futuro
delle soluzioni, utilizzando le conoscenze finora acquisite, ¢ qualitativamente
rappresentato in Figura 13.2 nel caso yg < tg e yog = tp rispettivamente.

Yo = to
Yo

t

Figura 13.2: Andamento in futuro delle soluzioni, caso yy < tg

Studiamo ora ’andamento delle soluzioni in passato. Sostanzialmente pos-
sono accadere tre eventualita rappresentate nella Figura 13.3: la soluzione
interseca la retta y = t in tempo finito, oppure & globalmente definita in
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passato e tende all’origine, oppure esce dal dominio in tempo finito. Piu
precisamente, sempre con riferimento alla Figura 13.3, ci sono due casi:

i)

ii)

y(t) < t per ogni t €|a, . Allora y(t) € sempre crescente ed esiste
Yo = lim,_,,+ y(t) e per confronto 0 < y, < a. Se o = 0, cioe la
relativa soluzione e globalmente definita in passato, allora necessaria-
mente y, = 0 ovvero lim;_,o+ y(t) = 0. Se, invece, o > 0 la soluzione
non ¢ globalmente definita e per il Teorema di fuga dai compatti (caso
della striscia) si avra y, € OR". Per monotonia deve essere necessa-
riamente y, = 0, dunque la soluzione esce dal dominio in tempo finito.
Si osservi che di conseguenza lim,_,,+ 3/ (t) = +00 quindi la soluzione
esce dal dominio con tangente verticale;

altrimenti esiste t; €0, to] tale che y(t1) = t1. Poiché u(t) & sottoso-
luzione in passato, si ha y(t) > ¢ per ogni ¢t € |o, 1| per cui y(t) € ivi
decrescente e t; € un punto di minimo. Ci si riconduce cosi al caso
1o > to che verra analizzato successivamente.

a=0 tl (0% t() t

Figura 13.3: Possibili andamenti in passato, caso yg < g

11 caso i) puo effettivamente accadere. Cid deve essere previsto perché per
ogni fissato ¢ > 0 si ha lim,_,o+ f(¢,y) = 400 quindi il campo vettoriale
tende a essere verticale per i punti vicini all’asse y, quindi le soluzioni ivi
originatesi tenderanno a uscire dal primo quadrante in passato. Piu pre-
cisamente, per dimostrare ’esistenza di soluzioni che tendono al bordo in
tempo finito si puo utilizzare il Teorema del confronto, per esempio verifican-
do se esistono funzioni lineari che sono soprasoluzioni in passato. Cerchiamo
dunque una funzione del tipo u(t) = at — b, con a > 0 e b > 0, che sia sopra-
soluzione (almeno) in un intervallo destro del punto in cui si annulla, cioe
in |b/a,b/a + J]. Per tali t dovra essere

u'(t) < f(tu(t)) <= a<

t2 — (at — b)?

1—3a®)t>+4dabt—b> > 0.
St(at =) — (1-3a")t*+4a >0
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Essendo, per t > b/a, (1—3a?)t? +4abt —b* > (1 —3a?)t? + 3b%, & sufficiente
che sia 1 — 3a® > 0, ovvero a < 1/4/3. Di conseguenza, ogni funzione
u(t) =at—bcon 0 < a < 1/v/3eb>0e¢,seristretta all’intervallo |b/a, +o0l,
sottosoluzione in futuro e soprasoluzione in passato. Fissato quindi un dato
iniziale (to,yo) con yo < atyp — b con a,b come sopra e typ > b/a si ha che la
relativa soluzione verifica y(t) < u(t) = at—b per ogni t < ¢y in un intervallo
comune di definizione. Allora y(t) deve uscire attraverso la retta y = 0 per
t — o™ per qualche a con b/a < a < tg, come in Figura 13.4.

b/a « to ot

Figura 13.4: Soluzioni non globalmente definite in passato

Resterebbe ancora da provare che esistono effettivamente soluzioni le cui
traiettorie tendono all’origine; cio € possibile dimostrando che esistono so-
luzioni che in passato rimangono confinate tra la soprasoluzione u(t) = at
con a fissato tale che a < 1/4/3 e la sottosoluzione v(t) = t; si osservi che
u(t) < v(t) cioe la sottosoluzione sta sopra la soprasoluzione, percio il risul-
tato non ¢ banale. In questo caso (con un po’ d’occhio!) si puo osservare
che la disequazione sopra trovata (1 — 3a?)t? +4abt —b> > 0 ¢ in realta un’i-
dentitd se a = 1/v/3 e b = 0, cioe la funzione y () := t/v/3 & una soluzione
dell’equazione differenziale, e tende a 0 per t — 07; tale soluzione era gia
stata trovata nell’Esercizio 7.13. In definitiva, tutte le situazioni rappresen-
tate in Figura 13.3 effettivamente accadono. Si puo anche essere piu precisi
verificando che tutte le soluzioni con dati iniziali yo < tg/v/3 non sono glo-
balmente definite in passato; infatti, fissato tale dato iniziale e detta y(t) la
relativa soluzione, la funzione u(t) = t/v/3 — by con by = to/V/3 —yo > 0 &
per quanto visto sopra una soprasoluzione in passato per y(t) che dunque
deve uscire dal dominio in un tempo a > v/3by > 0. In maniera analoga si
verifica che tutte le funzioni del tipo u(t) = at — b con a > 1v/3 e b < 0 sono
sottosoluzioni in passato, e grazie a queste si dimostra che ogni soluzione
con dato iniziale tale che to/ V3 < yo < to interseca le retta y = t in un
tempo positivo (svolgere i dettagli per esercizio). Da cid segue anche che
y+(t) € 'unica soluzione tale che lim;_,o+ y4(t) = 0.

Passiamo ora a studiare il caso di una soluzione con dato iniziale (o, yo)
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con yo > to (al quale ci si riconduce partendo da una soluzione con yy < to
tale che y(t1) = t1 per qualche t; < tp). Detta y(t) la relativa soluzione,
poiché la funzione u(t) = t ¢ sottosoluzione in passato, per confronto si ha
y(t) > t per t < to, dunque y(t) e ivi decrescente. Per ¢ > ty, invece, la
soluzione & ancora decrescente finché il grafico non interseca la retta y = t;
per trasversalita cio deve avvenire in tempo finito, sia t3. Per t > to la
traiettoria entrera nella regione y < t, caso gia trattato in precedenza.

Consideriamo quindi il caso yg > tg e studiamo ’andamento in passato
delle soluzioni. Ci sono sostanzialmente tre possibili casi, rappresentati in
Figura 13.5

Y Yy Yy
| (o) (b) (c)
|
| Ya
| 7 //( //
Yo 1N, Yo -7 Yo N7
e M i
\// | | !
Lo P P
/2 BN A BN A BN
a to t 0 to t 0 to t

Figura 13.5: Possibili andamenti in passato, per yo > to: (a) caso a > 0,
Yo = +00; (b) caso a =0, yo = +00; (c) caso a =0, yo < +00

Ora vogliamo dimostrare che tutte le soluzioni con yg > t¢ sono globalmente
definite in passato in ]0, ] e che soddisfano lim; g+ y(t) = 400, cioé pud
accadere solo il caso (b) in Figura 13.5. Tornano ancora utili opportune
sopra e sottosoluzioni. Piu precisamente (con riferimento alla Figura 13.6)

(a) per dimostrare che v = 0 ¢ sufficiente provare che esiste z(t) definita
e continua in |0, ty[, tale che y(t) < z(t) per t < to;

(b) a questo punto, per dimostrare che y := lim, o+ y(t) = 400 & suffi-
ciente trovare w(t) definita in |0, #o[, con w(t) < y(t) per t < ¢y e tale
che lim;_,o+ w(t) = +o0.

Per quanto riguarda (a) un’idea ¢ di trovare una funzione definita in ]0, o[
e che sta sopra y(t). Per esempio esistono due possibilita:

al) trovare una soprasoluzione z(t) di ' = f(t,y) in passato per 0 < t < t
cioe tale che

t
per 0 <t <y,
z(to) = 20 > Yo,

{z'(t) < f(t2(t)
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oppure, alternativamente,

a2) dimostrare che y(t) & sottosoluzione in passato per un’opportuna equa-
zione (da trovare!) 2’ = g(t, z), ovvero verifica

{y'u) > g(t,y(t))

Y
per 0 <t <o
z(to) = 20 = Yo, 7

dove g & tale che la soluzione del problema di Cauchy 2’ = g¢(t, 2),
z(to) = 2o sia globalmente definita in passato in |0, to].

Figura 13.6: Esistenza globale in passato, caso yg > tg

Si osservi la differente difficolta dei due approcci: in al) bisogna “indo-
vinare” una soprasoluzione; a volte cid puo essere raggiunto per tentativi
andando a studiare ’andamento di f. In a2) bisogna invece trovare un
opportuno campo vettoriale g con soluzioni globalmente definite; cido puo
essere ottenuto stimando dal basso il campo vettoriale f lungo la soluzio-
ne y(t). Per completezza, svilupperemo entrambe le strategie. Nel seguito
supporremo che y(tg) = yop; visto che ogni soluzione considerata incontra la
retta y =t per t > tg, non e restrittivo prendere il punto intersezione come
dato iniziale. Iniziamo col sviluppare al): poiché f(t,y) esplode quando ¢
tende a 0, conviene cercare una soprasoluzione in passato e tale che esploda
per t — 0%. Un prototipo potrebbe essere una funzione potenza del tipo
t — ¢/tP per qualche ¢,p > 0. Verifichiamo se per caso una tale funzione
puo essere soprasoluzione per t < tg. Il caso piu semplice si ha per p = 1
per cui sia z(t) = ¢/t. Imponiamo ora che valga z(tg) = zp > yo = to; il caso
limite 29 = yo conduce a ¢ = 2 per cui alla fine prendiamo z(t) = t2/t. Tale
funzione e soprasoluzione in passato se e solo se

2 12— (12/t)? th+ ¢

") = flt,2(t) <0 <= —2 - —V 2 <0 <<= ———2<0
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che ¢ sempre vera per ¢ > 0. Dunque z(¢) € soprasoluzione in passato per
y(t), da cui y(t) < t3/t in un intervallo comune di esistenza. Se ora y(t)
non fosse globalmente definita in passato, cioe @ > 0, per il Teorema della
fuga dai compatti y(t) dovrebbe tendere al bordo di R*. Essendo y(t) ivi
decrescente, necessariamente si avrebbe lim,_,,+ y(t) = +00, e passando al
limite per @ — 0T nella disuguaglianza y(t) < z(t) si avrebbe +oco0 < t3/a,
un assurdo. Quindi necessariamente o = 0. Per esercizio, verificare che
come soprasoluzione si poteva anche scegliere z(t) = to\/o/V/1, ottenendo
una migliore stima per eccesso per la soluzione y(t).

Proviamo ora a seguire la strada indicata da a2). Essendo ¢,y > 0 si ha

LD WO ),

v = o(t) 2t = 2

percid y(t) & sottosoluzione in passato dell’equazione 2z’ = g¢(t,2), z(ty) =
yo = to. Per il Teorema del confronto si ha y(t) < z(t) per t < ty. Poiché
g(t,z) = h(t)z con h(t) = —1/(2t), equazione 2z’ = ¢(t, z) & lineare dunque
ha soluzioni z(t) globalmente definite con intervallo massimale di esistenza
coincidente con l'intervallo di definizione di h, cioé ]0,4o0c[. Ragionando
come sopra si ottiene nuovamente che y(t) ¢ globalmente definita in passato.
Si osservi che la soluzione z(t) si puo ottenere esplicitamente, essendo

2(t) = zp exp ( - /tt 2% ds) = tp exp ( - %ln(t/to)) — to\\//{%'

Per quanto riguarda (b) l'idea ¢ di trovare una funzione che esplode per
t — 0" e che sta sotto y(t). Come per (a) si possono tentare due strategie:

bl) trovare una sottosoluzione w(t) di ¥ = f(t,y) in passato per 0 < t <
tg, ovvero

per 0 < t < i,

w'(t) = f(t,w(t))
w(to) = wo < Yo,
che esplode per t — 07, oppure, alternativamente

b2) dimostrare che y(t) & soprasoluzione in passato per un’opportuna equa-
zione (sempre da trovare!) w' = h(t,w), ovvero

{y'm < h(t,y(t))

per 0 <t < tp,

w(to) = wo < Yo,
dove h & tale che la soluzione del problema di Cauchy w' = h(t,w),
w(tp) = wo sia globalmente definita in passato in ]0, o] e valga ancora
lim; o+ w(t) = +o0.
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Si osservi che il fatto che le soluzioni y(¢) tendano all’infinito non e a priori
del tutto banale. Il campo f tende all’infinito per t — 0T e questa proprieta
suggerisce che per t — 07 le soluzioni tendono al bordo ¢t = 0 con derivata
infinita, ovvero con tangente verticale; potrebbero pero tendere a un punto
al finito con derivata infinita (per esempio, similmente al comportamento
della funzione t ++ 1 — v/t in t = 0). Per dimostrare che f tende allinfinito
proviamo quindi a sviluppare il punto bl). In questo caso la situazione &
pit complicata di al) perché le funzioni potenza wy(t) = ¢/t? (c,p > 0)
non possono mai essere sottosoluzioni in ]0,tg] dell’equazione y' = f(t,y).
Infatti, essendo y(tg) = to si ha y/'(tg) = 0 mentre per qualsiasi scelta di
p si ha wy(to) = —cp/tgJrl < 0 dunque in un intorno sinistro di ¢y si avra
y(t) < wpy(t). Tuttavia ci aspettiamo che per qualche funzione wy(t) si abbia
wp(t) < y(t) in un intorno destro di 0, ma per quanto visto non potra mai
valere su tutto ]0,tp]: osservando che dalla formula esplicita (7.18) per la
soluzione y(t) = \/(t* + 2t3)/3t si ha y(t) ~ \/2t3/(3t) ~ ¢/\/t per t ~ 0,
cio dovrebbe essere vero per p < 1/2. Un altro modo per vederlo & osservare
che I'equazione differenziale puo essere scritta nella forma

. t y(t)
y(t) = Wl 2t

dove il primo termine t/(2y(t)) ¢ infinitesimo per ¢ — 0" indipendentemen-
te dal comportamento di y(t), mentre il secondo tende sempre all’infinito;
essenzialmente si ha che y/(t) ~ —y(t)/(2t) per t — 0% quindi dobbiamo
aspettarci che le soluzioni dell’equazione differenziale in oggetto siano ap-
prossimabili per ¢t ~ 07 da quelle dell’equazione 2’ = —2'/(2t) le quali (si
veda sopra) sono proprio della forma z(t) = ¢/v/t.

Proviamo dunque a utilizzare la strategia b2): essendo y(t) > y(to) = to
per t < tg si ha

YD e,

. t y(t)
y(t)—m—gﬁ

N =

Quindi y(t) ¢ soprasoluzione in passato per la soluzione del problema di
Cauchy w' = h(t,w), w(ty) = yo = to. Anche in questo caso I'equazione v’ =
h(t,w) ¢ lineare (non omogenea). La soluzione w(t) (ottenibile mediante
(8.9), il metodo per le equazioni omogenee di grado zero (8.14), oppure il
metodo per simiglianza) ¢ data da

2to/t t
oo, t

w(t) = 3V 3
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Per il Teorema del confronto si avra quindi y(t) > w(t) per 0 < t < tg da
cui facilmente lim; o+ y(t) = 4+00. Alternativamente, per verificare (b) si
poteva utilizzare anche la seguente strategia:

b3) dimostrare che /() < h(t) dove h & continua e con primitiva H(t) che
esplode per t — 0T. Infatti, in tal caso si avrebbe

/tto Y (s)ds < /tto h(s) ds

da cui y(t) > y(to) — H(to) + H(t) — +oo per t — 0T,
Nel presente caso, per t < t; si ottiene facilmente

/ Loyt) 1 ylto) 1 to
< —_ — < - = = — — =
v <5 -5 S5 Ty T g = M

da cui segue y(t) > 3(to +tolnty) + 3(t — toInt) — +oo se t — 0T,

E interessante osservare che dall’equazione differenziale ¢ possibile in-
dividuare i termini delle possibili espansioni in serie di potenze delle solu-
zioni anche vicino al punto ¢ = 0 dove non sono definite. Supponendo che
y(t) ~ ct® con a € R per t vicino a 0, nel senso che y(t) = ct® + o(t*),
ragionevolmente si avra y/(t) ~ cat®! che inserita nell’equazione porta a
t ct® c

.. _ 1, _
— — cioe cat®l ~ —plme _ gl

13.2 ol o
(13.2) e 2t 2 2% 2

Ci sono tre casi: se @ = 1 si ottiene ’equazione ¢ = i — 5 che ha come

soluzione ¢ = 4+1/+/3. Si osservi che in questo caso le funzioni cosi ottenute
y(t) = +t/v/3, al posto di ~ realizzano 1'uguaglianza per ogni ¢, e dunque
sono soluzioni. Nel secondo caso a > 1 si ha che t*71 = o(t!'=®) ed &
trascurabile rispetto a t'~® quando ¢t ~ 0; dalla relazione sopra si ottiene
quindi

itl—a

cat® 1t ~
2c

9

che non puo essere mai verificata per alcun valore di c¢. Nell’ultimo caso
a < 1 si ha invece che t!7% = o(t*~!) & trascurabile rispetto a t*~! quando
t ~ 0 e si trova

EtOé—l

cat®t ~ — ,

verificata (indipendentemente da ¢ # 0) se &« = —1/2; si ottiene pertanto che
un’ulteriore espansione per y(t) vicino a t = 0 e compatibile con 1’equazione
differenziale & y(t) ~ ¢/+/t. Si osservi come questa informazione suggerisca
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anche quali sotto/soprasoluzioni ricercare per t vicino a zero; infatti ci si
aspetta che per le soluzioni che esplodono si abbia t# < y(t) < t7 per
B> —1/2 >~ et vicino a 0. L’analisi puo essere estesa anche per calcolare
ulteriori termini nello sviluppo, per esempio il secondo. Ci sono due casi
a seconda che il primo termine nello sviluppo sia dato da t/ V/3 oppure da
¢/+/t. Nel primo caso, supponendo che y(t) ~ t/v/3 + bt® con B > 1 e che
y'(t) ~1/ V3 4+ b8t~ sostituendo nell’equazione differenziale si ottiene

1 t t/v/3 4 bt?
— 0B BUAE Ll
V3 2(t/v/3 + btF) 2t
ovvero
1 3 1 b
— +bptP T~ V3 - — 7L
V3 2(1+bV3tA-1) 23 2
Essendo )
—  ~1-bV/3tP L
1+ by/3tP-1
si ha
L + bﬁtﬁ_l ~ @ _ ibtﬁ—l _ L _ étﬂ—l,
NG 2 2 23 2
che con le dovute semplificazioni porta a
bt ! ~ L B
2
Si dovra dunque avere b3 = —2b da cui § = —2, assurdo perché 8 > 1.

L’analisi suggerirebbe che nel primo caso le espansioni non possiedano un
ulteriore termine di tipo potenza oltre a quello di primo grado (ma non
esclude che possano avere altri tipi di espansioni): in effetti I'unica di tale
soluzioni & proprio y. (t) = t/v/3.

Nel secondo caso, supponendo che y(t) ~ ¢/v/t+bt? con 3 > —1/2 e che
Y (t) ~ —c/(2t\/t) + bBtP~1, sostituendo si ottiene

VRN t _c/\/f—i-btﬁ?
2t\/t 2(c/Vt + bth) 2t
ovvero
SR T Al ¢ by

NG 2e(1+btAt12/c)  2tv/t 2

Come in precedenza e con le dovute semplificazioni si ottiene

bBtEL ~ tVt (1 _ Qtﬂ+1/2) b L b s D
2¢ c 2 2¢ 2c2 2
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Essendo t772 = o(t?~1) segue
1 b
bBtAY v 32— P
g 2c 2

Analogamente a prima, nei casi § — 1 > 3/2 oppure § — 1 < 3/2 si perviene
un assurdo, mentre se 5 — 1 = 3/2 ovvero = 5/2 si ottiene

b3
Z43/2
2 )

b= g — b valida per b = 1/(6c). In definitiva,

5 1
,bt3/2 ~ 7t3/2 _
2 2c

da cui segue la condizione

5
2
il possibile sviluppo ¢ allora

c 2
(13.3) y(t) ~ \[ + é 52 = 7t t6\c/i.

Dalla formula esplicita (7.18) si ottiene effettivamente lo sviluppo

R e
:¢Z<1+23d+<>>—ﬂ B

che coincide con il precedente scegliendo ¢ = v/d. Per la soluzione tale che
y(to) = to si ottiene d = 2t3/3 e lo sviluppo diventa pilt precisamente

2t3 L 2Vt
3t 2v6 toxf
Quest’analisi suggerisce anche un’altra strategia per affrontare I’equazione

differenziale (13.1): volendo giustificare formalmente 1’espansione trovata, si
osservi che da (13.3) segue che

+o(t"?).

y(t) =

3

Vity(t) ~ c+ o

Cio suggerisce che il cambio di variabili 2(¢) := v/ty(t) potrebbe trasformare
I’equazione differenziale per I'incognita y(t) in un’altra equazione per la nuo-
va incognita x(t), per la quale si possa effettivamente espandere la soluzione
in serie di potenze a esponente naturale (giustificando infine ’espansione
(13.3) per y(t)). Operando il cambio di variabili, I'equazione per z(t) risulta

y tt o t?
m 2\[4—\[34 W‘F\[(@—th):g:%,
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che & a variabili separabili e dunque, non solo permette di giustificare 1’e-
spansione in serie di potenze, ma fornisce addirittura un terzo metodo per
integrare 1’equazione (13.1), dopo quelli visti nell’Esempio 7.13 e nell’E-
sempio 8.10! Terminando 'analisi, per separazione delle variabili si ottiene
facilmente (z2)’ = t? da cui, integrando,

t3

2
t)=—+d
20 =5 +d

per qualche d € R, e ritornando alla variabile y(¢), nuovamente

t3 2 d
tyQ(t):§+d = y(t):\/§+?

Studiamo ora la convessita delle soluzioni. Poiché il campo vettoriale f(¢,y)
¢ di classe C™ tali sono anche le soluzioni; in particolare sono di classe C?
dunque per studiare la convessita e sufficiente studiare il segno della derivata
seconda. Derivando ulteriormente I’equazione differenziale (cio € possibile
proprio perché le soluzioni sono di classe C*°) si ottiene

") = 2t —y()y' @)ty (t) — (* —y(@) () + /(1) (y—ty)(#* +y?)
y )= 2(ty(t))? B 2(ty)?

202 — (12 — 42)) (2 2 2 2(4
(2y° — ( 4t21;3))( +y7) 4;21%(;)( A (t) — 12).

Si ha "(t) > 0 se e solo se |y(t)| > |t|/v/3; in particolare, nel primo quadran-
te, se y(t) > t/+/3. Da questa equazione si scopre anche che y (t) = t//3
¢ soluzione. In definitiva, tutte le soluzioni la cui traiettoria sta sopra y4(t)
sono convesse, quelle per cui sta sotto sono concave, si veda la Figura 13.7.
E possibile determinare con maggiore precisione ’andamento asintotico delle
soluzioni per ¢ — +o0o. Anzitutto si puo osservare che tutte le soluzioni
hanno un comportamento al piu lineare perché definitivamente si ha y(t) < t;
se poi stanno sempre sopra la soluzione y, (t) = t/+/3 possono avere solo
un comportamento lineare, se stanno sotto potrebbero a priori essere anche
strettamente sublineari. Come in precedenza si potevano individuare a priori
i possibili sviluppi asintotici di y(¢) per t — +o00. Supponendo che y(t) ~ ct®
e che y/(t) ~ cat® ! per t — +oo si perviene sempre a (13.2). Se ora a > 1
si ha t17@ = o(t*!) per t — +oo per cui si giunge a ca = —c¢/2 ovvero
a = —1/2, assurdo. Se, invece, o < 1 si ha t* 1 = o(t!7%) e (13.2) porta a
una contraddizione. L’unica eventualita ¢ dunque o« = 1 per cui nuovamente
c=1/(2¢) —¢/2 e ¢ = 1//3. In definitiva, confrontando y(t) con le potenze
di ¢, I'unico suo possibile sviluppo asintotico per t — 400 & y(t) ~ t/\/§
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t

Figura 13.7: Quadro globale: andamento e convessita delle soluzioni. In blu
¢ rappresentata la soluzione particolare y, (t) = t/v/3

Per verificare nei dettagli questo fatto e sufficiente studiare il limite di
z(t) = y(t)/t per t — +oo. Tale funzione soddisfa

sy = WOy _ (B 0) 220 1320
12 2t2y(t) 2tz(t)

equazione facilmente studiabile (e risolubile!) perché a variabili separabili.
Si noti che la precedente equazione coincide con ’equazione ottenuta nell’E-
sempio 8.10 tramite il metodo per le equazioni omogenee, proprio utilizzando
la posizione y = tz. Pur non conoscendo tale metodo, mediante un’analisi
qualitativa svolta in maniera approfondita avremmo comunque trovato che
tale trasformazione permette di integrare I’equazione differenziale!

Un altro modo per studiare il comportamento di y(t)/t senza passare
attraverso I'equazione per z(t) ¢ il seguente: poiché y(t) tende all’infinito
per t — +00, per de L’Hopital il limite lim;_, 4 y(t)/t coincide con il limite
di lim;— 4o ¥/(t), quando questo esiste. L’esistenza di quest’ultimo limite
deriva dalla convessita/concavita delle soluzioni (cioe dallo studio di y”(t))
che implica la monotonia di y'(t) (crescente se y(t) > y4(t), decrescente se
y(t) < y4(t)); esiste allora limy—, 400 y(t)/t = limy 400y’ (£) =: A. Inoltre,
essendo definitivamente 0 < y(t) < t si avra A € [0,1]. Passando al limite
per t — +o00 nell’equazione differenziale si ottiene
t y(t)) . a 1A

. / o .
t—lg-lrpooy <t) - tlgl-noo <2y(t) 2t

2\ 2

da cui segue A = +1/ V3ein questo caso necessariamente A = 1/ V3. In defi-
nitiva lim;_, o0 7(t)/t = 1/4/3, per cui ogni soluzione positiva dell’equazione
¢ asintotica a y (t) = t/v/3.
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Volendo essere pil precisi, si puo dimostrare che non solo ogni soluzione
y(t) & asintotica a y4(t), ma che y(¢) tende a y (t) per t — 400, cioe che la
funzione d(t) := y(t) — y4+(t) — 0 per t — +oo (si noti che la proprieta di
asintoticita discende direttamente dalla validita del limite d(¢) — 0; non vale
invece il viceversa). Un modo per farlo & sfruttare I’equazione differenziale
per y e yy, ottenendo una equazione/disequazione differenziale per d(t).
Essendo y(t) e y4(t) soluzioni, si ha
2oyt 2Bl

d'(t) =y'(t) — ¥y (t) = f(ty(t) — f(t.y+(t) = 2;yy(t) 2ty (t)

=)y — (P —yDy  (y+ — ) (2 +yys)

2tyy+ 2tyy+
B t 1

= —(m + ﬂ)d(t)y

e si pud pensare d(t) come soluzione dell’equazione differenziale lineare
d = 0(t)d con 6(t) = —(m + 3;). In realtd I'equazione non & lineare
perché 6(t) non ¢ nota e dipende da y(t); si pud pero stimarla. Supponiamo
inizialmente che d(tg) > 0; allora, per quanto visto sopra e per l'unicita delle
soluzioni sara d(t) > 0 per ogni ¢t > ¢y e poiché le soluzioni y(t) e y4(f) sono
positive si ha

1

!

d'(t) < —2—td(t).
Dunque d(t) e sottosoluzione in futuro per la soluzione del problema di
Cauchy ' = —r/(2t), r(to) = d(tg), ovvero per r(t) = d(tgp)\/to/t. Per
il Teorema del confronto si ottiene 0 < d(t) < d(tp)\/to/t e passando al
limite per ¢ — 400 si ricava d(t) — 0. Nel caso in cui d(tp) < 0 si ha
d(t) < 0 per ogni t > tg, per cui d'(t) > —d(t)/(2t) e per confronto si
perviene a 0 > d(t) > d(tg)\/to/t, da cui nuovamente la tesi passando al
limite per ¢ — +oo. Alternativamente, invece della funzione d(t) si poteva
(e convenival) utilizzare e(t) := d?(t), sempre positiva, per cui

e'(t) = 2d(t)d'(t) = 2d(t)0(t)d(t) = 20(t)e(t) < —%e(t),
ottenendo, per ogni soluzione y(¢), la disuguaglianza 0 < e(t) < e(to)to/t,
da cui, per confronto, ancora la tesi.

In conclusione, tenendo conto di tutte le informazioni raccolte dall’analisi
qualitativa svolta in questa sezione e che y(t) — y4(t) — 0 per t — +o0, la
Figura 13.7 puo essere perfezionata disegnando tutte le soluzioni prossime
a y4 per t — +o00, ottenendo quindi un quadro globale che rispecchia con
una buona approssimazione quello preciso trovato in Figura 7.10.
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Analisi qualitativa delle soluzioni del sistema (7.22)

Proseguiamo e completiamo ’analisi del sistema (7.22), gia trattato nell’E-
sempio 7.16. Il campo vettoriale f(z,y) = (2y,2% — % + 22) & di classe
C*(R?) dunque ci sono esistenza e unicita delle soluzioni dei problemi di
Cauchy associati. Poiché f ha crescita quadratica non ¢ possibile applicare
i teoremi di esistenza globale. Gli equilibri, soluzioni di f(x,y) = 0, sono
E; =(0,0) ed E2 = (—2,0). Studiamo la loro stabilita lineare: essendo

Df(z,y) = (Qx(l— 2 —22y> ’

si ha dunque

Df(O,()):<g 3) Df(—2,0):<_02 3)

La prima matrice ha un autovalore 2 positivo e I'altro —2 negativo quindi,
per il Teorema 6.32, F; € un equilibrio linearmente instabile; la seconda ma-
trice ha due autovalori +2¢ immaginari puri con parte reale nulla dunque,
sempre per il Teorema 6.32, E5 ¢ linearmente stabile. Per il Teorema 6.31
E, ¢ instabile anche per il sistema (7.22), mentre nulla si puo dire a prio-
ri sulla stabilita (nonlineare) di Fy. Il segno delle componenti del campo
vettoriale in un punto P, dal quale si deduce indicativamente la sua direzio-
ne, dipende dalla posizione di P relativamente alla retta y = 0 e all’iperbole
2242z —1y? = 0, insiemi dove una delle due componenti si annulla. Il quadro
globale del segno delle componenti e l'andamento del campo vettoriale sono
rappresentati in Figura 13.8, dalla quale si intuisce che esistono orbite che
si avvolgono attorno all’equilibrio F» e che in relazione a queste potrebbero
esistere soluzioni periodiche.

Dall’analisi svolta nell’Esempio 7.16, il sistema ammette 'integrale primo
F(z,y) = (y? — 2%)e”. Studiamone gli insiemi F, di livello ¢; essenzialmente
bisogna studiare gli insiemi di livello della funzione di due variabili z =
F(z,y). Poiché VF(z,y) = w(z,y) = ((y* — 2% — 22)e”, 2ye”) gli equilibri
sono punti stazionari di F'; essendo inoltre

_((y? —a® — 4z —2)e” 2ye”
HF(.I,y) - < 2yem 2693 )

e quindi

B )
HF<0,0>=<02 g) HF<—2,0>=(2e0 2602),
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(++) (++)

Figura 13.8: Segno delle componenti e andamento del campo vettoriale

si ricava che E; € un punto di sella (dunque, come gia visto sopra, instabile),
mentre Fy ¢ un punto di minimo relativo stretto, quindi ci aspettiamo che
F»> sia un equilibrio stabile e che l'insieme di livello ¢ con ¢ leggermente
maggiore del valore assunto da F in Fs sia, localmente vicino a Fs, una
curva chiusa. Studiamo quindi F, al variare di c¢. Se ¢ = 0 I'insieme F si
riduce alle due rette di equazione y = +x che sono dunque il sostegno di
soluzioni del sistema; tale insieme contiene anche ’equilibrio F;. Se dunque
xo = yo sard x(t) = y(t) per ogni t di definizione e dall’equazione si ottiene
(x(t),y(t)) = (zoe®, yoe?"); le soluzioni sono allora globalmente definite, e
si ha che |z(t)],|y(t)] = +o0 se t — 400, mentre (x(t),y(t)) — (0,0) se
t — —oo. Dunque, tali soluzioni si allontano dall’equilibrio E7, da cui la
sua instabilita. Nel caso in cui g = —yo sara x(t) = —y(t) per ogni ¢ e si
trovano le soluzioni (z(t),y(t)) = (zoe~2¢, yoe~2!) che tendono all’equilibrio
per t = +oo ed esplodono per t — —oo.

Figura 13.9: Curve di livello F¢: caso ¢ > 0

Sia ora ¢ # 0. Essendo F(z,y) = F(z,—y) l'insieme F, & simmetrico
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rispetto all’asse z; inoltre ¢ possibile esplicitare l'equazione F(x,y) = ¢
nell’incognita y ottenendo y = y(z) = £vVx? + ce~*. Se ¢ > 0 I'argomento
della radice & sempre positivo; inoltre la funzione x2 + ce™® & asintotica a
z2 per x — 400, mentre & asintotica a ce™® = cel®l per x — —oo. Di
conseguenza y(x) € asintotica a x per x — 400, mentre € asintotica a \/Ee‘:”V2
per x — —o0. E facile vedere che y(z) & decrescente per x < x. e crescente
per x > x. dove x. = k~1(c) essendo k~! I'inversa della funzione crescente
x — 2ze” ristretta agli x > 0. Si osservi che il punto (z.,y(z.)) appartiene
alliperbole di equazione z? + 22 — y? = 0. In definitiva, I'insieme di livello
¢ > 0 ha un grafico come in Figura 13.9.

Sia ora ¢ < 0; si ha y(z) = ++/(22%e* — |c|)/e® e tale funzione & definita

26 — |c| > 0. E sufficiente allora studiare il segno della

2

solamente per x

funzione h(z) := z%e® e poi argomentare per traslazione, essendo z2e® —|c| =

h(z) — |c¢| =: he(z). La funzione h € sempre non negativa, tende a 0 per
r — —o00, tende a +00 per x — +00, ha un minimo relativo e assoluto in
r = 0, e un massimo relativo in x = —2 con h(—2) = (2/e)?; il grafico &

delineato in Figura 13.10.

h(z)

Figura 13.10: Grafico della funzione h(z) = z2e”

Ne discende subito che Iintervallo su cui h. > 0 & una semiretta [z2, +o0
se ¢ < —(2/e)?, mentre & I'unione di un intervallo [z}, 22] e di una semiretta
[23, +oo] se —(2/e)? < ¢ < 0. Nel caso limite ¢ = —(2/¢)? il dominio & dato
da una semiretta [z3, +o0o[ e dal punto —2.

Corrispondentemente, F, ¢ una curva illimitata se ¢ < —(2/e)?, 'unione di
una curva illimitata e di una curva chiusa semplice se —(2/€)? < ¢ < 0, men-
tre & I'unione di una curva illimitata e I'equilibrio E5 se ¢ = —(2/e)?, si veda
la Figura 13.11. Il quadro globale delle curve di livello, e conseguentemente
delle orbite del sistema, ¢ riportato in Figura 13.12.

Se il dato iniziale appartiene alla componente connessa limitata dell’in-
sieme F,. con ¢ < 0, allora l'orbita e contenuta in una curva chiusa sem-
plice e per compattezza la relativa soluzione & globalmente definita in R.
Argomentando come nel caso del pendolo senza attrito o del sistema preda-
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xT T xz
TN J*

Caso: —(2/e)?2 <c<0 Caso: ¢ = —(2/e)? Caso: ¢ < —(2/e)?

Figura 13.11: Grafico della funzione h.(z) = 2%e® + ¢, con ¢ < 0
O =€

Caso: —(2/e)2 <c <0 Caso: ¢ = —(2/e)? Caso: ¢ < —(2/e)?

Figura 13.12: Curve di livello Fy: caso ¢ < 0

predatore di Lotka-Volterra ¢ possibile verificare che 'orbita coincide con
tale curva chiusa, dunque la soluzione e periodica. Cio si puo anche vedere
verificando che il tempo impiegato dalle soluzioni per percorrere l'insieme
di livello dal punto di ascissa ! a quello di ascissa 22 ¢ finito; infatti, re-
lativamente alla parte di tale orbita contenuta nel semipiano y > 0 si ha
y = y(z) = V22 + ce~* da cui si ottiene ’equazione di ordine 1 per la prima
componente x(t)
' =2va? + cem® =: g(x),
percio tale tempo di percorrenza e

2

Te 1
13.4 / ——dx
(13.4) el 2Va? 4 ce ®
La funzione k.(z) := 2% + ce™® ha in 2! e 22 due zeri semplici, nel senso che
il suo sviluppo di Taylor in un loro intorno & k.(z) = al(z — z!) + o(x — z})
e, rispettivamente, k.(z) = a?(z — 22) + o(z — 22) per opportune costanti

non nulle al,a?. Allora

dx ~ dr < 400,

/%2m / \/7
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Figura 13.13: Quadro globale delle orbite

e analogamente nell’altro estremo z! dunque, per il criterio di asintoti-
cita per gli integrali impropri, l'integrale (13.4) converge e la soluzione &
effettivamente periodica.

Studiamo ora l'intervallo di esistenza delle altre soluzioni iniziando dal
caso ¢ > 0. Dovendo (z(t),y(t)) appartenere al relativo insieme di livel-
lo dovra necessariamente essere x(t),y(t) — +oo per t — [, essendo [
I’estremo destro dell’intervallo massimale d’esistenza. Ma allora si avra
2/ (t) = 24/22(t) + ce~*() ~ x(t) percid “I’equazione & asintoticamente linea-
re in futuro” e ci si aspetta esistenza globale in futuro cioé § = +00. Volen-
dolo dimostrare con precisione, fissato il dato iniziale (xg,y0) = ((0),y(0))
con yo > 0, poiché x(t) & crescente, per t > 0 si ha

2! (t) < 2¢/22(t) + ce=%0 =: g(z(1)).

Allora x(t) & sottosoluzione in futuro della soluzione dell’equazione differen-
ziale 2’ = g.(z), 2(0) = zp. Essendo |g.(z)| < 2|z|+2Vce~%0, g. & sublineare,
dunque z(t) e globalmente definita in futuro. Essendo zo < z(t) < z(¢),
z(t) non pud esplodere in tempo finito, dunque ¢ globalmente definita; da
cid segue che anche y(t) = \/22(t) + ce=*() & globalmente definita e do-
vendo 'orbita appartenere all’insieme di livello F,, privo di equilibri, sara
necessariamente x(t),y(t) — +oo per ¢ — +oo. In passato: sia |o,+o00[
Iintervallo massimale d’esistenza con a > —o0. Ragionando analogamen-
te a sopra, dovra essere z'(t) ~ 2¢/cel*®I/2 e ci si aspetta che le soluzioni
non siano globalmente definite in passato. Piu precisamente, se @ = —o0,
come prima dev’essere lim;_,_ o, 2(t) = —00; se a € R per il Teorema del-
la fuga dai compatti ||(z(t),y(t)]|] — +oo per t — a™ da cui necessaria-
mente lim;_, .+ z(t) = —oo e lim;_,,+ y(t) = 4+00. Dunque in ogni caso
lim,_,,+ (t) = —o0 e in un intorno destro di « del tipo Ja, t1] si avra defini-
tivamente 22(t) +ce *®) < dce*®) percio 2/ (t) < 4y/ce *B/2 = m (x(t)),
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per cui x(t) & soprasoluzione in passato per la soluzione del problema di Cau-
chy w' = m.(w), w(t1) = z(t1), la quale esplode in tempo finito in passato.
Essendo z(t) > w(t) per t < t; anche x(t), e di conseguenza y(t), esplodono
in tempo finito. Per simmetria, se yy < 0 si ottengono analoghe conside-
razioni. Si puo giungere alle medesime considerazioni anche studiando il
tempo di percorrenza dell’orbita; per le soluzioni con ¢ > 0 si ha

+oo 1 +o0o 1
— dx ~ — dx = 400,
/ 2vVx2 + ce 2x

dunque c’e esistenza globale in futuro, mentre

1 1

/_oo N /_oo 2GR 4 < +e0

e non c’e esistenza globale in passato. In definitiva, ogni soluzione con dato
iniziale appartente a F., con ¢ > 0, & definita in un intervallo |ae, +oo[ e
l'orbita copre interamente la componente dell’insieme F,. a cui appartiene.
Per terminare l’analisi, se ¢ < 0 e il dato iniziale (z,yo) appartiene alla
componente di F, situata nel semipiano x > 0, poiché su tale semipiano vale
lg(x)| < 2|x|, si ha che il campo vettoriale e sublineare e ogni soluzioni ivi
contenuta ¢ globalmente definita in futuro e passato.

Analisi delle soluzioni dell’Esempio 7.5

Proseguiamo 'analisi del sistema

' =vyz
(13.5) y = —xz
2 = —k?zy,

con k > 0 costante, gia trattato nell’Esempio 7.5 dove si era verificato che
El(x,y,2) = 22 +y? e E%(2,y, 2) = k*2% + 22 sono due integrali primi e che
tutte le soluzioni del sistema sono globalmente definite in futuro e passato.
Studiamo ora la natura delle soluzioni; anzitutto ricordiamo che il campo
vettoriale associato g(z,y,2) = (yz, —vz, —k?zy) & di classe C®°(R3) quindi
il sistema ha esistenza e unicita locale per i problemi di Cauchy associati.
Gli equilibri sono tutti del tipo P; = (x0,0,0), P, = (0,y0,0), P3 = (0,0, 2p)
al variare di zg,y0,20 € R e coprono gli assi cartesiani. Valutiamone la
stabilita lineare; poiché

0 z Y
Dg(x,y,z)=| —=z 0 -z |,
—k%y —k%x 0
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si ha dunque

0 0 0 0 0 yo
Dg(P)= (0 0 —zo | , Dg(Py) = o 0 0],
0 —k?z9 O —k%y 0 0
0 20 0
Dg(Pg): —Z0 0 O
0 0 0

Tranne il caso in cui il punto coincide con 'origine, per cui il relativo dif-
ferenziale & nullo, negli altri casi xg, y9, 20 # 0. La prima matrice ha allora
un autovalore nullo, uno positivo k|zg| e uno negativo —k|xg|; la seconda
matrice ha sempre un autovalore nullo mentre ha gli altri due autovalori
+ik|yo| complessi coniugati con parte reale nulla; infine la terza matrice,
come la seconda, ha un autovalore nullo e gli altri due complessi +i|zg| con
parte reale nulla. Per il Teorema 6.32, tutti gli equilibri P} sono equilibri
linearmente instabili, quelli del tipo P, e P53 sono invece linearmente stabili.
In questo caso il Teorema 6.31 non si puo applicare, dunque nulla si puo
dire riguardo la stabilita nonlineare degli equilibri (sebbene ci si aspetti che
almeno gli equilibri P; siano instabili).

Nell’Esempio 7.5 si € visto che le orbite delle soluzioni sono contenute
nell’intersezione degli insiemi di livello Egl e E? | rispettivamente di E!

co)
ed E?; pitt precisamente (z(t),y(t),2(t)) € Ecy e i E! NEZ, dove ¢; =
EY (20,90, 20) = 73 + Y3, c2 = E?(z0, Y0, 20) = k*x3 + 23, essendo (z, Yo, 20)
il dato iniziale al tempo to = 0. Gli insiemi di livello di E* (quando non
degeneri) sono dei cilindri di sezione circolare e asse coincidente con l’asse
z, mentre quelli di E? sono cilindri di sezione ellittica e asse coincidente

con l'asse y (si veda la Figura 13.14).  Nel caso degli equilibri P; si ha

1
E;,

2
E¢,

Figura 13.14: Insiemi di livello di E' e di E?

ca = 0, percio ECQ2 degenera nell’asse y mentre E., ., si riduce alla coppia
di equilibri (0, £y, 0); analogamente per gli equilibri P; si ha ¢; = 0, Ecl1
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degenera nell’asse z ed E, ., si riduce alla coppia di equilibri (0,0, £zp).
Diverso sara il caso degli equilibri Py.

Figura 13.15: Possibili intersezioni tra gli insiemi di livello di E' e di E?

In (a)-(f) di Figura 13.15 sono riportate le varie posizioni reciproche e le
relative intersezioni tra gli insiemi di livello Ecl1 e ECQQ, rispettivamente di B!
e E2?, al variare di ¢, co > 0. Geometricamente si osserva che per quasi ogni
orbita 'insieme E.,., corrispondente & formato da due curve chiuse semplici
(casi (b) e (d)) prive di equilibri; fanno eccezione gli insiemi corrispondenti
agli equilibri del tipo P» o Ps che sono formati da una coppia di punti (casi
(a) e (f)), oppure gli insiemi corrispondenti agli equilibri del tipo P; che
sono unione di due curve chiuse semplici non disgiunte e che contengono
esattamente due equilibri (caso (c)). Nei casi (b) e (d) le orbite sono sempre
periodiche. Un argomento (non del tutto formalmente corretto) ¢ il seguen-
te: se un’orbita {(z(t),y(t), 2(t)), t € R} contenuta in una di queste curve
chiuse non vi coincidesse, per connessione sarebbe un arco proprio di que-
st’ultima. Se tale arco possedesse uno dei due estremi, allora esisterebbe t;
tale che 2/(t1) = y/(t1) = 2/(t1) = 0 e I'estremo sarebbe un equilibrio, assur-
do perché la curva non contiene equilibri. Allora ’arco deve essere aperto e
gli estremi P_ e Py verranno raggiunti dall’orbita in tempo infinito. Si avra
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dunque lim_, 4o (x(t),y(t), 2(t)) = Py e per il Corollario 6.10 del Criterio
dell’asintoto P_ e P, saranno equilibri, ancora assurdo. Allora ’orbita della
soluzione coincide con tutta la curva chiusa, dunque & periodica. Nel caso
(c) esistono equilibri contenuti in Eg,., che lo dividono in 4 archi di curva
semplice. In questo caso, per unicita, le orbite partenti fuori dagli equilibri
non potranno attraversarli ma, per il Corollario 6.10 del Criterio dell’asinto-
to, si pud vedere che vi tenderanno per ¢t — +o00. Nel caso (c) si ottengono
cosi delle orbite (non periodiche) eterocline che connettono per t tendente a
400 e —oo due equilibri distinti del tipo P; e simmetrici rispetto all’origine.

Vediamo ora di individuare meglio le intersezioni nel caso ci,co > 0. E
possibile prendere x come parametro e risolvere le equazioni degli insiemi di
livello in funzione di z, ottenendo che
(13.6)

2 2 _ _ 2

(:U,y,z)eEcllﬂEgz . {a; Ty =a — {yi\/cl x

k22?2 + 22 = ¢ 2z = +\/co — k222,

ovvero una rappresentazione cartesiana dell’insieme intersezione E., ., della
forma (z,y(x), 2(z)), che dunque ¢ formato dall’'unione di 4 archi di cur-
ve semplici che si uniscono a due a due in due curve chiuse semplici (si
veda sempre la Figura 13.15, casi (b)—(d)). L’intervallo di definizione di
tali curve & [—,/c1, \/c1] se k%c1 < ca, corrispondente al caso (d), mentre &
[—\/2/k,\/C2/k] se k?c1 > ca, corrispondente al caso (b) per k%c; < cg, al
caso limite (c) per k?c; = ca.

Vediamo ora un’argomentazione analitica a supporto del fatto che tutte
le orbite nei casi (b) e (d) sono periodiche. Dalla prima equazione 2’ = yz
del sistema e da (13.6) si ottiene

7 =+ — a2 \es — k222,

il segno in dipendenza dalla regione di spazio in cui ci si trova. Consideriamo
il caso (d), per cui k?c; < co, analogamente si ragiona nel caso (b). Nell’in-
tervallo di definizione [—/c1, \/c1] si ha r(x) = Veg — k222 > \/ca — k2c3 >
0 dunque r(x) & strettamente positiva. Supposto di stare su un ramo della
curva, per esempio quella per cui y, z > 0, il tempo per percorrere tale ramo
¢ dato da

T ver g ver 1
T—/dt—/ /da?—/ dx.
0 —va @ —va r@)y/Verta- /o —w

Tale integrale € improprio negli estremi +./cy. Poiché vicino a tali punti la
funzione integranda & asintotica a |z & ,/c1| /2, l'integrale & convergente, 7
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¢ finito e ogni ramo dell’orbita viene percorso in tempo finito: ’orbita copre
quindi I'intera componente connessa di E,., dunque ¢ periodica.

Piu precisamente, vediamo qual € I’evoluzione dell’orbita partendo da
un punto (zg, Yo, 20) tale che k%c; < cg ovvero k?(x3 + y2) < k%2 + 23 cioe
k2y§ < zg. Per esempio si puo partire da un punto con zg,z9 > 0 e yg = 0,
per cui anche zg = /¢;. Essendo ¢/(0) = —x(0)2(0) = —xpzp < 0 si ha
y(t) < 0 in un intorno destro di ty = 0. Sempre per continuita si ha anche
z(t) > 0 su tale intorno, percio da (13.6) segue che

y=—Vec—a22, z=+co— k22, dacui 2’ =—\e — a2\ e — k222

inoltre poiché z = v/ca — k?2? = r(z) non si annulla mai,per = € [—xo, zo),
z non cambia mai segno e z(t) > 0 per ogni t. In particolare i segni +
nelle equazioni per y e ' sussistono finché

l’argomento della radice v/c; — 22 si annul-

la, nel qual caso qualche segno potrebbe

cambiare. Inizialmente si ha z'(0) = 0,

y'(0) < 0, 2/(0) = 0; in particolare y ¢ de- Y
crescente, e anche z(t) ¢ decrescente grazie

alla relazione precedente (almeno finché I'e- T

quazione differenziale non “cambia” segno).

Per quanto visto, in tempo finito 7 si avra Figura 13.16: Esempio di
z(1) = —y/c1 = —xp da cui y(t) = 0 (in orbita periodica del sistema
questo intervallo di tempo 'orbita ha coper-

to l’arco colorato in blu in Figura 13.16). In particolare, essendo y(7) = 0,
y'(1) = —x(r)z(7) > 0, in un intorno destro di 7 si avra y(t) > 0 e di
conseguenza z’(t) > 0, per cui su tale intorno destro di 7 varra

y=+c— 12, z=+co—k222, dacui 2 =+c1 — a2 ey — k222

Dunque z(t) crescera fino a raggiungere, (per simmetria) in un tempo 7, il
valore xy tornando cosi al punto di partenza e completando l'orbita perio-
dica (in questo intervallo di tempo 1'orbita copre 1’arco colorato in rosso in
Figura 13.16). Di conseguenza, il periodo della soluzione periodica ¢ 27.

Analizziamo ora il caso (c) di Figura 13.15 per cui k%c; = c2. Da (13.6) si
ottiene z = £ky, percio ciascun ramo di E,,., € contenuto in un piano, come
anche le corrispondenti orbite. Ragionando analogamente al caso precedente
si ottiene

(13.7) t' = +k(c; — 2?),
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di conseguenza, scegliendo il segno +, si ha

[ s
= :+ 5
T aka-aara T

dunque la relativa soluzione ha 'orbita che connette in tempo infinito ’equi-
librio (y/c1,0,0) con 'equilibrio (—/c1,0,0). Si osservi che in questo caso
¢ possibile trovare esplicitamente la soluzione; a tal fine ¢ sufficiente inte-
grare I'equazione (13.7). In termini dei dati iniziali, la condizione k%c; = cz
equivale a k*(x3 + y3) = k?x3 + 23, ovvero k*y? = 22 mentre z pud essere
qualsiasi (da questo discende che tutte le orbite delle soluzioni con dati ini-
ziali tali che zg = typ soddisfano z(t) = +y(t) per ogni ¢ dunque sono piane
e i piani di equazione z = —y e z = y sono insiemi invarianti per il sistema
considerato). Per esempio, fissato il dato iniziale (o, yo, kyo) con xg,yo > 0
(per cui nelle equazioni si scegliera sempre il segno +) integrando si ottiene

— Jotan k- settanh F0 ) — xo + \/c1 tanh(kt/\/c1)
z(t) = et h(\/at-f— tt h\E> T+ 0 tanh (ki /) /o1

essendo ¢1 = z3 + y3, e per (13.6) segue
y(t) =

o + /e1 tanh(kt/\/c1) \2 \/(01 — ag)(1 — tanh?(kt/\/c1))
- \/C1 - (1 T xotanh(kt/\/a)/\/a> T 1+ aotanh(kt/\/a1)/ /e

cosh(kt/\/c1)[1 + xo tanh(kt/\/c1)/\/c1]
_ Yo

~ cosh(kt/\/c1) + zosenh(kt/\/c1)/ /c1
e infine z(t) = ky(t).

Altri esercizi

Esercizio 13.1 Detta y(t) la soluzione del problema di Cauchy
v =Vly+1
y(0) =0,

gia studiata negli Esercizi 4.20 e 6.21,

a) dimostrare che y(t) non ammette derivata seconda per t = 0;
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b) dimostrare che w(t) = t2/4 & sottosoluzione per ¢ > 0; trovare poi
un’opportuna soprasoluzione per dimostrare che y(t) & asintotica a
t2/4 per t — +o0;

c¢) determinare i primi due termini non nulli nello sviluppo di potenze
(non necessariamente di esponente intero) di y(t) in ¢ = 0; validare
analiticamente le proprie affermazioni.

SOLUZIONE. a) Restringiamoci al caso ¢ > 0, per ¢t < 0 si procede analoga-
mente. Anzitutto, poiché la funzione t — +/|y(t) + t| & continua si ha che
y(t) & di classe C1(R). Inoltre y(0) = 0 da cui (0) = 0, dunque per Taylor
y(t) = o(t) e si ha

1
lim +o(t)/t — too,
t—0+ t

1Y ol
lim yWw=vy\ (t) Y (0) = lim

t—0+ t t—0+

Vyl) +t
t

percio la derivata seconda in ¢t = 0 e infinita.

b) Si noti che l'asintoticita di y(¢) a t2/4 & gia stata dimostrata con
altri mezzi nell’Esercizio 6.21. Qui si vuole ottenere il medesimo risultato
mediante il Teorema del confronto. Affinché w(t) sia sottosoluzione di y(t)
dev’essere w'(t) < f(t,w(t)) per t > 0 cioe t/2 < \/t?/4 + t che & banalmen-
te verificata per t > 0, strettamente per ¢ > 0. In questo caso € possibile
applicare il secondo criterio del confronto per ¢ > 0 perché ¢ stato dimo-
strato in ¢) dell’Esercizio 4.20 che ogni problema di Cauchy ha unicita delle
soluzioni; in definitiva w(t) € sottosoluzione di y(t).

Al fine di dimostrare I'asintoticita di y(t) a t2/4 basta ora trovare una
soprasoluzione che si comporta come t2/4 allinfinito. Il primo tentativo
potrebbe essere del tipo z(t) = t2/4 + bt con b > 0, ma non funziona,
qualunque sia b. Infatti, la disequazione 2'(t) > f(t, 2(t)) equivale a

L Y L VN ﬁ+b2+bt> ﬁ+bt+t

2 ! 4 4 ’
verificata solo per ¢ < b?. Si pud allora provare con z(t) = t2/4 + bt® con
b>0el < a<?2da determinare. Dovra essere

t 12 2 2
§+abt"“1 >4/ Vi bto +t = Z+o["l)2752(“‘1)+od)t”‘ > Z+bt°‘+t

— (D3 — 1) + (o — 1)bt* > 0.

Il secondo termine ¢ sempre non negativo; affinché lo sia anche il primo e
sufficiente che 2a —3 =0 e a?b? > 1, da cui @ = 3/2 e b > 2/3. Si ottiene
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quindi che w(t) = t?/4+2t%/2 /3 & soprasoluzione in futuro (si compari questo
risultato col punto c)). Per confronto w(t) < y(t) < z(t) per t > 0 da cui
1 oyt 1 2
I A S
4= 2 — 4 * 3Vt
e passando al limite per ¢ — +oo si ottiene la tesi.
Alternativamente, si pud cercare una soprasoluzione della forma z(t) =
at? + bt per qualche b > 0, a > 1/4; tale funzione dovra verificare

2at +b > Vat2 + bt +t <  4a’t> + b + dabt > at®> + bt + ¢
—  a(da—1)t* + (4ab—b— 1t +b* >0,

che & verificata per ogni t > 0 se per esempio 4a —1 >0e dab—b—1 > 0,
cioe a > 1/4 e b > 1/(4a — 1). In definitiva, fissato un qualsiasi a > 1/4
esiste un b = b, tale che z,(t) := at® + byt & soprasoluzione per t > 0. Per
confronto w(t) < y(t) < z.(t) da cui 1/4 < y(t)/t?> < a + b,/t. Passando al
lim inf /lim sup per t — 400 si ottiene

1 t t

- < liminfM < limsupM <a,

4 t—+oo 12 t—+o00 2
per ogni a > 1/4, e facendo poi tendere a — (1/4)% si ottiene la tesi.

c¢) Poiché y(t) = o(t) si ha

y'(t) = Vol(t) +t =Vt +o(V1),

e per integrazione si ottiene y(t) = 2t3/2 /340(t%/?), quindi 2¢3/2/3 & il primo
termine nello sviluppo. Procedendo oltre si ha

S o y(t) C2Vt/3+o(tVE) t .
V-V VuO + \/i_\/y(t)+t+\/i— VE+o(t) + it = 3+old)

e in definitiva y/(t) = v/t +t/3 + o(t). Integrando si ha

(t) = 243/2 + r + o(t?)
y - 3 6 o )

che ¢ lo sviluppo cercato. Si osservi che a tale risultato si poteva pervenire
(formalmente) direttamente dall’equazione (4.2) o da quella equivalente per

z(t) = y(t) +t ovvero (per z > 0) 24/2(t) — 2In(1 + \/2(¢)) — t = 0, dalla

quale, essendo z(0) = 0 e sviluppando in serie il logaritmo, si ottiene

2i-a(va- L VR s (B2l )i
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Infatti, supposto che esista uno sviluppo del tipo z(t) = at® + o(t®) per
qualche « > 1, si dovra avere

e to to e 3/2
2(“ +20( NG J”;)( ) —|—...)—t:0 —  at®+o(t®) —t =0,
da cui segue necessariamente « = a = 1. Supposto ora che valga z(t) =

t + bt? + o(t?) con > 1 si dovra avere

e B t+ bth t8Y))3/2
2(t—|—b 2—1—0(t)_( + bt 4;)0( ) +...)—t:0 .

2
— P - §t3/2 +o(t3%) + o(t%) = 0,

da cui 8 = 3/2, b= 2/3. Infine, se v > 3/2 ¢ 2(t) = t + 2t3/2/3 + ct7 + o(t")

2<t + 282 p et +o(tY) (4 224t + cp(ﬂ))i”/2Jr
2 3
t+ 2632 + otV + o(t7))?
NS Gk R X GO

4

ed essendo
(t+ gtf”/z et +o(t")¥? = tvE(1 + g\/g +o(vD)¥?
= tVi(1+ Vi + o(V1)) =tV + 2 + o(t?),

si ottiene

2, t 2
ct”—gt —1—5—1-0(75 )+o(t7) =0,

da cui segue y=2ec=2/3—-1/2=1/6, cioe

2 30 1 2 230 1 2
Z(t):t—f—*t +*+0(t) — y(t):*t +*+O(t )

3 6 3 6
Esercizio 13.2 Data l’equazione differenziale
(13.8) Y =VyP+t2 -2t

a) studiare l’esistenza e l'unicita locale/globale delle soluzioni;
b) rappresentare le regioni dove le soluzioni sono crescenti/decrescenti;

c) sia y(t) la soluzione del problema di Cauchy con condizione iniziale
y(0) = —1. Dimostrare che y(t) ¢ globalmente definita e definitiva-
mente monotona per t - —o0 e per t — 4-00;
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d) calcolare i limiti limy— 40 y(t) € limy—,_ oo y(t) con y(t) come in c).

e) Esistono soluzioni che tendono a +oo in tempo finito? E in tempo
infinito? Esistono soluzioni che tendono a +o0o esponenzialmente?

f) Dimostrare che I'unico eventuale asintoto obliquo per le soluzioni po-
sitive puo essere la retta di equazione y = /3t + 2;

g) verificare che esiste almeno una soluzione che ha tale retta come asin-
toto; studiare in generale I’andamento asintotico di tutte le soluzioni;

h) provare che tutte le soluzioni definitivamente decrescenti hanno come
asintoto la retta di equazione y = —/3t + 2.

SOLUZIONE. a) Il campo vettoriale f(t,y) = \/y% + t2 — 2t ¢ di classe C®
in tutti i punti di R?\ {(0,0)}, in particolare & ivi localmente lipschitziano
rispetto a y. Si hanno dunque esistenza e unicita locale per le soluzioni
dei problemi di Cauchy con dati iniziali (¢, y0) # (0,0). In (0,0) il campo
vettoriale non & differenziabile ma & comunque lipschitziano; infatti piu pre-
cisamente si ha f(t,y) = ||(¢,y)|| — 2t dove ||(¢,y)] & la norma euclidea in
R?, funzione lipschitziana rispetto alle sue variabili. In definitiva, anche il
problema di Cauchy con dato iniziale (0,0) ammette un’unica soluzione glo-
bale. Per quanto riguarda l’esistenza globale, ricordando la disuguaglianza
della norma |||(t1,y1)[| — [|(t2, y2)[|| < ||(t1 — t2,91 — y2)]|, si ottiene

|Ft ) — F(ty)| =[Gyl = 1E )] < 10,90 = w2) || = lyr — w2,

dunque f e globalmente 1-lipschitziana rispetto alla seconda variabile e val-
gono le ipotesi del Teorema di esistenza e unicita globale 4.13. In definitiva,
ogni problema di Cauchy ammette un’unica soluzione globalmente definita
in R. Si osservi che per quanto riguardo ’esistenza globale (ma non 'unicita)
si ha piu semplicemente

If @&yl < Vy? + 12+ 20t <yl + 3],

da cui la sublinearita di f e la possibilita di applicare il Teorema 4.12.

b) Se t < 0 banalmente si ha f(t,y) > 0, mentre se t = 0 si ha f(t,y) > 0
per ogni y # 0; inoltre f(0,0) = 0. Infine, se ¢ > 0 riscrivendo il campo
vettoriale come segue

yQ _ 3t2

tv = T =
f6:9) VY2 +t2 42t
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Figura 13.17: Segno del campo vettoriale dell’equazione (13.8)

si ha f(t,) > 0 se e solo se y? — 3t > 0 ovvero |y| > V/3|t|. 1l segno del
campo vettoriale e rappresentato in Figura 13.17.

c) Sia y(t) la soluzione massimale del problema in oggetto, globalmen-
te definita in R per il punto a). Poiché 3'(0) = f(0,—1) > 0 la soluzione
¢ localmente crescente vicino a tg = 0 e rimane crescente finché non esce
eventualmente dalla regione dove f(t,y) > 0. Posto z(t) = —/3t, per tra-
sversalita esiste t; > 0 tale che y(t1) = z(t1) e y entra nella regione in cui
f € negativo, percio y € localmente decrescente a destra di ¢;. Verifichiamo
che y non esce mai da tale regione, per cui ¢ decrescente per ogni t > 7.
Utilizziamo il confronto con z: si ha 2/(t) = —v/3 e f(t,2(t)) = 0, dunque
2'(t) < f(t,2(t)) ed essendo anche y(t1) = z(t1) segue che z(t) & sottosolu-
zione di y(t) per t > t; (analogamente si dimostra che m(t) = v/3t & sopra-
soluzione per I'equazione). Per il Teorema del confronto si ha y(t) > z(t)
per t > t1, percio y/(t) < 0 e y(t) & decrescente per ¢ > t7.

Infine, se t < 0 il campo vettoriale ¢ sempre positivo dunque y(t), come
ogni altra soluzione, ¢ ivi banalmente strettamente crescente. 1l grafico di
y(t) € qualitativamente rappresentato in Figura 13.18.

d) Per c) la soluzione ¢ definitivamente decrescente per ¢ — 400 e cre-
scente per t — —oo, dunque esistono i limiti limy_, 4. y(t), diciamoli y4oo
rispettivamente. Se fosse y,~ € R si avrebbe

lim ¢/(t) = lim (x/y2(t) + 12 — 2t> = lim t( yigt) +1-— 2) = —00,

t—-+o0 t——+o00 t—4o00
assurdo per il Criterio dell’asintoto. Dunque necessariamente 34, = —o0.
Analogamente si dimostra che y_,, = —oc.

e) D’ora in avanti y(t) denotera la generica soluzione massimale di (13.8);
si supporra inoltre ¢,y > 0. Per il punto a) ogni soluzione e globalmente
definita dunque non puo esplodere in tempo finito. Per quanto riguarda
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Y

t1

Figura 13.18: 1l grafico della soluzione del punto c)

un’eventuale esplosione per ¢ — +00, ragioniamo come segue: se y ¢ molto
maggiore di ¢, anzi, di 2t, si ha \/y? + t2—2t ~ y—2t ~ y, perciod ’equazione
in oggetto in tali condizioni si comporta asintoticamente come ’equazione
w’ = w le cui soluzioni sono della forma w(t) = ce!. Dunque ci si aspetta
I’esistenza di soluzioni che esplodono esponenzialmente per ¢ — +oo. Per
verificarlo analiticamente si potrebbe provare a confrontare le soluzioni y(t)
con funzioni del tipo w(t) = ce!, con ¢ > 0. Purtroppo tali funzioni sono
delle sopra e non sottosoluzioni, dunque non sono utili al fine di dimostrare

che y tende all’infinito esponenzialmente. Infatti si verifica che per y,¢ > 0

fy) =V +82 =20 <|y|+|t| -2t =y —t <uy,

dunque f(t,y) < y e ogni soluzione con dati iniziali (¢o,yo) con tp,y0 > 0 &
una sottosoluzione della relativa soluzione di w’ = w che passa per il mede-
simo punto. La medesima disequazione implica anche che w'(t) > f(¢t, w(t)),
percio w(t) e soprasoluzione dell’equazione in oggetto. In ogni caso quest’a-
nalisi dimostra che le soluzioni possono esplodere al piu esponenzialmente.

Per verificare che y puo effettivamente esplodere in tempo infinito si puo
provare inizialmente a dimostrare che esistono sottosoluzioni con andamento
lineare crescente, da cui ovviamente la tesi. Presa dunque wq(t) = at,
con a > 0, imponiamo la condizione che w, sia sottosoluzione per t > 0.
Chiaramente il grafico di w dovra essere contenuto nella regione y > v/3t;
cid comporta a > v/3 per cui Va2 + 1 —2 > 0. Si ha dunque

/ 212 4 12 — a
wh(t) < fltwe(t)) = a < Va2 + 122 = t>t,:= 7
Considerata quindi la soluzione y(t) del problema di Cauchy relativa a un
qualsiasi dato iniziale (to,yo) con to > t, € yo > wq(toy), per il Teorema del
confronto si avra y(t) > wq(t) = at per t > tg, da cui l'esplosione a +oo di
y(t) per t — +o0.
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Si noti che I'insieme del piano dei punti “minimi” per cui la soluzione sta
in futuro sopra la funzione lineare w,(t) ¢ descritto dalla curva parametrica
a +— (tq,wa(ts)) = (tq,aty) con a > /3, il cui supporto & rappresenta-
to e confrontato con la retta y = /3t + 2 in Figura 13.19. Volendo una

t
Figura 13.19: La sottosoluzione v(t) per I'equazione (13.8)

rappresentazione cartesiana di tale curva del tipo t — (¢, v(t)), basta inver-

tire t4, ottenere il parametro a in funzione di t e sostituirlo in wy(t,). Piu

precisamente si trova

t=t, <= t(Va>+1-2)=a <+—= tVa’+l=a+2t <—
—  tHa*+1)=d’+dat + 47 <= (t* —1)a® —4dat - 3t* =0

2+ V3 12 (24 V14 3t2)

B t2—1 B 21 ’

dove si & anche utilizzato che ¢ > 1 se e solo se a > /3. Si ottiene infine

P2+ V1+312)

B t2 -1 '

=  a=a(t)

0(t) = o) (£) = a(t)t

Intuitivamente ¢, cresce al tendere di a — \/3Jr da destra (cioe decrescendo),
percio la funzione a — t, dovrebbe essere decrescente (cosa che in effetti si
puo facilmente verificare), percio ci si aspetta che v(t) sia una sottosoluzione
dell’equazione. Essenzialmente, per t = ¢, la derivata w](t) coincide col
campo vettoriale nel punto e poiché t, ¢ decrescente il grafico di v(t) sta sotto
quello w, per t > t,, da cui v'(t,) < W (ta) = f(ta, wa(ta)) = f(ta,v(ta)).
Piu precisamente, essendo a/(t) < 0 si ha

V() = f(t,u() = alt) +d () — f(t, we) (1) = d'(t)t < 0.
Si potrebbe in effetti calcolare tale derivata, trovando

, 22+ 1)V1+ 32 + T2 + 1
a(t) = — (<0),
(t2 — 1)24/1 + 3¢2
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sebbene in questo caso sia piu comodo e veloce calcolare

%_i( a )_ 1—2va2+1
da  da\ya2+1-2 Va2 +1(vVa2 +1—1)2

ed essendo a(t) la funzione inversa di ¢, si ottiene nuovamente da/dt < 0.

L’utilita di v(¢) appare chiara osservando che mentre ciascuna wg(t) €
asintotica (& uguale!) ad at con a strettamente maggiore di v/3, si ha invece
v(t) ~ /3t per t — +o0. Pill precisamente v(¢) ha come asintoto obliquo la
retta y = /3t + 2, infatti

<0,

24 /3t N t2
2—1  (22-1)(VI+322+3t)

che tende a 0% per t — +oo. Riassumendo, ci si trova nella situazione di
avere una sottosoluzione, v(t) per t > 1, che sta sopra una soprasoluzione,
m(t) = v/3t, entrambe asintotiche a v/3t. Per un (ormai) classico procedi-
mento, esiste una soluzione 7(t) compresa tra le due, per confronto anch’essa
asintotica a \/gt, in particolare asintoticamente lineare.

Per verificare che esistono soluzioni che esplodono esponenzialmente, co-
me gia osservato, non € possibile percorrere la strada di trovare sottosolu-
zioni del tipo w(t) = cet. Allo stesso tempo, se yo > 2t le soluzioni hanno
un comportamento asintotico governato dall’equazione w’ = w, dunque con
soluzioni effettivamente di tipo esponenziale. L’idea potrebbe allora essere
quella di cercare sottosoluzioni della forma we(t) = 2ce(!=8) con & > 0 (il
fattore 2 ¢ inserito solo per comodita), perché ci si aspetta che definitiva-
mente le soluzioni y(¢) siano maggiori di w.(t). Per esempio, per ¢ = 1/2 si
ha che w(t) 1= wy5(t) = 2cet/? & sottosoluzione per t > 0 se

v(t) — (V3t+2) =

@) < ftw(t) = e <VAc2et 412 -2 —
= 242 < VA2t 412 = e+ dcte!’? + 417 < 4cPet + 2
= pe(t) = 3c%e! — 4cte!’? — 3t% > 0.

Essendo limy_, 4 pe(t) = +00 esiste t. > 0 tale che per t > t. vale p.(t) > 0
cioe w(t) e sottosoluzione. Come prima, presa la soluzione y(t) del problema
di Cauchy relativa a un dato iniziale (to,yo) con to > t. e yo > w(ty), per
il Teorema del confronto si avra y(t) > w(t) = 2cet/? per t > to, da cui
'esplosione esponenziale di y(¢) all’infinito per ¢ — 4o0.

Alternativamente, e la seguente ¢ probabilmente la maniera pit semplice
di procedere per rispondere a entrambe le domande del quesito, si poteva
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osservare che f(t,y) > y— 2t per ogni y,t > 0, quindi ogni soluzione positiva
diy’ = f(t,y) & soprasoluzione per le soluzioni di 2’ = z—2¢. Dal metodo per
simiglianza, quest’ultima ha soluzioni del tipo z(t) = ce! + 2t + 2; per ¢ > 0
si ha z(t) > v/3t per ogni t > 0 con lim;_, 4 2(t) = +00 esponenzialmente,
e per confronto con z(t) si ottiene ancora ’esistenza di soluzioni che tendono
esponenzialmente a +oo. Si osservi che ¢ > 0 corrisponde a z(tg) > 2t + 2.
In definitiva, per confronto con z(t) tutte le soluzioni dell’equazione (13.8)
con dati iniziali yg > 2ty + 2 esplodono all’infinito esponenzialmente. Da
questa analisi discende anche che tutte le soluzioni che tendono all’infinito
meno che esponenzialmente devono avere grafico contenuto nella striscia
V3t < y < 2t + 2 dunque saranno necessariamente asintoticamente lineari
(si veda anche I'analisi in g)).

Per terminare, si osservi che la disuguaglianza f(t,y) < y — t per ogni
y,t > 0, implica che ogni soluzione positiva di ¢y’ = f(¢,y) & sottosoluzione
per le soluzioni di w’ = w — t, ovvero del tipo w(t) = ce! + ¢ + 1; per
¢ < 0 tali funzioni hanno grafico definitivamente contenuto nel semipiano
y < v/3t. Di conseguenza, preso w(ty) = yo, le soluzioni con dati yo < tg+ 1
verificheranno y(t) < w(t) = (yo — to — 1)e!~% + ¢ + 1 (almeno finché sono
positive) e definitivamente entreranno nella regione |y| < v/3t per cui, grazie
all’analisi in ¢), tenderanno a —oo per t — +oo.

f) Piu in generale verifichiamo che gli unici possibili asintoti rettilinei per
una soluzione sono le rette di equazione y = ++/3t + 2. Infatti, supponendo
che r(t) := y(t) — (at +b) = o(1) per t — 400, con a,b € R, ovvero che la
retta di equazione y = at + b sia un asintoto per la soluzione y(t), si ottiene
la seguente equazione per 7(t):

) =y (t) —a=Vy2(t) + 12 =2t —a = /(r(t) +at +b)2 + 12 — (2t + a)
_(r(t) +b)* —a® +2a(r(t) + b —2)t + (a® — 3)t?
B 2 + a+ /(r(t) + at + b)2 + 2 '

Dalla condizione r(t) — 0 per t — 400, passando al limite si ottiene

_ , 2a(b—2) 9
t£+moor (t) = TV + sgn(a” — 3)oc.
Per il criterio dell’asintoto dev’essere necessariamente a?—3 = 0, a(b—2) = 0
cioé @ = +v/3 e b =2, da cui la tesi.

g) Rimane aperta la questione di capire quali soluzioni tendono all’infi-
nito esponenzialmente e se, oltre alla 7(¢) trovata nel punto e), esistono altre
soluzioni che tendono linearmente all’infinito. Anzitutto, quale puo essere il
comportamento asintotico delle soluzioni che esplodono? Ovviamente non
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possono avere un comportamento sublineare, altrimenti definitivamente le
traiettorie entrerebbero nella regione y < v/3t e non potrebbero tendere a
+00. Dal punto precedente si & poi visto che 'unico asintoto obliquo possibi-
le per le soluzioni positive ¢ la retta di equazione y = v/3t + 2. Vediamo ora
che tutte le soluzioni asintoticamente lineari (tra le quali ci sono quelle che
ammettono un asintoto, ma non viceversa, perché?) soddisfano y(t) ~ v/3t.
L’analisi sara piu dettagliata, investigando in generale i possibili comporta-
menti asintotici delle soluzioni. Studiando ’equazione per z(t) = y(t)/t si
scopre che

z’(t)zy'(”y(“:iwmmﬁt 2mr1-2-2W,

t

Se limy—, o 2(t) = 400, passando al limite nella relazione precedente si ha

lim /(1) = Jim () (VIT /20 ~ 1) = oo,

t—+00 t—+o0 z(t) t

che & compatibile col limite lim; 4 2(t) = 400; cid dice che a priori l'e-
quazione differenziale permette I'esistenza di eventuali soluzioni superlinea-
ri. Se, invece, limy_, o 2(t) = limy—, 40 y(t)/t = X € R, passando sempre al
limite si ottiene

o : 2(t)
S 70 = i (VEOFT -2 55) = VT -2
Per il Criterio dell’asintoto dev’essere v/A2 + 1—2 = 0 da cui A = /3 oppure
A= —V3 e limy o0 y(t)/t = /3, dunque le eventuali soluzioni asintoti-
camente lineari e positive di (13.8) dovranno verificare y(t) ~ v/3t. Questa
analisi comporta anche che non possono esistere soluzioni asintoticamente
strettamente sublineari (come d’altronde gia osservato nel punto e)). Si
osservi che pill in generale, posto z,(t) = y(t)/t? con p > 1, si ottiene

/
y_Yy vy _ 1 2oy 2 20 2 P
= T —tp(\/y + 2 — 2t) 2 =1\/z+t pris W

Come sopra se z,(t) — A, € R, passando al limite per t — 400 e grazie
al Criterio dell’asintoto si ottiene 0 = limy 4o 2,(t) = [Ap|. Se, invece,
2p(t) — +oo allora z,(t) — +oo. In altre parole non esistono soluzioni
che siano asintotiche a tP per p > 1, mentre soluzioni che crescono piu
rapidamente di tP per ogni scelta di p > 1 sono compatibili con ’equazione
differenziale. Cio suggerisce che potrebbero esistere soluzioni che crescono

almeno esponenzialmente, fatto confermato dall’analisi in e).
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Si noti che per dimostrare l'esistenza del limite lim; 1 y(t)/t, per il
Teorema di de L’Hopital ¢ sufficiente verificare U'esistenza di limy_, o 3/ (%);
per quest’ultimo, per esempio, ci si puo ricondurre a studiare la derivata
seconda di y(t). Poiché

2yy’ + 2t
"= (V2 -ot) = 2 2
v =Wy A Wies

y(VPP P2+t (- 2VP i1 -2y)
VY2 ViR + 12 ’

si ha dunque y” > 0 se e solo se (y — 2)\/y? +t? > t(2y — 1). Tale dise-
quazione si puo risolvere rispetto a t. Pili precisamente e restringendosi agli
y,t > 0, se 1/2 < y < 2 il primo membro ¢ negativo il secondo positivo,
dunque non & mai verificata; se y > 2 si puo elevare al quadrato ottenendo

(=22 +1*) > 2y —1)° <= yy—-27°>30"-1)

= V3(y?—1)

Infine, se 0 < y < 1/2 si puo elevare al quadrato la disequazione equivalente
(2 — y)\V/y? + 12 < t(1 — 2y) ottenendo con calcoli analoghi y?(y — 2)? <
3t2(y? — 1) che non & mai verificata (il primo membro & positivo, il secondo
negativo). In definitiva, le soluzioni sono concave nella striscia 0 < y < 2,
t>0,epery>2t>h(y),si veda la Figura 13.20. Si noti che

h(y)_y—2:y—2< Yy _): y—2
VBT VB NP1 T B DV D)
da cui

. y - 2 N+

i (10 2) =

e t = h(y) ha come asintoto la retta di equazione t = (y — 2)/v/3; passando
alle funzioni inverse si ottiene che y = h~!(¢) ¢ asintotica all’inversa di
t = (y — 2)/V3 ovvero h™(t) ~ /3t + 2 anzi, analogamente a v(t), ha
proprio tale retta come asintoto, si veda la Figura 13.20.

Dall’analisi appena vista si ha che 3" ha un segno ben definito, quindi 3’
€ monotona e ammette limite, per tutte le soluzioni interamente contenute
in una delle due regioni del primo quadrante divise dal grafico di t = h(y).

Sarebbe anche interessante valutare y = h~!(¢) come eventuale sopra
o sottosoluzione dell’equazione differenziale; purtroppo l'inversa di A non &
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Y . y=V3t+2

y=h"1(t

y=V3t+3

Figura 13.20: a) il grafico della funzione y = h=1(¢) e il segno di y”(t); b)
confronto tra le funzioni y = h=1(t), y = V3t +2, y = V3t + /3

esprimibile elementarmente. Si puo pero osservare che, almeno formalmente,

d d 1
<ttty = d;zf(ty)

dt —
cioe scambiando il ruolo delle due variabili dipendente e indipendente, una
sottosoluzione in futuro per l’equazione %’ = f(t,y) ¢ equivalente a una
soprasoluzione per ’equazione % = f(tly). Si osservi che tale cambio di

variabili ¢ giustificato nelle regioni dove le soluzioni y(t) sono strettamente
monotone, nel nostro caso crescenti, ovvero dove f(t,y) > 0, per esem-
pio nella regione di piano y > /3t > 0. Di conseguenza, y = h™(t) &
sottosoluzione di (13.8) se e solo se t = h(y) € soprasoluzione dell’equazione

dt(y) 1

dy  \yE+2(y) — 2t(y)

Con (molta pazienza e) molti calcoli si potrebbe verificare che ¢ effettiva-
mente una soprasoluzione.

Procediamo ora con 'analisi asintotica: visto il ruolo giocato dalle fun-
zioni y = V3t+2e Yy = V/3t nel punto e), viene spontaneo provare a cercare
sopra e sottosoluzioni di (13.8) tra le funzioni della forma z,(t) = v/3t + b,
con b > 0. Come in precedenza z, ¢ soprasoluzione se

24t) > flt, ) <= V3> \/(\/§t+b)2+t2—2t —
= V32> VAR VB0 = 2V3(2 D)t > b — 3.

Se b < /3 tale disequazione ¢ banalmente verificata per ogni t > 0 dun-
que z, ¢ ivi soprasoluzione; se v/3 < b < 2 la disequazione ¢ verificata per
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t >ty := (b — 3)/(2v/3(2 — b)) quindi z;, & definitivamente soprasoluzione.
Infine, se b > 2 la disequazione non ¢ mai verificata, ovvero & sempre vera
la disequazione col verso scambiato, cioe z;, & sottosoluzione per b > 2. In
particolare z \/g(t) = V3t + /3 ¢ una soprasoluzione che sta sotto la sotto-
soluzione zo(t) = v/3t + 2, dunque (per il solito principio) esistera almeno
una soluzione y(t) (possibilmente coincidente con quella individuata in e))
che & compresa tra le due per ogni t > 0. Come precedentemente fatto per
le wg, € poi possibile costruire un’altra soprasoluzione a partire dalle z; con
V3 < b < 2. Osservando che intuitivamente t; dovrebbe essere crescente
rispetto a b, ci si aspetta che la funzione il cui grafico coincide col supporto
della curva definita implicitamente da b +— (¢, 2(5)) sia soprasoluzione per
ogni t > 0. Come in precedenza, invertendo la relazione t = t; si ottiene

t=t, < 2V32-bt=02-3 <= b +2V3th—(3+4V3t)=0

= b=0b(t) = V3t* +4V3t + 3 — V3,
dove si ¢ utilizzato che b > /3, e si definisce
u(t) = zypy(t) = V3t +b(t) = V3t* + 4v/3t + 3.
Come aspettato b(t) & crescente per ¢ > 0, infatti

6t+4\/§ 3
2/3t2 + 43t + 3
3

— >0,
(3t + 23 + /912 + 12v/3t + 9) /312 + 4v/3t + 3

V(t) =

ma si poteva calcolare anche

>0 per V3 <b<?2,

dty, 1 'd<b2—3)_(b—1)(3—b)
db 23 db\2—-b/  2\3(2—1b)?

da cui ancora db/dt > 0 per i corrispondenti t. Allora u(t) ¢ soprasoluzione,
essendo

() = f(tu(t)) = V3 V(1) = f(t, 20)(1) = V() > 0.

Poiché u(t) < V3t + 2, infatti

1
V3t +2 —u(t) = >0,
V3t+24+ 32+ 43t +3
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e u(t) ha come asintoto la medesima retta y = /3t + 2, cid restringe la
ricerca delle soluzioni asintoticamente lineari 7(¢) alla regione definita da
u(t) < y < V/3t + 2, notevolmente piti ristretta rispetto alla precedente
V3t + /3 < Yy < V3t + 2, si veda la Figura 13.21.

y=V3t+V3

Figura 13.21: a) Il grafico della funzione y = w(t) confrontato con le funzioni
y=+/3t+2,y=1+/3t++/3; b) un ingrandimento

Osserviamo una proprieta della funzione w(t). L’insieme dei punti del
primo quadrante dove il campo vettoriale f ha la direzione della retta di
equazione y = /3t + 2 ¢ identificato da f(¢,y) = V3 con y,t > 0, ovvero

Vi2+2=2t+V3 <= 2 =3t2+4V3t+3,

quindi tale insieme coincide proprio col grafico di u(t). Inoltre, risolvendo

I'equazione y = /3t2 + 443t + 3 rispetto a t > 0 si ottiene

1442 -2
32 4+4V3t+3 -9yt =0 = t:u—l(y):J:/yg.

Comparando u~!(y) con la funzione h(y) ottenuta studiando la convessita,
con un po’ di calcoli si trova che

(13.9)
i) by = VA2 WD

V3 V32 —1)

= (8y*(y —2)(2y — 1)+9)/<(\/y4— 1+2v/y2 = 1+y(y - 2))

V32— 1) (4P (y —2) + 3+ 4y(y — 2)V/y? — 1)),

che ¢ positivo per y > 2, essendo ogni fattore positivo. Da cio discende
che il sottografico di u(t) & tutto contenuto nella regione di concavita delle
soluzioni dell’equazione differenziale. Essendo u(t) una soprasoluzione, per
confronto segue che in futuro ogni soluzione y(¢) con dati yo < u(tp) ha il
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grafico contenuto nella regione y < u(t) dunque, come funzione, ¢ concava.
Siccome yo < u(to) si ha y/(to) = f(to,yo) < V/3, e poiché y(t) & concava
y'(t) & decrescente per cui, finché y(¢) ha grafico nel primo quadrante, si avra
y'(t) < v/3. Cid implica che il grafico di y(t) intersecherd la retta di equa-
zione y = /3t in tempo finito, da cui lim;_,, . y(t) = —oo, e tutte queste
soluzioni non potranno esplodere a +o0o. D’altro canto tutte le soluzioni con
dati iniziali sopra la retta di equazione y = 2t 4+ 2 esplodono esponenzial-
mente. Resta da comprendere cosa succede per le soluzioni con dati iniziali
tra le due rette, ovvero in V3t +2 < y < 2t + 2. Poiché y = /3t + 2 ¢
sottosoluzione in futuro, I'insieme y > v/3t 4+ 2 ¢ invariante in futuro per la
soluzione; inoltre per y > /3t 4 2 si ha

Flty) > f(t,V3t+2) = VA2 + 43t +4 — 2t

4/3t + 4
ik > V/3,
2t + /412 + 43t + 4

per ogni t > 0. La regione y > v/3t + 2 & contenuta nell’insieme di con-
vessitd per le soluzioni, per cui y/(tg) > V3 ey crescente implicano che
Flimy 400 %/ (t) > V3. Ma allora necessariamente lim;_, o0 3/ (t) = +o0 e
definitivamente la soluzione entrera nella regione y > 2t+2 per cui esplodera
esponenzialmente per ¢ — +o0o. Alternativamente, senza volere utilizzare
I’analisi asintotica a priori, essendo y/(tg) > v/3 e 3/(t) crescente si avra che
esiste t; > to per cui y(t1) = V3t +4/\/§; analogamente a prima, per t > t;
si avra

8t +16/3
2t + +/4t2 + 8t 4+ 16/3

fty) = f(t,V3t+4/V3) =

ed essendo y/(t) sempre crescente, definitivamente per t > ¢; il grafico
della soluzione y(t) intersechera quello della retta y = 2t + 2, ottenendo
nuovamente 1’esplosione esponenziale all’infinito della soluzione.

In conclusione, le soluzioni con andamento asintoticamente lineare devo-
no essere cercate tra quelle con dati iniziali (e grafico) contenuti nella regione
u(t) <y < v/3t + 2, 0 ancora meglio in u(t) <y < h™1(t) =: w(t). Tra que-
ste ce n’¢ almeno una, diciamola F(¢). In ogni caso, o una soluzione esce
definitivamente da questa regione (e allora esplode a —oo o esponenzialmen-
te a +00) oppure ha il grafico sempre ivi contenuto e avra come asintoto la
retta y = /3t + 2; non sembra perd semplice distinguere tra questi due casi
a partire solamente dai dati iniziali, seppure contenuti in u(t) < y < w(t).

Le limitazioni trovate permettono anche di individuare lo sviluppo asin-
totico di (o delle) 7 in serie di potenze : essendo u(t) < F(t) < w(t) ba-
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sta trovare gli sviluppi di u(t) e w(t) per t — +oo. Per u(t) non ci sono
particolari difficolta: il suo sviluppo fino all’ordine 1/t? ¢

4 1
= V32 + 43t + 3 = V3t L+t

V3t
S G e )
= ft+2—7 312 +o(1/1%).

Per quanto riguarda y = w(t) = h~!(¢) lo sviluppo & piti complicato perché
non se ne possiede una forma esplicita, la quale pero esiste per t = h(y).
Si puo procedere per esempio in due modi: il primo, si sviluppa anzitutto
h(y), ottenendo (per facilita fino all’ordine 1/y, ma si puo fare I’analogo per
lo sviluppo fino all’ordine 1/y? e oltre)

oy Ww=2  yw-2) _y-2. . oy
== T Ve v T
Zy_\/;(l—;(—;)JrO(l/yz)) y\[2+2\f+0(1/y).

A questo punto essendo y = h~1(t) = /3t + o(t) allora o(1/t?) = o(1/yP)
per ogni p, e dalla relazione sopra segue

) = Y2 ! y=2, 1.
t=nh(y) = 7 +2\/§(\/§t+o(t))+o(1/t) 7 tagt (1/¢),

da cui, riordinando i termini, si ottiene il seguente sviluppo per w(t)

_ 1
wt)=h"Yt) =y =3t +2— mﬂ(m).

Alternativamente si pud procedere come segue. L’equazione t = h(y) equi-
vale a y?(y — 2)2 + 3t2(1 — y?) = 0. Volendo trovare lo sviluppo fino al
termine 1/t2, supponendo che la soluzione y = h~'(t) di tale equazione
abbia un’espansione del tipo y = v/3t + 2 + ¢/t + d/t? + o(1/t2), si ottiene

(\/§t+2+§+%+o(tl2)>2(\/§t+%+t%—l—o(t%)f—k
+32(1 - (\/§t+2+§+t%+o(t%))2) ~0,
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Oovvero
4 1 3
<3t2+4+4ft+2cf+ f+tc+0(t2))(3t2+2 f+7f+0( ))
1
+32(1— (3t2+4+4\ft+2cf+ f+ C+0(5))) =0,
t t
da cui

3(2¢v/3 4+ 1)t + 6(dvV3 + 4e)t + O(1) =

Affinché tale relazione sia soddisfatta deve necessariamente essere

2c/3+1=0
dV3+4c=0,
da cui ¢ = —1/(2v/3), d = 2/3, per cui lo sviluppo diventa
w(t) = h7Y(t) = VBtro— — 12 1, (1)
2¢/3t 3t

Si osservi che u(t) e w(t) hanno lo stesso sviluppo fino all’ordine 1/t per
cui ci si aspetta che anche g(t) = /3t + 2 — 1/(2v/3t) + o(1/t). Le due
funzioni differiscono invece per il termine 1/t? essendo

1 1

(13.10) w(t) —ut) =h=Ht) —u(t) = 37T o( 5)-

Per ottenere questa formula (e di conseguenza che w e u coincidono fino
all’'ordine 1/t), alternativamente si poteva osservare che da (13.9) segue che
16y* 1
. +o(—

1
161/3y5 *tola) = V3y? )

Poiché per t — +o0 sia u(t) che h~1(t) sono asintotiche alla retta y = v/3t+2,
lungo il grafico di tali funzioni si ha y ~ /3t per cui

(A1) = u(t) ~ V3(u™ (y) — h(y)),

N (y) — h(y) = %

e in definitiva

(70 - u(®) ~ V(2

1 1 1 1 1
V3y? (7)) = (V31)2 +0(t3) =32 +0(t7).

In realta, si noti che leffettiva espansione per 7(t) poteva essere de-
dotta direttamente dall’equazione differenziale stessa. Infatti, supponendo
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che §(t) = V3t + 2 + ¢/t + d/t? + o(1/t?), derivando si ottiene (almeno
formalmente) 7' (t) = v/3 — ¢/t2 + o(1/t?); inoltre

VIR + 12 =2t = \/(\/§t+ 2+ c/t+d/t? +0(1/t2))2 +12— 2t
= \/4t2 + 43t 4+ 44 2¢V3 + (4c + 2dV/3) [t + o(1/t) — 2t

= 2t\/1 +V3/t+ (2+ ¢V3)/(2t2) + (2¢ + dV/3) /(263) + o(1/t3) — 2t
= Qt[l - 1<\£ 25V 2e+dV3 —|—0(l

A 213
1/vV3 2+c¢V3 2c+dV3 1
LB 2l 2er 3
g\ ¢ 2t 2t t

1 /V3 2+¢/3 2c+dV3 1
T L st

16\ ¢ 2t 213
14+ 2cv/3  2¢c+4dv3 —+/3 1
=V3+ 4t\f+ 8;2[ \[—Fo(—).

Affinché valga 7' (t) = \/7%(t) + t2 — 2t dovra quindi essere

142¢v/3=0
(2¢ +4dv/3 — V/3)/8 = —c,

da cui ¢ = —1/(2v/3) e di conseguenza d = 2/3. In definitiva

1 2 1
yt) = t ) — — —
y() \/g + 2\/§t+3t2+0(t2)’

dunque 7(t) ha il medesimo sviluppo di w(t) fino all’ordine 1/t
Come ottenere una stima del (o di un) dato iniziale g, per cui la relativa

soluzione ¢ del tipo F(t), compresa tra u(t) e w(t) e asintotica alla retta y =

V/3t + 2? Una modo & prendere un qualsiasi 7 arbitrariamente grande e un

relativo valore y, contenuto tra u(7) e w(7),

per esempio la media y, = (u(7)+w(7))/2= [+ [y, y(0; 7, y7)

u(r)+(W(r) —u(r))/2 = u(r)+1/(67%) (qui % 5.371816 | 1.83644

si e sfruttato (13.10)), e calcolare il valore 10.613247 | 1.839315
. 7 14.088911 | 1.839368
yo = y(0;7,y,) che la soluzione con dato 10 | 19.294611 | 1.839374

iniziale y(7) = y, assume al tempo ¢t = 0 | 20 | 36.627368 | 1.839374
(tale soluzione ha grafico compreso tra u(t) 30 | 53.275018 | 1.839374
e w(t) almeno per ¢ € [0, 7]). All’aumentare

di 7 il valore di yo dovrebbe diventare sempre piu preciso. Nella tabella sono
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riportati alcune valori di 7 e del corrispondente dato iniziale yo = y(0; 7, y,)
(calcolato numericamente) che approssima y,. Sembrerebbe che il valore
di 7, alla sesta cifra decimale si assesti a circa 1.839374 gia per piccoli 7.
Aumentando la precisione si trova g, ~ 1.839374377219. In Figura 13.22 si
puo osservare la corrispondente soluzione %, () confrontata con le funzioni
w(t) e u(t); si noti come y,,(t) approssimi bene la soluzione asintoticamente
lineare g(t) fino a circa t = 20 diventando minore di u(t) per i ¢ successivi.

Figura 13.22: La soluzione ,,(t) (in rosso) calcolata numericamente e
confrontata con le funzioni y = w(t) e y = u(t) (linee tratteggiate)

Per concludere, in Figura 13.23 viene presentato I’andamento globale
delle soluzioni dell’equazione differenziale.

1Y

Figura 13.23: a) andamento complessivo del campo vettoriale insieme ai due
asintoti per le soluzioni (linee tratteggiate); b) grafico (non in scala 1:1) di
alcune soluzioni, in rosso una soluzione 7(t) asintotica alla retta y = /3 -+ 2

h) Sia y(t) una soluzione definitivamente decrescente, dunque soddisfa-
cente |y(t)] < v/3t. Si osservi che per tale limitazione ogni soluzione ha
comportamento al piu lineare, ma per l’analisi nel punto g) non esistono
soluzioni asintoticamente strettamente sublineari. Quindi ogni soluzione
decrescente deve essere asintoticamente lineare e per il punto f) 'unico pos-
sibile asintoto puod essere la retta di equazione y = —v/3t + 2. Verifichiamo
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che effettivamente ogni soluzione di questo tipo tende a questa retta; cio non
¢ automatico perché una funzione puo essere asintoticamente lineare senza
per questo ammettere asintoto. Posto allora d(t) := y(t) — (—v/3t + 2), la
tesi equivale a dimostrare che d(t) — 0 per ¢ — +oo. Essendo interessati
al comportamento asintotico per t — +o0o si pud inoltre supporre t > /3.
L’equazione differenziale che governa ’evoluzione di d(t) e

yo(t) + 2 — (2t — V/3)°
z—fwﬁ

dt)=y'(t)+V3=Vy2(t) +12 -2t + V3=

_(d(t) — V3t +2)? — 32 + 43t — 3
e V3+ \/(d(t) — V3t +2)2 412
_ d?(t) — 2(v/3t — 2)d(t) + 1

2t V3 ) - VB2 22

=:g(t,d(t)).

1l campo vettoriale g(t, d) & di classe C™ nell’aperto A =]v/3, +-00[xR; inol-
tre si annulla sull’insieme del piano t — d definito da d? — 2(\/§t —2)d+1=0
che rappresenta un’iperbole di asintoti d = 0 e d = 2(v/3t — 2); alcune
soluzioni e il campo vettoriale g sono rappresentati in Figura 13.24.

d d —=d_(t)

17

Figura 13.24: a) Pandamento del campo vettoriale g(¢, d) con 'insieme (iper-
bole) su cui si annulla; b) 'andamento di alcune soluzioni (in blu) rispetto
alla funzione d_(t) (linea tratteggiata)

Tale insieme si puod esprimere come t = t(d) = (d? +4d +1)/(2v/3d),
oppure risolvendo d in funzione di ¢, ottenendo i due rami

di(t) = V3t —241/(V3t —2)2 — 1 =3t — 2+ 1/3t2 — 4V/3t + 3,

che sono le inverse locali delle restrizioni di #(d), rispettivamente, agli in-
tervalli [1,4+o00] e |0, 1]. Essendo ¢(d) crescente nel primo intervallo e decre-
scente nel secondo si ottiene che d (t) & crescente in [t(1), +oo[ = [v/3, +-00[
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mentre d_(t) & decrescente nel medesimo intervallo. Cio, unito al fatto che
g(t,d+(t)) = 0, implica che d;(t) e d_(t) sono, rispettivamente, una so-
prasoluzione e una sottosoluzione per l'equazione d' = g(t,d). Fissato ora
un dato iniziale y(ty) = yo con ty > /3, cio identifica un dato iniziale
d(tp) = yo + /3ty — 2 per 'equazione d’' = g(t,d). Se d(tg) < d_(to) la corri-
spondente soluzione ¢ inizialmente crescente e lo rimane finché d(t) < d_(t).
Ci sono dunque due eventualita: i) d(t) < d_(t) per ogni t > t(, oppure ii)
esiste t1 > tg tale che d(t1) = d_(t1) e per confronto si avra d(t) > d_(t) per
ogni t > t;. In questo secondo caso si ricade anche quando d(tg) > d_(to).
Nel primo caso si ha quindi d(t) sempre crescente e limitata superiormente
da d_(t). Per il criterio di limitatezza d(t) ¢ globalmente definita in futuro
e ammette limite lim;_, o d(t) =: dso; per confronto tale limite appartie-
ne a |d(tp),0]. Nel secondo caso la soluzione ¢ definitivamente decrescente,
limitata dal basso da d_(t) e come prima ammette limite ds € [0,d(t1)].
Passando al limite nell’equazione per ¢t — 400 si ottiene

lim d(t) = lim —2v3td(t) + oft) _ —ﬁdo@,
t—00 t—-00 4t + o(t) 2

e per il Criterio dell’asintoto segue d = 0 cioe la tesi.

Per completezza, si puo dimostrare che il caso i) non accade mai. Infatti,
se fosse d(t) < 0 per ogni t si avrebbe 0 < /3t — 2 — d(t) < v/3t — 2 — d(t)
per cui

1 1

> : »
23+ \/(\/§t o d)z+ee F)

a'(t)

ed essendo k(t) ~ 4t per t — 400 seguirebbe

+oo , +o0 1 +00 1
— — > RS ~ —_ =
d(to) /t d(s)ds > /t s /t Lds=to0,

0 0 0

un assurdo. Dunque esiste t* > ¢( per cui d(t*) = 0 (a questo caso ci si
riconduce anche quando 0 < d(tp) < d—(tp)) e per trasversalita deve allora
esistere t1 > t* tale che d(t1) = d_(t1) e si ricade nel caso ii).

In particolare si ha d(t) > 0 definitivamente per t — +o0; in relazione
all’equazione (13.8), cio significa che le soluzioni y(t) che si avvicinano al-
'asintoto y = —v/3t 4+ 2 devono farlo definitivamente dall’alto, dunque tali
soluzioni sono definitivamente convesse.
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Esercizio 13.3 Dimostrare che il problema di Cauchy
=2,/t2 —
(13.11) {y [#2 = Iyl
y(0) =0,
ammette unicita della soluzione in futuro.
Esercizio 13.4 Data l’equazione differenziale

_ oyt
oty + 17

(13.12) Y

gia considerata nell’Esercizio 4.21,

a) studiare, al variare di y(0) = yo, l'esistenza e I'eventuale valore dei
limiti limy— oo y(t) e limy—, oo y(t);

b) dimostrare che le eventuali soluzioni per cui limy_, o y(t) = 400 sono
asintoticamente lineari;

c) provare che tutte le soluzioni sono globalmente definite in futuro e
passato.

Esercizio 13.5 Data ’equazione differenziale
y =1In(t? +2¢Y) —y — In(t* + 1),
gia considerata nell’Esercizio 6.23,

a) dimostrare che se y/(t) ammette limite per t — 400, tale limite deve
essere nullo; provare infine che effettivamente il limite esiste;

b) dimostrare che tutte le soluzioni sono asintotiche per ¢ — 400 alle
medesima funzione, da determinare esplicitamente.

Esercizio 13.6 Si consideri ’equazione differenziale

gia affrontata nell’Esercizio 8.25. Senza utilizzare la formula risolutiva per
la generica soluzione,

a) provare che tutte le soluzioni sono globalmente definite in passato e
studiare il loro comportamento per ¢t — a*;
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b) fissato ora il dato iniziale y(1) = y; > gy, dove § & preso come in
b) dell’Esercizio 8.25, provare che la relativa soluzione ¢ globalmente
definita in futuro. Cosa si puo dire se y; < §? Esistono soluzioni non
globalmente definite in futuro?

c) Nel caso y; > gy, dimostrare che lim;_, 1, y(t) esiste finito (Suggeri-
mento: dimostrare che definitivamente y(t) < ct per qualche ¢ > 0 e
utilizzare questa disuguaglianza nell’equazione differenziale).



Appendice

Alcuni risultati di topologia

Spazi metrici (e topologici) compatti

Richiamiamo le definizioni di compattezza negli spazi metrici. Sia (X, d)
una spazio metrico e sia F C X.

Definizione A.1 L’insieme E si dice compatto per successioni (o sequen-
zialmente compatto) se ogni successione (xp)nen @ valori in E ammette una
sottosuccessione (xp, )ren convergente a un punto di E.

L’insieme E si dice relativamente compatto per successioni (o relativamen-
te sequenzialmente compatto) se E & compatto per successioni cioé se ogni
successione (zp)nen a valori in E ammette una sottosuccessione (Tp, )keN
convergente a un punto di X (non necessariamente di E ).

Definizione A.2 L’insieme E si dice compatto per ricoprimenti (o, bre-
vemente, compatto) se ogni ricoprimento aperto di E ammette un sottori-
coprimento finito, cioé se per ogni famiglia (Ay)acr di aperti di X tale che
E C Uper Aa esiste J C I sottoinsieme finito tale che E C | c; Aa-

L’insieme E si dice relativamente compatto se la chiusura E ¢ compatta.

Le due precedenti definizioni si applicano anche al caso piu generale in cui
(X, 7) & uno spazio topologico non necessariamente metrico.

Definizione A.3 Lo spazio metrico X si dice completo se ogni successione
di Cauchy in X é convergente.

Definizione A.4 L’insieme E si dice totalmente limitato se per ognie > 0
esistono x1,%a,...,xNn € E tali che E C Ugﬂ B(xy,e) cioé se per ogni
x € E esiste k=1,...,N tale che d(x,z) < €. L’insieme {x1,x2,...,xN}
st dice e-rete.

412
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Ricordiamo che ogni sottoinsieme FE di uno spazio topologico (X, 7) puo
essere visto come spazio topologico munito della topologia 7 indotta da 7
su E. Si puo dimostrare che la proprieta di compattezza di E & indipendente
dalla topologia nel senso indicato dal seguente lemma.

Lemma A.5 Sia (X, 7) spazio topologico e sia E C X un sottospazio. Al-
lora (E,Tg) € uno spazio topologico compatto nella topologia indotta se e
solo se E ¢é sottoinsieme compatto di (X, T) nella topologia di X .

DIMOSTRAZIONE Supponiamo che (F, 7g) sia spazio topologico compat-
to. Preso un ricoprimento di F con (A, )qer aperti di X, per definizione di
topologia indotta (AqNE)qer € un ricoprimento di E con aperti nella topolo-
gia indotta. Per compattezza esiste J C I finito tale che £ = |, ;(AaNE),
ma allora E C |J,c; Aq ed E ¢ sottoinsieme compatto di X.

Viceversa, sia E sottoinsieme compatto di (X, 7). Sia (Bg)acs un rico-
primento di £ con aperti di E. Per definizione di 7, per ogni « esiste A,
aperto di X tale che B, = A, N E. Ma allora (A, )aer € un ricoprimento
di E con aperti di X e poiché E & sottoinsieme compatto di X esiste un
sottoinsieme finito .J di I tale che E' C | J,.; Aa. Di conseguenza si ha anche
E = aey Ba percio (E, 7g) € uno spazio topologico compatto. O

Per un generico spazio topologico le due nozioni di compattezza sono
distinte. Nel caso degli spazi metrici vale invece il seguente teorema.

Teorema A.6 (di caratterizzazione degli spazi metrici compatti)
Sia (X,d) spazio metrico e sia E C X. Sono equivalenti

1. E é compatto;
2. E ¢ sequenzialmente compatto;
3. E ¢é completo e totalmente limitato.

DIMOSTRAZIONE E gia noto dai corsi di Analisi Matematica degli anni
precedenti che 1. e 2. sono equivalenti e che la compattezza (sequenziale)
implica la completezza di E. Verifichiamo che se F & compatto allora e
totalmente limitato. Fissato ¢ > 0 la famiglia (B (x,e))x cp © ricoprimento
aperto di E. Per compattezza esiste un sottoinsieme finito J di E tale
che E C (J,c; B(z,e). L’insieme J ¢ allora una e-rete ed E ¢ totalmente
limitato.

Viceversa, dimostriamo che 3. implica 2. Fissata (x,) successione in F
dimostriamo che ammette sottosuccessione convergente in E. Fissato e =1

sia {z{, 23,..., 2, } una l-rete. Allora esiste z; tale che B(zj ,1) contiene
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Zp, per infiniti valori dell’indice m. Sia x,, un tale elemento. Poiché ogni
sottoinsieme di un insieme totalmente limitato ¢ ancora totalmente limitato
(verificarlo per esercizio), Fy := B(z,il, 1) N E C E ¢ totalmente limitato.
Sia {22, 23,..., 2]2\,2} una 1/2-rete di E1. Come in precedenza esiste 2,32 tale
che B(z,,1/2) contiene x, per infiniti valori dell'indice n > ny. Sia @y,
un tale elemento. Per induzione si costruisce una sottosuccessione () di
(xn,) e una successione (zij) di punti di E tali che z,, € B(zij, 1/27-1)
per ogni A > j. In particolare per la disuguaglianza triangolare si ha che
d(zp,, xn,) < 1/277% per ogni i,h > j da cui segue facilmente che (zy,)
¢ di Cauchy. Per la completezza di E tale sottosuccessione converge a un
elemento di F, da cui la tesi. O

Spazi metrici (e topologici) separabili

Definizione A.7 Uno spazio topologico (X, T) si dice separabile se esiste
un sottoinsieme contabile (cioé finito o al pit numerabile) e denso, cioé se
esiste G C X contabile tale che G = X.

Per esempio R™ con 1'usuale topologia ¢ separabile, infatti il sottoinsieme
Q™ & denso e numerabile. Piu in generale si potrebbe dimostrare che ogni
spazio topologico che soddisfa il “secondo assioma di numerabilita” (esiste
una base di aperti numerabile) & separabile (per approfondire ’argomento
si consulti un libro di topologia).

Esercizio A.8 Dimostrare che ogni sottoinsieme aperto A di R™ ¢ (come
sottospazio topologico) separabile. Cosa si puo dire dell’insieme R™ \ Q"
(per facilita considerare il caso n = 1)7

Esercizio A.9 Un celebre teorema di approssimazione dovuto a Weier-
strass afferma che ogni funzione continua f : [a,b] — R puo essere appros-
simata uniformemente in [a,b] con un polinomio, cioé che per ogni € > 0
esiste un polinomio P tale che ||f — P|| < e. A partire da questo risultato
dimostrare che lo spazio metrico (C([a, b],R),doo) & separabile.

Teorema A.10 (di separabilita degli spazi metrici compatti) Ogni
spazio metrico compatto € separabile.

DIMOSTRAZIONE Sia (E, d) spazio metrico compatto. Per il Teorema A.6
FE ¢ totalmente limitato, dunque ammette e-reti per ogni scelta di € > 0. In
particolare, per ogni n € N sia R, una 1/n-rete. L’insieme R = (J,,cn R ©
(al pitt) numerabile. Inoltre fissato € E e ¢ > 0 sia n. tale che 1/n. < e.
Poiché R, e 1/n.-rete, esiste z. € R,,. C R tale che d(z,z.) < 1/n. < e,
quindi R e anche denso e in conclusione E & separabile. O
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Insiemi compatti in C(EF,R)

In questa sezione caratterizzeremo i sottoinsiemi compatti di C(F,R) dove
(E,d) e una spazio metrico compatto. Ricordiamo anzitutto che definiti

C(E,R) :={f: E — R continue},

1£1]oc 5= max | £(2)],

insieme (C(E,R), ||-||o) & uno spazio normato (dunque metrico) completo.

Prima di passare a enunciare e dimostrare il teorema principale, dia-
mo alcune definizioni che saranno utilizzate nel seguito. Sia (E,d) spazio
metrico (non necessariamente compatto).

Definizione A.11 Un sottoinsieme F C C(E,R) si dice equicontinuo se
per ogni fissato x € E e e > 0 esiste § = dz(x) > 0 tale che per ogniy € E
con d(y,x) < 9 e per ogni f € F si ha |f(y) — f(z)| <e.

Osserviamo che se f ¢ continua in F allora per ogni fissato x € Fee > 0
esiste § = 0:(z, f) > 0 tale che per ogni y € E con d(y,z) < 0 si ha
|f(y) — f(z)] < e. Un insieme F & dunque equicontinuo se il § puo essere
scelto indipendente da f € F.

In maniera analoga si definisce

Definizione A.12 Un sottoinsieme F C C(E,R) si dice equiuniformemen-
te continuo se per ogni fissato € > 0 esiste § = 6. > 0 tale che per ogni
x,y € E tali che d(y,z) < § e per ogni f € F si ha |f(y) — f(z)| <e.

Definizione A.13 Un sottoinsieme F C C(FE,R) si dice puntualmente li-
mitato se per ogni x € E esiste M = My > 0 tale che |f(z)| < M per ogni
ferF.

Definizione A.14 Un sottoinsieme F C C(E,R) si dice equilimitato se
esiste M > 0 tale che per ogni x € E e ogni f € F sia |f(x)| < M, ovvero
se ||flloo < M. In altre parole F ¢ equilimitato se e solo se F ¢é limitato in
C(E,R) rispetto alla norma infinito.

Definizione A.15 Un sottoinsieme F C C(E,R) si dice equilipschitziano
se esiste L > 0 tale che per ogni x1,x9 € E € ogni f € F sia

|f(z1) = f(22)| < Ld(1,72).
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Osservazione A.16 E facile dimostrare che (farlo per esercizio)
equilipschitzianita = equiuniforme continuita — equicontinuita

e che in generale non valgono le implicazioni inverse. Se pero E & anche
compatto allora si ha

equicontinuita = equiuniforme continuita

come viene dimostrato nel seguente teorema che estende quello di Heine-
Cantor sull’uniforme continuita delle funzioni continue definite sui compatti.

Teorema A.17 Sia (E,d) spazio metrico compatto. Se F C C(E,R) é
equicontinuo allora é anche equiuniformemente continuo.

DiMOSTRAZIONE Ricordiamo che, essendo metrico, E € anche sequenzial-
mente compatto. Per assurdo supponiamo che F non sia equiuniformemente
continuo; allora esiste € > 0 tale che per ogni § > 0 esistono zs,ys € E con
d(xs,ys) < 9 ed esiste fs € F tale che |fs(zs5) — fs(ys)| > €. in particolare,
per ogni n € N esistono x,, y, € E con d(zy,y,) < 1/n ed esiste f, € F tale
che |fn(xn) — fu(yn)| > €. Per la compattezza sequenziale di E, eventual-
mente passando a sottosuccessioni, si ha che x,, — Z con ¥ € E. Facilmente
anche y, — 7. In relazione a T esiste . = 0.(7) tale che se d(z, %) < ¢, si ha
|f(z) — f(z)|] <e/2 per ogni f € F. Definitivamente si avra d(x,,z) < J; e
d(yn, ) < 0 per cui
€

9

e <|fa(zn) = fa(yn)l < |fu(@n) — fu(@)] + [ fa(Z) = falyn)| < g + 9

da culi ’assurdo. O

Passiamo ora a enunciare e dimostrare il teorema fondamentale di questa
sezione.

Teorema A.18 (di Ascoli-Arzela, di compattezza in C(E,R)) Sia
(E,d) uno spazio metrico compatto e sia F C C(E,R). Allora F é sequen-
zialmente compatto in (C(E,]R), doo) se e solo se

1. F é chiuso,
2. F e puntualmente limitato;
3. F é equicontinuo.

(Inoltre F é relativamente sequenzialmente compatto sse valgono 2. e 3.)
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Osservazione A.19 Essendo E compatto, per il Teorema A.17 se F &
equicontinuo allora ¢ anche equiuniformemente continuo. Si puo inoltre
dimostrare che se £ & compatto ed F e equicontinuo e puntualmente li-
mitato allora F ¢ equilimitato (cioe limitato in C'(E,R)). Infatti F &
equiuniformemente continuo, quindi esiste 6 > 0 tale che se d(z,y) < ¢
e fe Fsiha|f(x)— f(y)| < 1. Sia x1,22,...,xN una d-rete di E e sia
M > max{|f(xg)| : feF, k=1,...,N}. Per ogni z € E esiste zj, tale
che d(z,z) < J percio

[f@)] < |f(@) = flap)| + [f ()] <1+ M,

per ogni f € F, da cui 'equilimitatezza.
Di conseguenza le proprieta 1., 2. e 3. possono essere equivalentemente
sostituite con

1. F & chiuso;
2/ F & limitato;
3. F & equiuniformemente continuo.

DIMOSTRAZIONE (del Teorema di Ascoli-Arzela) Proviamo che se F ¢
(sequenzialmente) compatto allora valgono 1., 2. e 3. E chiaro che F ¢ chiu-
so0 e limitato in C(E,R) (i compatti in spazi metrici sono chiusi e limitati)
quindi equilimitato e puntualmente limitato, dunque valgono 1. e 2. Ve-
rifichiamo che vale 3. Fissato ¢ > 0 sia {f1, f2,..., fv} una e/3-rete del
compatto F. Le funzioni f; sono continue sul compatto F quindi, per il
Teorema di Heine-Cantor, sono uniformemente continue percio, in relazio-
ne all’e scelto, per ogni k = 1,..., N esiste d.(fx) tale che se z,y € E con
d(w,y) < 6e(fx) siha |fr(x)— fe(y)| < e. Poniamo d. := ming—y . n d./3(fx)-
Presa ora f € F in relazione alla €/3-rete esiste i tale che f € B(fi,¢/3)
ovvero ||f — fillo <&/3. Se x,y € E con d(z,y) < 0:(< d¢/3(f:i)) si ha

[f (@) = fW)l < [f(2) = fi(@)] + [filz) = fy)] + [fily) — F(¥)]

< 2|7 = fillse + 1fil@) = Filw)] < 25 + 5.
Poiché cio vale per ogni f € F con d. dipendente solo da &, segue la
equiuniforme continuita di F.
Viceversa, dimostriamo ora che se valgono 1., 2. e 3. allora F ¢ sequen-
zialmente compatto in C(E,R). Fissata una successione { fy, }nen in F dob-
biamo verificare che ammette una sottosuccessione convergente in C(E, R).
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Poiché E & spazio metrico compatto per il Teorema A.10 & separabile. Sia
R = U2 R, il sottoinsieme contabile e denso ottenuto dall’'unione del-
le 1/n-reti Ry, come nella dimostrazione del Teorema A.6. Ordiniamo i
suoi elementi, sia dunque R = {1, z2,...}. Fissato x1, per 'ipotesi 2. esi-
ste My > 0 tale che |f,(z1)] < M; per ogni n € N, quindi la successione
( fn(xl))n cy © limitata in R e per il Teorema di Bolzano-Weierstrass ammet-
te una sottosuccessione ( frn (:cl)) ren convergente. Per facilita di notazione
poniamo f1y := fp,. Per costruzione si ha che la successione f;j converge
puntualmente in z;. Considerato ora il punto z2 si avra che esiste My > 0
tale che |fi r(z2)| < My per ogni k € N, quindi la successione (flvk(xQ))kEN
¢ limitata in R e a sua volta ammette una sottosuccessione convergente che
denotiamo con (fax(22)). Per costruzione si ha che la successione di fun-
zioni fy ) converge puntualmente in zo ed essendo sottosuccessione di fi
converge anche in x1. Per induzione, si costruiscono successioni

fir fig -+ firp -+ sottosuc. di (fy), convergente in x4

foq  fo2 -+ for -+ sottosuc. di (fiy), convergente in x1, o

fsq fa2 -+ far --- sottosuc. di (foy), convergente in x1, 2, z3
o1 fr2 o+ fag -+ sottosuc. di (fr—1k), convergente in xq,. ..,z

Si noti che tutte le successioni (fp, x)ken sono sottosuccessioni di (fx)ken-
Consideriamo la successione (gx) := (fxx) ottenuta col procedimento dia-
gonale, anch’essa sottosuccessione di (fi). Mostriamo che tale successione
converge in C'(E,R); a tal fine utilizzeremo la completezza di (C(E,R), dos).
Verifichiamo anzitutto che converge puntualmente in tutti gli x5 per h > 1
(cioe nell'insieme denso R). Infatti, fissato h se k > h per costruzione
(f&k)k>h € sottosuccessione di (fp k)ken dunque converge in z1,...,zp. Per
larbitrarieta di A € N segue la tesi. Verifichiamo che (gy) converge anche in
tutti gli altri punti di E e che tale convergenza e uniforme.
Fissato z € E'\ R, osserviamo che se n,m € N, 2, € R si ha

19n(2) = gm (2)] < |gn(®) = gn(@n)| + [9n (@) = gm(zn)| + |gm(2n) — gm ()]

Il primo e il terzo termine sul lato destro possono essere resi piccoli grazie
all’equicontinuita di F, il secondo grazie alla convergenza di (g,) in xp.
Piu precisamente, per I’Osservazione A.16 F & anche equiuniformemente
continuo percio fissato € > 0 esiste 6 = d. > 0 tale che se z,y € E, d(z,y) <
d. e per ogni f € F si ha |f(z) — f(y)| < e. In particolare si ha |g,(x) —
gn(y)|] < € per ogni n. Per la densita di R, fissato x € E'\ R esiste z), =
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xp(e,x) € R tale che d(z,xp) < 6. percio |gn(x) — gn(zn)| < € per ogni n.
Dalla relazione sopra si ottiene quindi

|gn(z) — gm(2)| < e+ |gn(zn) — gm(xh)| + €.

Poiché inoltre (g, (zp))n converge allora ¢ di Cauchy, dunque esiste n. =
ne(zp) = ne(x) tale che se n,m > n.(x) si ha |gn(xn) — gm(zn)| < . In
definitiva, fissato € > 0, se n, m > n.(x) si ottiene

|gn () — gm(2)| < e+ e4€ = 3¢,

da cui segue che (g,(x)), e di Cauchy in R quindi converge. Dimostriamo
infine che (g,), € di Cauchy in (C(E,R),doo). Basta riuscire a trovare
un 7.(z) indipendente da z. Fissato ¢ > 0 sia n* = n*(¢) € N tale che
1/n* < . e consideriamo la 1/n*-rete Ry+. Per ogni x € E esiste xj, € Ry
tale che d(z,z,) < 1/n* < 0.. In definitiva, fissati ¢ > 0 e z € E, ¢
sufficiente prendere z;, all'interno dell’insieme (finito!) R« invece che in
tutto R. Posto quindi 7. := max {ﬁg(:ch) © Tp € Rpx}, se nym > ng
si ha |gn(x) — gm(z)| < € per ogni € E, ovvero ||gn — gml|loo < € cioe
(gn)n € di Cauchy nella norma infinito. Per la completezza di (C(E,R), doo)
la successione g, (sottosuccessione di f,) converge uniformemente a una

funzione f € C(E,R). O

Osservazione A.20 Il risultato si estende in maniera ovvia al caso di sot-
toinsiemi dello spazio C'(E,R"™).

Esercizio A.21 Sia (F,d) uno spazio metrico. Ricordiamo che una funzio-
ne f: E — R ¢ Holderiana di costante a €10, 1] se

Nu(f) i sup @) = F)

< 00,
TH#Y d(w’y)a

ovvero se e solo se esiste M > 0 tale che |f(x) — f(y)] < M d(z,y)* per
ogni x,y € F (il numero N, (f) ¢ la piu piccola delle costanti M per cui vale
la disuguaglianza). Dimostrare che se F ¢ compatto l'insieme definito da
F:={f€eCE,R): [|flloc <1, Na(f) <1} & compatto in C(E,R) nella

metrica uniforme.

Alcuni richiami di Analisi Matematica I e 11

Ricordiamo ora alcuni noti risultati dei corsi di analisi degli anni precedenti
la cui dimostrazione & facilmente reperibile sui libri di testo.
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Teorema A.22 (criterio di Cauchy) Sia f : A — R" con A CR™, e sia
xo punto di accumulazione di A. Allora esiste finito il limite limg_z, f(2)
se e solo se Ve > 0 esiste un intorno U, di xg tale che || f(x2) — f(z1)]| <€
per ogni x2,x1 € U. N A\ {zo}.

Teorema A.23 (del limite della derivata) Sia f : [a,b] — R continua
in [a,b] e derivabile in [a,b] \ {zo}. Se esiste finito il limite limg_,4, f'(x)
allora f é derivabile anche in xy e vale f'(xo) = limgy_z, f'().

Teorema A.24 (del Dini) Data g(z1,22,...; Tm, Y1, Y2, s Yn) = g(x,y) :
A CR™" — R™ continua, di componenti g;: A —R,i=1,...,n, con A
aperto, e dato (Z,y) € A con g(Z,y) =0, si ha che:

1. se esistono e sono continue in A le derivate di g rispetto alle variabili
Yj, J = 1,...,n, e il determinante della corrispondente matrice jaco-
biana é diverso da 0, allora esistono un intorno connesso U di T, un
intorno connesso V di y e un’unica funzione continua f: U — V tali

che f(Z)=1g e

VeeUVyeV glz,y) =0 = y=f(z);

2. se inoltre g ¢ di classe C' in A, allora f ¢ di classe C' in U e si ha

Df(x) = —[Dyg(z, f(2))] ' Dug(x, f(x)),

dove Dyg e D,g rappresentano il differenziale di g relativamente alle
sole variabili y o, rispettivamente, x, cioé il differenziale delle appli-
cazioni y — g(x,y) oppure, rispettivamente, x — g(x,y). In forma

matriciale
0 0
Dyg($7y) = ’
Ogn Ogn
0 0
Agn 9gn
%(xd/) 8£m ($,y)

Teorema A.25 (del valor medio per derivate direzionali) Data una
funzione g : V.C RN — RM | siano p,q € V tali che il segmento [p, q]
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che li connette sia tutto contenuto in V, ed esista la derivata direzionale di
g lungo la direzione v := in ogni punto di [p,q]. Allora

q—p
lTq—pl|

lg(q) = g(P)|lrry < sup [|0vg(2)|lrm [lg — pllrn-
z€([p,q]

Teorema A.26 Dati uno spazio metrico (X,d) e una successione () in
X, se ogni sottosuccessione di (xy) ammette una sotto-sottosuccessione che
converge a x, allora tutta la successione () converge a x.

La norma degli operatori

Definizione A.27 Dati due spazi normati (X, |- |x) e (Y, |lv), si defi-
nisce L(X,Y) come lo spazio vettoriale degli operatori lineari e continui da
X inY:

L(X,Y)={T: X —Y lineare e continua}.

Se X =Y si pone per brevita L(X) := L(X, X).

Nell'insieme L(X,Y) ¢ possibile introdurre una norma, detta norma degli
operatori o norma operatoriale definita da

[Ty
(A.1) 1T (x,y) := sup el sup |[Txlly,
w20 lellx  jajx=1

che verra indicata brevemente anche con ||T'||. Si osservi che dalla definizione
segue subito che

1Tzlly < ITll]lx,

per ogni x € X.

Osservazione A.28 Si puo dimostrare che tra gli operatori lineari T da
X in Y sono continui tutti e soli quelli per cui || T|| < oco. Inoltre se X &
finito dimensionale ogni applicazione lineare T': X — Y & automaticamente
continua.

Teorema A.29 Dati due spazi normati (X, || - ||x) e (Y] - |ly) lo spazio
(L(X,Y), - llo(x,y)) € uno spazio normato, completo se’Y e completo. Inol-
tre, se A€ L(X,Y) e B € L(Y, Z) allora || BA||(x,z) < |BllL(v,2) | AllL(x,v)
in particolare, se X =Y =Z ek € N, k> 1 si ha ||Ak||L(X) < HAH’E(X).
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DIMOSTRAZIONE Verifichiamo le proprieta della norma. Banalmente
IIT|| > 0 per ogni T’ se poi ||T'|| = 0 dalla proprieta sopra segue che | Tz|| = 0
per ogni x dunque T'= 0. Dato A € R si ha

AT} = sup [|(AT)z| = [A] sup [Tz = [A[[T]-

[l =1 ]| =1
Infine, se T, S € L(X,Y) e ||z|| =1 si ha
1S+ D)zl| < [[Szl| + [[T2]] < S| =]l + [T [l = [1S{F+ 17T,

e poiché ||S + T|| & il sup dei [|(S + T)z| al variare di ||z|| = 1 si ottiene
IS+ )| < 8]+ | 7). Dundue | - | (xy) & una norma.

Verifichiamo ora la completezza nel caso in cui Y sia completo. Sia
dunque data una successione (7},) di Cauchy in L(X,Y): fissato ¢ > 0 esiste
ne € N tale che se n,m > n. si ha ||T,, — Tyl 1(x,y) < €. Per ogni z € X si
ottiene

(A.2) [Tne = Tzl = [[(Tn = Tm)z|| < |Tn = Tl l|2]] < ellz]],

per gli stessi n,m, da cui segue che per ogni fissato x la successione (T}, z)
¢ di Cauchy in Y, dunque converge per la completezza di Y. Sia Tz :=
lim,, oo Trx; Vapplicazione z — Tz e lineare in quanto limite puntuale
di applicazioni lineari. Dobbiamo ancora dimostrare che & continua e che
la convergenza si ha nella norma degli operatori. Passando al limite per
m — 400 in (A.2) si ottiene

[Tna — Ti|| < eflxl],

per ogni n > n., da cui segue facilmente ||T;, — T'|| < € per gli stessi n.
Quindi 7;, — T mnella norma || - [|1(x,y). Inoltre ||T'|| < [T — T, + || T <
e+ ||Ty]| < oo, da cui la continuita di 7.

Dati infine A, B come nelle ipotesi si ha

|BAz|| = [|B(Az)|| < [ Bll| Az[| < [|BI[[|Alll|[],

da cui facilmente ||BA| < || B]||| 4] O

In particolare lo spazio L(R™) & spazio normato completo rispetto alla
corrispondente norma degli operatori. Ogni matrice A € M(n) pud essere
pensata come un’applicazione lineare x — Az da R"™ in R™ cioeé come un
elemento di L(R™). Ne consegue che ¢ possibile dotare M(n) della norma
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operatoriale || - || ;(&n) in modo da ottenere una spazio normato completo.
Per ogni A € M(n) sara dunque

A
(A.3) |All = supM = sup |Azx|.
z#£0 HxH [|z||l=1

Si ricorda che, essendo M (n) isomorfo a R", dunque finito dimensionale,
le possibili norme su M (n) sono tutte equivalenti.

Richiami sulle serie di funzioni

Sia U C R™ e sia data una successione di funzioni { f, }nen con f, : U — R.

Definizione A.30 Si dice che la serie di funzioni di termine generale fy,
converge puntualmente in U, se per ogni x € U esiste finito il limito

N
i, 2 ula)
Tale limite viene denotato con il simbolo y o7 fn(x).

Definizione A.31 Si dice che la serie di funzioni di termine generale fy,
converge uniformemente a una funzione f in U, se

N
=: lim sup ‘f(x) - an(:c)‘ =0.
n=0

) N—oo zcy

N
im, || =3 £

Definizione A.32 Si dice che la serie di funzioni di termine generale f,
converge totalmente (o normalmente) in U, se la serie a termini reali

00 N
D I falloo =: i > sup | ful2)|
n=0 oon:O zel

e convergente.

Proposizione A.33 Per le serie di funzioni valgono le sequenti proprieta:
a) conv. totale = conv. uniforme = conv. puntuale;

b) sela serie di funzioni continue f, converge uniformemente in U, allora
la funzione limite f & continua in U.
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Proposizione A.34 Sia J un intervallo e sia {f,}nen una successione di
funzioni derivabili f,, : J — R tali che

i) la serie ottenuta derivando termine a termine converge uniformemen-
te, cioeé esiste una funzione g tale che

N
d
Z difn — 49
x
n=0
per N — oo, uniformemente in J;

[e.@]
it) esiste xo € J tale che la serie Z fn(zo) converga.

n=0

oo
Allora, la serie g fn(x) converge uniformemente in J a una funzione

n=0
derivabile f tale che f'(x) = g(x) per ogni x, ovvero

;‘fg(ifm)) =S 2 o),
n=0 n=0

cioé st puo derivare la serie termine a termine.

Proposizione A.35 (prodotto di Cauchy di due serie) Siano date due
serie di numeri reali o complessi di termine generale a,, e, rispettivamente,
bn. Sela serie > by converge e la serie Y o7 an converge assolutamente,
allora la serie di termine generale ¢n := Y ;_, an—rby converge e vale

(A.4) Z Z Ap—1bp, = Z an, + Z by,
n=0 n=0

n=0 k=0

Corollario A.36 Date due successioni (z,,) e (yn) a valori in un’algebra di

Banach X, se le due serie Y 0" gy € Y 0 Yn convergono normalmente,
o ‘ =t

allora la serie di termine generale zp, 1= Y ;o Tn_kYr converge e vale

o n o0

oo
(A.5) DD Tk =D T Y Yn-
n=0 n=0

n=0 k=0
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Sulla convergenza uniforme delle serie di Fourier

Nel Capitolo 11 abbiamo dimostrato il Teorema 11.23 sulla convergenza
uniforme della serie di Fourier relativa a una funzione continua, T-periodica
e C! a tratti. Ripercorrendo la trattazione che ha portato alla dimostrazione
di tale teorema ci si accorge che sono stati essenziali i seguenti “ingredienti”:

i) nel Corollario 11.17 la continuita di f;

ii) nel Lemma 11.19 la T-periodicita di f, la possibilita di scrivere la serie
di Fourier di f’ e la validita della formula di integrazione per parti;

iii) nel Corollario 11.21 la disuguaglianza di Bessel per la serie di Fourier
associata a f’, valida se f’ appartiene a L2([0,T)).

Cerchiamo quindi una classe di funzioni f che garantiscano la validita di
queste ipotesi.

Definizione A.37 f:[a,b] — R si dice assolutamente continua in [a,b], e
scriveremo f € AC([a,b]), se per ogni € > 0 esiste § = 0. > 0 tale che per
ogni insieme di intervalli disgiunti [ay,bg) C [a,b], k=1,...N, si ha

N

N
S r—ar) <6 = D |fbe)— flar)| <e.
k=1

k=1

Osserviamo che se f e assolutamente continua allora & uniformemente con-
tinua. Si possono dimostrare i seguenti teoremi

Teorema A.38 Una funzione f : [a,b] — R ¢é assolutamente continua se e
solo se esiste h € L*([a,b]) tale che

per ogni x € [a,b]. Inoltre f'(x) = h(x) quasi ovunque.
DIMOSTRAZIONE Omessa (si veda per esempio il Teorema 3.35 in [6]).

Essenzialmente le funzioni assolutamente continue sono integrali indefini-
ti di funzioni in L', per cui ammettono derivata quasi ovunque e soddisfano
il Teorema fondamentale del calcolo integrale.

Teorema A.39 Se f,g : [a,b] — R sono assolutamente continue vale la
formula di integrazione per parti

/ab f(x)d'(z)dx = [f(m)g(m)}z — /ab f(x)g(x) dz.
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DIiMOSTRAZIONE Poiché anche fg e assolutamente continua, per il teo-
rema, precedente si ottiene

dove (fg)’, come anche f’ e ¢, esiste quasi ovunque. Applicando la regola
di derivazione del prodotto in ogni  dove le derivate esistono si ha la tesi.[]

Tornando alle serie di Fourier, introduciamo il seguente spazio
(A.6) H'(a,b) := {f € AC([a,b]) : f' € L*([a,b])}.

Osserviamo che se f € H'(0,T) ed ¢ T-periodica allora verifica i)-iii) a
p. 425, per cui nel Teorema 11.23 si puo sostituire I'ipotesi f & C! a tratti
con f € H', ottenendo il seguente risultato.

Teorema A.40 Se f € H'(0,T) ed ¢ T-periodica allora la serie di Fourier
di f converge totalmente e uniformemente a f in [0,T].

Lo spazio H'(a,b) & una spazio importante; pitl precisamente si puo di-
mostrare che coincide con lo spazio di Sobolev H'2(a,b) delle funzioni
f € L%*a,b) con derivata distribuzionale f' € L?(a,b). Tale spazio ha
notevole importanza nello studio delle equazioni differenziali, per esempio
I’equazione di Laplace o le equazioni uniformemente ellittiche del secondo
ordine (vedi per esempio [5]).
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