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MoDULO DI MATEMATICA
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N.B.: scrivere nome, cognome e numero di matricola su ogni foglio consegnato.
Tempo a disposizione: 2.5 ore

Se limg ., f(z) = 0T e lim,—,, g(z) = —oo, allora lim,_,, % e

[A] —o0
+oo
clo

@ non ci sono elementi sufficienti per rispondere

Se f & una funzione derivabile due volte in |a, b| e tale che f'(zg) = 0 e f"(x9) = 7 con
xo € |a, b[, allora
xo € punto di minimo relativo ma non necessariamente assoluto per f in |a, b
xo € punto di massimo relativo ma non necessariamente assoluto per f in ]a, b|
xo ¢ punto di minimo assoluto per f in |a, b|

@ xo € punto di massimo assoluto per f in ]a,b[

L’equazione differenziale v = t2y + 3ty &

un’equazione lineare del primo ordine
un’equazione lineare del secondo ordine
un’equazione non lineare del primo ordine

@ un’equazione non lineare del secondo ordine

La funzione f(z) = V/x
¢ definita e derivabile in R

|B] & crescente e convessa in | — oo, 0]

¢ una funzione pari
@ ¢ definita e positiva in R

Scrivere la definizione di asintoto di una funzione f : R — R per x — 400




@ Rappresentare il grafico di una funzione g che verifichi contemporaneamente le seguenti

proprieta:
mgrjloog(x) =0, I_l:r_réi g(x) = —o0, Igr_n% g(x) =0, zgrfoog(x) =1.

a) Enunciare il Teorema di de L’Hopital;

b) per ciascuno dei seguenti tre limiti

. 3tgx — In(cos(3x)) . 3% + 22 ) sen(cos z) + 23
lim ) lim ) im ,
a=0 T4z —e” z—-+oo sen(z4) + Sarctg x 2—0 4tg(2?) — 3z senx

determinare se e possibile applicare il teorema ed eventualmente calcolarne il valore.

Data la funzione

a) determinare il dominio D, il segno di g e calcolare i limiti agli estremi del dominio;
b) trovare gli eventuali asintoti;

c¢) determinare gli intervalli in cui la funzione & crescente, quelli in cui & decrescente, gli
eventuali punti di massimo/minimo relativo e/o assoluto;

d) determinare gli intervalli in cui la funzione & concava e quelli in cui & convessa;
e) trovare l'equazione della retta tangente al grafico nel punto di ascissa xg = 1;

f) disegnare un grafico approssimativo di g.

@ Dato il problema di Cauchy

, (6t —cost)(2 + y?)
y =
Yy

y(0) =1

a) dire se la funzione y(t) = vt? + 1 & soluzione del problema;

b) determinare una soluzione del problema nel caso in cui non lo sia la funzione di cui
al punto precedente; oppure, alternativamente

b’) calcolare i seguenti integrali

522+ 3z —1 3 2 2241
( - Ve ik
Vi V4 — 22 1 x(z2+3)

Calcolare il polinomio di Taylor di grado 2 di f(z) = In(1 4 Inz) nel punto zy = e.
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Soluzioni dei quesiti dell’esame del 14 settembre 2016

C; A; B; B; consultare il libro di testo.

@ In neretto si evidenziano le informazioni date dai limiti. Il grafico della funzione ¢ quindi
completato a piacere (linea sottile), per esempio:

9(z)

a) consultare il libro di testo. b) il primo limite ¢ della forma 0/0; applicando il teorema

di ha 3 sen(32)
3 sen(3x
. 3tgx —In(cos(3x)) m .. cos?z T cos(3x) 3+0
lim - :hr% T = [1 5 J = —6.
>0 1+ x—e T30 g —e /2 —

Per quanto riguarda il secondo, il denominatore non tende né a zero né a oo in quanto
I’arcotangente ha limite finito per # — +oo mentre sen(z?) & una funzione oscillante che
non ammette limite per £ — +o00; per questo motivo non si puo applicare il teorema. Il
terzo & della forma (sen 1)/0, dunque anche in questo caso non si puo applicare il teorema.

a) La funzione ¢ definita per ogni € R = D. Poiché e™™ & positiva per ogni z, la funzione
¢ positiva per z > 0, negativa per x < 0 e si annulla in x = 0. Inoltre g non ¢ funzione né
pari né dispari. Ha senso andare a studiare solamente i limiti a £o00. Si ha

lim z3e™® = [~o00 - +o0] = —o0,
T——00
mentre
23
lim 2% %= lim — =0 (limite fondamentale).
x—+00 x—+o0 €%

Al secondo limite si poteva applicare (tre volte di seguito) anche il Teorema di de L’Hopital,
essendo della forma indeterminata [oo/o0].

b) Banalmente g non ammette asintoti verticali. Poiché la funzione ha limite finito uguale
a 0 per x — +o00, allora la retta y = 0 & asintoto (orizzontale) a +oo. Poiché inoltre
g(x)

lim =~ = lim =z
r—>—00 I T——00

2. —x

e " = —o00,

non ci sono asintoti a —oo.

c¢) La derivata prima &

d(z) =322 + 2% %(—1) = (32* — 23)e ¥ = 23(3 —2)e ",
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Poiché 22e™® > 0 per ogni x # 0, essendo inoltre nullo in 2 = 0, mentre 3 — 2 > 0 se solo
se ¢ < 3, allora
>0, sex€]—o00,0[U]0,3,
g (x)<{ =0, sex=0oppurez =3,
<0, sex€]3,+o0l.
Dunque la funzione ¢ crescente in | — 00, 0[ e in |0, 3[, mentre ¢ decrescente in |3, +oo[. In
r = 3 ammette un punto di massimo relativo e assoluto. Poiché la funzione ¢ derivabile

anche in 0 con derivata nulla, segue che g(z) ¢ strettamente crescente su tutto | — oo, 3[; &
probabile che x = 0 sia un punto di flesso a tangente orizzontale (si veda d)).

d) La derivata seconda ¢ data da
g"(x) = (6x — 322)e™® + (322 — 23)e % (—1) = z(a® — 62 4 6)e°.
Essendo (22 — 62 + 6) > 0 per 2 < 3 — /3 oppure x > 3+ /3, si ha

<0, sex€]—o00,0[U]3—-+3,3+3]
d"(x){ =0, sex=0oppure z=3— /3 oppure z =3 — /3,
>0, sex€]0,3—+3[U]3+ V3, +oo,

percio la funzione & concava in ] — 00, 0[ e in ]3—+/3, 3++/3[, mentre & convessa in |0, 3 —+/3]
ein]3++3,4+00f. Inz =02 =3—+3, z=34++/3 ha tre punti di flesso, il primo a
tangente orizzontale.

g) L’equazione della retta tangente al grafico nel generico punto (zg, g(zg)) di derivabilita
per la funzione e

y = (x — x0)g'(z0) + g(0).

Poiché g(1) = e ! e ¢/(1) = 2e !, 'equazione della retta cercata &

y=2e"1(z—1)4e L

[9] a) Si ha ¢/(t) = 2\/%. Sostituendo si ottiene
t  (6t* —cost)(t* + 3)
241 241

che non & identicamente soddisfatta (per esempio, per ¢ = 0 si ha 0 # —3). La funzione
non ¢ dunque soluzione. Si osservi che y(t) soddisfa invece la seconda condizione y(0) = 1.
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b) Scrivendo y' = %’ e utilizzando il metodo di separazione delle variabili si ha

Y Y
y2+2dy:(6t2—cost)dt = /y2+2dy:/(6t2—cost)dt.

Dalla seconda tabella si ha

y 1 [ 2 1 / (v* +2) Lo
——dy== | ——dy== | ———dy==1 2
/y2+2 4 2/y2+2 v=5 ] s W=l +2)
mentre, grazie semplicemente alla prima tabella, si ottiene

/(6152 —cost)dt = 2t> —sent + c,

da cui segue
1
3 In(y? +2) = 2t> —sent + ¢,

con c generica costante d’integrazione. Risolvendo in y si ottiene quindi

3_
9 4 y? = et 2sentt2e 4 fedtP—2sentt2c _ 9

In quest’ultima si sceglie il segno + in quanto y(0) ¢ inizialmente positiva. Imponendo
ora la condizione y(0) = 1 nella prima delle tre relazioni sopra si ottiene %ln3 = c. Una
soluzione ¢ quindi

y(t) — \/e4t372sent+ln3 —9 = \/3e4t372sent —9.
Alternativamente, si poteva utilizzare direttamente la formula risolutiva per le equazioni
a variabili separabili (insieme alla formula fondamentale del calcolo integrale)
t

Y t 1
/1 22712 dz = /0 (65 —coss)ds = [5 In(z% + 2)}21/ = [233 — sen 8}0

1 1
= iln(y2+2)—§ln3:2t3—sent,

che risolta rispetto a y fornisce la soluzione cercata.
b’) Dalle tabelle si ottiene

/( N —m>d$—5/:n d:r—l—?)/:v d:n—/x dw—/mdx

5 G0 z 222\/7 + 220V/T — 2V/z — 3 a
= 5/2+ 3/2—1/2— arcsen§+0— TV + 2z — — arcsen§+c,

con ¢ costante arbitraria. Per il Teorema fondamentale del calcolo e grazie alla seconda
tabella, si ha

2 2 1 1 2 2 1 2 3 / 1 2 1
[ g A R e LT
1 T 1 1 2

(22 +3) 3/, 3+32" " 3 z3 + 3z 3 13
. Inz+x(1/x nx :
Si ha f/(fL') = 1+%na: % = z—‘r:cllna: € f”(x) - _1_?&:—}—%111(;)/2) - _m da cui f<e) =In2,
f'(e) = 1/(2e), f"(e) = —3/(4e?) percio il polinomio di Taylor cercato &
" 1 3
P(x) = (o) + o)z~ a0) + 0 — ) =24 (2 ) — oy (a—e)”



