Universita degli Studi di Udine Anno Accademico 2015/2016

Corso di Laurea in Biotecnologie
MODULO DI MATEMATICA

Esame del 01/02/2016

N.B.: scrivere nome, cognome e numero di matricola su ogni foglio consegnato.
Tempo a disposizione: 2.5 ore

Se limy 4, f(z) = —00 e lim, 4, g(x) = 0, allora lim,_, ., % ¢

[A] —c
[B| +o0
c]o

@ non ci sono elementi sufficienti per rispondere

Se f & una funzione derivabile in ]a, b[ e tale che f'(x)f”(x) < 0 per x €]a,b|, allora

f € decrescente e concava
f € decrescente e convessa oppure crescente e concava
f & decrescente e concava oppure crescente e convessa

@ non ci sono elementi sufficienti per rispondere

L’equazione differenziale 3y’ = 5t —tIny &

un’equazione lineare del primo ordine
un’equazione lineare del secondo ordine
un’equazione non lineare del primo ordine

@ un’equazione non lineare del secondo ordine

La funzione f(z) = ¥z

¢ definita per r € R
¢ derivabile per x > 0
€ una funzione limitata per = > 0

@ ¢ crescente e concava per x > 0

Dare l'interpretazione geometrica della derivata di una funzione f in un punto zg.
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@ Rappresentare il grafico di una funzione g che verifichi contemporaneamente le seguenti proprieta:

lim g(z) =+ lim g(z) =1 lim g(z) = —oc0 lim g(z)=-2

T——00 r—2— r—2+ T—400

a) Enunciare il Teorema di de L’Hépital;

b) per ciascuno dei seguenti tre limiti
y In(cosx) — senx y rlnx — 2? . 228 —tg(a?)
im ———————— im — -
=0 3x — arccosx 400 xe~% + arctgx’ 0 e3> —cosz '

determinare se e possibile applicare il teorema ed eventualmente calcolarne il valore.

Data la funzione

T+ 2
) determinarne il dominio D e studiarne il segno;
) calcolare i limiti agli estremi del dominio;
c¢) determinare gli eventuali asintoti;
)

determinare gli intervalli in cui la funzione e crescente, quelli in cui & decrescente, e gli eventuali
punti di massimo/minimo relativo;

e) determinare gli intervalli in cui la funzione & concava e quelli in cui & convessa;
f) determinare 1’equazione della retta tangente al grafico nel punto di ascissa xo = 1;

g) disegnare un grafico approssimativo di g

@ Dato il problema di Cauchy
tyln?y
(32 4+ 1)3
y(0) =e

[

a) dire se la funzione y(t) = e3"+1 & soluzione del problema;

b) determinare una soluzione del problema nel caso in cui non lo sia la funzione di cui al punto
precedente; oppure, alternativamente

b’) calcolare i seguenti integrali

2+2% o —29 1/4
/ ( T + T ﬁ) dz, / L S—
1+ 22 322 0 (1—422)>
Calcolare il polinomio di Taylor di grado 2 di f(z) = 31721 nel punto xg = 1.

Soluzioni dei quesiti dell’esame del 1 febbraio 2016 - Tema A

D; B; C; E D; consultare il libro di testo.

@ In neretto si evidenziano le informazioni date dai limiti. Il grafico della funzione € quindi completato
a piacere (linea sottile), per esempio:
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a) consultare il libro di testo; b) il primo limite ¢ della forma 0/(—m/2); per quanto riguarda il
secondo vale

rlnx — 22 (e —1) {—Foo(—l)} _ [—00}’

lim ——— = lim z =
a—+oo e~ % farctgr  a—+oo L 4 arctgw 0+ m/2 /2

percio ai primi due limiti non si puod applicare il teorema. Il terzo & della forma 0/0 e si ha

223 — tg(z? 2 _ 2/ 2
lim 22— 800 # y, So7 — (¥ tg ()22 ]
a—0 €37" —cosx =—0  6red?” +senz 0
B 120 — (14 tg°(0))2 — 2tg(e?) (1 + tg°(2?)(22)° _ 2
a0 (6 + 3622)e32” + cosx ==

a) La funzione ¢ definita per x # 0 e z + 2 # 0 percio il dominio ¢ D = R\ {—2,0}; la funzione &
ivi continua e derivabile. Inoltre g non & funzione né pari né dispari.

Le funzioni e!/* e 22 sono sempre positive nel dominio, mentre il denominatore & positivo se z > —2,

per cui la funzione € positiva per —2 < x < 0 e x > 0, negativa per x < —2 e non si annulla mai.

b) Ha senso andare a studiare solamente i limiti in —2, in 0 e a +00. Si ha

lim g(z)= lim =z el/w:[:lzoo'ld]::too,
r—+o00 z—+oo 1 —|—2/,1:
) 4e—1/2 ) -
x_}(lr_nQ)ig(x)z[ e }::too7 xliglig(x):{o-e ]:0-020.

Mediante la sostituzione y = 1/ il limite per z — 0T diventa

1 1 el/z 1 eV
lim g(z) == lim z%'/? == lim —— == lim — = o0,
z—0+ 2 z—0+ 220+ 1/22 2 y—too y?

avendo utilizzato il fatto che lim,_, ;. e¥/y? = 400 per ogni p > 0 (limite fondamentale).

c¢) Dal punto b) le rette = 0 e = —2 sono asintoti verticali. Per quanto riguarda quelli obliqui,
vale
lim 9@) _ lim e/t =1.1=1,
r—+oo g z—+oo x + 2
_ . oxP(etT —1) — 22 , r el/T—1 2z

per cui la retta di equazione y = x — 1 & un asintoto a +oo.
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d) La derivata prima e

() (z2e1/7) (z +2) — 22e!/*(x +2)  (2we!/* 4+ 22e!/?(—2))(x +2) — x%e!/”
T) = =
g (z+2)2 (x+2)2

_ 2z —1)(z +2) — 22 Vo _ x? +3$—2€1/1

e -
(r+42)2 (x4 2)2
Alternativamente si poteva calcolare come segue:
22(z +2) — 2% |, z? , 1
/ :—el/J, 7el/z<_7>
9(@) (x+2)? +:17+2 x?

x2+4m7 1 el/$7x + 3z —2 ol/a
(x+2)2 =x+2 (x4 2)2 '

Il denominatore e la funzione €!/* sono sempre positive, per cui la derivata prima & maggiore o
)
—3—17 —34+17
2 2

uguale a zero se e solo se 22 4+ 3z — 2 > 0 cioe se = < , quindi, tenendo

conto anche del dominio,

oppure r >

<0, sexe]=22A7 _2[u] —2,0[u]o, LT[,
g (x){=0, sex= _3i‘/r
>0, sexe]—oo s r[ ul= 3+‘ﬁ , +o0l.

In definitiva la funzione & crescente in | — oo, _3_\/ﬁ[ e in ] —3-5-2\/ﬁ7 +0oo[, mentre & decrescente in
]_3?@, —2[,in]—2,0[ e in ]0, 3+\ﬁ[ Inx = 3_2\/ﬁ ex = _?’%\/ﬁ ammette, rispettivamente,

un massimo e un minimo relativo. Poiché la funzione ha alcuni limiti uguali a +00 non ammette
massimo e minimo assoluti.

e) La derivata seconda &

P (2$+3)($+2)2—(.1'2—}—333—2)2(.1’4-2)61/;8 952"’335_261/1- 1
9"(x) = (z +2)4 (x+2)2 ( z2)
_ ((2x+3)(x+2) —2(a*+3x-2) x2+3x—2)el/gﬂ
N (z +2)3 22(x + 2)2

r+10 22 +3z-2 1z 22(x +10) — (2% + 3z — 2)(z + 2) 1z
= —_ [§] = [§
(x+2)3 2%2(x+2)2 x2(x +2)3
x3+10m2—(x3+3x2—2x+2w2+6m—4)el/w 522 —4x + 4 ol/a

x?(x +2)3 x?(x +2)3

Poiché il polinomio 522 — 4x + 4 & sempre positivo (il discriminante dell’equazione di secondo grado
associata ¢ negativo), la derivata seconda & positiva se e solo se (z +2)3 > 0 cio¢ z +2 > 0. In
definitiva

() <0, sex€]—o00,—2]
>0, sexze]|—2,0[U]0,+o0],

percio la funzione & concava in | — 0o, —2[, mentre & convessa in | — 2,0[ e in 0, +o0].
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f) L’equazione della retta tangente al grafico nel generico punto (zg, g(zg)) €
y = (z — x0)g'(z0) + g(z0).
Poiché g(1) =e/3 e ¢'(1) = 2¢/9, 'equazione della retta cercata ¢

2e e
=—(z—-1 —.
y=5-1+3

@ a) Si ha ¢/ (t) = 6te3’ 1. Sostituendo si ottiene 'equazione

2 2 2 2
o3 _ te3t°+1 |2 o387 +1 _ £(362 + 1)2e3t°+1 AR T T
(3t2 +1)3 (3t2 +1)3

che non & identicamente soddisfatta (per esempio, per ¢ = 1 si ottiene 6e? # 2e?). La funzione non

¢ dunque soluzione. Si osservi che la funzione soddisfa invece la seconda condizione y(0) = e.

b) Scrivendo y’ = ‘;—lt’ e utilizzando il metodo di separazione delle variabili si ha

= dt

1 t 1 t
——dy it = [ —pdy= [ .
ylny (3t2+1) yln®y V(32 +1)

Dalla seconda tabella si ha

1 _ / -2 _ (lny)71 _ 1
/yln2ydy = /(lny) (ny)“dy = ——— = Ty
t 1 _ 1(3t24+1)"1/2
dt== [ (B3t +1)(B3tr+1)p=n T
/«/(3t2+1)3 6/( TUGE ) 6 12 ¢

da cui segue

1 1 1—-3ev3t2+1

—— =t =,
Iny 3v3t2 + 1 3312 + 1

con c¢ generica costante d’integrazione. Risolvendo in y si ottiene quindi

332 11 o [ 332 11 ]
1— 332 +1 L v

Imponendo la condizione y(0) = e nella prima delle relazioni sopra si ottiene 1 =
ricava ¢ = —2/3. Una soluzione & quindi

Iny =

3
1-3¢?

3V3t2 +1 ]

t) =exp | ——F————
y(?) p{1+2\/3t2+1

da cui si



Modulo di Matematica, Corso di Laurea in Biotecnologie - Raccolta degli Esami A.A. 2015-2016 6

Alternativamente, si poteva utilizzare direttamente la formula risolutiva per le equazioni a variabili
separabili (insieme alla formula fondamentale del calcolo integrale)

1 v 1 t
= |-nl =55

11 1
_ 1=

Iny 3 33241

v t s
7dz:/ ——ds
,/e zIn? 2 0 (352 +1)3

che risolta rispetto a y fornisce la soluzione cercata.

b’) Dalle tabelle si ottiene

2+122 z-2yYx 1 1 /1 2 [ _.
do = (1 )d S Zdp—2 5/3
/(1—}—562Jr 32 ) v / Jr1—&—352 x+3/x “ 3/93 *

+c

+arctgz + ~ In fo| — 2
=X arc X —-—mn|r| — =-
8¥T3 3 "2/3

1
:x+arctgx+§ln\x|+ +c,

1
3/x2
con ¢ costante arbitraria. Per il Teorema fondamentale del calcolo si ha

1 x de = I 2/ 2)-5/2 4
0o /(1—4x2)> xiig/o (= =) ’
R o I A 1 1/ 8
—_g[ ~3/2 }o _ﬁ(m_l)_ﬁ(ﬁ_l)'

Essendo f(x) = (3 —22)"Y/2, si ha f'(z) = _%(
—3(3 —22)7%2(-2) = 3(3 — 22) %% da cui f(1) =
Taylor cercato e

3—2x)73/2(=2) = (3 —-2x)32 e f'(x) =
1, /(1) =1, f”(1) = 3 percid il polinomio di

f//(xo)
2

P(x) = f(zo) + f'(xo) (2 — wo) + (z—20)? =1+ (z—1)+ g(x —1)%

Appello del 15 febbraio 2016 - Tema A

N.B.: scrivere nome, cognome e numero di matricola su ogni foglio consegnato.
Tempo a disposizione: 2.5 ore

Se limg_, 4, f(z) = —00 e limy_,4, g(x) = 400, allora lim,_,,, f(x) — g(x) &

[A] —c0
[B| +o0
c]o

@ non ci sono elementi sufficienti per rispondere
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@ Se f & una funzione derivabile due volte in ]a, b e tale che f/(xg) = 0 con =g €]a, b e f(x) < 0 per

ogni z €]a, b], allora

xo € punto di minimo relativo ma non necessariamente assoluto per f in |a, b]
xo & punto di massimo relativo ma non necessariamente assoluto per f in |a, b]
xo € punto di minimo assoluto per f in ]a, b|

@ xo € punto di massimo assoluto per f in |a,b]

L’equazione differenziale y” = tseny — 5y &

un’equazione lineare del primo ordine
un’equazione lineare del secondo ordine
un’equazione non lineare del primo ordine

@ un’equazione non lineare del secondo ordine

La funzione f(x) = arccosx
e definita per z € [0, 7]
e derivabile nel suo dominio

¢ una funzione dispari
[D] ¢ integrabile in [~1,1/2]

Dare la definizione di continuita di una funzione f in un punto zg.

@ Rappresentare il grafico di una funzione g che verifichi contemporaneamente le seguenti proprieta:

lim g(z) =+ lim g(z) =-1 lim g(x) = —o0 lim g(x)=0

T——00 rz—1— r—1+ r—+00

a) Enunciare il teorema fondamentale del calcolo integrale;

b) per quali delle tre funzioni

3 sex =0,

sen(3x)
= CEE P SO (e

¢ possibile applicare il teorema nell’intervallo [—2, 2]?

0 sex =0

Data la funzione

g(z) = V622 — a3

a) determinare il dominio D e il segno di g. Calcolare i limiti agli estremi del dominio;

C

)
b) studiare in quali punti la funzione & continua e in quali derivabile;
) trovare gli eventuali asintoti;

)

d
punti di massimo/minimo relativo e/o assoluto;

determinare gli intervalli in cui la funzione & crescente, quelli in cui € decrescente, e gli eventuali
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e) calcolare il comportamento di g’ negli eventuali punti di non derivabilita;

g) trovare 'equazione della retta tangente al grafico nel punti g = 3 e xg = 6;

f) determinare gli intervalli in cui la funzione & concava e quelli in cui & convessa,
h)

disegnare un grafico approssimativo di g.

@ Dato il problema di Cauchy
teiQt

yv2+y?
y(0) = V2

a) dire se la funzione y(t) = v/2(2t + 1)e2! & soluzione del problema;

b) determinare una soluzione del problema nel caso in cui non lo sia la funzione di cui al punto
precedente; oppure, alternativamente

/

b’) calcolare i seguenti integrali

/<4sen2:c+36082$_|_<\/5_|_;>2>dx /elﬂ2ydy~
1

sen? x

Calcolare il polinomio di Taylor di grado 2 di f(z) = cos(me?*) nel punto x¢ = 0.

Soluzioni dei quesiti dell’esame del 15 febbraio 2016 - Tema A

A; D; D; D; consultare il libro di testo.

@ In neretto si evidenziano le informazioni date dai limiti. Il grafico della funzione €& quindi completato
a piacere (linea sottile), per esempio:

g9(z)

a) consultare il libro di testo; b) tutte le funzioni sono definite in [—2,2]. f & continua dunque si
puo applicare il teorema. g e h sono banalmente continue per z # 0. Poiché

sen(3z) sen(3z)

lim g(z) = lim =3 lim =3-1=¢(0),

x—0 x—0 x x—0 3x
allora g & continua anche in 0 e si puo applicare il teorema. Nell'ultimo caso si ha (limite fonda-
mentale) lim,_,o h(x) = limy_,o xIn|z| = 0 = h(0) da cui la continuitd in 0, quindi si puod applicare
il teorema anche ad h.
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a) La funzione ¢ definita per ogni @ € R = D. Si osservi che g(z) = {/22(6 — ) per cui g si annulla
inz=0ex=6. Valendo /z > 0 se e solo se z > 0, si ha g(z )>Oseesolox<6 x # 0, dunque
la funzione e positiva per x < 0 e 0 < x < 6, negativa per x > 6 e si annulla in z = 0 oppure x = 6.
Inoltre g non e funzione né pari né dispari. Ha senso andare a studiare solamente i limiti a doco.
Poiché argomento della radice tende a Foo se  — oo si ha banalmente lim,_, 1, g(z) = Foo.

b) Essendo composta di funzioni continue, g € continua. Per quanto riguarda la derivabilita, g
derivabile in tutti i punti che non annullano Pargomento della radice cubica (dove potenzialmente
la funzione potrebbe non esserlo), dunque per ogni x # 0, x # 6. Studiando la derivabilitad in x = 0
e x = 6 mediante la definizione, si ha

lim 79(@ —9(0) = lim ¢ 76 —r_ +o00,
z—0* x—0 z—0*% x
_ 3/p2 _ 2
lim 9(@) = 9(6) — _lim Y2 T (6-2) — —lim ¢ — = —00,
x—6 x—06 z—6 6—=x z—6 (6 — x)2

per cui g non ¢ derivabile in nessuno dei due punti.

c¢) Banalmente g non ammette asintoti verticali. Per quanto riguarda quelli obliqui, vale

lim g = lim \/ lim 1/7—1:—1.
r—+too I r—+oo x—>ioo

Ricordando che (22 + w?) = (2 + w)(z? — zw + w?), si ha

. i _ . 3 2 _ .3

2 _ p3)2 3 2 _ .3.3/3 3/ 16
= lim (\/er\F)‘/Gx 0 - V6?3Vt + Vi

z—rFoo \/(6952 232 — /622 — 2328 + Vab
) (622 — 23) + 23
= lim - - -
z—Foo f/(6z2 —x3)2 — g/zd(ze — 23) + 22
~ fim 6 6 _
Iﬂioo\/6/m—1 -6/ —1+1 1—(_1>+1 ,
per cui la retta di equazione y = —x + 2 € un asintoto a Foo.

d) Per ogni 2 # 0, 2 # 6, la derivata prima &

4 — 22 - 4—x

{/(6z2 — x3)? B {/Jc(6 -

Il numeratore ¢ > 0 se x < 4, il denominatore e positivo se x > 0, quindi,

g (z) = ((62° — 13)1/3)/ = %(ze — 2372312z — 32%) =

<0, sex€]—00,0[UJ4,6[U]6,+00],
g () =0, sex=4,
>0, sexz€]0,4].

In definitiva la funzione & decrescente in | — 00, 0[, in |4, 6] e in |6, +o0o[, mentre ¢ crescente in |0, 4].
In x = 4 ammette un punto di massimo relativo. Poiché la funzione tende a Foo per x — 400 non
ammette massimo e minimo assoluti. Si osservi che poiché g € continua in * = 6 ed e decrescente
in |4, 6] e in |6, +o00[, allora ¢ decrescente su tutto |4, +oo[. Inoltre, pur non esistendo la derivata in
x =0, in ogni caso x = 0 & un punto di minimo relativo, essendo ivi definita e continua, crescente
a destra e decrescente a sinistra.

e) Si ha

1 lim ——e %
gci%&g( v) = [lim, Y(6-22 =
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I ,() i 4 —x 1 [—2 1}

im ¢'(z) = lim . =|l—="—| =—-

bt e=6 Yr /(6 —x)? Y6 0F ’

dunque la funzione in x = 0 ha una cosiddetta “cuspide”, mentre in = 6 ha la tangente verticale.

f) Essendo /(622 — x3)2 = (622 — 2°)?/3 si ha
2 2(4x — 22
(v/ (622 — $3)2)/ = 5(6322 —2®)"Y3(12z — 322) = We o)

b
V622 — 23

per cui la derivata seconda e

(4= 22) /(607 — #7)7 — (4z — 2%) 2]

" ) = V622 —23
9" (z) 6a? — 91
B 2(2 —2)(622 — 23) — (4o — 22)? B —8x2 B 8
V(622 — a3)d \3/(6302 —x3)° {’/x4(w — 6)5.

La derivata seconda ¢ positiva se e solo se {/(z — 6)> > 0 cio¢ z > 6. In definitiva

") <0, sex€]—o00,0[U]0,6],
>0, sewx€]6,+oo,

percio la funzione ¢ concava in | — 00, 0[ e in |0, 6], mentre ¢ convessa in |6,4+o0c0[. In z = 6 ha un
punto di flesso a tangente verticale.

g) L’equazione della retta tangente al grafico nel generico punto (xg,g(zo)) di derivabilita per la
funzione e

y = (z — 0)g'(z0) + g(z0).
Poiché g(3) = 3 e ¢'(3) = 1/3, Pequazione della prima retta cercata & y = 3 (z — 3) + 3. Per quanto
riguarda la seconda, la funzione non & ivi derivabile ma, per quanto visto nei punti e)-f), la retta
tangente deve essere verticale e di equazione x = 6.

[9] a) Si ha y/(t) = 2v/2e™2 +v/2(2t + 1)e~24(—2) = —4+/2te 2. Sostituendo si ottiene
teiZt

74\/§t€72t = = ¢
V2(2t 4 1)e—2t \/2 + (V2(2t + 1)e—2t)2 2(2t + 1)/1+ (2t + 1)2e~4

che non ¢ identicamente soddisfatta (per esempio, per ¢ = 1/2 si puo verificare che —2v/2e 1 £
i . N . . c . . . st .
W)' La funzione non ¢ dunque soluzione. Si osservi che la funzione soddisfa invece la seconda

condizione y(0) = /2.
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b) Scrivendo y' = % e utilizzando il metodo di separazione delle variabili si ha

yV2+y2dy =te dt = /y\/2+y2 dy = /te—% dt.
Dalla seconda tabella si ha
1
/yv2+y2dy= 5/(2+y2)’(2+y2)1/2dy=

mentre integrando per parti si ottiene

672t 67215 672t 672t 2% +1
te 2 dt =t - dt = —t __at+l o
/e 2 /—2 2 T te 7 ¢t

1 (2+y2)3/2
2 32

da cui segue

1 2t 41
5(2 + y2)3/2 —c— T+e—2t

con c generica costante d’integrazione. Risolvendo in y si ottiene quindi

2t +1 2/3 2t+1 2/3
2+y2=(3c—73( + )e—%) S y=i\/(3c—3< 4+ )e*%) —2

4

In quest’ultima si sceglie il segno + in quanto y(0) & inizialmente positiva. Imponendo ora la
condizione y(0) = /2 nella prima delle tre relazioni sopra si ottiene 8 = ¢~ %, da cui si ricava
¢ = 35/12. Una soluzione & quindi

y(t) = \/(345 _ we—gﬁwfﬁ .,

Alternativamente, si poteva utilizzare direttamente la formula risolutiva per le equazioni a variabili
separabili (insieme alla formula fondamentale del calcolo integrale)

y t 1 a/olY 2 1 t
/ Z\/2—|—22dz:/ se ¥ ds = {7(24—22)‘5/2} = [— s+ e28
\/i 0 3 \/§ 4 0

1 8 1 2t+1
209 2y3/2 _© _ L st d o
= 32+ 5= 1 T

che risolta rispetto a y fornisce la soluzione cercata.
b’) Dalle relazione sen? x + cos? z = 1 e dalle tabelle si ottiene

4 sen? 2 112 2 2 1
/( sen? z + 3 cos x+<\/§+;> )dm:/(M+x+—+?)da¢

sen? x sen? x vV

1
:/1dx—|—3/ 5 dx—!—/xdm—i—?/x*lﬂdx—i—/x”dx
sen? x

2 1/2

T T
=z —3ct — +2—
T cgsc+2+ 1/2

1 z? 1
——+c=z-3ctgr+ = +4/z— — +c
T 2 T

con ¢ costante arbitraria. Per il Teorema fondamentale del calcolo si ha (per parti)

e e e 9] e
/ In®ydy = [yany] —/ Y nydy:e—Q/ lnydy:e—2[ylny—y} =e—2.
1 1 1 ) 1

e

1

Si ha f/(x) = —sen(me?®)me?*2 = —271e?® sen(me?®) e f"(x) = —4n2e® cos(me?®) — 4me® sen(me??)
da cui f(0) = cosm = —1, f/(0) =0, f(0) = 472 percio il polinomio di Taylor cercato &

#"(z0)
2

P(z) = f(x0) + f'(x0)(x — w0) + (x — x0)% = =1 4 2n%22.
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Appello del 20 giugno 2016

N.B.: scrivere nome, cognome e numero di matricola su ogni foglio consegnato.
Tempo a disposizione: 2.5 ore

Se limy 4, f(x) =0 e lim,_,4, g(z) = —o0, allora lim,_,,, f(z) — g(x) &
—o0
E +00
0

@ non ci sono elementi sufficienti per rispondere

@ Se f & una funzione derivabile in ]a, b e tale che f'(xo) =0 e f”(xo) > 0 per zo €]a, b[, allora
2o € un punto di massimo relativo
o € un punto di minimo relativo
o ¢ un punto di flesso

@ nessuna delle precedenti

L’equazione differenziale 3 = arctgt — 3t%y &
un’equazione lineare del primo ordine
un’equazione lineare del secondo ordine
un’equazione non lineare del primo ordine

@ un’equazione non lineare del secondo ordine

La funzione f(x) = arcsenx

& derivabile nel proprio dominio di definizione
E ¢ continua in [—7/2, 7/2]
¢ periodica di periodo 27

@ e dispari

Dare l'interpretazione geometrica della derivata di una funzione f in un punto zg.

@ Rappresentare il grafico di una funzione g che verifichi contemporaneamente le seguenti proprieta

li = li = li =1 li =3
Lm g(@)=+4co  lim glz)=+o0  lim g(z) im g(z)

r—+00
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a) Enunciare il Teorema del valore medio di Lagrange;
b) determinare, argomentando, a quali tra le funzioni f(z) = In|z — 2|, g(z) = V1 + 22, h(z) =

&2 ¢ possibile applicare il teorema nell’intervallo [0,1].

Data la funzione

3—1In|x®

T

g(x) =

a) determinare il dominio D, il segno ed eventuali simmetrie di g;
b) calcolare i limiti agli estremi del dominio e trovare gli eventuali asintoti;

c¢) determinare gli intervalli in cui la funzione & crescente, quelli in cui & decrescente, e gli eventuali
punti di massimo/minimo relativo e/o assoluto;

d) determinare gli intervalli in cui la funzione & concava e quelli in cui & convessa;
e) trovare I'equazione della retta tangente al grafico nei punti zp = —2 e z¢ = €;

f) disegnare un grafico approssimativo di g.

@ Dato il problema di Cauchy

a) dire se la funzione y(t) = cos(2t) & soluzione del problema;

b) determinare una soluzione del problema nel caso in cui non lo sia la funzione di cui al punto
precedente; oppure, alternativamente

b’) calcolare i seguenti integrali

/(W’_W)dm

5% T

/Tr (z — 22?) cos(3x) da.
0

Calcolare il polinomio di Taylor di grado 2 di f(z) = In(z? + 3z) nel punto zo = 1.

Soluzioni dei quesiti dell’esame del 20 giugno 2016

B; B; A; D; consultare il libro di testo.

@ In neretto si evidenziano le informazioni date dai limiti. Il grafico della funzione ¢ quindi completato
a piacere (linea sottile), per esempio:

g(x)
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a) Consultare il libro di testo. b) La funzione f(z) ¢ continua e derivabile in tutti i punti tranne
che in & = 2 che non appartiene a [0, 1], percid in questo caso si puo applicare il teorema. La
funzione g & continua e derivabile in [0, 1], essendo ¢'(z) = \/%; anche in questo caso si puo
applicare il teorema. La funzione h & definita in | — 1,1] ma, a causa dell’arccos non & derivabile in
r = 1; tuttavia anche in questo caso si puo applicare il teorema perché la derivabilita agli estremi

dell’intervallo di definizione non & necessaria.

a) Il dominio ¢ individuato dagli  per cui |z|> > 0 e z # 0 (a causa del denominatore). Poiché per
x # 0 vale |z| > 0 si ha quindi D = R\ {0}. La funzione ¢ ivi continua e derivabile. Per le proprieta
dei logaritmi g puo essere scritta anche nel seguente modo

3—51In|z|
o) = 2200

Poiché il valore assoluto e funzione pari, allora f e funzione dispari, infatti per ogni x # 0 vale

3—In|—z/® 77371n\x|5 B

—x x

g(—z) = —g(x).

E quindi possibile studiare la funzione per x > 0, ottenendo il grafico per < 0 grazie a una

simmetria di centro l'origine. D’ora in avanti si supporra quindi z € DT =]0, 4+00[, su cui vale

g(m) — B—i:lnr.

Poiché il denominatore & sempre positivo nel dominio DV, si ha che g(z) > 0 se e solose 3—5Inz > 0
ovvero Inz < 3/5 cioe x < e3/5. In definitiva, restringendosi a DT
>0, sex€l0,e3/5
g(x){ =0, sex=e’>

<0, sexele’? +ool.

Per simmetria g & < 0in | —e*°,0[, & > 0 in | — 0o, —e3/5[ e si annulla anche in 2 = —e3/5.
b) In DT ha senso andare a studiare i limiti a 400 e in 0 da destra. Si ha
. +00 . —oo|lm .. —5/x
i, 9(w) = [m} =+oo, lm (@) = [m} =l =0
Simmetricamente si ha lim,_,q- g(z) = —o0 e lim,—, o, g(z) = 0. Di conseguenza g ha un asintoto

verticale di equazione z = 0 e uno orizzontale a +o0, di equazione y = 0.

c¢) Calcoliamo la derivata prima:

, —%1‘—(3—51111‘)-1 5Inz — 8
g(x) = p =

In DT la derivata & positiva quando 5lnz — 8 > 0 ovvero Inx > 8/5 cioe x > e8/5, Quindi

<0, sex€l0,e8/5
g (@) { =0, sex=ed>,

>0, sexeled? +oof,

percio la funzione ¢ crescente in ]e®/, 4-00[, mentre & decrescente in ]0,e8/5[. In z = %/® ammette
un minimo relativo. Per simmetria g & crescente in | — oo, —e8/5[, decrescente in | — e*/®,0[ e si
annulla anche in z = —e3/% dove ammette un massimo relativo. Dal punto b) si vede subito che la

funzione non possiede né massimo né minimo assoluti.
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d) Calcoliamo la derivata seconda:

522 — (5lnz — 8)2x _21-10Inx

" _
g (.13) - 1’4 IE3

11 denominatore & positivo in D, il numeratore ¢ > 0 quando 21 — 10Inx > 0 ovvero Inxz < 21/10
cioe z < e2/19. Quindi
>0, sex€]0,e2!/10]

g'(x){ =0, sex=et/10
<0, sex€le?/10 oo,
percio la funzione ¢ convessa in ]0,e%'/1°[, mentre & concava in |e?!/10 4-00[. Simmetricamente, &

anche concava in | — oo, —e2'/19[, convessa in | — e*1/10 0.

f) L’equazione della retta tangente al grafico nel generico punto (zg, g(zo)) di derivabilita per la
funzione e

y = (z —20)g'(z0) + g(x0).
Poiché g(e) = —2/e e ¢'(e) = —3/e?, la relativa tangente ha equazione y = —3(z —e) — 2. Per
quanto riguarda la prima, si ha g(—2) = (5In2—3)/2 e ¢’(—2) = (51n2—8)/4 e la relativa tangente
ha equazione y = 22=8(y 4 2) 4 5ln2=3,

@ a) Si ha y/(t) = —2sen(2t). Sostituendo si ottiene

tsen(2t)

—2sen(2t) = (1+ cO52(2t))W

che non & identicamente soddisfatta (per esempio, per ¢t = 7/8 si ha —/2 # 37/16). La funzione
non ¢ dunque soluzione. Si osservi che la funzione soddisfa invece la seconda condizione y(0) = 1.

b) Scrivendo 3’ = ‘;—‘Z e utilizzando il metodo di separazione delle variabili si ha

Y Y
e dy =tsen(2t)dt = / e dy = /tsen(2t) dt.

Dalla seconda tabella si ha

y L[ (1+y?) 1 2
dy=- [ —2 2 gy =—In(1
/1+y2y 2/ 1 W 5 (1 +y%),

mentre integrando per parti si ottiene

/tsen(Zt) g — t( 3 cos2(2t)> n / Cosé2t) g — _tcos§2t) N seniQt) ve
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da cui segue

cos(2t) N sen(2t)
2 4
con c generica costante d’integrazione. Risolvendo in y si ottiene quindi

1
51n(1—|—y2) =—t + e

2t 2t
1+y%=exp (20 — tcos(2t) + senz( )> = y= j:\/exp (20 — tcos(2t) + sen2( )> -1

In quest’ultima si sceglie il segno + in quanto y(0) & inizialmente positiva. Imponendo ora la

condizione y(0) = 1 nella prima delle tre relazioni sopra si ottiene 1“72 = c. Una soluzione ¢ quindi

y(t) = \/exp <ln2 —tcos(2t) + %) 1= \/QGXp ( — tcos(2t) + Sen2(2t)) 1

Alternativamente, si poteva utilizzare direttamente la formula risolutiva per le equazioni a variabili
separabili (insieme alla formula fondamentale del calcolo integrale)

v ooz ¢ 1 1Y cos(2s)  sen(2s)7t
/1 mdz:/ossen@s)ds = [iln(l—l—z)]l:[—s + ]

In(l+y?) 2 _
2 2 2 4

che risolta rispetto a y fornisce la soluzione cercata.

b’) Dalle tabelle si ottiene

z\3 4/ 8/ " e T pT/12
/(@_q)d“@_/(i) d:”_/x ! dx_lf(ég/)@ BRIV

con c¢ costante arbitraria. Per il Teorema fondamentale del calcolo si ha (per parti)

[ 2eteostan o= [l -2 =T [ an it an

=(0-0)- il))/oﬂ(l — 4z) sen(3z) dx

(R L) .

1, 1—4r 1, 4 [T Ar—2  drsen(3w)yT  Am—2
_ ! hyd 3z) dz = 5| ] .
3( 3 +3)+9/0 cos(3x) dx 9 +9 3

o 9

Si ha

2¢+3 2(2% + 3x) — (22 + 3)2
! _ " —
f(x)_x2+3x7 f ($) (.’L’2+3.’L')2
da cui f(1) =1n4, f/(1) =5/4, f”(1) = —17/16 percio il polinomio di Taylor cercato e

f//(xo)
2

(x —x0)* = In4 + §(1‘— 1) — 1—7(:10 —1)2

P(x) = f(wo) + f'(w0)(z — o) + 4 32




Modulo di Matematica, Corso di Laurea in Biotecnologie - Raccolta degli Esami A.A. 2015-2016 17

Appello del 4 luglio 2016

N.B.: scrivere nome, cognome e numero di matricola su ogni foglio consegnato
Tempo a disposizione: 2.5 ore

Se limy 4, f(z) = 0" e lim, 4, g(x) = —oo, allora lim,_,,, ACIRPS
o0

g(z)
E +o0o
0

@ non ci sono elementi sufficienti per rispondere

Se f & una funzione derivabile due volte in ]a,b[ e tale che f”(z) =0, f'(z0) < 0 con zg €la,b[ ,
allora

2o € punto di minimo relativo per f
o € punto di massimo relativo per f
xo ¢ punto di massimo assoluto per f
@ nessuna delle precedenti

L’equazione differenziale 3" = (ty +y')? &

un’equazione lineare del primo ordine
un’equazione lineare del secondo ordine
un’equazione non lineare del primo ordine

@ un’equazione non lineare del secondo ordine

E La funzione f(z) = log; ;9 x
¢ definita per x € R
& integrabile in [271,475]
¢ una funzione crescente

@ ¢ una funzione decrescente e concava

Dare la definizione di primitiva di una funzione f in un intervallo I.

@ Rappresentare il grafico di una funzione g che verifichi contemporaneamente le seguenti proprieta

lim g(z) = 400 lim g(z) =1 lim g(x) = —o0 lim g(z) = -2
T——00 T—2— r—2t

r—r+00
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a) Enunciare il Teorema dei due carabinieri

b) per ciascuno dei seguenti casi

22+ 2 33— 1 senx
3 <g(x) < con x — 400,

2
_— _— < <27% —0
522 + =124 1 g(z) <277, conz

x —3x2 —

applicare il teorema nel caso fosse possibile farlo.

Data la funzione

e2x

T 1 2

g9(z)
a) determinare il dominio D e il segno di g. Studiare in quali punti la funzione & continua e in
quali derivabile;
b) calcolare i limiti agli estremi del dominio e trovare gli eventuali asintoti;

¢) determinare gli intervalli in cui la funzione ¢ crescente, quelli in cui & decrescente, e gli eventuali
punti di massimo/minimo relativo e/o assoluto;

d) determinare gli intervalli in cui la funzione & concava e quelli in cui & convessa;
e) trovare I’equazione della retta tangente al grafico nel punto zy = —1;

f) disegnare un grafico approssimativo di g.

@ Dato il problema di Cauchy

, 2yt 41
LETE
y(2) =1

a) dire se la funzione y(t) = €2*=2) & soluzione del problema per ¢ > 0;

b) determinare una soluzione del problema nel caso in cui non lo sia la funzione di cui al punto
precedente; oppure, alternativamente

b’) calcolare i seguenti integrali
/ 5 (+2)2d /23x+1d
——(z+ — x .
V 4 — .Tz \/E 0 IIJ2 + 4

Calcolare il polinomio di Taylor di grado 2 di f(z) = In(1 + 22) nel punto ¢ = —1.

Soluzioni dei quesiti dell’esame del 4 luglio 2016

C; D; D; B; consultare il libro di testo.

@ In neretto si evidenziano le informazioni date dai limiti. Il grafico della funzione ¢ quindi completato
a piacere (linea sottile), per esempio:
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a) consultare il libro di testo; b) nel primo caso si ha

. 242 . 1+2/22 1 . 323 —1 . 3—1/a3
lim ——— = lim ——— = —| lim —— = lim z—— = +o0,
z—+o0 52 +3 w400 5+ 3/x? 5 g—+o0 1522 +1  w—+oo 154 1/22
e il teorema non puo essere applicato, mentre nel secondo
1
sen sen 11=1,

lim 27" = 1, lim ——— = lim . =
z—0 z—0 xr — 35(,’2 z—0 T 1—3x
per cui il teorema pud essere applicato e si ha lim,_,o g(z) = 0.

a) La funzione & definita se 1 — 2z # 0 cioé z # 1/2, percio il dominio & D = R\ {1/2} e la funzione,
essendo quoziente di funzioni derivabili, ¢ ivi continua e derivabile. Il numeratore ¢ sempre positivo
dunque la funzione & positiva per x < 1/2, negativa per x > 1/2.

b) Ha senso andare a studiare i limiti in 1/2 e a +00. Si ha

lim_g(z) = | tim g(e) = [ =]

im g(z)=|—/|= im r)=|—|=Fx

s Lo +00 ’ zﬂ(1/2)ig 0F oo

quindi la funzione non ammette massimo né minimo, mentre, utilizzando il limite fondamentale

lim, 400 €7 /2P = 400, p > 0, (oppure, alternativamente, il Teorema di de L’Hépital) si ha

. . et /x +0o0

Tr—r+00

Per quanto appena visto, la retta di equazione = = 1/2 & un asintoto verticale, mentre asse = ¢ un

asintoto orizzontale a —oo. Essendo

. og(@) . e® /z? 400
lim =% = —LZ = | —=| = -0,
T—+oo I z—+oo 1/x — 2 —2

la funzione non ammette asintoti obliqui a +oc.

c¢) La derivata prima &
4e2* (1 — x)

2027 (1 — 2z) — e**(—2)
(2 —1)2 7

g'(z) = =202

Poiché i fattori €2* e (2o — 1) sono sempre positivi nel dominio, si ottiene
<0, sex€]|l,+o0],
g(x){ =0, sex=1,
>0, sex€]—o00,1/2[U]1/2,1],
percio la funzione & decrescente in |1, +oo[, mentre & crescente in | —o00,1/2[ein |1/2,1[. Inx =1
ammette un massimo relativo. Chiaramente, per il punto b) la funzione non ammette massimo né

minimo assoluti.
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d) La derivata seconda &

A [2e2%(1 — z) — **] (22 — 1)? — " (1 — 2)2(22 — 1)2
(2 —1)*
[2e%2(1 —z) —e®](2z — 1) —e®*(1 — 2)4 _ 4e%*(42® — 8a + 5)
(22 — 1)3 T (1-22)3

g"(x) =

=4

Poiché il polinomio 4x? — 8x + 5 & sempre positivo, la derivata seconda & positiva se e solo se
(1 —2z)% > 0 cioe < 1/2. In definitiva ¢”(z) > 0se z €] — 00,1/2[ e ¢""(z) < 0 se x €]1/2, +0]
percio la funzione & convessa in | — 0o, 1/2[, mentre & concava in |1/2, 4+o00].
e) L’equazione della retta tangente al grafico nel generico punto (xg, g(xg)) di derivabilita per la
funzione e

y = (z = z0)g (w0) + g(x0).
Poiché g(—1) =e72/3 e ¢’(—1) = 8¢72/9, I'equazione della retta tangente &

8 1
= —(z+1)+ —.
Y 962(x+ )+3eQ

@ a) Si ha y/(t) = 22(*=2) ¢ sostituendo si ottiene I'equazione

2e8(t=2) 11

2(t—2) _
2e 6(—2)73

che non ¢ identicamente soddisfatta per ¢ > 0 (per esempio, per ¢t = 2 si ottiene 2 # 3). La funzione
non e dunque soluzione. Si osservi che la funzione soddisfa invece la seconda condizione, essendo

y(2) =1
b) Scrivendo y' = %’ e utilizzando il metodo di separazione delle variabili si ha

3
Y 1
i1 W=

3

e, siccome 1/1f3 = ¢73, integrando

y® 3 Y 1
dy= [ t7°dt = dy = ——
/2y4+1 4 / /2y4+1 Y 2t2+c’

dove c ¢ la generica costante d’integrazione. Per le tabelle

3 1 3 1 [(2yt+1) . 1
/ — / i’y dt:f/(yzl;)dt:fln@y‘hrl),
2t + 1 8) 211978 21 8
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e poiché y(t) & positiva vicino a ¢ = 2 si ottiene

1 4 1 41 4
gln(Qy +1):—ﬁ+c — y:\/2<exp<8c—1€2)—1).

Imponendo la condizione y(2) = 1 (nella prima equazione) si ha In3/8 = —1/8 + ¢, da cui si ricava
¢ = (1+1n3)/8. Una soluzione & data dunque da

o) = {3 (30 (1- %) - 1)

Alternativamente, si poteva utilizzare direttamente la formula risolutiva per le equazioni a variabili
separabili (insieme alla formula fondamentale del calcolo integrale)

2y =y Lt 41| 17’
— dz= [ s Sln2A 11| = |-
/1 2 1 z /2 s s = [8 n(2z* + )} [ 282]

1 2

1 1 1 1
= -—In2y*+1)—-ln3=-— —

gy + 1) —ghd=g-25
che risolta rispetto a y fornisce la soluzione cercata.

b’) Dalle tabelle si ottiene

/[\/45_7(I+55)1dz5/221_x2/x2dx4/\/5d:c4/idx
e 23/2 38

:5arcsen§ -y —43/—2—4ln|$|+c:5arcseng— %—gx\f—4ln|x|+c,

con c costante arbitraria. Per il Teorema fondamentale del calcolo e le tabelle si ha

2 2 2
3r+1 3 2x 1 3 9 1 12 3In2 w
de=2 ] =24 — det =21 4) 4 -arctg 2] = T
/0x2+4x 2/0 22 +4 $_|_/0 et = [+ Fgacts 5] = =43

: z z?)—x22 e .
Siha f'(x) = 1225 e f(w) = 29552 = 20250 dacui f(—1) = In2, f/(—1) = =1, f"(~1) =0
percio il polinomio di Taylor cercato &

Pa) = flao) + (o) — 7o) + L (¢ )2 =2 — (a4 1).

N.B.:

Appello del 20 luglio 2016

scrivere nome, cognome e numero di matricola su ogni foglio consegnato.

Tempo a disposizione: 2.5 ore

Se lim, 4, f(z) = —00 e limg_,,, g(x) = 0, allora lim,_,,, f(z)g(x) &

[A] —
+oo
c]o

@ non ci sono elementi sufficienti per rispondere
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allora

f & crescente e convessa
f ¢ decrescente e concava
f & crescente e concava

@ f & decrescente e convessa

@ Se f & una funzione derivabile due volte in Ja, b[ e tale che f'(x) > 0 e f”(x) < 0 per ogni = € ]a, b],

L’equazione differenziale y’ = arctg(t?)y &

un’equazione lineare del primo ordine
un’equazione lineare del secondo ordine
un’equazione non lineare del primo ordine

@ un’equazione non lineare del secondo ordine

La funzione f(x) = (2/3)*

ha come immagine R
ha limite 400 per x — +o0

¢ decrescente

@ ¢ una funzione razionale

Dare la definizione di continuita di una funzione f in un punto zg.

@ Rappresentare il grafico di una funzione g che verifichi contemporaneamente le seguenti proprieta

Jm g(z)=-3  lm gl@)=2  lm g(z)=+o0  lim g(z)=-o0
a) Enunciare il teorema fondamentale del calcolo integrale;
b) per quali delle tre funzioni
—2tgx
e~/ g 0 r—oe? 0
f(z) =In|z + 1], g(x) sea 7 h(z) senz sez#
0 se =0, -1 se x =0,

& possibile applicare il teorema nell’intervallo [—2, 2]?

Data la funzione

g(x) = Va2 +22 -3

a) determinare il dominio D e il segno di g. Calcolare i limiti agli estremi del dominio;
b) studiare in quali punti la funzione ¢ continua e in quali derivabile;
c) trovare gli eventuali asintoti;
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d) determinare gli intervalli in cui la funzione e crescente, quelli in cui & decrescente, e gli eventuali
punti di massimo/minimo relativo e/o assoluto;

calcolare il comportamento di ¢’ negli eventuali punti di non derivabilita;

)

f) determinare gli intervalli in cui la funzione & concava e quelli in cui & convessa;
) trovare I'equazione della retta tangente al grafico nel punto di ascissa z¢ = 2;
)

disegnare un grafico approssimativo di g.

@ Dato il problema di Cauchy

W seny
cosy
y(0) = 7/6
a) dire se la funzione y(t) = (arccost)/3 & soluzione del problema nell’intervallo | — 1, 1[;

b) determinare una soluzione del problema nel caso in cui non lo sia la funzione di cui al punto
precedente. Verificare che quella trovata e effettivamente una soluzione. Alternativamente

b’) calcolare i seguenti integrali
/( 1 +x5—3x2+4)dx /”/41—3§enxdm.
er2-a T 0 cos®

Calcolare il polinomio di Taylor di ordine 2 di f(z) = arctg(v/3e~%) nel punto o = In 3.

Soluzioni dei quesiti dell’esame del 20 luglio 2016

D; C; A; C; consultare il libro di testo.

@ In neretto si evidenziano le informazioni date dai limiti. Il grafico della funzione € quindi completato
a piacere (linea sottile), per esempio:

g()

a) consultare il libro di testo; b) la funzione f non & definita in £ = —1 che appartiene all’intervallo
[—2,2], dunque il teorema non si applica. La seconda funzione & definita ovunque ma essendo
lim, ,o+ g(x) = [e~°°] = 0, mentre lim, ,o- g(x) = [e>°] = +00, non & continua in x = 0; anche in
questo caso non e possibile applicare il teorema.

. . _92¢ N . . . .
Nell'ultimo caso, la funzione z(x) = =% & definita dove il seno non si annulla, dunque in

D =R\ {kn, k € Z}. Essendo [—2,2] ieil{(x)} C] —m,0[U]0,n[C D segue che la funzione h(zx) &
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definita in [—2,2] e continua almeno in [—2,2] \ {0}. Resta da valutare la continuitd in z = 0.
Ricordando il limite fondamentale lim,_,o(senx)/z = 1, si ha

limh(x):lim( ° —2tgx)zlim( ro_ 2 ):1—2:—1:h(0),

z—0 z—0 \senx senx z—0 \senx COoST

percio h & continua anche in 0 e in quest’ultimo caso si puo applicare il teorema.

a) La funzione ¢ definita per ogni x € R. Poiché 23 > 0 se e solo se z > 0, si ha g(z) > 0 se e solo
se x2 422 — 3 > 0 ovvero se < —3 oppure = > 1. In particolare g si annullain z = —3 ez = 1 ed
& negativa per x €] — 3, 1[. Inoltre g non & funzione né pari né dispari. Ha senso andare a studiare
solamente i limiti a +00. Poiché I’argomento della radice tende a +o00 se x — +oo si ha banalmente
lim, 400 g(z) = +00.
b) Essendo composta di funzioni continue, g € continua. Per quanto riguarda la derivabilita, g &
derivabile in tutti i punti che non annullano Pargomento della radice cubica (dove potenzialmente
la funzione potrebbe non esserlo), dunque per ogni x # —3, x # 1. Studiando la derivabilita in
z = —3 e x = 1 mediante la definizione, si ha

_ogl@)—g(=3) . J@+3)(@—-1) L w—1 -4y
Jm Sy = ey i (e - ] =
. g(w)—g(l)_ . 3 (‘r+3)(m_1)_ : 3 r+3 _ |3 4 _
Ly z—1 = I (x —1)3 _alcil\l(gc—l)?_[\/oj}_Jroo’

per cui g non e derivabile in nessuno dei due punti. Si osservi che tali limiti implicano che in z = —3
e x = 1 la tangente e verticale.

¢) Banalmente g non ammette asintoti verticali. Per quanto riguarda quelli obliqui, vale

2422 -3 1 2 3
im 0 gy RIS g oL 23 g,
z—+too T z—+oo 3 zo+oo V x x2 13

lim (g(z) —mz) = lim g(z)= oo,

z—+o0 z—+o0

mentre

dunque g non ammette neppure asintoti obliqui/orizzontali.
d) Per ogni x # —3, x # 1, la derivata prima ¢

g z+1
3 Y@ +20-3)%

g (z) = ((2* + 22 — 3)1/3)/ = %(a@2 +22—3)7232z+2) =

Il numeratore ¢ > 0 se x > —1, il denominatore ¢ sempre positivo nel dominio dove ¢ derivabile,
dunque per x # —3, x # 1, quindi

<0, sex€]—o00,-3[U]-3,—1],
g ()¢ =0, sex=—1,
>0, sexe]—1,1[U]1,+ool.

In definitiva la funzione & decrescente in | — oo, —3[ e in | — 3, 1], mentre & crescente in | — 1,1[ e in
J1,400[. Si osservi che poiché g & continua in x = —3 ed & decrescente in | — 0o, —3[ e in | — 3, 1],
allora ¢ decrescente su tutto | — co,1[. Analogamente & crescente su tutto |1,+oo[. In z = —1
ammette un punto di minimo relativo e assoluto. Poiché g tende a +o0o per x — +00, la funzione
non ammette massimo.
e) Si ha

r+1 2

2
. ’ _ 2 — 2= = _
Jm, ¢'(@) =3 lim, @2 2532 3 [0+} o
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oy 2. r+1 272
lim ¢'(z) = = lim == {—} = 400,
z—1 3a=1 /(22 + 20 —3)2  3L0F
dunque in tali punti la funzione ha la tangente verticale.
f) Essendo /(22 + 2z — 3)2 = (22 4 22 — 3)%*/% si ha
4(zx+1)

2
S +20—3)2) =S +220-3)" V32 4+2) = —— L
(VI )?) =3l )T ) Y

per cui la derivata seconda e

- A(x

(22 +2x—3)2 — (x+ 1)73 3%2:21;2—3
& (22 4+ 22 — 3)4

3(2? 4+ 22— 3) —4(z +1)?

2
Y/ (22 + 2z — 3)° 9

x2 +2x 413
g (x2+2x73)5.

Il numeratore ¢ sempre positivo, dunque, tenendo conto del segno — davanti alla frazione, la derivata
seconda ¢ positiva se e solo se /(22 + 2z — 3)® < 0 cio¢ 2% + 2z — 3 < 0, ovvero —3 < z < 1.
Dunque la funzione & concava in | — oo, —3[ e in |1, +00[, mentre & convessa in | — 3,1[. In z = —3
e x = 1 ha dei punti di flesso a tangente verticale.

Per concludere, si osservi che la funzione si puo scrivere nella forma
g(x) = V(z + 1) — 4,

dunque & composizione della funzione w(y) = {/y? — 4 con la traslazione y(z) = = + 1. Essendo w
funzione pari cio comporta che il grafico di g € simmetrico rispetto alla retta verticale di equazione
x = —1, come si puo anche osservare in figura.

25

5 25 0 25 5
X

2,51

g) L’equazione della retta tangente al grafico nel generico punto (zg,g(zo)) di derivabilita per la
funzione e

y = (z = z0)g (w0) + g(x0).
Poiché g(2) = V/5 e ¢'(2) = 2/3/25, 'equazione della retta cercata &

2 3
yze/—%(m—%—i—\/a

a) Si ha y/(t) = —3\/11_7 e sostituendo si ottiene I’equazione
1 sen( arccost)
3VT—t2 cos(}arccost)

che non ¢ identicamente soddisfatta (per esempio, per ¢ = 0 si ottiene —1/3 # 0). La funzione non &
dunque soluzione. Si osservi che invece la funzione soddisfa la seconda condizione, cioé y(0) = 7 /6.
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b) Scrivendo y' = % e utilizzando il metodo di separazione delle variabili si ha

cosy cosy

dy = -2tdt = / dy:—/Qtdt — In|seny| = —t*+¢

seny seny

dove ¢ ¢ la generica costante d’'integrazione. Osservando che seny(0) = sen(w/6) = 1/2, si ha che
per t vicini a 0 la funzione sen y(t) ¢ positiva e nell’equazione sopra si puo togliere il valore assoluto.
Imponendo inoltre la condizione y(0) = 7/6 si ricava In(1/2) = ¢ ed infine

1
Inseny = —t? +1In(1/2) <= seny= §e_t2
e poiché y(t) & positiva e prossima a 1/2 per ¢ vicinoa 0 e 0 < %e’tz < 1, si puo invertire la funzione
seno ottenendo 1
y(t) = arcsen(ge_tz).
Alternativamente, si poteva utilizzare direttamente la formula risolutiva per le equazioni a variabili
separabili (insieme alla formula fondamentale del calcolo integrale)

Y ! ¢ y ¢ 1
/ COszd,z’:/ —sds = [ln|senz\] = [—52} = In|seny| —In= = 2,
7/6 Sen z 0 /6 0 2

che, supposto seny > 0 e risolta rispetto a y, fornisce la soluzione cercata.

Verifichiamo che quella trovata ¢ una soluzione:

1 1
Y (t) = ————— —e P (—21)
- ()’

mentre, ricordando che |cos z| = v/1 — sen? z ed osservando che cosy(t) & sempre positiva, si ha

o, Sen y(t) _ o Sen (arcsen(le~*")) _ _Qt%e—iﬁ.
cos y(t) cos (arcsen(3e~*?)) 1— (le—t2)2
2

Si riconosce facilmente che queste due funzioni coincidono. Inoltre, sostituendo si ottiene y(0) =
arcsen(1/2) = /6, dunque y ¢ effettivamente soluzione del problema di Cauchy.

b’) Dalle tabelle si ottiene

/(exéI+w5_?;x2+4)dx:/(z)zdsc—i—/x‘ldx—?)/xdx—i—él/;dx

(2/e)*  2° z? 2¢ 3,
- L S S S
m2je) T 5 oz TAmklre=GrnTy t g — g Halflte

con ¢ costante arbitraria. Per le tabelle e il Teorema fondamentale del calcolo si ha

T/ A /4 e
[ [ (s e et
0 0 ’ 0

cos? x cos?2x  cos?x

—-oal - g rea(g ) —a-ave

La derivata prima e seconda sono date da

, _ 1 ey — _ e
f(x)filﬂx/ge%)g( V3e ™) = —V3

ew(e2z + 3) _ 616212 _ ea:(e2;r _ 3)

-V3 (€2 + 3)2 - (e2r +3)2°
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Essendo €3 = 3, e="3 = 1/3, ¢2"3 = "9 = 9 arctg(1/v3) = 7/6, si ha f(In3) = 7/6
f'(In3) = —/3/4, f"(In3) = v/3/8 percio il polinomio di Taylor cercato &

" (o) V3 V3
20 T(xfln3)+ﬁ(xfln3)2.

P(x) = f(wo) + ['(wo)(z — o) + (z—w0)? = = —

T
6

Appello del 14 settembre 2016

N.B.: scrivere nome, cognome e numero di matricola su ogni foglio consegnato.
Tempo a disposizione: 2.5 ore

Se limy .z, f(2) = 0F ¢ lim, .z, g(x) = —00, allora lim, ., 24

g(z)
—0
E +00
0

@ non ci sono elementi sufficienti per rispondere

Se f & una funzione derivabile due volte in ]a, b[ e tale che f'(xzo) =0 e f"(xg) = 7 con z¢ €la,b],
allora

xo & punto di minimo relativo ma non necessariamente assoluto per f in |a, b|
xo € punto di massimo relativo ma non necessariamente assoluto per f in |a, b|
xo € punto di minimo assoluto per f in |a, b|

@ xo € punto di massimo assoluto per f in Ja, b]

L’equazione differenziale y” = t2y + 3v/ty' &

un’equazione lineare del primo ordine
un’equazione lineare del secondo ordine
un’equazione non lineare del primo ordine

@ un’equazione non lineare del secondo ordine

La funzione f(z) = v/x
¢ definita e derivabile in R

E ¢ crescente e convessa in | — 0o, 0]

€ una funzione pari

@ ¢ definita e positiva in R

Scrivere la definizione di asintoto di una funzione f: R — R per £ — +o0
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@ Rappresentare il grafico di una funzione g che verifichi contemporaneamente le seguenti proprieta:

lim g(z) =0, lim g(z) = —o0, lim g(z) =0, lim g(z)=1.

T——00 T——2" z——2+ z—+00

a) Enunciare il Teorema di de L’Hépital;

b) per ciascuno dei seguenti tre limiti

. 3tgx — In(cos(3x)) , 3% + 22 . sen(cosz) + 2°
lim , lim , im ,
e=0 1+ xz—e® z—+oo sen(z?) + Harctg x z—0 4 tg(x?) — 3z senx

determinare se ¢ possibile applicare il teorema ed eventualmente calcolarne il valore.

Data la funzione

a) determinare il dominio D, il segno di g e calcolare i limiti agli estremi del dominio;
b) trovare gli eventuali asintoti;

¢) determinare gli intervalli in cui la funzione & crescente, quelli in cui ¢ decrescente, gli eventuali
punti di massimo/minimo relativo e/o assoluto;

d) determinare gli intervalli in cui la funzione & concava e quelli in cui & convessa;
e) trovare I’equazione della retta tangente al grafico nel punto di ascissa z¢ = 1;

f) disegnare un grafico approssimativo di g.

@ Dato il problema di Cauchy

J = (6t2 — cost)(2 + y?)
Y

y(0) =1

a) dire se la funzione y(t) = v/t2 4+ 1 & soluzione del problema;

b) determinare una soluzione del problema nel caso in cui non lo sia la funzione di cui al punto
precedente; oppure, alternativamente

b’) calcolare i seguenti integrali
522 + 3z — 1 3 2 2?41
( - ) dx ———dx.
N3 Va4 — x2 1 z(2? 4 3)

Calcolare il polinomio di Taylor di grado 2 di f(z) = In(1 + lnz) nel punto zy = e.

Soluzioni dei quesiti dell’esame del 14 settembre 2016

C; A; B; B; consultare il libro di testo.

@ In neretto si evidenziano le informazioni date dai limiti. Il grafico della funzione € quindi completato
a piacere (linea sottile), per esempio:
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]

)

) T

f-
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

a) consultare il libro di testo. b) il primo limite & della forma 0/0; applicando il teorema di ha

3sen(3x
I 3tgx — In(cos(3x)) m i o T cos(gz)) [ 3+0 } 6
im = lim = = -
z—0 V1+x—e® z—0 ﬁ—ex 1/271

Per quanto riguarda il secondo, il denominatore non tende né a zero né a co in quanto I’arcotangente
ha limite finito per # — +o0o0 mentre sen(z*) & una funzione oscillante che non ammette limite per
x — +00; per questo motivo non si pud applicare il teorema. Il terzo & della forma (sen1)/0,
dunque anche in questo caso non si puo applicare il teorema.

a) La funzione & definita per ogni x € R = D. Poiché e~ & positiva per ogni z, la funzione &
positiva per x > 0, negativa per x < 0 e si annulla in x = 0. Inoltre g non & funzione né pari né
dispari. Ha senso andare a studiare solamente i limiti a +o00. Si ha

lim e * = [—o0 - +00] = —o0,
T——00
mentre 3
lim 2°¢” = lim =~ =0 (limite fondamentale).
T— 400 r—+o00 el

Al secondo limite si poteva applicare (tre volte di seguito) anche il Teorema di de L’Hépital, essendo
della forma indeterminata [co/o0].

b) Banalmente g non ammette asintoti verticali. Poiché la funzione ha limite finito uguale a 0 per
x — 400, allora la retta y = 0 & asintoto (orizzontale) a +o0. Poiché inoltre
g(x)

lim === lim z
r——00 I T——00

2 . —x

e " = —00,

non ci sono asintoti a —oo.
c¢) La derivata prima &
g (z) =32%e " 4 237 (—1) = (322 — 23)e™® = 22(3 — z)e 7.

Poiché 22e~* > 0 per ogni x # 0, essendo inoltre nullo in = 0, mentre 3 —z > 0 se solo se z < 3,

allora
>0, sex€]|—o00,0[U]0,3[,
g (x){ =0, sez =0 oppurez =3,
<0, sez€]3,+oo.
Dunque la funzione & crescente in | — 00, 0[ e in |0, 3], mentre & decrescente in |3,+occ[. In z = 3

ammette un punto di massimo relativo e assoluto. Poiché la funzione ¢ derivabile anche in 0 con
derivata nulla, segue che g(z) e strettamente crescente su tutto | — oo, 3[; & probabile che z = 0 sia
un punto di flesso a tangente orizzontale (si veda d)).

d) La derivata seconda ¢ data da

g (z) = (62 — 32%)e™" + (322 — 2®)e™"(—1) = x(2? — 62 + 6)e ™.
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Essendo (22 — 6z + 6) > 0 per = < 3— /3 oppure > 3+ /3, si ha
<0, sex€]—o00,0[U]3—3,3++3]
g"(x){ =0, sex=0oppure z=3—+/3 oppure z =3 — /3,
>0, sex€]0,3—+3[U]3+ 3,4+,
percio la funzione & concava in | — 00,0[ e in |3 — /3,3 + /3], mentre & convessa in ]0,3 — v/3[ e

in )3+ v3,+o0[. Inz=0,2z=3—+3, =343 ha tre punti di flesso, il primo a tangente

orizzontale.

g) L’equazione della retta tangente al grafico nel generico punto (zg,g(zo)) di derivabilita per la

funzione ¢
y = (¢ —x0)g'(x0) + g(z0)-

Poiché g(1) = e~ ! e ¢/(1) = 271, 'equazione della retta cercata &

y=2e"t(z—1)+e L

@ a) Siha y/(t) = 2\/%. Sostituendo si ottiene
t  (6t% —cost)(t? + 3)
241 t2+1

che non & identicamente soddisfatta (per esempio, per ¢ = 0 si ha 0 # —3). La funzione non &

dunque soluzione. Si osservi che y(t) soddisfa invece la seconda condizione y(0) = 1.

dy

b) Scrivendo y' = Z¥ e utilizzando il metodo di separazione delle variabili si ha

dt

) Y
y2+2dy:(6t2—cost)dt = /y2+2dy:

Dalla seconda tabella si ha

y 1 2y 1/(y2+2)’ 1
dy = dy=- | Z—"Zdy =~
/y2+2 Y 2/y2+2 V=9 ) Tpr2 W

mentre, grazie semplicemente alla prima tabella, si ottiene
/(6752 —cost)dt = 2t3 —sent +c,

da cui segue

1 ]
3 In(y? +2) = 2t> —sent +c,

con c generica costante d’integrazione. Risolvendo in y si ottiene quindi

/(Gﬁ2 — cost) dt.

3 5
94 y? = ettt 2sentize :t\/e4t372 sent+2c _



Modulo di Matematica, Corso di Laurea in Biotecnologie - Raccolta degli Esami A.A. 2015-2016 31

In quest’ultima si sceglie il segno + in quanto y(0) & inizialmente positiva. Imponendo ora la
condizione y(0) = 1 nella prima delle tre relazioni sopra si ottiene % In 3 = ¢. Una soluzione e quindi

y(t) — \/e4t372 sent+In3 __ 2 — \/3e4t372 sent _ 9

Alternativamente, si poteva utilizzare direttamente la formula risolutiva per le equazioni a variabili
separabili (insieme alla formula fondamentale del calcolo integrale)

Yy t 1 t
/1 22+2dz—/0(632—coss)ds = [ilnz —l—Z} {253—56113}0
1

1
= In(y? +2) — 3 In3 = 2t* — sent,

2
che risolta rispetto a y fornisce la soluzione cercata.
b’) Dalle tabelle si ottiene

5x2+3x—1 3 3/2 1/2 _1/2 3
/( NG —m)dx—S/x dm+3/x dac—/:v dx—/ﬁdx

25/2 232 p1/2
:55/2 —|—33/2 — 1/2 3arcsen§ c—2x2f+2x\f—2ﬁ—3aeren2 +c,
con c costante arbitraria. Per il Teorema fondamentale del calcolo e grazie alla seconda tabella, si
ha
22 2 9.2 2 (.3 /
1 1 3 1 1 . 2 1
/ L ,/ Mdm: ,/ de: 7[ln|z3+3x|} = ,1113
1 z(2? 4 3) 3J)1 a3+ 3z 3); x3+3x 3 1032
; _ _ _ l1+Inz+a(l/x) Inzx . o
Siha f/(2) = iz 5 = arn @ J(0) = —TEERGT = e dacui f(€) = 2,
f'(e) = 1/(2e), f"(e) = —3/(4e?) percid il polinomio di Taylor cercato &
1
1
P() = flao) + (z)a — o) + T )2 24 () e



