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[

Se limg_yz, f(z) =1 e limg_y4, g(x) = 07, allora lim,_,,, %

vale —1
E vale 0
vale —oo

@ non ci sono elementi sufficienti per rispondere

Se f & una funzione derivabile in ]a,b[ e tale che f'(zg) = 0 e f"(xo) < 0 per zg €]a,b],
allora

zo € un punto di minimo relativo
zo € un punto di massimo relativo

o € un punto di flesso
@ nessuna delle precedenti

L’equazione differenziale y” = 2e'y — ysent &

un’equazione lineare del primo ordine

un’equazione lineare del secondo ordine
un’equazione non linear rimo ordin

C ‘equazione non lineare del o ordine

@ un’equazione non lineare del secondo ordine

La funzione f(x) = log; j, @
¢ definita in [0, +00]
& pari
& decrescente

@ ha limite +o0c0 per x — +o0

Dare l'interpretazione geometrica della derivata di una funzione f in un punto xg.




@ Rappresentare il grafico di una funzione g che verifichi contemporaneamente le seguenti

proprieta:
Jim g(z)=—cc  lim g(@)=—-cc  lim g(x)=+oc  lim g(z)=-1

a) Enunciare il Teorema di de L’Hopital;

b) per ciascuno dei seguenti tre limiti

222 + arctg(1 + ) . 3tg(z?) —4senx . 2% — 3x
im , lim , im ,
=0 zIn(l 4+ x) + 3senx a—0 x + In(1 + 2x) z—+00 57 4 sen x + 2

determinare se e possibile applicare il teorema ed eventualmente calcolarne il valore.

Data la funzione

1— a2

T) = —5
90 = rap
a) determinarne il dominio D e studiarne il segno;
b) calcolare i limiti agli estremi del dominio e trovare gli eventuali asintoti;

c¢) determinare gli intervalli in cui la funzione & crescente, quelli in cui ¢ decrescente, e
gli eventuali punti di massimo/minimo relativo e/o assoluto;

d) trovare gli intervalli in cui la funzione & concava e quelli in cui & convessa;
e) scrivere 'equazione della retta tangente al grafico nel punto di ascissa z¢ = 0;

f) disegnare un grafico approssimativo di g.

@ Dato il problema di Cauchy

{ y = te? 3v
y(1) =0

a) dire se la funzione y(t) = sen(wt) & soluzione;

b) determinare una soluzione del problema nel caso in cui non lo sia la funzione di cui
al punto precedente; oppure, alternativamente

b’) calcolare i seguenti integrali

2+ z? 3 Ly
dz, —dz.
/(1+x2+cos2x) v /0 o3z

Scrivere il polinomio di Taylor di grado 2 di f(x) = x cos(2z) nel punto z¢ = 7/4.
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Soluzioni dei quesiti dell’esame del 11 luglio 2014

C; B; B; C; consultare il libro di testo.

@ In neretto si evidenziano le informazioni date dai limiti. Il grafico della funzione ¢ quindi
completato a piacere (linea sottile), per esempio:

g(x)

|
|
|
|
|
|
|
|
|
| =2
|
|
|
|
|
|

a) consultare il libro di testo; b) il primo limite & della forma (7w/4)/0, il secondo 0/0,
nel terzo il denominatore non ammette limite. Il teorema si puo applicare solamente al
secondo limite, per il quale si ha

6
. 3tg(a:2) —4senz g .. Coszg(cfcz) —4dcosz 4
lim = lim 5 .
a—0 x+In(l+2z)  2-0 1+ 5 3

a) La funzione ¢ definita per gli  tali che x + 2 # 0 cioe z # —2, percio il dominio e
D =R\ {2} e la funzione (razionale) & ivi continua e derivabile.

Il denominatore € sempre positivo, il numeratore ¢ > 0 quando 1 —22>0cioe —1<z<1.
In definitiva la funzione ¢ positiva in | — 1, 1], negativa in | — oo, —2[, in | — 2,—1[ e in
J1, +o0[, mentre si annulla per z = —1 e z = 1.

b) Ha senso andare a studiare i limiti in —2 e a +o00. Si ha

/2% —1 -1
lim g(z) = lim A" =1 =|—1]=-1,
r—+o00 r—Fo00 (1 +2/:E)2 1

. -3
x£@29($) N [0*} -

quindi la funzione non ammette minimo. Dallo studio dei limiti si evince immediatamente
che g ha un asintoto verticale in x = —2 e un asintoto orizzontale di equazione y = —1 sia
per x — oo che per x — —oo.

c¢) La derivata prima di g &
J(x) = —2z(z +2)? — (1 —22)2(z + 2) _ “2x(x+2)—(1- 7?)2 _ —(4z+2) .
(x+2)4 (x+2)3 (x +2)3

Il numeratore ¢ positivo se —(4z + 2) > 0 ovvero se x < —1/2, il denominatore & positivo
se (z +2)3 > 0 cioe se z + 2 > 0 ovvero x > —2. In definitiva

>0, sexe€]|—2,—-1/2],

gdx)< =0, sex=-1/2,
<0, sex€]—o0,—2[U]—1/2,400],

o’

percio la funzione & crescente in | — 2, —1/2[, mentre ¢ decrescente in | — oo, —2[ e in
| —1/2,400[. In x = —1/2 ammette un massimo assoluto.
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t-2

t-6

Lg

d) La derivata seconda ¢

Az +2)7°— (4o +2)3(x+2)? 4z+2)—(4v+2)3 8Bz —2

g'@) == (@ +2)0 - (w +2)1 e

Il numeratore ¢ > 0 se z > 1/4, mentre il denominatore & sempre positivo nel dominio,

quindi
<0, sex€]—o00,—2[U]—-2,1/4],
g ()¢ =0, sex=1/4,
>0, sex€]l/4,+o0],
percio la funzione & concava in | — 0o, —2[ e in | — 2, 1/4[, mentre ¢ convessa in |1/4, +00].

In z = 1/4 ammette un punto di flesso.

e) L’equazione della retta tangente al grafico nel generico punto (xg, g(zg)) €

y = (x — x0)g'(x0) + g(x0).

Poiché ¢(0) =1/4 e ¢’(0) = —1/4, Pequazione della retta cercata &

@ a) Si ha y/(t) = 7 cos(rt). Sostituendo si ottiene ’equazione

7 cos(mt) = t e?tgsen(m)

)

che non ¢ identicamente soddisfatta per ¢ € R (per esempio, se t = 0 si ottiene 7w # 0). La
funzione non e dunque soluzione. Si osservi che la funzione soddisfa la seconda condizione
y(1) =0.
b) Scrivendo y' = %’ e utilizzando il metodo di separazione delle variabili si ha
1 2t - 2t
3—ydy:te dt = /3 ydy:/te dt.

Utilizzando le tabelle si ha facilmente

_ 37Y
/3 Ty =g
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mentre integrando per parti si ottiene
2t 2t 2t 2t
e e
/teztdt:tz— —dt = -

percio in definitiva
3-Y e?t e2t

dove c ¢ la generica costante d’integrazione. Risolvendo in y si ottiene

1 4
3Y = — =1 < )
(% _ t% —¢)In3 Y = 083 (e2t — 2te2t — 4¢)In3

Imponendo la condizione y(1) = 0, ad esempio nella prima delle precedenti relazioni, si

ottiene
1

1= ;
(%—%—C)IHS

da cui si ricava ¢ = —ﬁ — - La soluzione ¢ quindi

y(t) = logs ((e% — 2te?t 4 e2)In 3 + 4)'

Alternativamente, si poteva utilizzare direttamente la formula risolutiva per le equazioni
a variabili separabili (insieme alla formula fondamentale del calcolo integrale)

Yy t —z1Y 2s 257t
/ 3_Zd2’:/ Sezsds e _3 — Sei_ei
0 1 1113 0 2 4 1

37Y 1 et 2t (e e >

~ k3 w3 2 71

che risolta rispetto a y fornisce la soluzione cercata.

b’) Dalle tabelle si ottiene

2 + 3 1 1
/(sz—i—ws%;) dac:/ldm—i-/HxQdm+3/Coszxda:zx+arctg:c+3tgac+c,

con c¢ costante arbitraria. Integrando per parti si ottiene

1 1 -3z -1 1 -3z
/ ?dm:/ xe 3 dy = [ace ] —/ ¢ dx
0 eor 0 —3 0 0 _3

Si ha f'(z) = cos(2z) — 2z sen(2z) e f"(x) = —4sen(2z) — 4z cos(2z), da cui f(7w/4) =0,
fi(w/4) = —7/2, f"(7/4) = —4 percio il polinomio di Taylor cercato &

f”(2960)(1:_x0)2 _ _g (x_ %> Ly (1:_ Z)Q

P(z) = f(xo) + f'(z0)(x — o) +



