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MoDULO DI MATEMATICA
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N.B.: scrivere nome, cognome e numero di matricola su ogni foglio consegnato.
Tempo a disposizione: 2.5 ore

Se limy .z, f(z) =07 e lim;—,, g(x) = —o0, allora lim,_,,, % &

[A] —o0
+oo
clo

@ non ci sono elementi sufficienti per rispondere

Se f & una funzione derivabile due volte in ]a, b[ e tale che f”(z) < 0 per x €]a, b], allora

f & crescente in [a, b]
f & convessa in [a, b]

f & concava in [a, b
@ f & decrescente in [a, b]

L’equazione differenziale ¢/ = logt — e'ysent &

un’equazione lineare del primo ordine
un’equazione lineare del secondo ordine
un’equazione non lineare del primo ordine

@ un’equazione non lineare del secondo ordine

La funzione f(x) = arccosz

¢ definita in R

E e una funzione decrescente

¢ definita in [0, 7]

@ ¢ derivabile nel suo dominio

a) Scrivere la definizione di derivata di una funzione f in un punto x.




@ Rappresentare il grafico di una funzione g che verifichi contemporaneamente le seguenti

proprieta:
Jlim g(x) = 400 Jim g(z) = oo Jim g(z) = -2 Jim g(z) =1

a) Enunciare il Teorema di de L’Hopital;

b) per ciascuno dei seguenti tre limiti

arcsen x — sen(2z — z2) ) (1/2)* —5

)

I senz + (x —1)2
im
z—+o0 3% + 4z + 1’ z—1 2 —3x+2

0 €2 — cosx ’

determinare se e possibile applicare il teorema ed eventualmente calcolarne il valore.

Data la funzione
9(z) = 5—

determinarne il dominio D;
studiare il segno di g;
calcolare i limiti agli estremi del dominio e determinare gli eventuali asintoti;

determinare gli intervalli in cui la funzione e crescente, quelli in cui & decrescente, e
gli eventuali punti di massimo/minimo relativo;

e) determinare gli intervalli in cui la funzione ¢ concava e quelli in cui & convessa;

f) disegnare un grafico approssimativo di g

@ Dato il problema di Cauchy
{ Yy =y(3+Iny)cost

y(0) =1

3t & soluzione del problema;

a) dire se la funzione y(t) =e

b) determinare una soluzione del problema nel caso in cui non lo sia la funzione di cui
al punto precedente; oppure, alternativamente

b’) calcolare i seguenti integrali

4—xr 3 3 et
/( 3x +47)dx’ /12+e3xdx'

Calcolare il polinomio di Taylor di grado 2 di f(z) = €?* cos « nel punto zg = 0.
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Soluzioni dei quesiti dell’esame del 24 settembre 2013

C; C; A; B; consultare il libro di testo.

@ In neretto si evidenziano le informazioni date dai limiti. Il grafico della funzione ¢ quindi
completato a piacere (linea sottile), per esempio:

g(z)

S
)Y/

a) consultare il libro di testo; b) il primo limite & della forma 0/0, il secondo —5/ 4 oo, il
terzo sen 1/0. Il teorema si puo applicare solamente al primo limite, per il quale si ha

1
arcsenx — sen(2z — 22) m .. — — (2 — 2z) cos(2z — 2?) S 1-2 1

70 e2r — cos 0 2€2% 4 gen x 240 2

a) La funzione & definita per 2> — 1 # 0, percio il dominio ¢ D = R\ {-1,1} e la
funzione (razionale) ¢ ivi continua e derivabile. Osserviamo che g ¢ funzione dispari,
dunque potremmo limitarci a studiarne il grafico per gli > 0 ottenendo il grafico relativo
agli x < 0 per simmetria rispetto all’origine.

b) Il numeratore & positivo se z > 0, il denominatore & positivo se 22 — 1 > 0 ovvero
x < —1 oppure x > 1. In definitiva la funzione & positiva per —1 < x < 0 e z > 1, negativa
per x < —1e 0 < x < 1. Si annulla in 2 = 0.

c) Ha senso andare a studiare i limiti in 1, in —1 ed a +o00. Si ha

. . T +o0
lim g(z) = lim = = +o0,
x—Fo0 z—+oo 1 — 1/392 1
lim g(z) = |—| = + lim g(r) = | —| =+
im g(x) = |—| = too, im )= |—| = *o0,
z—1F 9 0+ r——1% g 0F
quindi la funzione non ammette massimo né minimo. Asintoti: le rette di equazione z = —1

e x = 1 sono asintoti verticali. Per quanto riguarda quelli obliqui si ha

1) I L . T
m_xgrinoo T _zgrj\[:loox?’—l'_l’ q_mEIinoo[g(x) x]_zEIfme—l_

0,

dunque la retta di equazione y = x ¢ asintoto a —oco e a +oc.
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d) La derivata prima &

C 3%t —1)—2%2z 2t 322 2?(a® - 3)

=T @ @

Il numeratore ¢ positivo quando 22 — 3 > 0 cio¢ se e solo se x < —/3 oppure = > /3,
il denominatore € sempre positivo nel dominio. Inoltre la derivata si annulla in x = 0,
z = ++/3, quindi

<0, sex€]—+3,-1[U]—-1,0[U]0,1[U]1,V3],
d(r){ =0, sex =0 oppure xz = —/3 oppure z = /3,
>0, sex€]—o0,—V3[U]V3, 4+,

percio la funzione & crescente in | — oo, —v/3[ e in ]v/3,+o0o[, mentre & decrescente in
] —V3,—1,in] —1,1[ ein ]1,v3[. In z = —V/3 e z = /3 ammette, rispettivamente,
un massimo e un minimo relativo. In « = 0 la funzione ha un punto di flesso a tangente
orizzontale.
w0,
o]
o
! o]
N
4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
]
]
]
]

e) La derivata seconda ¢
") (423 — 62)(2? — 1)2 — (2* — 32%)2(2? — 1)2z
€Tr) =
! (@ = 1)t

(42° — 62)(2* — 1) — (z* — 32%)4z  2z(x* 4 3)
@1 GRS

Il numeratore & positivo quando z > 0, il denominatore & positivo se (22 — 1)3 > 0 cioe se
e solo se 2 — 1 > 0 ovvero se © < —1 oppure = > 1. In definitiva

<0, seze€]|—o0,—1[U]0,1],
d"(x){ =0, sex=0,
>0, sexe|—1,0[U]1,+o0],

percio la funzione ¢ concava in | — oo, —1[ e in |0, 1], mentre ¢ convessa in | — 1,0[ e in
J1,+o0[. Come gia osservato in precedenza, in z = 0 la funzione ha un punto di flesso a
tangente orizzontale.
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@ a) Si ha y/(t) = 3e3. Sostituendo si ottiene I’equazione
3e3t = e3%(3 + Ine®) cost,

che non ¢ identicamente soddisfatta per t € R (ad esempio, per t = /2 si ottiene 3e37/2 #*
0). La funzione non ¢ dunque soluzione. Si osservi che la funzione soddisfa la seconda
condizione y(0) = 1.

b) Scrivendo y' = ‘2—? e utilizzando il metodo di separazione delle variabili si ha

1 1
— dy = tdt — dy = tdt.
yB+ny) YT — /y<3+1ny> Y /

Ricordando che una primitiva del coseno ¢ il seno e utilizzando le tabelle si ottiene

/ Ly / Wy 3ty —  n[3+ny t+
- dy= =In n n ny| =sent + ¢,
y(3+1Iny) 4 3+Iny Y 4 Y

dove ¢ ¢ la generica costante d’integrazione. Osservando che dovra essere y(0) = 1, si puo
supporre (almeno per it vicini a 0) che 3+ Iny(¢) > 0, percio risolvendo in y si ottiene

34+ lny=e*"c  —  y=exp (esenthc — 3).
Imponendo la condizione y(0) = 1 si ottiene 3 = e, da cui si ricava ¢ = In3. La soluzione
& quindi
y(t) = exp (3e>" — 3).

Alternativamente, si poteva utilizzare direttamente la formula risolutiva per le equazioni
a variabili separabili (insieme alla formula fondamentale del calcolo integrale)

Tl g [Ceossd 3 +nz|]’ t
/12(?H‘h127) z—/ocoss s = [n|3+ nz\}l—[sens}o

= In|3+Iny| —In3 =sent,

che risolta rispetto a y fornisce la soluzione cercata.

c) Dalle tabelle si ottiene

A—z 3 41 L[ i / N
“Ndz == [ de— = 1/4
/( 3 +4w)dx 3/wdx 3/:): de+3 [ (1/4)% dz

_ 4 122 (1/4)®
=3l =33 T

2
3

4
+c:§ln|az|— N

3 T rmd O

con c costante arbitraria. Per il teorema fondamentale del calcolo si ha
3 3z 3 3z\/ 9
e 1 (e°7) 1 3013 1. 2+e
] o= o) = 120
/1 2+ ez 3/1 2+ et T3 n2+e )1 37263

Si ha f/(z) = 2e**cosz — e*®senx e f'(x) = 3e*Tcosz — 4esenx da cui f(0) = 1,
f(0) =2, f"(0) = 3 percio il polinomio di Taylor cercato &

f// («’L‘O)
2

3
(x —x0)> =1+ 22 + =22

P(z) = f(zo) + f'(z0)(x — x0) + 5



