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Motivazioni

Introduzione

Motivazioni principal

Integrale definito

Proprieta dell’integrale

Il teorema fondamentale

area di regioni del pilano—— integrale definito

ricerca delle primitive <— integrale indefinito

Per certl aspetti, 'operazione di ricerca delle
orimitive puo essere considerata come
'operazione inversa della derivazione
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Primitive di una funzione

Siaf : I — R unafunzione, cod intervallo "=

Integrale indefinito

Esempi

Integrale indefinito

Sidice cheF' : I — R e unaprimitivadi f

Tabelle di primitive 1

Su I, SeF é derlvablle Sl] e Tabelle di primitive 2

Proprieta delle primitive

Integrale definito

F'(x) = f(x) perognix € I

Proprieta dell’integrale

Il teorema fondamentale

Metodi di integrazione

Osservazionde primitive non sono uniche!
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Esempi
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1|Perf(x) =1, una primitiva SUR e

Integrale indefinito
Primitive di una funzione

F(z)=z Iinfatti F'(x) =1= f(x)

Tabelle di derivate e primitive
Tabelle di primitive 1

ma € anche primitiva S

Fy(z) =z +2 infatti Fi(z) = 1 = f(x) S

Il teorema fondamentale

e in generale sono primitive le funzioni

F.(x)=x+c infatti Fi(z)=1= f(x)

Ogni primitiva si ottiene dd’(z) addizionando un
generico numero reale
Al variare dic si ottengono infinite primitive!
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Introduzione

2 |una primitiva dif (z) =z e

Integrale indefinito
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F(z)=¢" infatti F'(z) =€ = f(x)
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ma anché',(z) = % + cconc € R & ancora primitiva

3|una primitiva dif(z) = e* e

F(z)=¢" infatti F'(z) =€ = f(x)

ma anchée-,.(z) = e” + c conc € R e ancora primitiva

Introduzione

Integrale indefinito

Primitive di una funzione
Integrale indefinito

Tabelle di derivate e primitive
Tabelle di primitive 1

Tabelle di primitive 2
Proprieta delle primitive

Integrale definito

Proprieta dell’integrale

Il teorema fondamentale

Metodi di integrazione




Integrale indefinito

Dataf : I — R indichiamo con

[ faa

'insieme, eventualmente vuoto, di tuttejle
primitive di f, dettointegrale indefinitai f

Introduzione

Integrale indefinito

Primitive di una funzione
Esempi

Tabelle di derivate e primitive
Tabelle di primitive 1

Tabelle di primitive 2
Proprieta delle primitive

Integrale definito

Proprieta dell’integrale

Il teorema fondamentale

Metodi di integrazione




Integrale indefinito

Dataf : I — R Iindichiamo con

[ faa

'insieme, eventualmente vuoto, di tuttejle
primitive di f, dettointegrale indefinitai f

Teorema.Sia f : |a,b] — R una funzion
SeF, G sono primitive dif alloradc € R:

F(x)— G(x) =c¢, perognix € |a,b|

Quindi, due primitive dif su un intervall
differiscono per una costante
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Introduzione

Integrale indefinito

Teorema.Se F' e una primitiva dif su [
intervallo, allora tutte le altre primitive @i ==
f sl ottengono aggiungendo una costate: Tees ey

/fdx:{F+c . c € R}

Tabelle di primitive 2
Proprieta delle primitive

Integrale definito

Proprieta dell'integrale

Il teorema fondamentale

Metodi di integrazione

Problema:come si calcolano le primitive?

Generalmente, una tabella di derivate letta al
contrario fornisce una tabella di primitive




Tabelle di derivate e primitive

Funzione| Derivata
kx k
7’ [3335_1

log | x| !
COS T —senx
sen x COS T
X X
a a” loga
; 1
arctg x
: x2 +1
1
tgx >
Ccos“ x
1
cotgx — >
sen“ x
1
arcsen x




Tabelle di derivate e primitive

Funzione| Derivata
kax k
7’ Bzcﬁ_l
log | x| T
COS T —senx
sen x COS T
a” a” log a
arctg x !
& 2 +1
1
tgx >
COS* x
1
cotgx — >
sen< x
1
arcsenxr | ——
V1 — 22

Funzione | Primitiva
k (cost.) kx
Bmﬁ—l P
! log ||
—senx COS T
COS T sen x
a” loga a”
! arctg x
2 +1 &
1
> tgx
COS* I
1
— cotgx
sen?
1
arcsen x




Tabelle di derivate e primitive

Funzione| Derivata
kax k
z” Bmﬁ_l
log | x| T
COS T —senx
sen x COS T
a” a” log a
arcteg x !
& 2 +1
1
tgx >
COS* x
1
cotgx — >
sen< x
1
arcsenxy | ———
v1— 22

Funzione | Primitiva Funzione | Primitiva
k (cost.) kx k (cost.) kx
a1
BaP1 2° %, a £ —1 §+1
! log |x| z ! log |x|
—sen COS T sen x — COS T
COS T sen x CoS T sen x
a” loga a” o a
: : log a
- 1_|_ 1 arctg r 7 1 arctg x
cos® x e coi2 x tg
_ seriQ . cotgx ser}Q - — cotg x
ﬁ arcsen —— 1_ — arcsen




Tabelle di primitive 1

Funzione | Primitiva
k (cost.) kx
a+1
€T
-
r . o+ —1
—1
x log | x|
sen x — COS X
COS I sen x
© a”
a
log a
senh x cosh x
cosh senh x

Funzione Primitiva
X 1 2
—1 k
2+ k 2 o a” ==t
1 1 €T
x2+k2,k7é0 Earcth
1
o 1 ‘
—z P70 5|7 ¢ k
-— =1+ tg2 x tgx
COS° T
I 2
5— = 1+cotg™x —cotgx
sem1 T
— 1 — tgh? teh
Cosh231: e 55
——  k#0 log |x + V22 + k
VT
mm—_ k>0 arcsen(%)
Tabella 1




Tabelle di primitive 2

Se f e una funzione derivabile con derivata continua:

Funzione Primitiva Funzione Primitiva

a+1 f(x)

f@) @), ez -1 | L2 pa)er e
J;((;j)) log | f(z)] \/1]6_(;)(3:)2 arcsen f(x)

/ f’(:I:)
f'(x)cos f(x) sen f(x) T+ f(2)? arctg f(x)
F@ysenf@ | —cosf(@) | | ——2Z_ | log|f(@) + 1T F @R
Vitr@e |
Tabella 2



Proprieta delle primitive

SianoF e G primitive di f eg sul intervallo,a, § € R, oo
aI I O ra :I;nrti(rengi;ia\/f:e3 (Ijr;?;f;nflzonzione

Integrale indefinito
Tabelle di derivate e primitive
. N . ., . . Tabelle di primitive 1
(l) CVF e una prlmltlva duf Tabelle di primitive 2

Proprieta delle primitive

(i) F + G e una primitiva dif + g
(i) F(x + B) € una primitiva dif (z + ()
(iv) sea # 0 allora (@z) e una primitiva dif (ax)
87
F(az + f)

(v) sea # 0 allora

e primitiva di f (ax + )
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Sottografico di una funzione

di f e l'insieme

Esempio
SG(f) — {(aj ) E RQ . Integrale superiore e inferior
Y y ¢ Integrale definito di Rieman
Osservazione
Esistenza di f oni integrabil
unzioni di se ariabile




Area del sottografico

Introduzione

Problemavogliamo “definire”
calcolare l'area del sottografigo e
SG(f)di f
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Area del sottografico

Problemaxvogliamo “definire” e
calcolare l'area del sottografig¢o

Sottografico di una funzione

SG(f) di f

ldea fondamentale el st o

Osservazione
Esistenza di funzioni integrabili

SlI Inscrive e circoscrive 1l sottografico In
regioni (rettangoli) la cui area sia calcolabile =«
elementarmente ottenendo delle
approssimazioni per difetto e per eccesso

Metodi di integrazione

’area sara I'elemento separatore tra le due
classi d’approssimazioni
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Sia f una funzione limitata ina, b|

Prendiamo unaartizioneP di |a, b| cioe un
Insieme finito di punti

P ={xp,x1,29,...,%,}
tali che

a=Tp <1 <x9<---<xp,=0>0

@ @ @ o @
To =a X1 To T3 T4 =020

Y
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Somma inferiore

s(f,

P)

o &1 Ti—1 X4 T4

~ somma delle aree
~dei rettangoli in figura
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Introduzione

Integrale indefinito
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Sottografico di una funzione
Area del sottografico

Somma inferiore
Interpretazione geometrica
Esempio

Integrale superiore e inferiore
Integrale definito di Riemann
Osservazione

o L1 ri—1 XI; T4 xr Esistenza di funzioni integrabili

Funzioni di segno variabile

Proprieta dell’integrale

Il teorema fondamentale

somma delle aree

Metodi di integrazione
S(f,P)

~ dei rettangoli in figura




Interpretazione geometrica

Introduzione

Integrale indefinito

Quindis(f,P) e S(f,P) hanno 'eviden
te significato geometrico di somma dgl-
le aree di rettangoli inscritti e circoscritfl,

rispettivamente, al sottografico dli
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Interpretazione geometrica

Introduzione

Integrale indefinito

Quindis(f,P) e S(f,P) hanno 'eviden
te significato geometrico di somma dgl-
le aree di rettangoli inscritti e circoscritfl,

rispettivamente, al sottografico dli

Integrale definito di Riemann
Osservazione

Esistenza di funzioni integrabili
Funzioni di segno variabile

Problemacome variano le somme superiori g=======
inferiori al variare della partizion®? .

Metodi di integrazione

Anzitutto si osserva che
s(f,P) < S(f,Q)
per ogni coppia di partiziorP e Q di |a, b|
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Esempio

Consideriamo la funzione

Integrale indefinito

fx)=a® =52 +7, xe€0,2]

Sottografico di una funzione
Area del sottografico
Somma inferiore

Compariamaos(f,n) e S(f,n) per partizioniin s

Interpretazione geometrica

n intervallini di uguale ampiezza

Integrale definito di Riemann
Osservazione

Esistenza di funzioni integrabili
Funzioni di segno variabile

Proprieta dell’integrale

Il teorema fondamentale

Metodi di integrazione




Esempio

Consideriamo la funzione
flx)=x2*=bz+7, z€]0,2]

Compariamas(f,n) e S(f,n) per partizioniin -
n intervallini di uguale ampiezza

s(f,2) = 4.0000 S(£,2) = 10.0000




Esempio

Consideriamo la funzione
flx)=x2*=bz+7, z€]0,2]

Compariamas(f,n) e S(f,n) per partizioniin -
n intervallini di uguale ampiezza

s(f,3) = 4.8148 S(f,3) = 8.8148




Esempio

Consideriamo la funzione
flx)=x2*=bz+7, z€]0,2]

Compariamas(f,n) e S(f,n) per partizioniin -
n intervallini di uguale ampiezza

s(f,4) = 5.2500 S(f,4) = 8.2500




Esempio

Consideriamo la funzione
flx)=x2*=bz+7, z€]0,2]

Compariamas(f,n) e S(f,n) per partizioniin -
n intervallini di uguale ampiezza

s(f,5) = 5.5200 S(f,5) = 7.9200




Esempio

Consideriamo la funzione
flx)=x2*=bz+7, z€]0,2]

Compariamas(f,n) e S(f,n) per partizioniin -
n intervallini di uguale ampiezza

s(f,6) = 5.7037 S(f,6) = 7.7037




Esempio

Consideriamo la funzione
flg)=2"-52+7, xz€l0,2

Compariamas(f,n) e S(f,n) per partizioniin -
n intervallini di uguale ampiezza

s(f,7) = 5.8367 S(f,7) = 7.5510




Esempio

Consideriamo la funzione
flg)=2"-52+7, xz€l0,2

Compariamas(f,n) e S(f,n) per partizioniin -
n intervallini di uguale ampiezza

s(f,8) = 5.9375 S(f,8) = 7.4375




Esempio

Consideriamo la funzione
flg)=2"-52+7, xz€l0,2

Compariamas(f,n) e S(f,n) per partizioniin -
n intervallini di uguale ampiezza

s(f,9) = 6.0165 S(f,9) = 7.3498




Esempio

Consideriamo la funzione
flz)=a—5z+7 =ze][0,2

Compariamas(f,n) e S(f,n) per partizioniin -
n intervallini di uguale ampiezza

s(f,10) = 6.0800 S(f,10) = 7.2800




Esempio

Consideriamo la funzione
flz)=a—5z+7 =ze][0,2

Compariamas(f,n) e S(f,n) per partizioniin -
n intervallini di uguale ampiezza

s(f,11) = 6.1322 S(f,11) = 7.2231




In tabella sono ripor-
tati 1 valori delle som-
me Iinferiori e superio-
r per varie partizio-
ni in n Iintervallini di
uguale ampiezza

n

S(f,n)

5

10

100
1000
10000
100000

7.92
7.28
6.7268
6.6726
6.6672
6.6667

Introduzione

Integrale indefinito

Integrale definito
Sottografico di una funzione
Area del sottografico
Somma inferiore

Somma superiore
Interpretazione geometrica
Integrale superiore e inferiore
Integrale definito di Riemann
Osservazione

Esistenza di funzioni integrabili
Funzioni di segno variabile

Proprieta dell’integrale

Il teorema fondamentale

Metodi di integrazione




In tabella sono ripor-| [, s(f,n) | S(fm) | | "=

tati I valori delle som- |5 554 | 7.02

me inferiori e superio-| | 10 6.08 | 7.28 e

; i 21O 100 6.6068 | 6.7268 e

rl. Per \{a”e partIZIO 1000 6.6606 | 6.6726 Inerpretazione geometrica
ni in n Intervallini di 10000 | 6.6660 | 6.6672

uguale ampiezza 100000 | 6.6666 | 6.6667 | | bomn """

Esistenza di funzioni integrabili
Funzioni di segno variabile

Dalla tabella si vede che la differenza trale ...........
areeS(f,n) es(f,n) diventa sempre piu
p I CCO I a Metodi di integrazione
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In tabella sono ripor- [, s(fim) | S(fim) | | e
tati I valori delle som- |5 550 | 7.92
me inferiori e superio-| | 10 6.08 | 7.28 i e
ri per varie partizio- | | 199 | 85908 1 6.7268 4 1

. . . . . - 1000 6 . 6606 6 . 672 6 Interprtazione geometrica
ni in n intervallini di | | 10000 | 6.6660 | 6.6672

uguale ampiezza 100000 | 6.6666 | 6.6667 | | bomn """

Esistenza di funzioni integrabili
Funzioni di segno variabile

Dalla tabella si vede che la differenza trale ...........
areeS(f,n) es(f,n) diventa sempre piu
p I CCO I a Metodi di integrazione

In effetti, calcolando I'integrale si trovera che

S 20
x° —dx + Tdx = T — 6.660660...
0
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Integrale superiore e inferiore

Rappresentiamo tutte le possibili somme moteine
superiori ed inferiori sull'asse reale.

Integrale definito
Sottografico di una funzione
Area del sottografico
Somma inferiore

Somma superiore

Y

Interpretazione geometrica
Esempio

Integrale definito di Riemann
Osservazione

Esistenza di funzioni integrabili
Funzioni di segno variabile

Proprieta dell’integrale

Il teorema fondamentale

Metodi di integrazione




Integrale superiore e inferiore

Rappresentiamo tutte le possibili somme metiee_
superiori ed inferiori sull'asse reale.

Integrale definito

n eriore e inferiore
. = - - Integrale definito di Riemann
insieme delle Insieme delle

Esistenza di funzioni integrabili

Somme Inferlorl Somme Superlorl Funzioni di segno variabile

Proprieta dell’integrale

Il teorema fondamentale

Metodi di integrazione




Integrale superiore e inferiore

Rappresentiamo tutte le possibili somme

superiori ed inferiori sull’asse reale.

Insieme delle
somme inferiori

Integrale
Inferiore

[

[

Integrale indefinito

Integrale definito

3

/

3

eriore e inferiore
- - Integrale definito di Riemann
Insieme delle
Esistenza di funzioni integrabili

somme su p e rl @) rl Funzioni di segno variabile

Proprieta dell’integrale

Il teorema fondamentale

Integrale
superiore

[

Metodi di integrazione




Integrale superiore e inferiore

Rappresentiamo tutte le possibili somme metiee_
superiori ed inferiori sull'asse reale.

Integrale definito

A A

iore e inferiore
. = - - Integrale definito di Riemann
insieme delle Insieme delle
Esistenza di funzioni integrabili

Somme Inferlorl Somme Superlorl Funzioni di segno variabile

Proprieta dell’integrale

Il teorema fondamentale

integrale Integrale
Inferiore superiore

[T

In generale questi due numeri sono diversi  ssas
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Integrale definito di Riemann

Se risulta[’f = [’f allora si dice chef @] e
integrabile secondo Riemaim|a, b]

Int metrica
I | Va.l O re COI I I u n e Integrale superiore e inferiore
Inte efinito di Riemann

sservazione
Esistenza di funzioni integrabili
Funzioni di segno variabile
; d'ilj ; ; Proprieta dell’integrale
Il teorema fondamentale
zione

Si chlamantegrale (deflnlto)jl f in [a, b




Integrale definito di Riemann

Serisulta’f = [f allora si dice chef & e

- Integrale defi

. . . . Sottografico d f

integrabile secondo Riemaim |a, b| R
Somma inferiore
Somma su periore
Interpretazione geometrica
Esempio

Il valore comune e
nte efinit

ione

| riore

| iemann

Osservaz

Esistenza di funzioni integrabili

Funzioni di segno variabile
; d'ilj ; ; Proprieta dell’integrale

Il teorema fondamentale

razione

Si chlamantegrale (deflnlto)jl f in [a, b

Geometricamente, l'integrale di Riemann
rappresenta I'area del sottograficofdn |a, b]



Osservazione

La x che compare nel simbolo d’integrale e =~
una variabile “muta”. Ad esempio

[ rwa [ swa

rappresentano ancora I'integralefdsu |a, b]

Integrale indefinito

Integrale definito

Proprieta dell’integrale

Il teorema fondamentale

Metodi di integrazione




Esistenza di funzioni integrabili

Esempio.La funzionedi Dirichlet e

Integrale definito
1 S e :C 6 [O 9 1 ] ﬂ Q Sottografico di una funzione
D ( x ) p— Area del sotto grafico
O Se I, 6 [O 1] \ @ Somma inferiore
sy -] \ Sommasu periore
Inte e geometrica

non e integrabile ino, 1]. Infatti e

D O D 1 Proprieta dell’integrale
O O Il teorema fondamentale
M integrazione




Esistenza di funzioni integrabili

Esempio.La funzionedi Dirichlet e

1 sexe[0,1]NQ
() { 0 sex € [0,1]\Q e

non e integrabile ino, 1]. Infatti
g Integrale definito di Riemann
Osservazione
1 Funzioni di segno variabile
D O D 1 Proprieta dell’integrale
O Il teorema fondamentale
- Metodi di in zione

Teorema. Se f : |a,b] — R e continu
allora f e integrabile

Ma




Funzioni di segno variabile

Se f cambia segno

Integrale indefinito

Integrale definito
Sottografico di una funzione
Area del sottografico
Somma inferiore

Somma superiore

-

Y

Interpretazione geometrica

Esempio

Integrale superiore e inferiore

a b €ZT Integrale definito di Riemann
Osservazione

Esistenza di funzioni integrabili

Funzioni di segno variabile

Proprieta dell’integrale

Il teorema fondamentale

Metodi di integrazione




Funzioni di segno variabile

Se f cambia segno

Integrale indefinito

Integrale definito
y A Sottografico di una funzione
Area del sottografico
Somma inferiore
Somma superiore

Interpretazione geometrica
Esempio

Integrale superiore e inferiore
Integrale definito di Riemann
Osservazione

Esistenza di funzioni integrabili

Funzioni di segno variabile

Proprieta dell’integrale

Il teorema fondamentale

Metodi di integrazione

I'integrale rappresenta l'area “con segno”

/a () da



Funzioni di segno variabile

Se f cambia segno

Integrale indefinito

Integrale definito
y A Sottografico di una funzione
Area del sottografico
Somma inferiore
Somma superiore

Interpretazione geometrica
Esempio

Integrale superiore e inferiore
Integrale definito di Riemann
Osservazione

Esistenza di funzioni integrabili

Funzioni di segno variabile

Proprieta dell’integrale

Il teorema fondamentale

Metodi di integrazione

I'integrale rappresenta l'area “con segno”

[ rwyar=a



Funzioni di segno variabile

Se f cambia segno

Integrale indefinito

Integrale definito
y A Sottografico di una funzione
Area del sottografico
Somma inferiore
Somma superiore

Interpretazione geometrica
Esempio

Integrale superiore e inferiore
Integrale definito di Riemann
Osservazione

Esistenza di funzioni integrabili

Funzioni di segno variabile

Proprieta dell’integrale

Il teorema fondamentale

Metodi di integrazione

I'integrale rappresenta l'area “con segno”

b
/ f(x)dxr = A1— A



Introduzione

Integrale indefinito

Integrale definito

Proprieta dell'integrale

Proprieta fondamentali

Proprieta dell'integrale

Il teorema fondamentale

Metodi di integrazione




Proprieta fondamentall

Convenzionese f € integrabile ina, b|, Si pone

Integrale indefinito

a b Integrale definito
/ f (x ) dx = — / f (x ) dx Proprieta dell'integrale
b a

Proprieta fondamentali

Altre proprieta

e Il teorema fondamentale

/aaf(x)d:z: =0

Metodi di integrazione




Proprieta fondamentall

Convenzionese f e integrabile ina, b|, si pone

Integrale indefinito

Proprieta fondamentali

a b Integrale definito
/ f (Qj ) dx = — / f (x ) dﬂj Proprieta dell'integrale
b a

Altre proprieta

e Il teorema fondamentale

/aaf(x)da: =0

Metodi di integrazione

Linearita:sef, g : |a,b] — R sono integrabili e
a, f € R allora anchevf + 5g e integrabile e si ha

/ab [Ozf(af)Jrﬁg(a:)]daf:oz/abf(a:)da:Jrﬁ/abg(g;)dx



Additivita: sea, b, c sono tre punti di un intervallo in cui e
f & integrabile allora si ha

Integrale definito

b C b Proprieta dell'integrale
Proprieta fondamentali
/ f(x) daj o / f(x) daj —l— / f(x) daj AItrproprieta
a a C

Il teorema fondamentale

Metodi di integrazione




Additivita: sea, b, c sono tre punti di un intervallo in cui s
f & integrabile allora si ha

Integrale definito

b C b Proprieta dell'integrale
/ f(aj) dgj — / f(x) daj —|— / f(x) d.flj Altrproprieta
a a C
YA

Il teorema fondamentale

Metodi di integrazione

Y




Additivita: sea, b, c sono tre punti di un intervallo in cui e
f & integrabile allora si ha

Integrale definito

b C b Proprieta dell'integrale
/ f(aj) dgj — / f(gp) daj -+ / f(x) d.flj Altrproprieta
a a C
YA

Il teorema fondamentale

Metodi di integrazione

Y




Additivita: sea, b, c sono tre punti di un intervallo in cui e
f & integrabile allora si ha

Integrale definito

b C b Proprieta dell'integrale
/ f(aj) dgj — / f(x) daj -+ / f(x) d.flf Altrproprieta
a a C
YA

Il teorema fondamentale

Metodi di integrazione




Additivita: sea, b, c sono tre punti di un intervallo in cui e
f & integrabile allora si ha

Integrale definito

b C b Proprieta dell'integrale
/ f(x) daj‘ p— / f(x) daj —|— / f(x) daj Altrproprieta
a a (&
YA

Il teorema fondamentale

Metodi di integrazione




Additivita: sea, b, c sono tre punti di un intervallo in cui sz
f € integrabile allora si ha

Integrale definito

b C b Proprieta dell'integrale
Proprieta fondamentali
/ f(x) daj‘ —_— / f(x) daj —|— / f(x) daj Altrproprieta
a a C
YA

Il teorema fondamentale

Metodi di integrazione

a C b T

Monotonia:sef, g : |a,b] — R sono integrabili e se
f(x) < g(x) per ogniz € |a,b] allora

/abf(a:) iz < /abg(a:) iz



Altre proprieta

Media integralesia f : |a,b] — R e continua, esiste
C & [CL, b] tale Che ntegrale indefinito

Integrale definito

Proprieta dell’integrale
Proprieta fondamentali

b
| @ = s

Il teorema fondamentale

1
b—a

Metodi di integrazione




Altre proprieta

Media integralesia f : |a,b] — R e continua, esiste
C & [G,, b] tale Che ntegrale indefinito

Integrale definito

Proprieta dell’integrale
Proprieta fondamentali

b
| @ = s

Il teorema fondamentale

1
b—a

Metodi di integrazione

o0 anche

/ F(x)de = £()(b— a)



Altre proprieta

Media integralesia f : |a,b] — R e continua, esiste

c € |a, b tale che

o0 anche

Integrale indefinito

Integrale definito

Proprieta dell’integrale

1

Proprieta fondamentali

b
| @ = s

Il teorema fondamentale

b—a

Metodi di integrazione




Altre proprieta

Media integralesia f : |a,b] — R e continua, esiste

c € |a, b tale che

o0 anche

Integrale indefinito

Integrale definito

Proprieta dell’integrale

1

Proprieta fondamentali

b
| @ = s

Il teorema fondamentale

b—a

Metodi di integrazione




Altre proprieta

Media integralesia f : |a,b] — R e continua, esiste

c € |a, b tale che

o0 anche

Integrale indefinito

Integrale definito

Proprieta dell’integrale

1

Proprieta fondamentali

b
| @ = s

Il teorema fondamentale

b—a

Metodi di integrazione




Altre proprieta

Media integralesia f : |a,b] — R e continua, esiste

c € |a, b tale che

o0 anche

Integrale indefinito

Integrale definito

Proprieta dell’integrale

1

Proprieta fondamentali

b
| @ = s

Il teorema fondamentale

b—a

Metodi di integrazione




Altre proprieta

Media integralesia f : |a,b] — R e continua, esiste

c € |a, b tale che

o0 anche

Integrale indefinito

Integrale definito

Proprieta dell’integrale

1

Proprieta fondamentali

b
| @ = s

Il teorema fondamentale

b—a

Metodi di integrazione




Altre proprieta

Media integralesia f : |a,b] — R e continua, esiste =~ "

c € |a, b tale che

o0 anche

Integrale indefinito

Integrale definito

Proprieta dell’integrale

1

Proprieta fondamentali

b
| @ = s

Il teorema fondamentale

b—a

Metodi di integrazione




Introduzione

Integrale indefinito

Integrale definito

Proprieta dell’integrale

Il teorema fondamentale

Il teorema fondamentale

Conseguenza

del calcolo integrale

Metodi di integrazione




Il teorema fondamentale

Data una funzione continua, fornisce una SUa..c..
primitiva in forma integrale

Integrale definito

Proprieta dell'integrale

Teorema. Sia f : I — R una funzion
continua sul e siazy € /. La cosiddett
funzione integrale

/ f(t) dt

e una primitiva dif, ovvero e derivabil
per ognixz € I e si ha

& [ f0a= s

Il teorema fondamentale

Il teorema fondamentale
Conseguenza
La formula fondamentale

Metodi di integrazione




Conseguenza

Dal Teorema fondamentale si ottiene chgfse ™=
e continua sullintervalld allora tutte le sue
primitive sono del tipo

Il teorema fondamentale
Il teorema fondamentale

T
F(z) = / F(t)dt + ¢,
Lo

Metodi di integrazione

al variare dic € R
Precisamenté’ e quella primitiva dif che nel
puntox, assume il valore




La formula fondamentale

Stabilisce una relazione gli integrali definiti ==
i N d efl N Itl Integrale indefinito

Integrale definito

Proprieta dell’integrale

Il teorema fondamentale

Il teorema fondamentale
Conseguenza

La formula fondamentale

Metodi di integrazione




La formula fondamentale

Stabilisce una relazione gli integrali definiti e ==

indefinit —
Se f e unafunzione continua s$u, b] si ha | oo el
formula fondamentale del calcolo integrale  wmms

Metodi di integrazione

b

a

/a b f(z)dz = F(b) — F(a) = [F(x)]

doveF' e una qualsiasi primitiva di su|a, 0|




La formula fondamentale

Stabilisce una relazione gli integrali definiti e ==
i n d efi n Itl Integrale indefinito

Integrale definito

Se f e unafunzione continua s$u, b] si ha | corena rdomense
formula fondamentale del calcolo integra

Conseguenza

Metodi di integrazione

b

/a b f(z)dr = F(b) — F(a) =: [F(x)]

a

doveF' e una qualsiasi primitiva di su|a, 0|

Conclusioneper calcolare un integrale
definito di f, e sufficiente conoscerne una
primitiva £



Introduzione

Integrale indefinito

Integrale definito

Proprieta dell’integrale

Metodi di integrazione

Metodi di integrazione

Integrazione per parti

Integrazione per sostituzione




Integrazione per parti

Se f e g sono due funzioni derivabili allora

Integrale indefinito

(F9)'(x) = F(2)g(a) + f(@)g (x)

Proprieta dell’integrale

Il teorema fondamentale

Metodi di integrazione

Integrazione per sostituzione




Integrazione per parti

Se f e g sono due funzioni derivabili allora
(fg)/(gj) o f/(aj)g(gj) _|_ f(x)g/(x) Integrale definito

Proprieta dell’integrale

Se ' e ¢’ sono funzioni continue, integrando si ha

F(2)g(x) = / F(@)g(x) di + / F(2) (x) da

Integrazione per sostituzione




Integrazione per parti

Se f e g sono due funzioni derivabili allora
(fa) (2) = f'(2)a(x) + f(2)g (x)
Se ' e ¢’ sono funzioni continue, integrando si ha

Metodi di integrazione

F(2)g(x) = / F(@)g(e) d + / F(2) (x) da

Riordinando | termini si ottiene lBormula di
Integrazione per parti

/ F(2)d (@) dx = f(z)g(z) - / F(w)g(z) da

che sposta la ricerca di una primitiva del prodofto
alla ricerca di una primitiva del prodotttig



Di questa formula vale anche la versione per l'integraleueze-
definito: sef e g sono derivabili sua, b] con derivate "™
COntinue allora Proprieta dell’integrale

Il teorema fondamentale

Metodi di integrazione

/abf (@)g/(z)do = | (x)g @ﬂi - /ab f'(@)g(w)de| o




Di questa formula vale anche la versione per l'integraleueze-
definito: sef e g sono derivabili sua, b] con derivate "™
Contlnue allora Proprieta dell'integrale

Il teorema fondamentale

b b Metodi di integrazione
/ f()g (@) de = |f(2)g(x)| — / fl(2)g(z)de| o

L'integrazione per parti € molto utile per calcolare
Integrali delle seguenti classi di funzioni:

gptEt 2" sen b, x" cos Bx,
e** sen b, e*® cos pr, x"arctgrw,
x™ arcsen z, x“ log x,
doven e Nea,8 €R oo



Integrazione per sostituzione

Siag : |¢,d| — |a,b] invertibile e derivabile con derivata ===
continua. S& & primitiva di f, per la formula di
derivazione delle funzioni composte si ottiene
d —
T Fa(@)] = f(9(2)d' (2 (1) e




Integrazione per sostituzione

Siag : |¢,d| — |a,b] invertibile e derivabile con derivata ===
continua. S&' & primitiva di f, per la formula di
derivazione delle funzioni composte si ottiene
d —
% [F(g([lj))} — f(g(m))g,(l') (1) '”‘egraZiO”ep

Integrando a primo membro [~ (a), g~ (b)] si ha

g~ t(b)

g7 () 4
/g oy i Pl dr = [F@@:))Ll(a) — F(b)—F(a)




Integrazione per sostituzione

Siag : [¢,d] — |a, b] invertibile e derivabile con derivata "=
continua. S& & primitiva di f, per la formula di
derivazione delle funzioni composte si ottiene

Il teorema fondamentale
d etodi di integrazione
% [F(g(ﬂj))} — f (g(.fU))g’(iE) (1) :\'A“etgfa:‘o”;s

Integrando a primo membro [~ (a), g~ (b)] si ha

g~ t(b)

g7 () 4
/g oy i Pl dr = [F@(@)Ll@ — F(b)—F(a)

e, sef e continuaina, b}, si ha

F@—ﬂ@z/fwﬁ



Integrando iNg='(a), g~'(b)] ambo i membri della (1) e ...
utilizzando le due uguaglianze precedenti si ha la
formula di integrazione per sostituzione

Proprieta dell’integrale

Il teorema fondamentale

b g~ *(b) o
/ f(t) dt — / f (g(x))g’(x) daj Integrazione Serparti .
a g

~'(a)




Integrando iNg='(a), g~'(b)] ambo i membri della (1) e ...
utilizzando le due uguaglianze precedenti si ha la
formula di integrazione per sostituzione

Proprieta dell'integrale

Il teorema fondamentale

—1() .
[swa= [ i)

La stessa si puo applicare al calcolo degli integral
iIndefiniti: sef e una funzione continuaceuna funzione
Invertibile e derivabile con derivata continua, allora

[rwa=[ [ ro@)ga] ™"

dove le parentesi quadre significano che la funzione
entro parentesi va calcolatain= ¢~ '(¢) L




Regola mnemonica

Come regola mnemonica per il calcolo di

Integrale indefinito

b Integrale definito
f (t) dt Proprieta dell’integrale
a

Il teorema fondamentale

Metodi di integrazione

mediante un cambiamento di variabile= g(x) Si pUO  egeaore perpas
tenere a mente questo schema:




Regola mnemonica

Come regola mnemonica per il calcolo di

Integrale indefinito

b Integrale definito
/ f (t) dt — / f ( ) Proprieta dell’integrale
a

Il teorema fondamentale

Metodi di integrazione

mediante un cambiamento di variabile= g(x) Si pUO  egeaone perpas
tenere a mente questo schema:




Regola mnemonica

Come regola mnemonica per il calcolo di

Integrale indefinito

b Integrale definito
/ f (t) dt — / f (g (Qj ) ) Proprieta dellintegrale

Il teorema fondamentale

Metodi di integrazione

mediante un cambiamento di variabile- g(x) Si PUO  egsoneperpan
tenere a mente questo schema:
= ¢ viene sostituito da(x)




Regola mnemonica

Come regola mnemonica per il calcolo di

Integrale indefinito

Integrale definito

b
/ F(t) di = / 7 (9(2)) o' () da

Il teorema fondamentale

Metodi di integrazione

mediante un cambiamento di variabile- g(x) Si PUO  egsoneperpan
tenere a mente questo schema:
= ¢ viene sostituito dag(x)

= (t viene sostituito da’(x)dx




Regola mnemonica

Come regola mnemonica per il calcolo di

Integrale indefinito

b g ! (b) Integrale definito
/ f (t) dt — / : f (g (Qj ) ) g, (Qj ) dx Proprieta dellintegrale
a g

(CL) Il teorema fondamentale

Metodi di integrazione

mediante un cambiamento di variabile- g(x) Si PUO  egsoneperpan
tenere a mente questo schema:
= ¢ viene sostituito dg(x)

= dt viene sostituito dg’(x)dx

= gli estremi di integrazione e b vengono sostituiti da
numeri realiu, v tali cheg(u) = a, g(v) = b (infatti
essendgq invertibile sihau = ¢ '(a) ev = g (b))
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