Il teorema di Peano

Considerato il problema di Cauchy

(1) {y/ - f(ta y)

y(to) = yo,

se il campo vettoriale f & solamente continuo e non localmente lipschitziano
nella seconda variabile, la successione delle iterate di Picard (yx)ren definite
da

Yo(t) = vo

® Yk+1(t) = yo + tt f(s,yk(s)) ds =: Tyx(t)

non e in generale una successione di Cauchy in C(Is5,R™), come pure 'o-
peratore T non definisce necessariamente una contrazione in un opportuno
sottoinsieme di C'(I5,R™) e il teorema delle contrazioni non ¢ applicabile.

E inoltre noto che la locale lipschitzianita ¢ solamente una condizione
sufficiente per l'esistenza e 1'unicita locale della soluzione; ad esempio, il
problema di Cauchy unidimensionale

{g/:1+2¢@|

y(0) =0,
ammette una ed una sola soluzione locale (cio appare chiaro utilizzando il

metodo di separazione delle variabili), pur essendo f(t,y) = 1+ 24/]y| non
localmente lipschitziana in alcun intorno di (g, 0), mentre il problema

{ "= 2\/]y]
y(0) =0,
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ammette infinite soluzioni: oltre alla soluzione identicamente nulla, si veri-
fica facilmente che, al variare di ¢,d > 0, le funzioni

—(t+d)? set<—d
Ye,d(t) := <0 se —d<t<ec
(t—c)? set>c,

sono ancora soluzioni del problema di Cauchy in oggetto.

In generale, se il campo vettoriale & solamente continuo, non ci si aspetta
di avere 'unicita locale ma continua invece a sussistere ’esistenza locale,
come si vedra dal teorema di Peano.

Non potendo contare sulle iterate di Picard, 'idea e quella di trovare
delle opportune soluzioni approssimate e provare che convergono ad una
soluzione del problema di Cauchy in considerazione. A tal fine esistono
diverse strategie, una delle piu semplici e fornita dal metodo delle poligonali
di Fulero che essenzialmente consiste nell’approssimare le curve integrali
del campo vettoriale f con delle funzioni affini a tratti (poligonali) ottenute
incollando pezzi di rette tangenti ad opportune curve integrali.

Piu precisamente, fissato un intervallo destro [to,to + ¢] di ¢y (su un
intervallo sinistro [to—d, to] si puo fare una costruzione analoga), lo dividiamo
in N intervalli di uguale ampiezza At = §/N. Posto t = t9 + kAt per
k=0,...,N —1 (si osservi che anche t; = t;(N) dipende da N), definiamo
la soluzione approssimata yy(¢) in maniera induttiva nel seguente modo

(3) {yN(to) = Y0
yn(t) = yn(te) + (E —ti) f (te, yn (tr))  se t € [t tiya],

con k=0,...,N — 1. Si verifica facilmente che se t € [ty, tx1+1] la soluzione
approssimata puo essere espressa nella forma

k-1
yn () =yo + > (tig1r — ti) f (o, yn (t:) + (€ = te) f (trs ynv (tr))

(4) o

=yo+ Z f(ti yn (t)) At + (¢ — 1) f (t, yn ()

=0

In maniera analoga si puo definire yx () anche in [ty — 9, t], dunque in 1.
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L’idea della costruzione ¢ la seguente: si divide l'intervallo [tg,to + d] in N
sottointervalli [tx,tx11], K = 0,..., N — 1 di uguale ampiezza. Su [tg, 1] si
approssima la soluzione y(t), pensata come curva integrale (¢, y(t)) del cam-
po vettoriale (1, f(¢,y)) in €, con la retta (¢, yn(t)) passante per (to,yo) ed
avente direzione (1, f(t0,%0)) (nel caso n = 1 equivale a prendere la retta
passante per (fo,yo) e di coefficiente angolare f(to,yo)). Si definisce cosi la
soluzione approssimata yy(t) in [to, t1]. Al tempo ¢; tale funzione assumera
il valore yn(t1) e il punto (¢1,yn (1)) in generale non apparterra alla curva
integrale passante per (to,y0). Supponendo che il grafico di yy rimanga
sempre all’interno di €2, consideriamo allora la curva integrale passante per
quest’ultimo punto (¢1,yn(t1)) (rappresentata in figura da (¢, 91(¢))) e ripe-
tiamo il procedimento nell’intervallo [t1,t2] approssimando (¢,y(t)) con la
retta passante per (t1,yn(t1)) e direzione (1, f(t1,yn(t1))). Si procede in
maniera induttiva fino al tempo ty = tg + § definendo infine la funzione yy
su tutto [to,to + 0].

Vogliamo valutare I'errore che si commette approssimando la soluzione
y mediante la funzione affine a tratti yy. Supponiamo inizialmente che f
sia localmente lipschitziana di costante L quindi, localmente in un intervallo
I5, la soluzione y = y(t) di (1) esiste ed ¢ unica. Nellipotesi aggiuntiva
che y sia di classe C? verifichiamo che effettivamente yy — y se N — +o0o
(ovvero se At — 0). Sotto tali ipotesi di regolarita per la soluzione possiamo
considerare 'espansione di Taylor di y(¢) in ciascun intervallo [tx, tx11] con
punto iniziale t; per cui

(tk) + (t — tr)y (tr) + O((t — t1)?)

y(t) =y
=y(tr) + (¢ — te) f (tr y(te)) + O((t — t)?)
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dove O((t — t1)?) & una funzione la cui norma & uniformemente maggiorata
da C(t—t)? con C costante positiva (essenzialmente C' dipende dal massimo
della norma della derivata seconda di y(t) in [tg,to + d]). Per ¢ € [tg, tgpi1]
si ottiene quindi

y(t) —yn(t)
= (y(tr) —yn(te)) +  — te) [f (trs y(tr)) — f (tes yn (te)) ] + O((t — t1)?).

Posto 6, = Hy(tk) — yN(tk) ,
do =0, per t € [ty, tr+1] si ha dunque

i f e notando che

[y(®) —yn @) < [Jy(te) —yn(tr)|| +
+ (t—tw) || f (b y(tr)) — £ (tes yn () || + Ot — t1,)?
< 6+ At Ly (tr) — yn (te) || + C(A)* = (1 + LAL)S, + C(At)?
< (14 LAY ((1 + LAY)S,—1 + C(AL)?) + C(At)?
= (1+ LAY 6p—1 + (1 + (1 + LA))C(At)* < --- <
< (1+ LA S + [1+ (1 + LAt) + -+ + (1 + LAY C(At)?
_

E+1
1+ LAY) 1C(At)2 = %((1 + LA — 1) At

(1+ LAt —1

< %((1 + LAY — 1)At.

Passando all’estremo superiore prima sui t € [tg, tg11], poisuk =0,..., N —
1 e ricordando che At = §/N, si ottiene infine

g<(1+

per cui yy — y uniformemente in [tg,tg + 0] per N — +oo.

Abbiamo dunque dimostrato che se esiste un’unica soluzione di classe
C?, allora le poligonali di Eulero convergono uniformemente alla soluzione
stessa in [to, to+0] (osserviamo che per garantire che la soluzione sia di classe
C? basta ad esempio assumere che f sia di classe C'). La speranza & che
cio accada anche in ipotesi di minore regolarita per f.

Lo\ N

C
N)

o
7

eLé—l)—

¢ N
ly—ynlloo < f((l—i—LAt) —1)At = <

—1>At<

Esercizio 1 Dimostrare che se f & lipschitziana nel complesso delle varia-
bili e dunque la soluzione y = y(t) & solo di classe C*', I'analisi e le stime
precedenti continuano sostanzialmente a valere, possibilmente con costanti
diverse. (Suggerimento: provare ad utilizzare il teorema di Lagrange per
ciascuna componente di y(t).)
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Cosa si puo dire se a priori non sappiamo nulla riguardo ’esistenza di una
soluzione? In questo caso ’analisi appena svolta perde di significato proprio
perché non ¢ disponibile alcuna soluzione con cui confrontare le soluzioni
approssimate. Tuttavia, le poligonali di Eulero (3) possono essere comunque
definite e le utilizzeremo proprio per dimostrare ’esistenza di una soluzione
di (1). Piu precisamente, vogliamo provare che se f & solamente continua,
le poligonali di Eulero convergono uniformemente (eventualmente passando
a sottosuccessioni) ad una funzione che ¢ soluzione di (1).

A tal fine cerchiamo di individuare quali devono essere le proprieta
possedute dalle soluzioni approssimate affinché queste convergano ad una
soluzione del problema di Cauchy. Con riferimento a (4), posto

k-1
Sn() =Y f(tiyn(t) At + (¢ — t) f (b yn (t))  t € [t trral,
i=0

si riconosce che Sy (t) € una somma alla Cauchy nell’intervallo [to, t] relativa
alla funzione yy e alla partizione {t¢, t1,...,t,t}. Ci aspettiamo quindi che
per At — 0 tale funzione approssimi il relativo integrale di Riemann in [¢g, t]
(bisogna comunque prestare un po’ di attenzione poiché anche la funzione
integranda yy varia al variare di At). L’equazione (4) pud comunque essere
riscritta nella forma

() =+ [ Fsun()ds+ (Sx0) = [ fs.n()ds)
(5) T !
=t | f(s,yn(s))ds + Rn(t),

con Ry (t) che presumibilmente tende a 0 se At — 0, cioe se N — +o0.
Sotto questa forma si comprende che, supposto che yy converga ad una fun-
zione y quando N — +00, se si riesce a provare la convergenza dell’integrale
di f(t,yn(t)) al relativo integrale di f(¢,y(t)), allora y soddisfera I’equa-
zione integrale di Volterra associata al problema (1) dunque sara soluzione
di (1). Tale convergenza ¢ ad esempio garantita se yy — y uniformemen-
te in [to,to + d]. Ci siamo dunque ricondotti a cercare di dimostrare che
una successione di funzioni continue (o almeno una sua sottosuccessione)
converge uniformemente ad una funzione (continua) y in [to,to + 0]: questo
¢ un problema di compattezza sequenziale nello spazio normato completo
(C([to,to + 6],R™), || - [lso) (0 pilt precisamente (C(I5,R™), ]| - ||oc) se con-
sideriamo anche i tempi ¢ < tp) e puo essere affrontato mediante il teorema
di Ascoli-Arzela.

Siamo ora pronti per enunciare il teorema di esistenza locale di Peano.
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Teorema 2 (di Peano) Sia Q@ C RxR" aperto e sia f : Q@ — R"™ continua.
Fissato (to,yo) € Q siano a, R > 0 tali che I, x Blyg, R] C Q, dove I, =
[to — a, to + ], e definiamo

M = max {||f(s,2)|| : (s,2) € Ia x Blyo, R]},

)
0 := min a,M .

Allora per ogni § < eqg il problema di Cauchy

{y/ = f(tay)

© y(to) = Yo,

ammette una soluzione definita in Ij.

DIMOSTRAZIONE Vogliamo dimostrare che la successione (yy) delle po-
ligonali di Eulero associate al problema di Cauchy (6) ammette una sotto-
successione convergente ad una soluzione del problema stesso. Senza ledere
in generalita proveremo questo risultato nell'intervallo [to, tg + d].

Piu precisamente dimostriamo che 'insieme {yy : N > 1} & relativa-
mente sequenzialmente compatto in (C([to,to + 6], R™), || - ||oc). A tal fine
verifichiamo che ¢ equilimitato ed equiuniformemente continuo.

Equilimitatezza: dimostriamo che per ogni N € N e t € [tg,to + ] si
ha yn(t) € Blyo, R]. Verifichiamo anzitutto che |lyn(t) — yo|| < M(t — to)
per ogni t € [tg,to + J]: procediamo per induzione finita sugli intervalli
Jr = [tkythrl] per k=0,...,N—1.In Jy = [to,tl] si ha

lyun () = ol = ||(t = t0) f(to, o)|| < (t — to) M.

Supposto, per ipotesi induttiva, che ||yn(t) —yo|| < M (t—to) (dunque anche
< R) in Jg_1, per t € Ji si ha

s () = ol = [lyn (te) + (& — t&) f (tr, yn (t)) — wol|
< lyw () — yol| + (¢ — tw) || f e, yn () ||
< M(tg —to) + (t — ti) M = M(t — to).

Per il principio di induzione si ha ||yn(t) — yo|| < M(t —t9) < Mo < R per

ogni t € [tg,to + d] percio l'insieme {yy : N > 1} & equilimitato.
Equiuniforme continuita: verifichiamo piu precisamente che l'insieme &

equilipschitziano. Riscriviamo I'equazione (4) nella forma

un(t) = 9o + / gn(s) ds,

to
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dove gy ¢ la funzione costante a tratti definita da gy (t) = f(tr, yn(tx)) per
t € [t, tg41]. Per quanto appena visto si ha [|gn (£)]| = ||.f (tk, yn (tr))I] < M
per ogni t, percio se t,r € [tg,to+ 6] e N > 1 si ha

lon(®) =y ()] < \/ lax(s)l ds| < Mt — v,

da cui lequilipschitzianita (e I’equiuniforme continuita) dell’insieme {yy :
N > 1} in C([to, to + 0], R™). Per il teorema di Ascoli-Arzela {yy : N > 1}
¢ relativamente sequenzialmente compatto in C([to, %o + 0], R"™), percio la
successione {yn } Nen ammette una sottosuccessione uniformemente conver-
gente ad una funzione continua y in [tg,tp + d]. Per facilita di notazione
continuiamo a denotare questa sottosuccessione con {yn}nen. Verifichiamo
che y € soluzione del problema di Cauchy (6) in [¢o, o + ¢]. Con riferimento
a (5) si ha

M1

Ry(t) = / T () — (s un(s))] ds +

i=0 Vi

+/ [/ (e, yn (tk)) — f(s,yn(s))] ds.

173

Poiché f & continua in I, X Blyp, R] € ivi uniformemente continua, percio
fissato € > 0 esiste 6. > 0 tale che se t,s € I, x,z € Blyo, R] soddisfano
|t —s| < 0, ||z — z|| < & allora ||f(t,z) — f(s,2)|] < e. In particolare, se
§/N = At < 0. := min{d.,d./M} cioe se N > N, := §/J., allora per ogni
i=0,...,N—1edognis € [t;,t;+1] si ha

t; —s| < At < 6, lyn(ti) —yn(s)| < Mlt; — s| < MAt < 64,

percio || f(ti, yn(ti)) — f(s,yn(s))|| < e. Dalla relazione sopra segue allora
che

k—1 tivq t
HRN(t)H §Z/ €d8—|—/ eds = (t —tp)e < ae,
i=0 Y ti 22

per ogni N > N, ed ogni t € [to,to + J], quindi Ry(t) — 0 se N — 400
(uniformemente in [to, to + J]).

Sempre per I'uniforme continuita di f, in maniera analoga si verifica che
se yn(t) = y(t) per N — +o0 uniformemente in [to, to+ 4] allora si ha anche
flt,yn(t)) — f(t,y(t)) per N — 400 uniformemente in [tg, ¢y + J], dunque



8 IL TEOREMA DI PEANO

(ricordiamo che se g,, converge uniformemente a g in [a, b], U'integrale di g,
converge all’integrale di g)

t t
f(s,yn(s))ds — f(s,y(s))ds se N — +o0
to to
per ogni fissato t € [tg,to + ¢]. Passando infine al limite per N — +o0 in

(5) si ottiene che
t

y(t) =vo+ | f(s,y(s))ds,

to
per ogni t € [to, to + ¢], quindi y & soluzione del problema di Cauchy (6) in
[to, to + J]. Analogamente si ragiona nell’intervallo [ty — 4, to]. O

Osservazione 3 A priori, diverse sottosuccessioni di yy potrebbero con-
vergere a differenti soluzioni di (6).

Approfondimenti

Altre dimostrazioni del teorema di Peano

In questa sezione diamo (alcune) ulteriori strategie di dimostrazione del teo-
rema di Peano. Per ciascuna forniremo solamente una linea dimostrativa,
lasciando eventualmente allo studente il compito di completare i dettagli,
magari aiutandosi con la consultazione di libri dedicati alle equazioni diffe-
renziali ordinarie. Si tenga presente, infatti, che alcuni passaggi nelle dimo-
strazioni non sono del tutto ovvi e che certi altri necessitano di un’analisi
piuttosto articolata.

1) (variante della dimostrazione proposta) Fissati M e § come
nell’enunciato e fissato N € N, sia,

) 5
Ing = |t k—1)—,t k—
Nk 0+ ( ) ootk
con k =0,...,N. Definiamo una soluzione approssimata yy(t) in maniera

induttiva su ogni Iny. Sia yn(t) = yo per t € Inp. Supposto di avere
definito yx in In g, la definiamo nel successivo intervallo Iy ;41 ponendo

t

yn(t) = o +/ f(S,:l/N(S - %)) ds,

to

per t € Injy1. Sipuo dimostrare che (yn) € una successione equilimita-
ta ed equicontinua dunque, per il teorema di Ascoli-Arzela, ammette una
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sottosuccessione uniformemente convergente in [tg, tg + 0] ad una funzione
continua f. Passando al limite nella definizione di yy si verifica infine che
y € soluzione del problema di Cauchy (6).

2) (metodi di punto fisso) E noto che (6) & equivalente al problema,

y="Ty

dove T ¢ l'operatore ¢ definito in (2); inoltre sappiamo anche che se § < g,
allora T': B — B dove B ¢ la palla di centro y(t) = yo e raggio R nello spazio
di Banach (C(I5,R),|| - [|s). Siamo dunque ricondotti a cercare un punto
fisso di T in B. A tal fine risulta utile il teorema del punto fisso di Schauder,
generalizzazione del teorema di Brouwer. Entrambi sono argomento di corsi
avanzati di Analisi Funzionale per cui ne ometteremo la dimostrazione.

Teorema 4 (di Brouwer) Sia B C R" una palla chiusa. Se f: B — B ¢
continua allora f ammette punto fisso in B.

Il teorema di Schauder generalizza il teorema di Brouwer al caso degli spazi
di Banach infinito dimensionali; in questo caso la sola ipotesi di continuita
della funzione f non ¢ sufficiente a garantire ’esistenza di un punto fisso.
Cio e essenzialmente causato dal fatto che le palle chiuse in una spazio di
Banach infinito dimensionale non sono compatte. Per ovviare al problema
si chiedera alla funzione f un’ulteriore proprieta di compattezza.

Definizione 5 Siano (X, ||-||x), (Y,||-|ly) spazi di Banach. Una funzione
f: X =Y sidice compatta se trasforma insiemi limitati di X in insiemi
relativamente compatti di Y. La funzione f si dice completamente continua
se e continua e compatta.

Esercizio 6 Dimostrare che se Y = R" allora f ¢ completamente continua
se e solo se f e continua e trasforma insiemi limitati in insiemi limitati. Da
cio discendera che se X ha dimensione finita il teorema di Schauder si riduce
a quello di Brouwer.

Teorema 7 (di Schauder) Sia B una palla chiusa in una spazio di Bana-
ch (X,||-|lx). Se f: B — B ¢é completamente continua allora f ammette
punto fisso in B. (In generale é sufficiente che B sia un insieme chiuso,
limitato e convesso.)

Applichiamo il teorema di Schauder al nostro caso. Verifichiamo che T
¢ (uniformemente) continua. Poiché f & uniformemente continua in I, X
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Blyo, R], per ogni £ > 0 esiste 6. > 0 tale che se s € I,, x,z € Blyo, R|
soddisfano ||z — z|| < d. allora ||f(s,z) — f(s,2)|| < e. Prese due funzioni
y1,y2 appartenenti alla palla B di centro yo e raggio R in C(Is,R) tali che
lly1 — y2|loo < 0c, per ogni t € I5 si ha dunque

[Ty1(t) — T2 (t)]| < ’/t [f(s.91(5)) = f(s,52(s))[| ds| < [t —tole < ae,

quindi ||Ty1 — Ty2||co < ae, da cui la (uniforme) continuita di 7". Verifichia-
mo che T' & compatta; a tal fine & sufficiente dimostrare che I'immagine della
palla B tramite T’ ¢ un insieme relativamente compatto in (C(I5,R), || - [|oc)
(infatti ogni sottoinsieme di un insieme relativamente compatto ¢ relativa-
mente compatto). Essendo T'(B) C B l'insieme T'(B) ¢ sicuramente limita-
to. Verifichiamo che ¢ equicontinuo. Presa una funzione y € B per ogni
t1,to € I5 si ha

| Ty(t2)=Ty(t1)|| = H /: F(s,y(s)) ds

< ’/ﬁ 1£(s, ()| ds| < Mlta—ta],

dove M e definito come nell’enunciato del teorema di Peano. Dunque l'in-
sieme T'(B) = {Ty() : y € B} & anche equilipschitziano, quindi equiunifor-
memente continuo. Per il teorema di Ascoli-Arzela & allora relativamente
compatto in (C(I5,R), || - ||) € in definitiva, per il teorema di Schauder, T
ha almeno un punto fisso in B che, come sappiamo, ¢ soluzione di (6) in ;.

3) (approssimazione lipschitziana del campo vettoriale) Dato il
problema (6) si approssima, uniformemente in I, x B[yg, R], il campo vet-
toriale f con una successione di campi vettoriali f,, localmente lipschitziani
nella seconda variabile (ad esempio di classe C'). Considerato

{y’ = fa(t,y)

y(to) = Yo,

(7)

per il teorema di Cauchy, per ogni n € N il problema (7) ammette una
(unica) soluzione locale y,, definita in un intorno I, dity. Si puo dimostrare
che se n e sufficientemente grande le soluzioni ¥, possono essere definite
in un intervallo comune Is e che convergono uniformemente in I5 ad una
funzione continua y. Passando al limite per n — 400 nella formulazione
di (7) mediante la relativa equazione di Volterra, si ottiene infine che y ¢
soluzione di (1) in Is.



