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Facolta di Agraria
Corsi di Laurea in VIT e STAL

ESERCITAZIONI DI MATEMATICA

26 ottobre 2010

Trovare le soluzioni della seguente disequazione:
1 1

1
r—1 >2:c+1

Trovare le soluzioni della seguente disequazione:

logy |1 — 22| < 2log,(3z + 1)

Trovare le soluzioni della seguente disequazione:

3\/32271 >9. 3z

Soluzioni degli esercizi del 26 ottobre 2010

Affinché le funzioni che compaiono nella disequazione siano definite deve essere z — 1 # 0 e
2x 4+ 1 #0 cioe  # 1, x # —1/2. Con semplici calcoli si ottiene

L —1> L <~ 1 —1- L >0 <~
x—1 2z +1 z—1 2z +1
(2$+1)—($—1)(2$+1)—(QZ—1)>0 PN —2x2—|—2x+3>0'
(x —1)(2x 4+ 1) (x—1)(2x+1)

Studiamo separatamente il segno del numeratore e del denominatore. Il numeratore ¢ > 0 se

e solo se —2x2 4+ 2z + 3 > 0 cioe se e solo se l_ﬁ <z< H“ﬁ In definitiva il numeratore &
1— f << 1+f 1 f 1+\f 172ﬁ

1+f
St

positivo se , negativo se x < oppure x > e si annulla se ¢ =

oppure x =

Analogamente si verifica che il denominatore & positivo se z < —1/2 oppure x > 1, negativo

se —1/2 <z < 1.

La disequazione ha soluzione quando numeratore e denominatore hanno segno discorde,

172ﬁ <x<—1/2o0ppure 1l <z < HT‘ﬁ L’insieme delle soluzioni ¢ quindi
s A

2 7 2 2

dunque se
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Anzitutto la disequazione ha senso quando gli argomenti del logaritmi sono positivi, cioe

|1 —2x| >0 x#1/2
(Bz+1)>0 = x>-1/3

Utilizzando la formula del cambiamento di base dei logaritmi si ottiene

logy(3z +1)  logy(3x + 1)

logs(3x+1) = log, 1 5

percio la disequazione equivale a
logy |1 — 22| < logy(3z + 1)
Poiché la funzione logaritmica in base 2 & crescente, quest’ultima equivale a
|1 —2z| < (3x+1)

Distinguiamo due casi: se 1 — 2z > 0 ovvero se x < 1/2, la disequazione equivale a 1 — 2z <
3z + 1 che ha come soluzioni gli z > 0, e in definitiva, gli 0 < x < 1/2.

Nel secondo caso, se 1—2z < 0 ovvero se x > 1/2, la disequazione equivale a —(1—2x) < 3z+1
che ha come soluzioni gli x > —2, e in definitiva, gli z > 1/2.

Ricordandoci delle condizioni di esistenza, ’insieme delle soluzioni &

S =1[0,1/2[U]1/2, +oo

La disequazione ha senso quando ’argomento della radice quadrata € non negativo, cioe se
22 —1> 0 ovvero z < —1 oppure > 1. Poiché inoltre 9 = 32 la disequazione pud essere
scritta nella forma

3\/ r2—1 > 32+Z‘

e utilizzando la proprieta di crescenza della funzione esponenziale di base 3 si ottiene equiva-

lentemente
Vaz—-1>2+z

Si distinguono 2 casi: se 24z < 0 ovvero x < —2, la disequazione ha sempre soluzione, poiché
il membro sinistro & positivo, quello destro negativo.

Nel secondo caso, se 2+ z > 0 ovvero x > —2, entrambi i membri sono positivi e si puo
elevare al quadrato, ottenendo

22 —1>4+4r+2° — —5>dr <— —5/4>x

ottenendo quindi le soluzioni —2 < z < —5/4.

Ricordandoci delle condizioni d’esistenza si ottiene che I'insieme delle soluzione ¢ dato da

S =] — o0, —5/4]
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Esercitazioni del 16 novembre 2010

Trovare le soluzioni della seguente disequazione:

In?z —|[Inz|—2<0

Trovare le soluzioni della seguente disequazione:
logy /5 (2 — |z — 2|) > log1/2(3 —xz)—1

Rappresentare il grafico di una funzione g che verifichi contemporaneamente le seguenti

proprieta:
Jim g(x) = +o0 limg(z) = +o0 lim (=) =1 Jim g(z) =3

Calcolare, qualora possibile, il valore dei seguenti limiti:

5— 3zt — 8x° T =222 3P —5y+1

a) iy b) lm s ©) Yoo 23 + 3y — 4°

Calcolare, qualora possibile, il valore dei seguenti limiti:

tg(x + 7/4)

dy? +y—2
£) lim Y .
z—0 x In(1 — 3xz)

vl 2 —dy +3° 8)

Soluzioni degli esercizi del 16 novembre 2010

Affinché le funzioni che compaiono nella disequazione siano definite deve essere x > 0. Me-
diante la sostituzione y = Inx si ottiene la disequazione equivalente y* — |y| — 2 < 0 nell’in-
cognita y. Distinguiamo due casi, a seconda che ’argomento del valore assoluto sia positivo
oppure negativo: quest’ultima disequazione ¢ dunque equivalente a

y>0 y <0
U
y?—y—2<0, y2+y—2<0.

La disequazione 4> —y — 2 < 0 ha come soluzioni —1 < y < 2 percio il primo sistema ha
soluzioni 0 < y < 2; la disequazione y? +y — 2 < 0 ha come soluzioni —2 < y < 1 percio il
secondo sistema ha soluzioni —2 < y < 0. Unendo le soluzioni dei due sistemi si ha dunque
—2 < y < 2. Ritornando alle variabili x si ottiene la disequazione —2 < Inz < 2 che ha come
insieme delle soluzioni

S =le2,e?

Alternativamente, ricordando che |2|?> = 2% si poteva utilizzare la sostituzione z = |Inz|

ottenendo la disequazione 22 — 2 —2 <0 le cui soluzioni sono —1 < z < 2. Ritornando alla
variabile z si ottiene —1 < [Ilnz| < 2 che & vera (essendo la prima disuguaglianza sempre
verificata) se e solo se |Inz| < 2 ovvero —2 < Inz < 2, da cui nuovamente la soluzione finale.
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Innanzitutto affinché le funzioni che compaiono nella disequazione siano definite deve essere

2—|x—2[>0 2> |z —2| 2>1—2> -2 4>2>0
<~ <~ <~
3—x>0 <3 <3 <3

quindi 0 < z < 3. Osservato che —1 = log; 52, utilizzando le proprieta dei logaritmi si
ottiene che la disequazione € equivalente a

logy /2 (2— \x—2|) >logy/p(3 — ) +logyp2 <= logy (2— \x—2|) > logy /2(6 — 22).
Poiché la funzione logaritmica in base 1/2 ¢ decrescente, quest’ultima equivale a

2—|z—2/<6—-2z

Distinguiamo due casi, a seconda che 'argomento del valore assoluto sia positivo oppure
negativo. Percio la disequazione ¢ equivalente a

z—2>0 r—2<0
@)
2—(x—2)<6—2x, 24 (x—2)<6—2x.
Il primo sistema ha come soluzione x = 2, il secondo x < 2. Ricordandoci delle condizioni di
esistenza, l'insieme delle soluzioni e

S =10, 2]

In neretto si evidenziano le informazioni date dai limiti. Il grafico della funzione ¢ quindi
completato a piacere (linea sottile), ad esempio:

g(z)

a) E un limite di una funzione razionale all’infinito:

3

5— 3z* — 82° i 5/x% —3/x —8 [0—0—8} 8

lim 2% %0
stoo 325 — 204 +3 w03 —2/x +3/25 |3 0+0

b) E un limite di una funzione razionale all’infinito:

4_ 2 A7 17,2 _9/.A /.2 /.4
o Tt =22 =2 L 2 (T-1/27=2/2%) lim 1 7-1/2"-2/z
z—400 2343 — 2° 20 1/2643/2° -1

- zﬁlinoo 29(1/26 + 3/2’9 —1) " 2o+oo

7-0—0
— 0. —— | =0.
[ 0+0—1] 0
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¢) E un limite di una funzione razionale all’infinito:

3y —by+1 . G5y 1Y) (2.3—5/y4+1/y5>

lim 2 ¥ F 2 -
y o F By — 4y B2+ 3/ —4fy8)  wome Y 253/ — 4/

n 3—0-0 n
= x == .
24+0-0

f) 11 limite si presenta nella forma indeterminata [3]. Studiamo quindi il segno della funzione
in un intorno di yo = 1. Il numeratore tende a 3 e quindi e positivo per gli y vicini a 1. Poiché
y? — 4y + 3 & positivo per gli y < 1 e per gli y > 3 si ottiene che la funzione ¢ positiva per gli
y < 1 e negativa per gli y > 1 e vicini a 1, quindi

. Ay -2 3 . Aty —2 3
lim ———— = | —| = 400, lim ———— = |—| = —o0,
y—1- y? — 4y +3 0+ y=1+ y? —dy +3 0~

quindi il limite cercato non esiste.

g) Il limite si presenta nella forma indeterminata [#]. Studiamo il segno della funzione in un
intorno di g = 0. Il numeratore tende a 1, quindi e positivo per gli x vicini a 0. Studiamo
il segno del denominatore: si ha In(1 —3z) > 0 se e solo se 1 — 3z > 1 cioe z < 0. Tenendo
conto anche del fattore = si ottiene che il denominatore & sempre negativo nelle vicinanze di
xo = 0 (tranne che in z( stesso), percio

tg(x +m/4) { 1 ] N

0_

z—0 zIn(1 — 3x)

Esercitazioni del 7 dicembre 2010

Calcolare la derivata delle seguenti funzioni

322 9z 11 3logyx + Vx 2
3?2041 _S0BT TV ey
file) = "5 fo(x) N G gz)?,

1
B 2 =sen —————
fa(x) = arcsen(1 — x*), fa(z) = sen In(e” + 1)

Risolvere i seguenti limiti, dopo aver verificato che valgono le ipotesi del Teorema di de

I’Hopital
. Bsenx — bxd + x2% 3224 e%cosx — 1+ 2
a) lim b) lim .
z—0 3% — cosz + 4x? z—0 5sen(z?) — zIn(1 + 2x)
Data la funzione
(z) = )
I = o 11

a) determinare il dominio;

b) determinare gli intervalli dove la funzione & crescente e quelli dove la funzione & decre-
scente, gli eventuali punti di massimo/minimo relativo e/o assoluto;
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c¢) determinare gli intervalli dove la funzione ¢ concava e quelli dove la funzione ¢ convessa,

d) calcolare I'equazione della retta tangente al grafico nel punto di ascissa xg = 0.

Soluzioni degli esercizi del 7 dicembre 2010
Utilizzando la regola di derivazione del quoziente:

lH@%:@x—Qmﬂ—4x+$—(&?—2x+nﬂx—4)_—HML+Mx—2

(2 — 4o + 3)? (22— 424 3)2
Utilizzando la regola di derivazione del prodotto del quoziente e della funzione composta si
ottiene:
(3log2€ 4 1 yeosz — (3logy @ + /Z)(—senz)
i) = —= 8Va? 5 +2(z4"—tg x) (4E+x4x nd—— )
cos?x cos? x

La funzione ¢ derivabile per —v/2 < 2 < /2; utilizzando la regola di derivazione della funzione
composta si ha

—2x —2r  —2sgn(x)

1
= —2x) = = .
\/1—(1—:32)2( ) V2?2 — 2t |z|V2—22 V2 —2?
Utilizzando la regola di derivazione della funzione composta si ottiene infine:

, , In(e® + 1))’
ﬁ@ﬂ20%<m@j+1ﬂ(m@j+rﬂ :“”(m@;+n>(_(m%wi4;>

- ( 1 ) 1 e’
T e+ 1)) mEer 1) e 1

f3(@)

a) Il limite si presenta nella forma d’indeterminazione [0/0]. Applicando de I’'Hépital si ottiene

Ssenz — 5xd + x2% ;g . 5cos:c—15:c2+2x+x2xln2_ 6

lim = lim —
=0 3% — cosx + 4x? 0 3*In3 +senx + 8x In3
Per de I’Hopital il limite cercato vale allora %.

b) Il limite si presenta nella forma d’indeterminazione [0/0]. Applicando de 'Hépital due
volte consecutivamente si ottiene

1
32% 4 e cosx — 1+ 22 i |, 6w+excosx—exsenx—ﬁ B [0}

lim = m 0
20 5sen(z?) —xln(l+2z)  2-0 10z cos(2?) — In(1 + 2z) — 25
1

(1+22)3 6+1-0—-1+1 7

6 +efcosx —2eTsenx — e cosx +

2 2 = ==
- T — T 10-0-2-2 6

m
=0 10 cos(x?) — 2022 sen(z?)

7

Per de I’'Hopital il limite cercato ¢ g.
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a) Il dominio ¢ dato dagli x € R per cui 2x + 1 # 0, ovvero D = R\ {—1/2}. La funzione
(razionale) € ivi continua e derivabile.

b) Ha senso andare a studiare i limiti in —1/2 e a +00. Si osservi che il numeratore ¢ sempre
positivo, dunque g & positiva se z > —1/2, negativa se x < —1/2. Utilizzando anche queste
informazioni si ottiene

, L 1+2/2%\ 17 , ~[9/47

quindi la funzione non ammette massimo né minimo.

c¢) La derivata prima e
, 2022 4+ 1) — (22 4+2)2  2(2% 4z —2)
g (z) = 5 = 5
(2x +1) 2z +1)
Poiché il denominatore € sempre positivo nel dominio, la derivata prima & positiva se e solo
se 22 +x —2>0 cioe se e solo se < —2 oppure x > 1. Piu precisamente

>0, sex€|—o00,—2[U]l,+o0],
gd(x)=<¢ =0, sex=—2oppure x =1,
<0, sex€]—2,-1/2[U] —-1/2,1].
La funzione ¢ dunque crescente in | — oo, —2[ e in |1, +o00|, decrescente in | — 2, —1/2[ e in
] —1/2,1[. I punti x = —2 e = 1 sono rispettivamente punti di massimo e minimo relativo.
d) La derivata seconda &

x T 2—:6'2 T — T iy 2—352 T —
g,(x):2(2 +1)(2z +1)* — (2 + 2 — 2)2(2 +1)2:2(2 +1) - (@ +z-2)4 18

(2x + 1)* (2x +1)3 2z +1)3
La derivata seconda & positiva se e solo se (2x 4+ 1)3 > 0 cioe se e solo se 2z + 1 > 0 ovvero
x > —1/2. Dunque
Vi _ <07 Se%E]—OO,—l/Q[,
g($)_{ >0, sex€]|—1/2,+00].

La funzione ¢ dunque concava in | — oo, —1/2[, convessa in | — 1/2, 4-o0[.

e) L’equazione della retta tangente al grafico nel generico punto (xg, g(xo)) €
y = (z —20)g'(z0) + g(0)-

Poiché g(0) = 2 e ¢’(0) = —4, equazione della retta cercata & y = —4x + 2.

2,5
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Esercitazioni del 14 dicembre 2010

Data la funzione

determinare il dominio;
studiare il segno di g;
calcolare i limiti agli estremi del dominio;

determinare gli intervalli dove la funzione e crescente e quelli dove la funzione & decre-
scente, gli eventuali punti di massimo/minimo relativo e/o assoluto;

e) calcolare I’equazione della retta tangente al grafico nel punto di ascissa xg = 2;
f) determinare gli intervalli dove la funzione e concava e quelli dove la funzione ¢ convessa;

g) tracciare 'andamento qualitativo del grafico di g.

Data la funzione
g(x) = e
determinare il dominio;
studiare il segno di g;
calcolare i limiti di g negli eventuali punti di discontinuita e agli estremi del dominio;

determinare gli intervalli dove la funzione & crescente e quelli dove la funzione & decre-
scente, gli eventuali punti di massimo/minimo relativo e/o assoluto;

e) studiare gli eventuali asintoti di g;
f) determinare gli intervalli dove la funzione e concava e quelli dove la funzione ¢ convessa;

g) tracciare 'andamento qualitativo del grafico di g.

Soluzioni degli esercizi del 14 dicembre 2010
a) Il dominio ¢ dato dagli * € R per cui (z — 1)? # 0, ovvero D = R\ {1}. La funzione
(razionale) € ivi continua e derivabile.

b) 1l numeratore & > 0 se e solo se 222 — 2x + 5 > 0, disuguaglianza sempre vera. Il
denominatore & positivo nel dominio. Allora la funzione ¢ sempre positiva.

c) Ha senso andare a studiare i limiti in 1 e a +o00. Utilizzando anche il punto b) si ottiene
i ate) =t 2B o )= [ 2] <,
quindi la funzione non ammette massimo.
d) La derivata prima &
, (4z — 2)(z — 1)% — (222 — 22+ 5)2(z — 1)
g(z)= @1

(4z — 2)(z — 1) — (22* =2z +5)2  —2z—8
(z—1)% (@1
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Il numeratore ¢ > 0 se e solo se x < —4, il denominatore & positivo se z > 1, quindi

>0, sexe€]—4,1],
Jd@)=¢ =0, sex=—4,
<0, sex €] —o0,—4[U]1, 400l
La funzione & dunque crescente in | — 4, —1[, decrescente in | — oo, —4[ e in |1,4+00[. Per
x = —4 ammette un punto di minimo relativo ed assoluto.

e) L’equazione della retta tangente al grafico nel generico punto (z, g(xo)) €
y = (z —z0)g'(0) + g(0).

Poiché ¢g(2) =9 e ¢'(2) = —12, 'equazione della retta cercata & y = —12(x — 2) + 9.

f) La derivata seconda ¢

vy —2(x—1) = (-22 - 8)3(x —1)*
g (.%') - ($ _ 1)6 -

—2(x—1) — (~2¢ —8)3 _ 4z +26
(z—1)* CESVE

Si ha che g”(x) > 0 se e solo se 4z 4 26 > 0 ovvero se x > —13/2, quindi
>0, sexe€]—13/2,1[U]1, +o0],
gd'(x)=<¢ =0, sex=—-13/2,
<0, sex€]—o00,—13/2].
La funzione ¢ dunque convessa in | — 13/2, 1 e in |1, +00[, mentre & concava in | — 0o, —13/2].
Per x = —13/2 ammette un punto di flesso.

a) Il dominio ¢ chiaramente D = R e la funzione ¢ continua e derivabile. Si noti che ¢ una

funzione pari.
b) L’esponenziale € una funzione strettamente positiva per cui g(x) > 0 se e solo se x > 0.

c¢) Ha senso calcolare solo i limiti a +00. Si ha
. . x +oo

Il

1 1
1m 72 = |:7:| = 0
r—+oo Qre® +00

d) La derivata prima ¢
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Si ha ¢/(z) > 0 se e solo se 1 — 222 > 0 ovvero —1/\/5 <z< 1/\@ Si ottiene

<0, sex€]—o0,—1/v2[U]1/V2,+o0],
d(x)¢ =0, sex=—1/v/2 oppure z =1//2
>0, sex€]—1/v2,1/V2],
quindi la funzione & crescente in | —1/+/2, 1/4/2[, decrescente in | —o00, —1/v/2[ e in |1/v/2, +-o0.
Per 2 = —1/v/2 e x = 1/4/2 ammette rispettivamente un minimo ed un massimo assoluto.
e) Poiché lim, 1+ g(x) = 0 la retta y = 0 & asintoto orizzontale a —oco e a +o0.

f) La derivata seconda ¢
g"(x) = —dwe™ + (1 = 22%) (e (=22)) = 22(3 — 22%)e ",
per cui g”(z) > 0 se e solo se (3 — 222) > 0. Si ottiene
>0, sex€|—+/3/2,0[U]\/3/2, +x],

d'(r){ =0, sex=—/3/2oppure z = 0 oppure z = /3/2,

<0, sex €] —o0,—/3/2[U]0,/3/2].

In conclusione la funzione ¢ concava in |—oo, —4/3/2[ e in |0, \/3/2[, convessa in | —o0, —4/3/2]
ein ]4/3/2,400[. Per z = —/3/2, x =0 e © = 1/3/2 la funzione ammette dei flessi.

-0,51

Esercitazioni del 21 dicembre 2010

Per ’equazione differenziale
, 3241
- 4
Yy
verificare se le seguenti funzioni sono soluzioni in R*:

a) yi(t) =13 +1t, b) yo(t) = V/5t3 + 5t + 1,

Verificare che la funzione y(t) = —te~2! & soluzione dell’equazione differenziale
Y+ 3y +2y—e 2 =0.

Di quale tipo di equazione si tratta?
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Trovare la soluzione del problema di Cauchy

{y’ =—2y+3
y(1) = 4.
Data la funzione
2
g(x) = nz
a) determinare il dominio;
b) studiare il segno di g;
c) calcolare i limiti agli estremi del dominio;
d) trovare gli eventuali asintoti;
e) determinare gli intervalli dove la funzione & crescente e quelli dove la funzione e decre-

scente, gli eventuali punti di massimo/minimo relativo e/o assoluto;
f) determinare gli intervalli dove la funzione & concava e quelli dove la funzione & convessa;

g) tracciare 'andamento qualitativo del grafico di g.

Soluzioni degli esercizi del 21 dicembre 2010

a) La funzione y;(t) ¢ definita e derivabile in Rt ed ¢ soluzione dell’equazione se verifica

yi(t) = ?542(*;)1 per ogni t > 0. Essendo ¥} (t) = 3t% + 1, cid accade se e solo se
1

3t2+1
41 ="0
+ 3+t

per ogni ¢ > 0. Si osserva che sostituendo (ad esempio) ¢ = 1 si ottiene 4 # 2 quindi y; non
e soluzione dell’equazione.

b) La funzione y5(t) ¢ definita e derivabile in R™ ed & soluzione dell’equazione se verifica

yh(t) = ?Z:(Jtr)l per ogni t > 0. Poiché
2
1 3t2 4+ 1
L) = (5t + 5t + 1D)Y5) = Z(5¢3 + 5t + 1)"¥5(15¢2 + 5) = ,
32 +1 3t2 41
ys(t) (VB3 + 5t + 1)
_ 3241

per ogni t € R, dunque g, & soluzione.

in conclusione si ha che y4(t) = "0
2

a) Si tratta di un’equazione differenziale lineare di ordine 2. Derivando si ottiene
y(t) = —e 2 —te”2(=2) = (2t —1)e 2, y'(t) =272 £ (2t —1)e H(-2) = (4 —4t)e X,
e sostituendo nell’equazione si ha
y"(t) + 3y (1) + 2y(t) —e > = (4 —4t)e > +3(2t — 1)e ¥ —2te™* —e ¥ =0

per ogni t € R, dunque y ¢ soluzione.
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La soluzione generale dell’equazione ¢/ = —2y+3 & y(t) = ce ™2 + % con ¢ € R. Imponendo la
condizione iniziale si ottiene I'equazione 4 = ce™2 + % che ha soluzione ¢ = %eQ. La soluzione
del problema di Cauchy e dunque

3

5 9 o 5 21—ty , 3
t = — _ = - —.
y(t) = gete 45 =ge T3

a) Le condizioni d’esistenza sono x > 0 (esistenza del in) e Inz # 0 (denominatore diverso da
0). Il dominio & quindi D =]0,1[U]1, 4+o00[. La funzione & ivi continua e derivabile.

b) Il denominatore ¢ strettamente positivo nel dominio, dunque g ¢ positiva se e solo se
Inz > 0 cioé > 1, mentre & negativa per x €]0, 1[.

c¢) Ha senso calcolare i limiti in z =0, z =1 e a +00. Si ha

2 2
T 1 T 0
lim & = | —| =+ im 2= | Y —p
oo1% Ina [Oi} > o0+ Ina [—oo} ’
2
lim Ll too 2 fim Z—x = +o00,
zo+o0 Inx 400 z—+o0 1/x

percio g non ammette massimo né minimo assoluti.

d) Dal punto c) segue che la retta x = 1 ¢ asintoto verticale. Essendo inoltre

. g(x) ) x +oo|l v . 1
lim == lim —=|—|= lim — =+oo,
rz—+oo I z—~+oo Inx 400 T—+00 1/1’
non ci sono asintoti obliqui a 4oo.
e) La derivata prima e
J () = 2zlnz — 2?1 _ z(2lnx —1)
In? x In? x
Restringendoci al dominio, si ha che ¢'(z) > 0 se e solo se 2lnz — 1 > 0, ovvero x > el/2,
Quindi
>0, sex€le!/? +oo,
dx){ =0, sex=el/?
<0, sex€]0,1[U]l,e'/?.
La funzione ¢ quindi crescente in Je!/2, 4-00[, decrescente in ]0,1[ e in ]1,e"/?[. In z = e!/?

ammette un minimo relativo.

204

y10+

5T i 5

xw
N
(&)
o
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f) La derivata seconda e

") = (2lnz — 1)—|—m%)ln2$— (2xlnx—x)21% _ 2In?z —3lnx +2
g B 11141' o IDSZC ’

Poiché 2t? — 3t +2 > 0 per ogni ¢, si ha che il numeratore ¢ sempre positivo, quindi ¢”(z) > 0
se e solo se In® 2 > 0 cioé z > 1. In definitiva la funzione & concava in 0, 1[, mentre & convessa
in |1, +o0l.

Esercitazioni del 11 gennaio 2011

Calcolare i seguenti integrali

/(4x5—3x+8x7)dx, /<2cosa:—l?:x2—5m> dz, /(ﬁ—\/l%>2da;,

— 1
/3 Swd /cosgx sen x dx, /Sx\/x2+1d:r, / iy

14 22 *

Data ’equazione differenziale
, et —2t
y = —
yl
dire se la funzione y(t) = 3t 4+ 1 ¢ soluzione dell’equazione in |0, +oo];

Dato il problema di Cauchy

/
Yy =2y+5
teR
{ y(0) =1
a) dire se la funzione y(t) = —3 ¢ soluzione del problema;

b) determinare la soluzione del problema, qualora non lo sia la funzione di cui al punto a).

Soluzioni degli esercizi del 11 gennaio 2011

Per la proprieta di linearita e consultando la prima tabella si ottiene

6 2 8
/(4335—3x+8x7)d:€—4/x5dx—3/xdx+8/x7dx—4%—324—8%4—0,

3 1
2co8 — —— — 5" dac:2/cosxd:c3/dm/5mdx
/( V1—a? > V1—2?

= 2senx — 3arcsenr — — + ¢,
In5

/(f—\}E)Qdfc:/(m—2+;>dx:/xdx—/2d$+/;dx

72
:?—2x+ln]a:\+c.
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Utilizzando anche la seconda tabella si ha

3— 5z 1 5 [ 2
ST =3 ——dr -2 =4
/1+x2 o /1+x2 o 2/1+x2 o

5 [ (142 5
:3arctg93—2/(1:3;2)da::3arctga:—21n(1+x2)+c,

/cos‘sx senzdr = —/cos‘sx (cosz) dw = —

3 3
/3x\/$2+1dx= /2wmdx=2/($2+1)/(x2+1)1/2dx

2
(xz + 1)3/2
3/2

3
=3 +e=+(224+1)3 +¢,

X

Si ha y/(t) = 3 e sostituendo si ottiene 1'equazione

et — 2t
(3t +1)4

che non ¢ identicamente vera per t > 0 (ad esempio, per t = 1 si ottiene 3 # '3;—42 < 1). La
funzione non ¢ dunque soluzione.

a) Si ha y/(t) = 0 e sostituendo si ottiene

5

)+5

che & identicamente soddisfatta per ¢ € R. La funzione & dunque soluzione della prima
equazione. Tuttavia y(0) # 1 percio non verifica le condizioni iniziali, quindi non & soluzione
del problema di Cauchy.

b) Si ricorda che la soluzione generale dell’equazione lineare a coefficienti costanti

y =ay+b
con a,b €R, e
b
t) = ce™ — —
y(t) .
al variare di ¢ € R. Nel caso in considerazione si trova y(t) = ce* — 3. Imponendo la

condizione iniziale si ottiene ’equazione 1 = ¢ — % da cui c = % La soluzione del problema
di Cauchy ¢ dunque

7 5
_ L2t

y(1) 2 >
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Esercitazioni del 20 gennaio 2011

Calcolare i seguenti integrali definiti

1 2
1-3z
3 2
/2(450 +22° — 1) dx, /0 152 dx.

Calcolare i seguenti integrali mediante il metodo di integrazione per parti

/(x — 32%)e3 du, / 2*Inzd, /e_gC cos(3z) dx.
1

Determinare la soluzione del problema di Cauchy

/
Yy =3y+t
teR.
{ y(0) =1
Determinare la soluzione del problema di Cauchy
, VTP
yle) =3
Determinare la soluzione del problema di Cauchy
,_ y—tiseny
VY= "axp teR.
y(0) =0

Soluzioni degli esercizi del 20 gennaio 2011

Per il teorema fondamentale del calcolo si ha

3 3

2

Relativamente al secondo integrale, utilizzando la seconda tabella si ottiene

1—3x 1 3 [ (4+ 2% 1 3 5

1
2 1 2 16
/ (423 + 22% — 1) dz = [334%—73:3—4 2:<1+7—1)—<16—§+2):—12.

15

dunque 3 arctg(z/2) — 3 In(4 + 2?) & una primitiva della funzione integranda e, sempre per il

teorema fondamentale del calcolo si ha

21 -3z 1 3 2 1w 3 3
/0 de = [5 arctg(z/2) — §ln(4+x2)}0 =(s~—--In8)— (0— §ln4) =

4+ 22 24 2 8

m—12In2
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Poiché H(x) = €3*/3 & una primitiva della funzione h(x) = €3*, mediante il metodo per parti
si ottiene

3x 3x
/(:n — 322 dx = (z — 3:62)8— - /(1 - 6:6)% dx

3
3x 3x 3z
9. € e e
= (z — — (1 =6x)— — [ (-=6)—
(z 33v)3 (( 61:)9 /( 6)9 dx)

3z 3z 6 1
_ . AR o s v 3z — 2 R P14
= (x — 3z7) (1 6)9 57° +c ( x“+x 3)e +

Il secondo integrale

e 3 .3 3 e 2 3 3 3
9 x e z° 1 e T e z’1e e’ +1
] d:[fl }_/ L 24 :—/d :7_[7} — _
/19”“””” 3 LT 3T ), 3T T el T

T

Poiché H(x) = —e™® & una primitiva della funzione h(xz) = e~*, applicando due volte il

metodo per parti al terzo integrale si ottiene

/ex cos(3x) dr = —e™ ¥ cos(3x) — /(—em)(— sen(3x) - 3) dx

= —e “cos(3x) — 3 / e “sen(3x) dx

= —e “cos(3x) — 3( —e “sen(3x) — /(—e_m) cos(3z)3 dx)

= —e " cos(3x) + 3¢ “sen(3x) — 9 / e * cos(3z) dx.
L’integrale cercato I := [ e * cos(3z) dz & quindi soluzione dell’equazione

! e”*(3sen(3z) — cos(3z)) + c.

I =—e""cos(3x) +3e “sen(3z) -9 = I[= 0

Si ricorda che la soluzione generale dell’equazione lineare y' = a(t)y + b(t) con a(t),b(t)
funzioni continue, ¢

y(t) = eA® / =AW p(p) dt

dove A(t) € una primitiva di a(t). Nel nostro caso a(t) = 3 e una sua primitiva ¢ ad esempio
A(t) = 3t. La soluzione generale & dunque

y(t) = egt/e3tt dt.

Applicando il metodo per parti si calcola

/e—3ttdt—63tt i)’tdt— i%t L&+C
-3 -3 3 9 ’

con c¢ generica costante d’integrazione, percio

—3t —3t
e e t 1
I G S
y(?) 3 9 " 3797
Imponendo ora la condizione iniziale y(0) = 1, si ottiene ’equazione 1 = —% + ¢ quindi
¢ =10/9 e la soluzione del problema di Cauchy assegnato ¢ data da y(t) = —% — % + %Oe?’t.
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[4]

Scrivendo 3 = % e utilizzando il metodo di separazione delle variabili si ha

1
Y dy=-dt

VT +y? ¢

e integrando, ricordando che t > 1, si ottiene
1
/ydy:/dt — T+ y2=Int+c (1)
VT+y? ¢

dove ¢ & la generica costante d’integrazione. Affinché ’equazione abbia senso il secondo
membro dovra essere > 0 per ogni ¢t > 1, il che accade se e solo se ¢ > 0. Risolvendo allora
I'ultima equazione nell’incognita y si ottiene

7+y? = (Int+c)? = y? = (Int +¢)? - 7.

Affinché ’equazione abbia senso il secondo membro dovra essere > 0 per ogni t > 1, il che
accade se e solo se ¢ > /7. Osservando che per la condizione iniziale y(e) = 3 si deduce che
y dovra essere positiva in un intorno di yg = e, si ottiene infine la soluzione generale

y=yt)=nt+c? -7, c=V7

Imponendo ora la condizione y(e) = 3 in (1) (oppure in quest’ultima equazione, con la
condizione ¢ > /7 ) si ottiene /7 +9 =1Ine + ¢ da cui ¢ = 3. La soluzione & quindi

y(t) =+/(nt +3)2 -7= VIn2t + 61nt + 2.

Alternativamente, si poteva utilizzare direttamente la formula risolutiva per le equazioni a
variabili separabili (insieme alla formula fondamentale del calcolo integrale)

Y e tq y
_Z dy = Zds — [7—1—22} =[nsl! = T+y2—4=1Int—1
/3 = / VIt 2] = ). y

che risolta rispetto a y fornisce la soluzione cercata.

La funzione f(t,y) = y;ﬁ% ¢ definita per ogni t,y e derivabile rispetto a y e t dunque

l’equazione differenziale ammette un’unica soluzione. Si osservi che la funzione nulla y(t) = 0
per ogni t, & soluzione dell’equazione e verifica le condizioni iniziali, dunque ¢ la soluzione
cercata.



