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Facolta di Agraria

Corsi di Laurea in VIT e STAL
Modulo di Matematica
Esame del 03/02/2011

A.A. 2010/2011

Scritto Voto

Teoria Esercizi

Istruzioni: apporre nome, cognome e numero di matricola su ogni foglio. Prima della consegna indicare
nell’apposito spazio il numero totale di fogli di cui & composto I’elaborato. Svolgere solamente uno tra 10-b)
e 11. Allegare lo svolgimento completo degli esercizi 9, 10 e 11. Non & ammesso ’uso di libri, appunti

e calcolatrici grafiche o programmabili.

Cognome

Nome

Corso di Laurea ’ VIT‘ ’ STAL ‘

Matricola

Vecchio ordinamento

n. fogli allegati

Se limg .y, f(x) = 400 e limgy_,, g(z) = 07,
(x)

allora limg_, 4, % e

[A] -
+oo
c]o

@ non ci sono elementi sufficienti per rispondere

Se f ¢ una funzione derivabile due volte in ]a, b
evale f'(z) >0e f’(z) <0in ]a,b|, allora

f @ decrescente e concava in |a, b]
f & crescente e convessa in |a, b]
f @ decrescente e convessa in |a, b]

@ f & crescente e concava in ]a, b]

L’equazione differenziale 3" = (y + t)? — 5ty’ &
un’equazione lineare del primo ordine
un’equazione lineare del secondo ordine
un’equazione non lineare del primo ordine

@ un’equazione non lineare del secondo ordine

27 +1
22 4+5

I grafico della funzione f(z) =

rappresenta

una retta
una parabola
un’iperbole

@ nessuna delle precedenti

il grafico.

Per la funzione f(z) = logy /3 %, scrivere il dominio D, 'immagine Z, e rappresentare qualitativamente

Grafico
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@ Per definizione, la derivata di una funzione f(x) in z¢ &:

Enunciare il teorema fondamentale del calcolo integrale

Rappresentare il grafico di una funzione g che verifichi contemporaneamente le seguenti proprieta:

lim g(z)=-3 lim g(z) =2 lim g(z) = 400 lim g(z) = —o0

T——00 z—1- z—1+ T—+00

@ Data la funzione

_ 23 + 922

9@ =73

a) determinare il dominio D, b) studiare il segno di g; c¢) calcolare i limiti agli estremi del dominio; d)
determinare gli intervalli in cui la funzione & crescente, quelli in cui & decrescente, e gli eventuali punti
di massimo/minimo relativo; e) determinare gli eventuali asintoti; f) determinare I’equazione della retta
tangente al grafico nel punto di ascissa xg = 1; g) disegnare un grafico approssimativo di g.

Dato il problema di Cauchy
212

/! __
Y Ve +1
y(0) =0

a) dire se la funzione y(t) = log, (> + 1) & soluzione del problema;

b) determinare una soluzione del problema nel caso in cui non lo sia la funzione di cui al punto precedente.

Calcolare i seguenti integrali

/ ( 2 N 357 + x2”“') J /0 5t "
X, _— .
2+ 4 32 1 V2 —t2

IMPORTANTE! Risolvere solamente uno tra 10-b) e 11.
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Soluzioni dei quesiti dell’esame del 3 febbraio 2011

A; @ D; D; D; —@— consultare il libro di testo; E in neretto si evidenziano le informazioni

date dai limiti. 11 grafico della funzione & quindi completato a piacere (linea sottile), ad esempio:

[N
I
I

@ a) La funzione ¢ definita se © — 3 # 0 cioé x # 3, percio il dominio ¢ D = R\ {3} e la funzione
(razionale) & ivi continua e derivabile.

b) Si osservi che la funzione puo essere riscritta come

2
z“(x+9)
9(r) = ———=—
x—3
dunque il numeratore si annulla per z = 0 e z = —9 ed € positivo se x > —9; il denominatore ¢ positivo

se z > 3. La funzione ¢ dunque positiva per x < —9 oppure z > 3, negativa per —9 < x <3 e x # 0.

¢) Ha senso andare a studiare i limiti in 3 e a +o00. Si ha

14+9/x
M — 1 2 — . — 1 frd _—
xl}r:iloo g(l‘) o 'cggloo * 1-— 3/1’ N [+OO 1] +oo, »Lligli g(x) |:

quindi la funzione non ammette massimo né minimo.

d) La derivata prima &

§(z) = (322 + 18z)(z — 3) — (¢® +927%) -1 22 —bdw  2x(x? — 27)

(x —3)? S (@=32 0 (@-3)

Poiché il denominatore & sempre positivo nel dominio, la derivata prima & > 0 se e solo se 2(2%—27) > 0
cioe se e solo se x > /27 oppure —v/27 < x < 0. Pin precisamente

<0, sexz€]—o0,—27[U]0,3[U]3,V27],
g (x){ =0, sex=—/27 oppure z = 0 oppure = = /27,
>0, sex€]—+27,0[U]V27, +of,

percio la funzione & decrescente in | — 0o, —v/27[, in 0, 3[ e in |3, v/27[, mentre & crescente in | — /27, 0]
e in ]v/27,+00[. In = 0 ammette un massimo relativo, in = £+/27 due punti di minimo relativo.

o 45 -0 - o 5 10
-807
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e) Dal punto c) segue che la retta x = 3 & un asintoto verticale. Inoltre, poiché

3 2
9
o 9% g, T
r—+oco x—r+o0o .132 — 3z

la funzione non ammette asintoti obliqui/orizzontali a +00.

f) L’equazione della retta tangente al grafico nel generico punto (xg, g(zo)) &
y = (z — 20)g'(z0) + g(x0).
Poiché g(1) = =5 e ¢’(1) = —13, Pequazione della retta cercata &
y=—-13(x —1) —5.

3t2

a) Si ha y'(t) = ;55 log, e e sostituendo si ottiene 'equazione
3t? 2 2
5 logge = — =
t3+1 o+ /3 + 1 (B3 + 1)V +1

che non ¢ identicamente soddisfatta (ad esempio, per t = 1 si ottiene 3log, e/2 # 1/v/2). La funzione
non & dunque soluzione. Si osservi che la funzione soddisfa la seconda condizione, essendo y(0) = 0.

b) Scrivendo y' = ‘;—ff e utilizzando il metodo di separazione delle variabili si ha
2t?
Ydy = ———=4dt
341

e integrando (utilizzando le tabelle)

/4yd _/2t2dt — ﬂ—é t3+1+c
Y= JE it 4 3 ’

dove c¢ ¢ la generica costante d’integrazione; il secondo integrale & stato calcolato con la seconda tabella:

212 2 2 2 (3 +1)1/2
——dt== [ +1)7V232 dt:f/t?’ DYV 1) dt=——~— +ec.
[ = =3 [e v e a =g [t )R ey a= S

Si ottiene quindi

Y i1 = log, (1 a2 Bil+0))
— == =lo = .
md 3 ¢ v o8 (G ¢
Imponendo la condizione y(0) = 0 (nella prima delle due equazioni qui sopra) si ha
1 4 .
— — T4
Ind4 3 ’
da cui si ricava ¢ = ﬁ — %. La soluzione & quindi
4In4 41n4
y(t) = log, (T\/er 1- 3 )

Alternativamente, si poteva utilizzare direttamente la formula risolutiva per le equazioni a variabili
separabili (insieme alla formula fondamentale del calcolo integrale)

Y t 282 47 Y 4\/3775
4ZdZ:/ 7(18 — b = |z S +1
/0 0o Vsi+1 [1114]0 {3 ]0
Y
I WY

In4d In4

che risolta rispetto a y fornisce la soluzione cercata.

Dalla prima tabella si ottiene

2 235 4 a2 1 5\ ® B c (5/27 1
=2 [ —— = 2dr = d S
/<x2+4+ 32 )da: /x2+4dx+/<2> da:+/x du arctg2—|—ln(5/2) m+c’

con c costante arbitraria. Utilizzando invece la seconda tabella, si ha

0 0 — $2)4/570
5t 5 _ 51(2—1t2) 25
= _gt=-= QTS 2y qp =S| X2 | = 2 94/5 ),
/_lm 2/_1( e ol 4/5 I | )

8



Modulo di Matematica, Corsi di Laurea in VIT e STAL - Raccolta degli Esami A.A. 2010-2011 5

Facolta di Agraria

Corsi di Laurea in VIT e STAL
Modulo di Matematica
Esame del 03/02/2011

A.A. 2010/2011

Scritto Voto

Teoria Esercizi

Istruzioni: apporre nome, cognome e numero di matricola su ogni foglio. Prima della consegna indicare
nell’apposito spazio il numero totale di fogli di cui & composto I’elaborato. Svolgere solamente uno tra 10-b)
e 11. Allegare lo svolgimento completo degli esercizi 9, 10 e 11. Non & ammesso ’uso di libri, appunti

e calcolatrici grafiche o programmabili.

Cognome

Nome

Corso di Laurea ’ VIT‘ ’ STAL ‘

Matricola

Vecchio ordinamento

n. fogli allegati

Se limy .z, f(z) = +00 € limy_,4, g(x) = —o0,
allora lim,_,,, f(z) — g(x) ¢

[A] o0
B +oo
clo

@ non ci sono elementi sufficienti per rispondere

Se f & una funzione derivabile due volte in ]a, b
e vale f'(zg) > 0 con zg €]a, b[, allora

x( € sempre punto di minimo relativo per f
x( € sempre punto di massimo relativo per f
o € sempre punto di flesso relativo per f

@ nessuna delle precedenti

L’equazione differenziale y' = In(3t — 5y) &
un’equazione lineare del primo ordine
un’equazione lineare del secondo ordine
un’equazione non lineare del primo ordine

@ un’equazione non lineare del secondo ordine

3 1 2
Il grafico della funzione f(z) = 5:1:2 + 5T + —
x

rappresenta

una retta
una parabola
un’iperbole

@ nessuna delle precedenti

Per la funzione f(z) = /x, scrivere il dominio D, 'immagine Z, e rappresentare qualitativamente il

grafico.

Grafico
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@ L’integrale definito di una funzione positiva f su [a, b] rappresenta:

Enunciare il teorema dei punti critici

Rappresentare il grafico di una funzione g che verifichi contemporaneamente le seguenti proprieta:

lim g(z) =400 lim g(z) = -0 lim g(z) = -0 lim g(z)=5

T——00 T——2" z——21 T—+00

@ Data la funzione

32 — 3

g(w) = oo

a) determinare il dominio D, b) studiare il segno di g; ¢) calcolare i limiti agli estremi del dominio; d)
determinare gli intervalli in cui la funzione e crescente, quelli in cui ¢ decrescente, e gli eventuali punti
di massimo/minimo relativo; e) determinare gli eventuali asintoti; f) determinare ’equazione della retta
tangente al grafico nel punto di ascissa xo = 1; g) disegnare un grafico approssimativo di g.

Dato il problema di Cauchy
t

!/ __
Y e
y(1) =0

a) dire se la funzione y(t) = logs(2 — t2) & soluzione del problema;

b) determinare una soluzione del problema nel caso in cui non lo sia la funzione di cui al punto precedente.

Calcolare i seguenti integrali

x22% — 3% 3 g2
(P2 5 SL—
x?3% V4 —z? 0o V3 +1

IMPORTANTE! Risolvere solamente uno tra 10-b) e 11.
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Soluzioni dei quesiti dell’esame del 3 febbraio 2011

B; D; C; D; —@— consultare il libro di testo; in neretto si evidenziano le informazioni

date dai limiti. 11 grafico della funzione & quindi completato a piacere (linea sottile), ad esempio:

@ a) La funzione & definita se  + 1 # 0 cioé & # —1, percio il dominio ¢ D = R\ {—1} e la funzione
(razionale) & ivi continua e derivabile.
b) Si osservi che la funzione puo essere riscritta come
22(3 — 1)
z+1

g(z) =

dunque il numeratore si annulla per x = 0 e x = 3 ed ¢ positivo se z < 3; il denominatore & positivo
se x > —1. La funzione & dunque negativa per x < —1 oppure x > 3, positiva per —1 <z < 3 e x # 0.

c) Ha senso andare a studiare i limiti in —1 e a £o0. Si ha

3/x—1
1 = 1 2 = . — = — 1 = | — = o0

quindi la funzione non ammette massimo né minimo.

d) La derivata prima &

(62 —32?)(x+1)— (B2 —2®)-1 6z —22° 2z(3—a?)
(z+1)? (D)2 (z+1)2

g'(x) =

Poiché il denominatore ¢ sempre positivo nel dominio, la derivata prima ¢ > 0 se e solo se x(3 —22) > 0
ciot se e solo se x < —V/3 oppure 0 < z < V3. Pit precisamente

>0, sex€]—o0,—V3[U]0,V3],
g (x){ =0, sex=—+/3oppure z =0 oppure z = /3,
<0, sex€]—+3,-1[U]—1,0[U]V3, 4],

percio la funzione & crescente in | — oo, —v/3[ e in ]0, v/3[, mentre & decrescente in | — /3, —1[, in | — 1, 0]
e in ]v/3,+o00[. In x = 0 ammette un minimo relativo, in = 4+v/3 due punti di massimo relativo.
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e) Dal punto c) segue che la retta £ = —1 & un asintoto verticale. Inoltre, poiché
3 2 _ .3
i 2 g T
z—+too T z—+too 241

la funzione non ammette asintoti obliqui/orizzontali a +oo.

f) L’equazione della retta tangente al grafico nel generico punto (xg, g(zo)) €
y = (z —20)g'(z0) + g().
Poiché g(1) =1 e ¢’(1) = 1, I'equazione della retta cercata &

y=(x—1)+1cioey =z

a) Si ha y/(t) = 525 log; e e sostituendo si ottiene I'equazione

—2t t t
71 = =
085 € 510g5(2—t2) /9 — 2 (2 _ t2)« /9 — 2

2 —¢2
che non ¢ identicamente soddisfatta (ad esempio, per ¢ = 1 si ottiene —2logs e # 1). La funzione non
¢ dunque soluzione. Si osservi che la funzione soddisfa la seconda condizione, essendo y(1) = 0.

b) Scrivendo y' = %zt/ e utilizzando il metodo di separazione delle variabili si ha

5Ydy = dt

2 — 2
e integrando (utilizzando le tabelle)
/5yd —/ f dt - ﬁ—— 2—t2+c¢
V=) vaoe 5 ’

dove c ¢ la generica costante d’integrazione; il secondo integrale € stato calcolato con la seconda tabella:

1(2—1¢2)1/2

7% /(2 — )" Y2(—2t) dt = ,% /(2 — ) 7V2(2 — %) dt = RV +ec.

/;dtf
V2—

Si ottiene quindi

5y
—=—V2—-t?+¢c <= y:10g5(1n5(— 2—t2—|—c)).
Inb
Imponendo la condizione y(1) = 0 (nella prima delle due equazioni qui sopra) si ha
L g
ms O

da cui si ricava ¢ = ﬁ + 1. La soluzione ¢ quindi

y(t) = logs (1 +1In5—1In5v2— t2>.

Alternativamente, si poteva utilizzare direttamente la formula risolutiva per le equazioni a variabili
separabili (insieme alla formula fondamentale del calcolo integrale)

Y ; t s 5z 1Y 5 t
/0 5 dZ:/l\ ﬁds — |:1n5:|0:|:—\/2—8:|1
LA NN YT

In5 In5

che risolta rispetto a y fornisce la soluzione cercata.

Dalla prima tabella si ottiene

2227 — 237 3 2\ 1 3 (2/3)" x
/( por —m) dx—/(§> dx—/;dx—/mdx— ln(z/g)—ln|x|—3arcsen§—|—c,

con c costante arbitraria. Utilizzando invece la seconda tabella, si ha

L2 1! 1
f/ (P + 1)+ 1) de = 5 |

P M}l_l
o VBB+1  3J 3 B

22/3 _ 7).
2/3 o 2( )
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Facolta di Agraria

Corsi di Laurea in VIT e STAL
Modulo di Matematica
Esame del 03/02/2011

A.A. 2010/2011

Scritto Voto

Teoria Esercizi

Istruzioni: apporre nome, cognome e numero di matricola su ogni foglio. Prima della consegna indicare
nell’apposito spazio il numero totale di fogli di cui & composto I’elaborato. Svolgere solamente uno tra 10-b)
e 11. Allegare lo svolgimento completo degli esercizi 9, 10 e 11. Non & ammesso ’uso di libri, appunti

e calcolatrici grafiche o programmabili.

Cognome

Nome

Corso di Laurea ’ VIT‘ ’ STAL ‘

Matricola

Vecchio ordinamento

n. fogli allegati

Se limg—y, f(x) = 07 e limyy, g(x) = +o00,
f(x)

allora lim,_, 4,
—0
[B] +o0
0

@ non ci sono elementi sufficienti per rispondere

g(x) ¢

Se f ¢ una funzione derivabile due volte in ]a, b
e vale f”(x0) =0e f(x0) > 0 con zg €]a, b, allora

xo € sempre punto di minimo relativo per f
xo € sempre punto di massimo relativo per f
xo € sempre punto di flesso relativo per f

@ nessuna delle precedenti

L’equazione differenziale y' = cost — yInt? ¢
un’equazione lineare del primo ordine
un’equazione lineare del secondo ordine
un’equazione non lineare del primo ordine

@ un’equazione non lineare del secondo ordine

Il grafico della funzione f(x)
rappresenta

una retta
una parabola
un’iperbole

@ nessuna delle precedenti

1
2x24+2z+1

Per la funzione f(x) = senz, scrivere il dominio D, 'immagine Z, e rappresentare qualitativamente il

grafico.

Grafico
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@ La derivata di una funzione f nel punto x(y rappresenta:

Descrivere precisamente le relazioni che esistono tra la derivata seconda e il grafico di una funzione f

Rappresentare il grafico di una funzione g che verifichi contemporaneamente le seguenti proprieta:

lim g(z)=3 lim g(z) =+ lim g(z) =+ lim g(z)=-2

T——00 z——1- z——11 T—+00

@ Data la funzione

x5 — 6?2

€T) =

9(@) T+ 2

a) determinare il dominio D, b) studiare il segno di g; ¢) calcolare i limiti agli estremi del dominio; d)
determinare gli intervalli in cui la funzione e crescente, quelli in cui ¢ decrescente, e gli eventuali punti

di massimo/minimo relativo; e) determinare gli eventuali asintoti; f) determinare ’equazione della retta
tangente al grafico nel punto di ascissa g = —1; g) disegnare un grafico approssimativo di g.

Dato il problema di Cauchy
t

!/ __
YN Toa)
y(0) =0

a) dire se la funzione y(t) = logs(2t? + 1) & soluzione del problema;

b) determinare una soluzione del problema nel caso in cui non lo sia la funzione di cui al punto precedente.

Calcolare i seguenti integrali

2 235% + 1247 Lo
( + T ) dx, — dt.
V9 — 22 34z 0o VtO+3

IMPORTANTE! Risolvere solamente uno tra 10-b) e 11.
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Soluzioni dei quesiti dell’esame del 3 febbraio 2011

C; @ D; A; D; —@— consultare il libro di testo; in neretto si evidenziano le informazioni

date dai limiti. 11 grafico della funzione & quindi completato a piacere (linea sottile), ad esempio:

N )

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

7777777777777 o\
|
N
1
72 77777777

@ a) La funzione ¢ definita se x + 2 # 0 cioe z # —2, percio il dominio ¢ D = R\ {—2} e la funzione
(razionale) & ivi continua e derivabile.
b) Si osservi che la funzione puo essere riscritta come
2
x?(x — 6)
r)=—"-
9(@) z+2

dunque il numeratore si annulla per z = 0 e x = 6 ed ¢ positivo se z > 6; il denominatore € positivo
se x > —2. La funzione & dunque positiva per z < —2 oppure = > 6, negativa per —2 <z < 6 e x # 0.

¢) Ha senso andare a studiare i limiti in —2 e a +00. Si ha
21 —6/x

. . . —32

quindi la funzione non ammette massimo né minimo.

d) La derivata prima &

(32 —12z)(x +2) — (¢ —62%) -1 22° — 24z 2x(2® —12)

(x + 2)2 C (x 422 (z+2)2

g'(x) =

Poiché il denominatore & sempre positivo nel dominio, la derivata prima & > 0 se e solo se 2(22—12) > 0
cioe se e solo se x > /12 oppure —v/12 < x < 0. Piu precisamente

<0, sexe€]—o0,—V12[U]0,V12],
g (x){ =0, sex=—12 oppure z = 0 oppure z = /12,
>0, sexe]—+v12,-2[U] —2,0[U]V12, +o0],
percio la funzione ¢ decrescente in | — oo, —v/12[ e in |0, v/12[, mentre & crescente in | — /12, —2[, in

] —2,0[ ein ]V12,400[. In = 0 ammette un massimo relativo, in x = £+/12 due punti di minimo
relativo.

40
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e) Dal punto c) segue che la retta £ = —2 & un asintoto verticale. Inoltre, poiché
3 2
T z° — 6x
lim & = lim —— =+o0,
z—too I z—otoo 2 4+ 21

la funzione non ammette asintoti obliqui/orizzontali a +oco.
f) L’equazione della retta tangente al grafico nel generico punto (xg, g(zo)) &
y = (z — 20)g'(z0) + g(z0).
Poiché g(—1) = =7 e ¢'(—1) = 22, l'equazione della retta cercata &
y=22(x+1)-T7.

a) Siha y/(t) = Qtﬁ—tﬂ log, e e sostituendo si ottiene I’equazione

at t t
———log,e = =
2241 5377 Bog, Do 11 (202 4+ )2 § 1

che non & identicamente soddisfatta (ad esempio, per ¢t = 1 si ottiene 4logge/3 # 1/(3v/3)).
funzione non e dunque soluzione. Si osservi che la funzione soddisfa la seconda condizione, essendo

y(0) = 0.
b) Scrivendo y' = % e utilizzando il metodo di separazione delle variabili si ha
t
dy = ———=dt
2t2 + 1

e integrando (utilizzando le tabelle)
t 3 1
3Vdy = / —dt =
/ Y V22 +1 3 2
dove c¢ ¢ la generica costante d’integrazione; il secondo integrale & stato calcolato con la seconda tabella:

1 1 _ 1(2t2 4+ 1)1/2
22+ 1)7V24tydt = = [ 22+ 1)7V22 1) dt= - ——— f ¢
\/2t2 4/ 4

4 1/2
Si ottiene quindi

2t2 4+ 1+,

1
224 14c¢ << y=log, (ln3(§ 2t2+1—|—c)>.

ln 372
Imponendo la condizione y(0) = 0 (nella prima delle due equazioni qui sopra) si ha
11
m3 2 "

— % La soluzione ¢ quindi

y(t) = logs (1 3\/%2 —|—1—1n—3>

Alternativamente, si poteva utilizzare direttamente la formula risolutiva per le equazioni a variabili
separabili (insieme alla formula fondamentale del calcolo integrale)

Y t S v 1
3*dz = —_—ds = = |=v2s2 41
/o /0 V282 +1 [IDS] {2 }0
Y 1 1
3 —V2t2+1—

In3 In3 2

da cui si ricava ¢ = &
In3

che risolta rispetto a y fornisce la soluzione cercata.

Dalla prima tabella si ottiene

2 2357 4 224 2 5\ 1 x  (5/4)*
[ G ta= [ o [ ()t [ 5 o= 2evcsn T {5 nol e

con ¢ costante arbitraria. Utilizzando invece la seconda tabella, si ha

! 2 ! 1/ Lo 27 4+3)21 4
/O ﬁdt_g/o(t5+3) 12(t° 4 3) dt_g[Th_f@—\/ﬁ).
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Facolta di Agraria

Corsi di Laurea in VIT e STAL
Modulo di Matematica
Esame del 03/02/2011

A.A. 2010/2011

Scritto Voto

Teoria Esercizi

Istruzioni: apporre nome, cognome e numero di matricola su ogni foglio. Prima della consegna indicare
nell’apposito spazio il numero totale di fogli di cui & composto I’elaborato. Svolgere solamente uno tra 10-b)
e 11. Allegare lo svolgimento completo degli esercizi 9, 10 e 11. Non & ammesso ’uso di libri, appunti

e calcolatrici grafiche o programmabili.

Cognome

Nome

Corso di Laurea ’ VIT‘ ’ STAL ‘

Matricola

Vecchio ordinamento

n. fogli allegati

Se lim, ., f(z) = 01 e limy_., g(x)

allora lim, 4, f(z)g(x) &
—00
(B +o0
0

@ non ci sono elementi sufficienti per rispondere

= —0Q,

Se f & una funzione derivabile due volte in ]a, b
e vale f'(zg) =0e f"(x0) < 0 con zy €la,b], allora

x( € sempre punto di minimo relativo per f
x( € sempre punto di massimo relativo per f
o € sempre punto di flesso relativo per f

@ nessuna delle precedenti

L’equazione differenziale y" = ytg(t? + 1) + 3y’
e

un’equazione lineare del primo ordine
un’equazione lineare del secondo ordine
un’equazione non lineare del primo ordine

@ un’equazione non lineare del secondo ordine

Il grafico della funzione f(z) = 3(2% + 1)?
rappresenta

una retta
una parabola
un’iperbole

@ nessuna delle precedenti

grafico.

Per la funzione f(x) = (2/3)%, scrivere il dominio D, 'immagine Z, e rappresentare qualitativamente il

Grafico
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@ Per definizione, una primitiva di una funzione f(z) in |a, b[ &:

Descrivere con precisione le relazioni che intercorrono tra la derivata di una funzione e le sue proprieta
di monotonia.

Rappresentare il grafico di una funzione g che verifichi contemporaneamente le seguenti proprieta:

lim g(z) = -3 lim g(x) =2 lim g(x) = 400 lim g(z) = —oc0

T—>—00 r—1— r—1+ T—+00

@ Data la funzione

3+ 22

1-3z

a) determinare il dominio D, b) studiare il segno di g; ¢) calcolare i limiti agli estremi del dominio; d)
determinare gli intervalli in cui la funzione e crescente, quelli in cui ¢ decrescente, e gli eventuali punti
di massimo/minimo relativo; e) determinare gli eventuali asintoti; f) determinare ’equazione della retta
tangente al grafico nel punto di ascissa xg = 1; g) disegnare un grafico approssimativo di g.

g(r) =

Dato il problema di Cauchy

a) dire se la funzione y(t) = log,(t* + 1) ¢ soluzione del problema;

b) determinare una soluzione del problema nel caso in cui non lo sia la funzione di cui al punto precedente.

Calcolare i seguenti integrali

/< 4 _5r—a:3-f)dx /0 3t it
cos? 5H® ’ 1 V3412

IMPORTANTE! Risolvere solamente uno tra 10-b) e 11.
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Soluzioni dei quesiti dell’esame del 3 febbraio 2011

D; B; B; D; E—@- consultare il libro di testo; in neretto si evidenziano le informazioni

date dai limiti. Il grafico della funzione ¢ quindi completato a piacere (linea sottile), ad esempio:

[N
I
I

@ a) La funzione & definita se 1 — 3z # 0 cioé x # 1/3, percio il dominio ¢ D = R\ {1/3} e la funzione

(razionale) ¢ ivi continua e derivabile.

b) Si osservi che la funzione pud essere riscritta come

2
x4(x+1)
9(z) = ———
1-—3z
dunque il numeratore si annulla per x = 0 e x = —1 ed ¢ positivo se x > —1; il denominatore ¢ positivo

se < 1/3. La funzione & dunque negativa per x < —1 oppure = > 1/3, positiva per —1 <z < 1/3 e
x # 0.
c¢) Ha senso andare a studiare i limiti in 1/3 e a +o00. Si ha

. . 1+ 1/ 1 . 4/27
_ 2 _ Y /il
L g(z) = Tm o 1z —3 {JFOO 3] o sty 9() [ 0¥ ] o

quindi la funzione non ammette massimo né minimo.

d) La derivata prima &

by (Ba+22)(1—3z) — (2% +2%) - (=3) 2z —62°  2z(1-—32?)
9@ = (1— 32)2 T -3 (1-32)2

Poiché il denominatore & sempre positivo nel dominio, la derivata prima & > 0 se e solo se 2(1—322) > 0
cioe se e solo se x < —1/\/3 oppure 0 < z < 1/\/3 Pit precisamente

>0, sex¢c]—o0,—1/v/3[U]0,1/3[U]1/3,1/V/3],
gd(r){ =0, sex=—1/y/3 oppure x =0 oppure z = 1//3,
<0, sexe]—1/v3,0[U]1/V3, 4],
percio la funzione & crescente in | — oo, —1/+/3[, in ]0,1/3[ e in ]1/3,1/4/3], mentre & decrescente in

] —1/v3,0[ e in ]1/v/3,+0c[. In x = 0 ammette un minimo relativo, in = +1/v/3 due punti di
massimo relativo.

~
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e) Dal punto c¢) segue che la retta x = 1/3 & un asintoto verticale. Inoltre, poiché

3 2
lim @: lim e

z—+oo I z—+oo  — 32

= F00,

la funzione non ammette asintoti obliqui/orizzontali a +oco.

f) L’equazione della retta tangente al grafico nel generico punto (zg, g(z¢)) €
y = (z — z0)g'(z0) + g(z0).
Poiché ¢g(1) = —1 e ¢’(1) = —1, equazione della retta cercata &
y=—(z—-1)—1.

a) Siha y/(t) = % log, e e sostituendo si ottiene ’equazione

4¢3 3 3
——log, e = =
1 9log, (t4+1) /14 +1 (t4 + 1) 41

che non ¢ identicamente soddisfatta (ad esempio, per t = 1 si ottiene 2log, e # 1/(2v/2)). La funzione
non & dunque soluzione. Si osservi che la funzione soddisfa la seconda condizione, essendo y(0) = 0.

b) Scrivendo y' = ‘;—? e utilizzando il metodo di separazione delle variabili si ha

3

Wdy = ——dt
Y Vit +1

e integrando (utilizzando le tabelle)

/de _/t3dt — ﬁ_l t4+1—|—c
Y= i m2 2 ’

dove c ¢ la generica costante d’integrazione; il secondo integrale € stato calcolato con la seconda tabella:

£ L fa 1yt 1 - 1(th+1)1/2
t=- 1)~ 1/2(443 :,/4 D2ty g~ DT
[rmmai=g [ nmeasya= 1 fot e caya- 50

Si ottiene quindi

%:% tt+l4+c = y:10g2(1n2(% t4+1+c)).
Imponendo la condizione y(0) = 0 (nella prima delle due equazioni qui sopra) si ha
1 1
m = 5 + C,
da cui si ricava ¢ = ﬁ — % La soluzione ¢ quindi

In2 In2
y(t) = logy (%\/m—i-l— HT)

Alternativamente, si poteva utilizzare direttamente la formula risolutiva per le equazioni a variabili
separabili (insieme alla formula fondamentale del calcolo integrale)

Y t 53 92z Y 1 < t
von [ o [E] <[]

/0 0 st+1 In2 0 2 0

w1 " _%

n2 In2

1
2
che risolta rispetto a y fornisce la soluzione cercata.

Dalla prima tabella si ottiene

4 5T g3 1 1 3\ = (3/5)"
- dr — 4 dr— [ ~d N de = dtga —1
/(coszx x5¢ ) v /COSQJZ o /J; CE+/(5> ac &% Il|:E|—'_ln(3/5) To

con c costante arbitraria. Utilizzando invece la seconda tabella, si ha

0 3{(3—1—152)4/5}0 15
-1

0
3t 3
—_dt== 34+¢2)" V5B 4+ dt == = (345 — 44/%),
/_1 V34 t2 2/—1( ) B+ 2 4/5 8( )
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Facolta di Agraria

Corsi di Laurea in VIT e STAL
Modulo di Matematica
Esame del 16/02/2011

A.A. 2010/2011

17

Scritto Voto

Teoria Esercizi

Istruzioni: apporre nome, cognome e numero di matricola su ogni foglio. Prima della consegna indicare
nell’apposito spazio il numero totale di fogli di cui & composto I’elaborato. Svolgere solamente uno tra 10-b)
e 11. Allegare lo svolgimento completo degli esercizi 9, 10 e 11. Non & ammesso ’uso di libri, appunti

e calcolatrici grafiche o programmabili.

Cognome

Nome

Corso di Laurea ’ VIT‘ ’ STAL ‘

Matricola

Vecchio ordinamento

n. fogli allegati

Se limy 4, f(z) = +00 e limy_y,, g(z) = =3,
(x)

allora limg_, 4, % e

[A] -
+oo
c]o

@ non ci sono elementi sufficienti per rispondere

Se f ¢ una funzione derivabile due volte in ]a, b
e vale f'(zg) < 0e f"(x0) =0 con zg €]a, b, allora

xo € sempre punto di minimo relativo per f
xo € sempre punto di massimo relativo per f
xo € sempre punto di flesso relativo per f

@ nessuna delle precedenti

L’equazione differenziale 3 = ef(y + t2) &
un’equazione lineare del primo ordine
un’equazione lineare del secondo ordine
un’equazione non lineare del primo ordine

@ un’equazione non lineare del secondo ordine

3 — 5z

@ Il grafico della funzione f(z) = i
T —

rappresenta

una retta
una parabola
un’iperbole

@ nessuna delle precedenti

Per la funzione f(x) = cosz, scrivere il dominio D, 'immagine Z, e rappresentare qualitativamente il

grafico.

Grafico
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@ La derivata di una funzione f nel punto x( rappresenta geometricamente:

Enunciare il teorema dei punti critici

Rappresentare il grafico di una funzione g che verifichi contemporaneamente le seguenti proprieta:

lim g(x) = +o0 lim g(z) = +o0 lim g(z) = —o0 lim g(z) = -2

T——00 T2~ z—2+ T—+00

@ Data la funzione

20+ 1
g(l’) - (3Z _ 1)2
a) determinare il dominio D, b) studiare il segno di g; c¢) calcolare i limiti agli estremi del dominio; d)
determinare gli intervalli in cui la funzione e crescente, quelli in cui & decrescente, e gli eventuali punti di
massimo/minimo relativo; e) determinare gli intervalli in cui la funzione & convessa e quelli in cui & concava;
f) determinare gli eventuali asintoti; g) disegnare un grafico approssimativo di g.

Dato il problema di Cauchy
{ yl — 2y + t2
y(1) =0
a) dire se la funzione y(t) = (t — 1)e?! & soluzione del problema;

b) determinare una soluzione del problema nel caso in cui non lo sia la funzione di cui al punto precedente.

Calcolare i seguenti integrali

ﬁ_l 2 /1 2 3z
/( - +I2+4)dw, O(:c x)e** dx.

IMPORTANTE! Risolvere solamente uno tra 10-b) e 11.
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Soluzioni dei quesiti dell’esame del 16 febbraio 2011

A; @ D; A; C; @- consultare il libro di testo; in neretto si evidenziano le informazioni

date dai limiti. 11 grafico della funzione & quindi completato a piacere (linea sottile), ad esempio:

@ a) La funzione & definita se 3z — 1 # 0 cioe x # 1/3, percio il dominio ¢ D = R\ {1/3} e la funzione

(razionale) & ivi continua e derivabile.

b) Poiché il denominatore ¢ sempre positivo nel dominio, la funzione & positiva se e solo se 2z +1 > 0
cioé > —1/2, mentre si annulla in = —1/2 ed & negativa per © < —1/2.
c¢) Ha senso andare a studiare i limiti in 1/3 e a £o00. Si ha
1 2+1 2
+1/x [O ] —0,

li = i el oS ')
im g(x) im 5

1 5/3
rz—+o0 rz—too I (3 - 1/x)2 o

lim T) = = 400,
a—(1/3)* 5(2) {0+ }

quindi la funzione non ammette massimo.

d) La derivata prima ¢

L 2Br—1)2— 20+ 1206z —1)3 2Bz —1)— (20 +1)6  —2(3z +4)
9@ = Bz — 1) - Bz —1)3 T T Br_1)3

Il numeratore & > 0 se e solo se 3z +4 < 0 ovvero < —4/3; il denominatore ¢ positivo se (3z — 1)3 >0
cioe 3z — 1 > 0, dunque = > 1/3. In definitiva
<0, sex€]—o00,—4/3[U]1/3,+00],
g(x){ =0, sex=-4/3,
>0, sexe|—4/3,1/3],

percio la funzione & decrescente in | — 0o, —4/3[ e in |1/3, 400[, mentre & crescente in | —4/3,1/3[. In
x = —4/3 ammette un minimo relativo ed assoluto.

e) La derivata seconda ¢&

33z —1)3 — (3x + 4)3(3z — 1)%3 _ _23(3x —1)—(Bz+4)9 _ 6(6x +13)

g"(x) = =2 (3z — 1) Bz — 1)4 Bz —1)4°
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Poiché il denominatore ¢ sempre positivo nel dominio, la derivata seconda ¢ > 0 se e solo se 6x+13 > 0,

quindi
>0, sex€]—13/6,1/3[U]1/3,400|
g"(x){ =0, sex=-13/6,
<0, sex€]—o0,—13/6],
percio la funzione € convessa in | — 13/6,1/3[ e in |1/3, 4+o00[, mentre ¢ concava in | — oo, —13/6[. In
x = —13/6 ammette un punto di flesso.

f) Dal punto c) segue immediatamente che la retta = 1/3 & un asintoto verticale, mentre la retta
y = 0 & un asintoto orizzontale.

a) Si ha y/(t) = €2 + (t — 1)e?2 = (2t — 1)e?! e sostituendo si ottiene 'equazione
(2t — 1) =2(t — 1)e* + 2

che non ¢ identicamente soddisfatta per t € R (ad esempio, per ¢t = 0 si ha —1 # —2). La funzione non
¢ dunque soluzione. La funzione soddisfa invece la seconda condizione, essendo y(1) = 0.

b) Si tratta di un’equazione lineare del primo ordine a coefficienti non costanti, del tipo

y' = a(t)y +b(t)

le cui soluzioni sono date da

y(t) = eA® / e AWp(t) dt

dove A(t) & una primitiva di a(t). In questo caso A(t) = 2t e integrando per parti due volte si ottiene

ef2t 672:‘, 672t e72t ef2t
yt) =e? [ e 2t2dt = —> — [ ——2tdt | = — — > + (—t S — dt)
—2 —2 2 —2 —2

—2t —2t —2t 2
e e e t t 1
:th(— - —t— +c):ce2t———

2 2 4

dove ¢ ¢ la generica costante d’integrazione. Imponendo la condizione y(1) = 0 si ricava 0 = ce? — 5/4
ciot ¢ = 5/(4e?). La soluzione ¢ quindi

Alternativamente, si poteva utilizzare direttamente la formula risolutiva (insieme alla formula fonda-
mentale del calcolo integrale)

y(t) = AW </1t e A0)b(s) ds + y(1)>

dove A(t) = [}

1

t
y(t) _ e2(1571) (/ 672(571)82 ds + 0)
1

_ 201 _6372(1571)t2 B 672(t71)t_ e—2(t—1) B (_ 11 1) _ éeQ(t*U B ﬁ ot 1
2 2 4 2 4 4 2 4

a(s)ds. In questo caso A(t) =2(t—1) e

Dalle tabelle si ottiene

-1 2 1 1 1/2
/(\/:E + )dmz/xil/de—/Edm—i—Q/ do =2 —1n|x|+arctgg+c,

x xz?2 +4 2 +4 1/2

con ¢ costante arbitraria. Utilizzando invece il metodo di integrazione per parti si ha

/ol(%2 —a)etdo = {(x2 _x)%}; _/01(290— 1)§ de =0— % ({(233— 1)§}; _/0126?: da:)
03711 o3
--3G -9 +5l5l -

0o 27
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Facolta di Agraria

Corsi di Laurea in VIT e STAL
Modulo di Matematica
Esame del 16/02/2011

A.A. 2010/2011

21

Scritto Voto

Teoria Esercizi

Istruzioni: apporre nome, cognome e numero di matricola su ogni foglio. Prima della consegna indicare
nell’apposito spazio il numero totale di fogli di cui & composto I’elaborato. Svolgere solamente uno tra 10-b)
e 11. Allegare lo svolgimento completo degli esercizi 9, 10 e 11. Non & ammesso ’uso di libri, appunti

e calcolatrici grafiche o programmabili.

Cognome

Nome

Corso di Laurea ’ VIT‘ ’ STAL ‘

Matricola

Vecchio ordinamento

n. fogli allegati

Se limy .z, f(z) = +00 € limy_,4, g(x) = —o0,
flx) o

allora limg_, 4, 5@ ©

[A] -
+oo
c] -1

@ non ci sono elementi sufficienti per rispondere

Se f ¢ una funzione derivabile due volte in ]a, b
e vale f'(zg) =0e f"(x0) > 0 con zgy €]a, b, allora

xo € sempre punto di minimo relativo per f
xo € sempre punto di massimo relativo per f
xo € sempre punto di flesso relativo per f

@ nessuna delle precedenti

L’equazione differenziale y" = y In(t3+5) =
e

yl
t24+1
un’equazione lineare del primo ordine
un’equazione lineare del secondo ordine

un’equazione non lineare del primo ordine

@ un’equazione non lineare del secondo ordine

2e — 1
T+ 3

I grafico della funzione f(x) =

rappresenta

una retta
una parabola
un’iperbole

@ nessuna delle precedenti

Per la funzione f(z) = tgx, scrivere il dominio D, 'immagine Z, e rappresentare qualitativamente il

grafico.

Grafico
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@ Per definizione, la derivata di una funzione f(x) in z¢ &:

Enunciare il teorema fondamentale del calcolo integrale

Rappresentare il grafico di una funzione g che verifichi contemporaneamente le seguenti proprieta:

lim g(z)=-1 lim g(z) = - lim g(z) =+ lim g(z) = -0

T——00 T——3— z——31 T—r+00

@ Data la funzione

1-3z
g(.’ﬂ) - (217 _ 1)2
a) determinare il dominio D, b) studiare il segno di g; c¢) calcolare i limiti agli estremi del dominio; d)
determinare gli intervalli in cui la funzione & crescente, quelli in cui & decrescente, e gli eventuali punti di
massimo/minimo relativo; e) determinare gli intervalli in cui la funzione & convessa e quelli in cui & concava;
f) determinare gli eventuali asintoti; g) disegnare un grafico approssimativo di g.

Dato il problema di Cauchy
{ y = —2y + 3t?
y(2)=0

e~ 2t & soluzione del problema;

a) dire se la funzione y(t) = (t — 2)

b) determinare una soluzione del problema nel caso in cui non lo sia la funzione di cui al punto precedente.

Calcolare i seguenti integrali

7 Y+ 2z /0 o 3
— — dx, 2x — x)e " dux.
/( — = ) T 71(x x®) T

IMPORTANTE! Risolvere solamente uno tra 10-b) e 11.
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Soluzioni dei quesiti dell’esame del 16 febbraio 2011

D; A; B; A; @— consultare il libro di testo; in neretto si evidenziano le informazioni

date dai limiti. Il grafico della funzione & quindi completato a piacere (linea sottile), ad esempio:

9(2)

-3

|
I
I
|
|
I
|
|
I
I
|
I
|
|
,,,,,,,,,, [ G N
I
|
|
|
I
|
I
I
|
|
I
I

@ a) La funzione & definita se 2z — 1 # 0 cioé x # 1/2, percio il dominio ¢ D = R\ {1/2} e la funzione
(razionale) ¢ ivi continua e derivabile.

b) Poiché il denominatore ¢ sempre positivo nel dominio, la funzione & positiva se e solo se 1 — 3z > 0
cioe x < 1/3, mentre si annulla in = 1/3 ed ¢ negativa per = > 1/3.

c¢) Ha senso andare a studiare i limiti in 1/2 e a +o00. Si ha

. 1 e-3 [ -3] . C[-1/2]
o= i oS =[P 0 e = [52] =

quindi la funzione non ammette minimo.
d) La derivata prima &
=32z — 1)2 — (1 —32)2(2x — 1)2 =32z —1)— (1 —-3z)4 6x—1

g'(@) = (22 — 1) - 2z — 1)3 T 2r-1)8

Il numeratore & > 0 se e solo se 6z — 1 > 0 ovvero x > 1/6; il denominatore & positivo se (2z —1)% > 0
cioé 2z — 1 > 0, dunque = > 1/2. In definitiva
>0, sex€]—o00,1/6[U]J1/2,40],
g(x){ =0, sex=1/6,
<0, sex€]1/6,1/2],

percio la funzione & crescente in | — 00,1/6[ e in ]1/2,+o00[, mentre ¢ decrescente in |1/6,1/2[. In
x = 1/6 ammette un massimo relativo ed assoluto.

e) La derivata seconda &

6(2z — 1) — (6z — 1)3(2z — 1)22  6(2z — 1) — (62 — 1)6 —24x

9"(x) = (22 — 1) - (22 — 1) T2z -1t
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Poiché il denominatore ¢ sempre positivo nel dominio, la derivata seconda ¢ > 0 se e solo se x < 0,
quindi
<0, sex€]0,1/2[U]1/2,+o0]
g"(x){ =0, sex=0,
>0, sex€]—o00,0]

percid la funzione & concava in ]0,1/2[ e in ]1/2, +00[, mentre & convessa in | — 0o, 0[. In = 0 ammette
un punto di flesso.

f) Dal punto c¢) segue immediatamente che la retta x = 1/2 ¢ un asintoto verticale, mentre la retta
y = 0 & un asintoto orizzontale.

a) Si ha y/(t) = e 2 + (t — 2)e~2{(—2) = (5 — 2t)e~ 2! e sostituendo si ottiene I’equazione
(5 —2t)e 2t = —2(t — 2)e 2" + 32

che non ¢ identicamente soddisfatta per ¢ € R (ad esempio, per ¢ = 0 si ha 5 # 4). La funzione non &
dunque soluzione. La funzione soddisfa invece la seconda condizione, essendo y(2) = 0.

b) Si tratta di un’equazione lineare del primo ordine a coefficienti non costanti, del tipo

Yy =alt)y +b(t)

le cui soluzioni sono date da

y(t) = eA® / e~ AWp(t) dt

dove A(t) ¢ una primitiva di a(t). In questo caso A(t) = —2t e integrando per parti due volte si ottiene

2t 2t 2t 2t 2t
-2t 202 7, —2tf € 2 [ € _ a2t © 2 (e [ € )
y(t) =e /e 3t2dt =e <2 3t 5 6tdt> e <2 312 = 3( 5t /—2 dt )

2t 2t 2t
o€ 50 3e 3e o 3., 3. 3
- 3 = 22 Zp4 2
e ( 5 3 5 + 1 +c> ce "+ 2 3 + 1

dove c & la generica costante d’integrazione. Imponendo la condizione y(2) = 0 si ricava 0 = ce=*+15/4
ciot ¢ = —15e*/4. La soluzione & quindi
3 3 3

—2(t-2) 4 %42 Oy 4 O

15
——e
4 2 2 4

y(t) =

Alternativamente, si poteva utilizzare direttamente la formula risolutiva (insieme alla formula fonda-
mentale del calcolo integrale)

y(t) = AW < / t e AB)b(s) ds + y(2)>

2

dove A(t) = fzt

t
y(t) = e=2(=2) (/ 2572352 ds + 0)

2

a(s)ds. In questo caso A(t) = —2(t —2) e

2(t—2) 2(t—2) 2(t—2)
— o—2(t-2) 3e 2 3e t+3e ( B (6—3+§) :_Ee_Q(t_2)+§t2—§t+§.
2 2 4 4 4 2 2 4
Dalle tabelle si ottiene
x589

7 {0’/5“!_225 o 1 —8/3 _9 - X
/(m— 3 )dx—?/\/ﬁdx—/m de—2 [ x dx—7arcsenZ—T/3+;+c,

con ¢ costante arbitraria. Utilizzando invece il metodo di integrazione per parti si ha

0 -3z .0 0 -3z =3z 40
_ p2\p—3T _ _ 2 € — — ° = ¢’ g - 2
[1(2x x“)e d:rf[(2x ) —3 }71 [1(2 2x) —3 dr = —e” + 3<[(1 z) 3 }71+

0 e 3 5 2, 1 2¢3 2re73770 373 —4
_/_1(_1) 3 dx) - +§(_*_(_7>)_§[ -3 L: 27
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Modulo di Matematica
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Scritto Voto

Teoria Esercizi

Istruzioni: apporre nome, cognome e numero di matricola su ogni foglio. Prima della consegna indicare
nell’apposito spazio il numero totale di fogli di cui & composto I’elaborato. Svolgere solamente uno tra 10-b)
e 11. Allegare lo svolgimento completo degli esercizi 9, 10 e 11. Non & ammesso ’uso di libri, appunti

e calcolatrici grafiche o programmabili.

Cognome

Nome

Corso di Laurea ’ VIT‘ ’ STAL ‘

Matricola

Vecchio ordinamento

n. fogli allegati

Se limy_yz, f(z) = 0 e limy_yy, g(z) =

allora limg_, 4, %

[A] —
+oo
c]o

@ non ci sono elementi sufficienti per rispondere

—0Q0,

—

N

Se f ¢ una funzione derivabile due volte in ]a, b
evale f'(z) < 0e f’(z) <0in ]a,b[, allora

f @ decrescente e concava in |a, b]
f & crescente e convessa in |a, b]
f @ decrescente e convessa in |a, b]

@ f & crescente e concava in ]a, b]

L’equazione differenziale y’ = 2te¥ + Ty’ ¢
un’equazione lineare del primo ordine
un’equazione lineare del secondo ordine
un’equazione non lineare del primo ordine

@ un’equazione non lineare del secondo ordine

222 —zx—1

Il grafico della funzione f(z) = T

rappresenta

una retta
una parabola
un’iperbole

@ nessuna delle precedenti

il grafico.

Per la funzione f(z) = log, /4 %, scrivere il dominio D, 'immagine Z, e rappresentare qualitativamente

Grafico
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@ Per definizione, una primitiva di una funzione f(z) in |a, b[ &:

Descrivere precisamente le relazioni che esistono tra la derivata seconda e il grafico di una funzione f

Rappresentare il grafico di una funzione g che verifichi contemporaneamente le seguenti proprieta:

lim g(z)=5 lim g(z) = —c0 lim g(z) = 400 lim g(z)=1

T——00 T2~ z—2+ T—+00

@ Data la funzione
2¢ — 1
2z + 1)

a) determinare il dominio D, b) studiare il segno di g; c¢) calcolare i limiti agli estremi del dominio; d)
determinare gli intervalli in cui la funzione e crescente, quelli in cui & decrescente, e gli eventuali punti di
massimo/minimo relativo; e) determinare gli intervalli in cui la funzione & convessa e quelli in cui & concava;
f) determinare gli eventuali asintoti; g) disegnare un grafico approssimativo di g.

g(w) =

Dato il problema di Cauchy
{ y = —3y — 2t2
y(=1) =0
a) dire se la funzione y(t) = (¢ + 1)e ™! & soluzione del problema;

b) determinare una soluzione del problema nel caso in cui non lo sia la funzione di cui al punto precedente.

Calcolare i seguenti integrali

30 2at -3 0 .
/( + 2 3 ﬁ) dx, / (z + 3z%)e™ " dx.
x

sen? 1

IMPORTANTE! Risolvere solamente uno tra 10-b) e 11.
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Soluzioni dei quesiti dell’esame del 16 febbraio 2011

C; @ A; D; D; —@— consultare il libro di testo; in neretto si evidenziano le informazioni

date dai limiti. Il grafico della funzione & quindi completato a piacere (linea sottile), ad esempio:

g(x)

,,,,,,,,,,,,,,, 5

R

|
|
|
|
|
|
|
|
t x
|
|
|
|
|
|
|
|

2

@ a) La funzione ¢ definita se 2x+ 1 # 0 cioé « # —1/2, percio il dominio ¢ D = R\ {—1/2} e la funzione
(razionale) & ivi continua e derivabile.

b) Poiché il denominatore ¢ sempre positivo nel dominio, la funzione ¢ positiva se e solo se 2z —1 > 0
cio¢ x > 1/2, mentre si annulla in = 1/2 ed & negativa per x < 1/2.

c) Ha senso andare a studiare i limiti in —1/2 e a £o0. Si ha

i g(z) = 1 2-1/z _{_2]:0’

—2
-2 = li — | =] =—
r—+oo $—1>Iinoo xT (2 =+ l/l‘)Q fJEﬁ(lrfl/Q):t g(m) |:0+:| o

quindi la funzione non ammette minimo.

d) La derivata prima &

L 22+ 12— (2w —1)2Q2e+1)2 22 +1)— (2w —1)4  2(3— 2z)
g(z) = 2z + 1) - 2z +1)3 T2zt 1)F

Il numeratore & > 0 se e solo se 3 — 2z > 0 ovvero x < 3/2; il denominatore & positivo se (2 +1)3 > 0
cio¢ 2z + 1 > 0, dunque z > —1/2. In definitiva

<0, sex€]—o0,—1/2[U]3/2, 400,
g(x){ =0, sex=23/2,
>0, sexe|—1/2,3/2],

percio la funzione & decrescente in | — 0o, —1/2[ e in ]3/2, 400[, mentre & crescente in | — 1/2,3/2[. In
x = 3/2 ammette un massimo relativo ed assoluto.

e) La derivata seconda &

,~222 +1)* — (3-20)3(22 +1)?2 222 +1) ~ (3 20)6 _ 8(22 — 5)

9"(x) = (22 +1)° - (22 + 1) 2z + 1)+



Modulo di Matematica, Corsi di Laurea in VIT e STAL - Raccolta degli Esami A.A. 2010-2011 28

Poiché il denominatore & sempre positivo nel dominio, la derivata seconda ¢ > 0 se e solo se 2z —5 > 0,
quindi
<0, sex€]—o0,—1/2[U]—1/2,5/2]
g"(z){ =0, sex=5/2,
>0, sez€]5/2,+00],

percid la funzione & concava in | — 1/2,5/2[ e in | — 0o, —1/2[, mentre & convessa in ]5/2, +oco[. In
x = 5/2 ammette un punto di flesso.

f) Dal punto c¢) segue immediatamente che la retta z = —1/2 & un asintoto verticale, mentre la retta
y = 0 & un asintoto orizzontale.

a) Siha y/(t) = e 3 + (t + 1)e=3(=3) = —(3t + 2)e 3" e sostituendo si ottiene 'equazione
—(3t+2)e 3 = —3(t + 1)e 3 — 242

che non ¢ identicamente soddisfatta per t € R (ad esempio, per ¢t = 0 si ha —2 # —3). La funzione non
¢ dunque soluzione. La funzione soddisfa invece la seconda condizione, essendo y(—1) = 0.

b) Si tratta di un’equazione lineare del primo ordine a coefficienti non costanti, del tipo

y' = a(t)y +b(t)

le cui soluzioni sono date da
y(t) = eA® / e~ AWp(t) dt

dove A(t) ¢ una primitiva di a(t). In questo caso A(t) = —3t e integrando per parti due volte si ottiene
e3t e3t 2€3t 4 e3t e3t
t) = —3t/ S (—2?)dt = e —— (-2t /—4tdt =e | — /¢ f(—t —/—dt)

sty = [ ayar = (o)1 [ (- (5[5

2e3t 4e3t - 4e3t 2 4. 4

—3t 2 —3t 2
- - = g
¢ ( 3 0T T o +C> ce T3t Ty T

dove ¢ & la generica costante d’integrazione. Imponendo la condizione y(—1) = 0 si ricava 0 = ce® —

34/27 cioe ¢ = 34/(27e?). La soluzione & quindi

y(t) = %6*3(“&) _ th + ét _ i

27 3 9 27

Alternativamente, si poteva utilizzare direttamente la formula risolutiva (insieme alla formula fonda-
mentale del calcolo integrale)

o= ([ : M) ds + (1)

dove A(t) = fil a(s)ds. In questo caso A(t) = =3(t+1) e

t
y(t) — e 3(t+1) (/ 63(S+1)(7282) ds + 0>
-1
3(t+1 3(t+1 3(t+1
:e_3(t+1) (_26( )t2+4e( )t 46( ) _( 2 4 4)):34e_3(t+1)—2 4 4

3 9 27

A i p—
27 379 T

Dalle tabelle si ottiene

3 220t — Yz 1 2 1 , zt 123
dx = de+= [ 2Pde—=> [ 273 de = —3cotz+— —="—
/(sem%c+ 3z ) * 3/sen2x x+3/x * B/I o eotz+ 6 31/3 to

con ¢ costante arbitraria. Utilizzando invece il metodo di integrazione per parti si ha

e—Qr

0 0 0 e 2z 1 e—2%40
/ (z + 32%)e 2 do = [(m + 3m2)—} - / (1+62) de = —2e? 4+ = ( {(1 + 6x) +
. G 2 2

0 e—2¢ 1 1 5e? 3re 0 3
) =22 o (-2 7[ } 2?1,
/,1 ) x) Ctyl-g- ) tal =] =3¢
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Scritto Voto

Teoria Esercizi

Istruzioni: apporre nome, cognome e numero di matricola su ogni foglio. Prima della consegna indicare
nell’apposito spazio il numero totale di fogli di cui & composto I’elaborato. Svolgere solamente uno tra 10-b)
e 11. Allegare lo svolgimento completo degli esercizi 9, 10 e 11. Non & ammesso ’uso di libri, appunti

e calcolatrici grafiche o programmabili.

Cognome

Nome

Corso di Laurea ’ VIT‘ ’ STAL ‘

Matricola

Vecchio ordinamento

n. fogli allegati

Se limy, g, f(2) = 07 e lim, 4, g(2)

allora limg_, 4, % e

[A] -
+oo
[c]1

@ non ci sono elementi sufficienti per rispondere

= 077

—

Se f ¢ una funzione derivabile due volte in ]a, b
e vale f'(z) < 0 per ogni = €]a, b[, allora

f & decrescente in [a, b]
f & crescente in [a, b]

f & concava in [a, b]
@ f & convessa in [a, b]

L’equazione differenziale 3y’ = 3t — 5tgy &
un’equazione lineare del primo ordine
un’equazione lineare del secondo ordine
un’equazione non lineare del primo ordine

@ un’equazione non lineare del secondo ordine

Il grafico della funzione f(x) =
rappresenta

una retta
una parabola
un’iperbole

@ nessuna delle precedenti

grafico.

Per la funzione f(z) = &/, scrivere il dominio D, I'immagine Z, e rappresentare qualitativamente il

Grafico
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@ L’integrale definito di una funzione positiva f su [a, b] rappresenta:

Descrivere con precisione le relazioni che intercorrono tra la derivata di una funzione e le sue proprieta
di monotonia.

Rappresentare il grafico di una funzione g che verifichi contemporaneamente le seguenti proprieta:

lim g(z) = —o0 lim g(z) = +o0 lim g(z) = —o0 lim g(z)=4

r——00 r—2~ r—2+ T—+00

@ Data la funzione
(2) = 1—4x
I = Brr1)?

a) determinare il dominio D, b) studiare il segno di g; ¢) calcolare i limiti agli estremi del dominio; d)
determinare gli intervalli in cui la funzione e crescente, quelli in cui ¢ decrescente, e gli eventuali punti di
massimo/minimo relativo; e) determinare gli intervalli in cui la funzione & convessa e quelli in cui & concava;
f) determinare gli eventuali asintoti; g) disegnare un grafico approssimativo di g.

Dato il problema di Cauchy
{ y =3yt
y(=2) =0

a) dire se la funzione y(t) = (t + 2)e® & soluzione del problema;

b) determinare una soluzione del problema nel caso in cui non lo sia la funzione di cui al punto precedente.

Calcolare i seguenti integrali

/(\/5+5— 6 )dx, /01(2x2—3a:)62mdx.

2 cos? x

IMPORTANTE! Risolvere solamente uno tra 10-b) e 11.
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Soluzioni dei quesiti dell’esame del 16 febbraio 2011

D; A; C; A; @ consultare il libro di testo; in neretto si evidenziano le informazioni

date dai limiti. Il grafico della funzione & quindi completato a piacere (linea sottile), ad esempio:

@ a) La funzione & definita se 3z +1 # 0 cio¢ « # —1/3, percio il dominio ¢ D = R\ {—1/3} e la funzione
(razionale) & ivi continua e derivabile.

b) Poiché il denominatore ¢ sempre positivo nel dominio, la funzione & positiva se e solo se 1 — 4z > 0
cioe x < 1/4, mentre si annulla in = 1/4 ed ¢ negativa per = > 1/4.

c¢) Ha senso andare a studiare i limiti in —1/3 e a +o00. Si ha

1 1/e—4 [O _4}:07

. 7/3
lim ——"——— = |0- -
a—+oo r (34 1/2)? 9

li = li = —
im g(z) i 9() [04 +o0,

z—+o0

quindi la funzione non ammette massimo.
d) La derivata prima &
48z +1)? — (1 —42)2Bz +1)3  —4(3z+1)— (1 —42)6  2(6z —5)

()= B+ 1)* - Bz +1)3 T Br+1)3

Il numeratore & > 0 se e solo se 6z — 5 > 0 ovvero x > 5/6; il denominatore & positivo se (3z +1)% > 0
cioe 3z + 1 > 0, dunque z > —1/3. In definitiva

>0, sex€]—o00,—1/3[U]5/6,+00],
g(z)< =0, sex=05/6,
<0, sexe]|—1/3,5/6],

percio la funzione & crescente in | — 0o, —1/3[ e in ]5/6, +-00[, mentre & decrescente in | — 1/3,5/6[. In
x = 5/6 ammette un minimo relativo ed assoluto.

e) La derivata seconda &

o () = 563z + 1)3 — (6 — 5)3(3z + 1)*3 _ o063z +1) — (62— 5)9 _ 6(17 — 12x)
(3z+1)6 (3z + 1)* Br+ 1)t
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Poiché il denominatore ¢ sempre positivo nel dominio, la derivata seconda e > 0 se e solo se 17—12z > 0,
quindi
>0, sex €| —o00,—1/3[U] —1/3,17/12]
g' () =0, sex=17/12,
<0, sexz€|l7/12,4+],

percid la funzione ¢ convessa in | — 0o, —1/3[ e in | — 1/3,17/12[, mentre ¢ concava in ]17/12, +o00[. In
x = 17/12 ammette un punto di flesso.

f) Dal punto c) segue immediatamente che la retta & = —1/3 & un asintoto verticale, mentre la retta
y = 0 & un asintoto orizzontale.

a) Si ha y/(t) = €3 + (£ 4 2)e3'3 = (3t + 7)e?' e sostituendo si ottiene 'equazione
(3t 4+ 7)e3t = 3(t + 2)e3" — 12

che non ¢ identicamente soddisfatta per ¢t € R (ad esempio, per ¢t = 0 si ha 7 # 6). La funzione non &
dunque soluzione. La funzione soddisfa invece la seconda condizione, essendo y(—2) = 0.

b) Si tratta di un’equazione lineare del primo ordine a coefficienti non costanti, del tipo

y' = a()y +b(t)

le cui soluzioni sono date da
y(t) = eA® / e AWp(t) dt

dove A(t) & una primitiva di a(t). In questo caso A(t) = 3t e integrando per parti due volte si ottiene

—8¢ —3t -3t —3t -3t
3t —3t; 42 _ 3t © I _ _ 3t © 9 2(e Y
y(t) = e /e (—t2)dt = e <_3( 2) /_3( 2t)dt>e < —t 3(_3t /_3 dt))

o3t e 3t 2y 2e*3tt N 2e~ 3t e o 2 N 2t N 2
= P C — p— —
3 9 27 3 9 27’

dove c & la generica costante d’integrazione. Imponendo la condizione y(—2) = 0 si ricava 0 = ce =6 +
26/27 cioe ¢ = —26e°/27. La soluzione ¢ quindi

26 22 2
= D3t L2 2
y(t) =57 T3t

Alternativamente, si poteva utilizzare direttamente la formula risolutiva (insieme alla formula fonda-
mentale del calcolo integrale)

=0 ([ 200051 ds-+1(-2)
dove A(t) = fiz a(s)ds. In questo caso A(t) =3(t+2) e

t
y(t) = e3(t+2) (/ C—3(s+2)(_82) ds + 0)
-2

—342) 273042 9e=3(HHD g 4 2 26 22 2
:eB(t“)(e Tt + ° ot 627 —(7 = )):_e3<f+2>++t+

3 9+27 27 3 9 27

Dalle tabelle si ottiene

VT 45 6 ) / a0 / _ / 1 x5
- dr = Paets [ 2de—6 [ ——de="—" 2
/( x2 costz) *F * v v costz -1/2 =z Gtgz+oc

con ¢ costante arbitraria. Utilizzando invece il metodo di integrazione per parti si ha

1 2x 41 1 e?z eQ 1 e?r 1
2 2 _ 2x —|(2 2 ei _ / Ar — = - _ - _ = _ =
/0 (22° — 3x)e** dw [( x° — 31) 5 }0 ; (4z — 3) 5 dx 55 [(4x 3) 5 ] +

L g2z e? 1 ,e? 3 e2rq1 e3+5
S () [ - (- [—} _ .
/0 2 x) > 2(g ) 5, 4
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Scritto Voto

Teoria Esercizi

Istruzioni: apporre nome, cognome e numero di matricola su ogni foglio. Prima della consegna indicare
nell’apposito spazio il numero totale di fogli di cui & composto I’elaborato. Svolgere solamente uno tra 10-b)
e 11. Allegare lo svolgimento completo degli esercizi 9, 10 e 11. Non & ammesso ’uso di libri, appunti

e calcolatrici grafiche o programmabili.

Cognome

Nome

Corso di Laurea ’ VIT‘ ’ STAL ‘

Matricola

Vecchio ordinamento

n. fogli allegati

Se limy sz, f(x) =1 e lim, 4, g(z) = 0, allora
f(z) o

hmx_m) 9@) (§]

[A]1
+oo
c]o

@ non ci sono elementi sufficienti per rispondere

Se f ¢ una funzione derivabile in Ja,b[ e vale
f'(x) < 0 per ogni x €]a, b], allora

f @ crescente

f @ decrescente
f & concava
@ f & convessa

L’equazione differenziale y”" = tsen(y +3') &
un’equagione lineare del primo ordine
un’equazione lineare del secondo ordine
un’equazione non lineare del primo ordine

@ un’equazione non lineare del secondo ordine

20 —1

Il grafico della funzione f(z) = e

rappresenta

una retta
una parabola
un’iperbole

@ nessuna delle precedenti

il grafico.

Per la funzione f(z) = log, /7%, scrivere il dominio D, 'immagine Z, e rappresentare qualitativamente

Grafico
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@ La derivata di una funzione f nel punto x( rappresenta geometricamente:

Enunciare il teorema fondamentale del calcolo integrale.

Rappresentare il grafico di una funzione g che verifichi contemporaneamente le seguenti proprieta:

lim g(z) =40 lim g(x) = —o0 lim g(x)=2 lim g(x)=-1

T——00 z—(=1)~ z—(—1)*t z—+00

@ Data la funzione

_ 222 — 1

322422 +1

a) determinare il dominio D, b) studiare il segno di g; c¢) calcolare i limiti agli estremi del dominio; d)
determinare gli intervalli in cui la funzione & crescente, quelli in cui e decrescente, e gli eventuali punti
di massimo/minimo relativo; e) determinare gli eventuali asintoti; f) determinare I’equazione della retta
tangente al grafico nel punto di ascissa xg = 0; g) disegnare un grafico approssimativo di g.

g(z)

Dato il problema di Cauchy
{ y' = (3 + tsen(t?))ys
y(0) =1
a) dire se la funzione y(t) = cos(t + t3) & soluzione del problema;

b) determinare una soluzione del problema nel caso in cui non lo sia la funzione di cui al punto precedente.

Calcolare i seguenti integrali

2 /2 cosx
2 3
e — ——dz.
[ ) [ e

IMPORTANTE! Risolvere solamente uno tra 10-b) e 11.
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Soluzioni dei quesiti dell’esame del 30 giugno 2011

D; B; D; D; —@— consultare il libro di testo; in neretto si evidenziano le informazioni

date dai limiti. Il grafico della funzione & quindi completato a piacere (linea sottile), ad esempio:

9(z)

|

|

|
o

@ a) La funzione & definita se 312 4+ 22 + 1 # 0; avendo il discriminante negativo, ’'equazione di secondo
grado non ha soluzioni, dunque il denominatore non si annulla mai e il dominio ¢ D = R. La funzione
(razionale) ¢ ivi continua e derivabile.

b) Poiché il denominatore ¢ sempre positivo nel dominio, la funzione & > 0 se e solo se 222 — 1 > 0
cioe x > 1/\/5 oppure z < —1/\/5. E dunque negativa se —1/\/5 <z< 1/\/57 mentre si annulla in
r=—-1/vV2ex=1/V2.

c¢) Ha senso andare a studiare i limiti a £oo. Si ha

. _ 2—1/a2 20 2
lim g(z)= lim = =z,

quindi la funzione ammette un asintoto orizzontale a 4oc.

d) La derivata prima e

&) = 4o(3z? + 2z + 1) — (222 — 1)(6z +2)  2(22? + 5z + 1)
g = (322 + 2z + 1)2 T Bt t 2w+ 1)2

I numeratore & > 0 se e solo se 222 + 5z + 1 > 0 ovvero se z < —5—4ﬁ oppure x > _5%\/ﬁ, dunque

<0, sex 6]775;‘@, ;szﬁ[,
g(x) =0, seax=="1T gppure z = =317

>0, sex€]— o0, _5_4\/ﬁ[u]_5z\/ﬁ,+oo[,

percid la funzione & decrescente in |=2=YA7 =5tVIT[ " mentre & crescente in | — oo, =251 e in

]_5% AT tool. Inz = _5+ AT 6 in o = _5% V1T ammette, rispettivamente, un massimo assoluto

ed un minimo assoluto.
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e) Dal punto c) segue immediatamente che la retta & = 2/3 & un asintoto orizzontale, dunque non
possono esserci asintoti obliqui. Poiché la funzione & definita e continua su tutto R non ci possono
neanche essere asintoti verticali.

f) L’equazione della retta tangente al grafico nel generico punto (zg, g(zo)) &
y = (z —20)g'(z0) + g().
Poiché g(0) = —1 e ¢’(0) = 2, 'equazione della retta cercata &
y=2x—1.
a) Si ha y/(t) = —(1 + 3t?) sen(t + t3) e sostituendo si ottiene I'’equazione
—(1 4 3t%)sen(t + t*) = (3 + tsen(t?)) cos®(t + t3)

che non & identicamente soddisfatta per ¢t € R (ad esempio, per ¢t = 0 si ha 0 # 3). La funzione non &
dunque soluzione. La funzione soddisfa invece la seconda condizione, essendo y(0) = 1.

b) Scrivendo y' = % e utilizzando il metodo di separazione delle variabili si ha

1
7 dy = (3 + tsen(t?)) dt

e integrando (utilizzando le tabelle)
y~° 1
/y_6 dy = /(3 + tsen(t?)) dt = — = 3t — 3 cos(t?) + ¢,
dove c ¢ la generica costante d’integrazione; il secondo integrale e stato calcolato con la seconda tabella:
1 1 1
/tsen(t2) dt = B /2t sen(t?) dt = 3 /(tg)’sen(tQ) dt = ~3 cos(t?) +c.

Si ottiene quindi

_5 _ 5cos(t?) — 30t — 10c — o 2
o= 2 Y=\ 5eos(t2) — 30t — 10¢”

Imponendo la condizione y(0) = 1 (nella prima delle due equazioni qui sopra) si ha

~ 5—10c
— T

1

da cui si ricava ¢ = 13—0. La soluzione ¢ quindi

)= ¢ =
Y=\ 5eos(2) — 30t — 3°

Alternativamente, si poteva utilizzare direttamente la formula risolutiva per le equazioni a variabili
separabili (insieme alla formula fondamentale del calcolo integrale)

/1y26dz/0t(3+ssen(52))ds — {;]j - {35 ;cos(sz)y

1
R
che risolta rispetto a y fornisce la soluzione cercata.
Dalla prima tabella si ottiene
£10/3

2 1 T
2r— — 2 Nde= | 2734 —2/7d =~ ___9 ad
/(x N m) z /:v x N x 10/3 arcsen3+c,

con c¢ costante arbitraria, mentre dalla seconda tabella si ha

/2

w/2 w/2 _9 1 1 1
/ B = / (senz)(senx) 3 dx = [(senx)] =—— 4+ Z.
3
/4 sen- T /4 -2 2
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Scritto Voto

Teoria Esercizi

Istruzioni: apporre nome, cognome e numero di matricola su ogni foglio. Prima della consegna indicare
nell’apposito spazio il numero totale di fogli di cui & composto I’elaborato. Svolgere solamente uno tra 10-b)
e 11. Allegare lo svolgimento completo degli esercizi 9, 10 e 11. Non & ammesso ’uso di libri, appunti

e calcolatrici grafiche o programmabili.

Cognome

Nome

Corso di Laurea ’ VIT‘ ’ STAL ‘

Matricola

Vecchio ordinamento

n. fogli allegati

Se limy 4, f(z) = +00 e limy_y,, g(z) = =3,
(x)

f(x

allora limg_, 4, e e

[A] -
+oo
c]o

@ non ci sono elementi sufficienti per rispondere

Se f ¢ una funzione derivabile due volte in ]a, b
e vale f”(x) > 0 per ogni x €]a, b], allora

f @ crescente

f @ decrescente
f & concava
@ f & convessa

L’equazione differenziale v’ = t>y — Int &
un’equagione lineare del primo ordine
un’equazione lineare del secondo ordine
un’equazione non lineare del primo ordine

@ un’equazione non lineare del secondo ordine

Il grafico della funzione f(z) =

rappresenta

una retta
una parabola
un’iperbole

@ nessuna delle precedenti

Per la funzione f(z) = tgx, scrivere il dominio D, 'immagine Z, e rappresentare qualitativamente il

grafico.

Grafico
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@ Per definizione, una primitiva di una funzione f(z) in |a, b[ &:

Enunciare il teorema dei punti critici.

Rappresentare il grafico di una funzione g che verifichi contemporaneamente le seguenti proprieta:

lim g(x)=-1 lim g(z) = 40 lim g(z) = —oc0 lim g(z) = -0

T——00 T—1- z—1t T—+00

@ Data la funzione

2 —a?
T)=—5"—=
9@) = 573
a) determinare il dominio D, b) studiare il segno di g; c¢) calcolare i limiti agli estremi del dominio; d)
determinare gli intervalli in cui la funzione & crescente, quelli in cui & decrescente, e gli eventuali punti
di massimo/minimo relativo; e) determinare gli eventuali asintoti; f) determinare I’equazione della retta

tangente al grafico nel punto di ascissa xg = 0; g) disegnare un grafico approssimativo di g.

Dato il problema di Cauchy
{ y' = (t? cos(t®) — 2)y*
y(0) =1
a) dire se la funzione y(t) = cos(2t? — t) & soluzione del problema,;

b) determinare una soluzione del problema nel caso in cui non lo sia la funzione di cui al punto precedente.

Calcolare i seguenti integrali

5 /4 senx
—)d dx.
/(x\/EJF 4+a:2) “ /0 costz

IMPORTANTE! Risolvere solamente uno tra 10-b) e 11.
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Soluzioni dei quesiti dell’esame del 30 giugno 2011

A: D; A; A; @ consultare il libro di testo; in neretto si evidenziano le informazioni

date dai limiti. Il grafico della funzione & quindi completato a piacere (linea sottile), ad esempio:

@ a) La funzione & definita se 22 — 2 + 3 # 0; avendo il discriminante negativo, I’equazione di secondo
grado non ha soluzioni, dunque il denominatore non si annulla mai e il dominio ¢ D = R. La funzione
(razionale) & ivi continua e derivabile.

b) Poiché il denominatore & sempre positivo nel dominio, la funzione & > 0 se e solo se 2 — 22 > 0 cioe
—V2<z<+V2 E dunque negativa se x < -2 oppure x > \@, mentre si annulla in z = —v/2 e

z=1/2.

c¢) Ha senso andare a studiare i limiti a +oo. Si ha

2/z—2 [ 0-1 1 )
1—-040| 7

quindi la funzione ammette un asintoto orizzontale a 4-occ.

d) La derivata prima &

(22 —z + 3)2 (22— +3)%

—1'1'2—1' — —1’2 X — SU2— X
T i +3)— (2—22) (22— 1) 10z + 2

Il numeratore & > 0 se e solo se 22 — 10z + 2 > 0 ovvero se z < 5 — /23 oppure = > 5 + /23, dunque

<0, sexel5—+23,5+v23,
g (x){ =0, sex=5—+/23 oppure x = 5+ /23,
>0, sex €]—00,5—v23[U]5+v23,400],
percio la funzione & decrescente in |5 — /23,5 4+ /23|, mentre ¢ crescente in | — 00,5 — v/23[ e in

154+ v23,400[. In x =5 —+/23 e in = 5 + /23 ammette, rispettivamente, un massimo assoluto ed
un minimo assoluto.
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e) Dal punto c) segue immediatamente che la retta x = —1 & un asintoto orizzontale, dunque non
possono esserci asintoti obliqui. Poiché la funzione & definita e continua su tutto R non ci possono
neanche essere asintoti verticali.

f) L’equazione della retta tangente al grafico nel generico punto (xg, g(zo)) &
y = (z — 0)g'(z0) + g(0).
Poiché g(0) = 2/3 e ¢’(0) = 2/9, I'equazione della retta cercata &

2 2
=—z+ —.
Y=9" 73

a) Si ha y/(t) = —(4t — 1) sen(2t? — t) e sostituendo si ottiene I'equazione
—(4t — 1) sen(2t? — t) = (t* cos(t®) — 2) cos?(2t? — t)

che non ¢ identicamente soddisfatta per ¢ € R (ad esempio, per ¢ = 0 si ha 0 # —2). La funzione non
¢ dunque soluzione. La funzione soddisfa invece la seconda condizione, essendo y(0) = 1.

b) Scrivendo y' = % e utilizzando il metodo di separazione delle variabili si ha

1
7 dy = (t* cos(t®) — 2) dt
e integrando (utilizzando le tabelle)
y 1
/y_4 dy = /(t2 cos(t?) — 2) dt = 3 =3 sen(t?) — 2t + ¢,
dove c € la generica costante d’integrazione; il secondo integrale & stato calcolato con la seconda tabella:

1 1 1
/t2 cos(t?) dt = 3 /3t2 cos(t?) dt = 3 /(tg)’ cos(t?) dt = 3 sen(t®) + c.

Si ottiene quindi

1
-3 3 3
= 6t — t°)—3 <= = .
Yy Sen( ) c Yy \/Gt 7 Sen(t3) o SC

Imponendo la condizione y(0) = 1 (nella prima delle due equazioni qui sopra) si ha
1 = —3c,

da cui si ricava ¢ = —%. La soluzione e quindi

5 1
y(t) = \/ 6t — sen(t3) +1°

Alternativamente, si poteva utilizzare direttamente la formula risolutiva per le equazioni a variabili
separabili (insieme alla formula fondamentale del calcolo integrale)

/1yz_4dz:/0t(52(:os(s3)—2)d5 — {Z_S]y: Bsen(ss)—Qs]t

_31 0

1 1 3
~3, + 3= gsen(t ) —2t
che risolta rispetto a y fornisce la soluzione cercata.
Dalla prima tabella si ottiene
) 3/9 1 %% 5 T
/(mﬁ—i—m)dm:/x / dx—|—5/4_'_%2 dx = 52 —|—§arctg§+c,

con c¢ costante arbitraria, mentre dalla seconda tabella si ha

/4 /4 —1q7/4 1
/ ser12x dr = —/ (cosz)(cosz) 2 dx = — {(cosx) } = —1=v2-1.
o Ccos*xm 0 -1 0 1/v/2
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Scritto Voto

Teoria Esercizi

Istruzioni: apporre nome, cognome e numero di matricola su ogni foglio. Prima della consegna indicare
nell’apposito spazio il numero totale di fogli di cui & composto I’elaborato. Svolgere solamente uno tra 10-b)
e 11. Allegare lo svolgimento completo degli esercizi 9, 10 e 11. Non & ammesso ’uso di libri, appunti

e calcolatrici grafiche o programmabili.

Cognome

Nome

Corso di Laurea ’ VIT‘ ’ STAL ‘

Matricola

Vecchio ordinamento

n. fogli allegati

Se limy 4, f(z) = +00 e limy_y,, g(z) = =3,
(x)

allora limg_, 4, % e

[A] -
+oo
c]o

@ non ci sono elementi sufficienti per rispondere

Se f ¢ una funzione derivabile due volte in ]a, b
evale f'(z) < 0e f’(x) >0 in ]a, b[, allora

f @ decrescente e concava in |a, b]
f & crescente e convessa in |a, b]
f @ decrescente e convessa in |a, b]

@ f & crescente e concava in ]a, b]

L’equazione differenziale y” =y’ — sen(ty) ¢
un’equazione lineare del primo ordine
un’equazione lineare del secondo ordine
un’equazione non lineare del primo ordine

@ un’equazione non lineare del secondo ordine

Il grafico della funzione f(x) =
rappresenta

una retta
una parabola
un’iperbole

@ nessuna delle precedenti

Per la funzione f(z) = /z, scrivere il dominio D, I'immagine Z, e rappresentare qualitativamente il

grafico.

Grafico
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@ Per definizione, la derivata di una funzione f(x) in z¢ &:

Enunciare il teorema fondamentale del calcolo integrale.

Rappresentare il grafico di una funzione g che verifichi contemporaneamente le seguenti proprieta:

lim g(x) = +o0 lim g(z) = +o0 lim g(z) = —o0 lim g(z) = -2

T——00 T2~ z—2+ T—+00

@ Data la funzione
9(@) = (2 — z)e2"

a) determinare il dominio D, b) studiare il segno di g; ¢) calcolare i limiti agli estremi del dominio; d)
determinare gli intervalli in cui la funzione e crescente, quelli in cui ¢ decrescente, e gli eventuali punti di
massimo/minimo relativo; e) determinare gli intervalli in cui la funzione & convessa e quelli in cui & concava;
f) disegnare un grafico approssimativo di g.

Dato il problema di Cauchy

a) dire se la funzione y(t) = €3 & soluzione del problema;

b) determinare una soluzione del problema nel caso in cui non lo sia la funzione di cui al punto precedente.

Calcolare i seguenti integrali

2 3u%sen’z +5 ! .
/ ( _rsewr ) dx, / (z% — 3x)e™" du.
9+ x2 sen? x 0

IMPORTANTE! Risolvere solamente uno tra 10-b) e 11.
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Soluzioni dei quesiti dell’esame del 13 luglio 2011

A; @ C; D; B; ﬂ-@- consultare il libro di testo; in neretto si evidenziano le informazioni

date dai limiti. Il grafico della funzione & quindi completato a piacere (linea sottile), ad esempio:

@ a) Il dominio & banalmente D = R. La funzione, prodotto di funzioni continue e derivabili, & ivi
continua e derivabile.

2

b) Poiché la funzione esponenziale & sempre strettamente positiva, g(x) > 0 se e solo se 2* —z > 0 cioe

x < 0 oppure x > 1. E dunque negativa se 0 < z < 1, mentre si annullainx =0exz = 1.

c¢) Ha senso andare a studiare i limiti a +00. Si ha

lim g(z) = hm (2% — x)e ™" = [+00 - +00] = 400,
T——00 —0o0
R
xgrfoog(x) xBI—Poo e2r 0,

dove nell’ultimo limite si & usato il ben noto fatto che la funzione esponenziale tende all’infinito piu
rapidamente di un qualsiasi polinomio per x — +o0co. In particolare, dallo studio dei limiti segue che
la funzione non ammette massimo, e ha un asintoto orizzontale a +ooc.

d) La derivata prima e
g (x) = 2z —1)e " + (2% —z)e 2*(=2) = (—222 + 4z — 1)e 2.
La derivata prima ¢ > 0 se e solo se —2x2 + 4z — 1 > 0 ovvero se 1 — i <z<l1 + 2 2 dunque

>0, sexe}l—il—i—f[
gd@) =0, sex—l—ioppurex—l—i—f
<0, sease}—oo,l—%[u]1+%,+oo[,

percio la funzione ¢ crescente in |1 — g, 1+ g [, mentre & decrescente in | —oo, 1 — ‘[ Zlein |1+ f , +oal.

Inz =1+ ‘f ammette un massimo relativo mentre in £ = 1 — g ammette un minimo relatlvo e

assoluto.

0.5
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e) La derivata seconda &
g (x) = (—4x + 4)e™2" — 2(—22% + 4o — 1)e™?® = 2(22? — 6 + 3)e™ "
3+f

La derivata seconda & > 0 se e solo se 222 — 6z + 3 > 0 cio¢ se z < % oppure r > , quindi
<0, sex ]33 3B
g”(x) =0, sex =2 2‘/3 oppure r = 3+‘/§,
> 0, semE]—oo,BQ‘f[U]?""f +o0l,
percio la funzione & concava in ]M M[, mentre & convessa in | — 0o, 3*2‘/5[ e in ]3+2\/§, +ool. In

x = einz = 3*‘[

3%/5 ammette due punti di flesso.

a) Si ha o/ (t) = 9t2¢3” e sostituendo si ottiene I'equazione
—2t 3
9 33 3te + 4t
9t“e’t = e
che non ¢ identicamente soddisfatta per t € R (ad esempio, per t = 1 si ha 9e® # (3e72 +4)/e®). La
funzione non & dunque soluzione. La funzione soddisfa invece la seconda condizione, essendo y(0) = 1.

b) Scrivendo y' = % e utilizzando il metodo di separazione delle variabili si ha

y?dy = (3te™2 + 4t3) dt

e integrando (utilizzando le tabelle)

3 3
/y2 dy = /(Ste*% + 4t%) dt = % = —1(215 +1)e 2 41t ¢,
dove c ¢ la generica costante d’integrazione; il secondo integrale e stato calcolato per parti:

—2t —2t
—2t g, & T € _ 3,3 ot g, 3. o 3 _o
/3te dt—3t72 /372 dt = 2te +2/e dt = 2te 46 )

Si ottiene quindi

9 9
= —Z(2t +1e ™ +3t'+3¢c = y= §/—4(2t + 1)e=2t 4 3t* + 3c.
Imponendo la condizione y(0) = 1 (nella prima delle due equazioni qui sopra) si ha
9
1 = _Z + 3C,

da cui si ricava ¢ = % La soluzione ¢ quindi

1
y(t) = \/i(2t+ L)e=2t + 34 + Z?)

Alternativamente, si poteva utilizzare direttamente la formula risolutiva per le equazioni a variabili
separabili (insieme alla formula fondamentale del calcolo integrale)

Yy t Z3 y 3
/ 2 dz = / (3se™* +45%)ds = [3} = [—4(23 +1)e 2 4 s
1 0

1

t

0

3 3
St +1e 2 4t 4 =
4( +1)e™* + +t3

W =

Y
s — =
3
che risolta rispetto a y fornisce la soluzione cercata.

Dalla prima tabella si ottiene

2 3z%sen?z + 5 1 9 1 2 T 3
/(9—|—x2_ . )dsz/mdaj—?)/x dx—5/mdx: garctgg—x +5 cot z+-c,

con c costante arbitraria, mentre integrando per parti si ha

1 1 1
/0 (2* — 3z)e " dx = [—(2* — 3x)e’m](1) + /0 (2z —3)e " dx =2 + [-(22 — 3)e’m](l) + /0 2e " dx

1—e

=27t 4 (e =)+ 2077y =3 —B-207 4 2= —
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Scritto Voto

Teoria Esercizi

Istruzioni: apporre nome, cognome e numero di matricola su ogni foglio. Prima della consegna indicare
nell’apposito spazio il numero totale di fogli di cui & composto I’elaborato. Svolgere solamente uno tra 10-b)
e 11. Allegare lo svolgimento completo degli esercizi 9, 10 e 11. Non & ammesso ’uso di libri, appunti

e calcolatrici grafiche o programmabili.

Cognome

Nome

Corso di Laurea ’ VIT‘ ’ STAL ‘

Matricola

Vecchio ordinamento

n. fogli allegati

Se limy_y,, f(z) = +00 € limy_,4, g(x) = +00,
allora lim,_,,, f(z) — g(x) ¢

[A] =
B +oo
c]o

@ non ci sono elementi sufficienti per rispondere

Se f & una funzione derivabile due volte in ]a, b
e vale f"(xzo) =0e f'(xo) > 0 con zy €la,b], allora

x( € sempre punto di minimo relativo per f
x( € sempre punto di massimo relativo per f

o € sempre punto di flesso per f

@ nessuna delle precedenti

L’equazione differenziale 3’ = sen(t) — t2y &
un’equazione lineare del primo ordine
un’equazione lineare del secondo ordine
un’equazione non lineare del primo ordine

@ un’equazione non lineare del secondo ordine

33 +1

I grafico della funzione f(x) = 573
3 —

rappresenta

una retta
una parabola
un’iperbole

@ nessuna delle precedenti

Per la funzione f(x) = (4/5)%, scrivere il dominio D, 'immagine Z, e rappresentare qualitativamente il

grafico.

Grafico
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@ Per definizione, una primitiva di una funzione f(z) in |a, b[ &:

Enunciare il teorema dei punti critici.

Rappresentare il grafico di una funzione g che verifichi contemporaneamente le seguenti proprieta:

lim g(z)=-1 lim g(z) = - lim g(z) =+ lim g(z) = -0

T——00 T——3— z——31 T—r+00

@ Data la funzione
2

_ —2x
g(z) = (27 —x)e
a) determinare il dominio D, b) studiare il segno di g; c¢) calcolare i limiti agli estremi del dominio; d)
determinare gli intervalli in cui la funzione e crescente, quelli in cui & decrescente, e gli eventuali punti di
massimo/minimo relativo; ) determinare gli intervalli in cui la funzione & convessa e quelli in cui & concava;
f) disegnare un grafico approssimativo di g.

Dato il problema di Cauchy

22

a) dire se la funzione y(t) = e*” & soluzione del problema,;

b) determinare una soluzione del problema nel caso in cui non lo sia la funzione di cui al punto precedente.

Calcolare i seguenti integrali

a3 cos?x — 3 6 !
d — 22%)e 3% dg.
/( cos? x + \/4_332) T /0 (z w)e v

IMPORTANTE! Risolvere solamente uno tra 10-b) e 11.
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Soluzioni dei quesiti dell’esame del 13 luglio 2011

D; D; A; D; —@— consultare il libro di testo; in neretto si evidenziano le informazioni

date dai limiti. 11 grafico della funzione & quindi completato a piacere (linea sottile), ad esempio:

g(x)

@ a) Il dominio ¢ banalmente D = R. La funzione, prodotto di funzioni continue e derivabili, & ivi
continua e derivabile.

2

b) Poiché la funzione esponenziale & sempre strettamente positiva, g(x) > 0 se e solo se 2* —x > 0 cioe

z < 0 oppure z > 1. E dunque negativa se 0 < < 1, mentre si annulla in x =0e x = 1.

c¢) Ha senso andare a studiare i limiti a +oo. Si ha

lim g(z) = lim (2% — z)e 2 = [+o0 - +00] = +00,
T——00 T——00
2
. B A
asgrfoog(x) o a:grlloo ez - 07

dove nell’ultimo limite si ¢ usato il ben noto fatto che la funzione esponenziale tende all’infinito piu
rapidamente di un qualsiasi polinomio per x — +oc0. In particolare, dallo studio dei limiti segue che
la funzione non ammette massimo, e ha un asintoto orizzontale a +oc.

d) La derivata prima &
g (x) = (22 —1)e™ 4 (2% — x)e™2%(=2) = (=222 + 4z — 1)e 2",

La derivata prima & > 0 se e solo se —222 + 4z — 1 > 0 ovvero se 1 — g <zx<l1l+ ?, dunque

>0, sez€] —ﬁ,l—kg[,

2
9/(1’) =0, Se$=1—§oppurex:1+§’

<0, sex€]—o0,1—YL2[UJl+ 2, +oo,

percio la funzione ¢ crescente in |1 — g, 1+ g [, mentre & decrescente in | —oo, 1— g [ein |1+ g, “+oal.
Inz =1+ g ammette un massimo relativo mentre in ¢ = 1 — g ammette un minimo relativo e

assoluto.

0.5
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e) La derivata seconda &
g (x) = (=4 + 4)e %" — 2(—22% + 4o — 1)e™?* = 2(22? — 6z + 3)e 27,
3+xf

La derivata seconda ¢ > 0 se e solo se 222 — 6z + 3 > 0 cioe se ¢ < % oppure r > , quindi
<0, sex€]3_‘/g 3+‘/§[
g"(®)d =0, sex=3= \/g oppure & = 3*‘/5’,
>0, sexe€|— 00,32f[ ]3+f +o00],
percio la funzione ¢ concava in ]372—\/5, 3+2‘/§[, mentre & convessa in | — 0o, 3’2‘/5[ e in ]3+T\/§’ +oo[. In

3—2\/5 % ammette due punti di flesso.

T = einzx =
a) Si ha o/ (t) = 4te?” e sostituendo si ottiene I'equazione

32 — 2te”?

2t%
4te” = e

che non ¢ identicamente soddisfatta per t € R (ad esempio, per t = 1 si ha 4e? # (3 — 2¢71)/e®). La
funzione non & dunque soluzione. La funzione soddisfa invece la seconda condizione, essendo y(0) = 1.

b) Scrivendo y' = d— e utilizzando il metodo di separazione delle variabili si ha
ytdy = (3t? — 2te™") dt
e integrando (utilizzando le tabelle)
5
/y4 dy = /(3t2 —2te” ") dt = % =13 -2t +1)e " +e,
dove c ¢ la generica costante d’integrazione; il secondo integrale & stato calcolato per parti:

/Qte_tdt = —2te”t + /2e_t dt = —2te™t — 2e7t.

Si ottiene quindi

Y =5t —10(t+ et +5c <= y=/56t3—10(t + 1)et + 5c.
Imponendo la condizione y(0) = 1 (nella prima delle due equazioni qui sopra) si ha
1=-10+ b,

da cui si ricava ¢ = 15—1 La soluzione ¢ quindi

t) = /5t3 —10(t + 1)e—t + 11.

Alternativamente, si poteva utilizzare direttamente la formula risolutiva per le equazioni a variabili
separabili (insieme alla formula fondamentale del calcolo integrale)

Y t z t
/1 z4dz:/0(3527256 ) 5] =[5 72(5+1)675}0

1
— %— =3 20t + et +2

ot

che risolta rispetto a y fornisce la soluzione cercata.

Dalla prima tabella si ottiene

423 cos® x — 3 6 3 1 . -
/( cos? 1 —i—\/m) dr = 4/:c d:c—3/ p—p dx+6/ T dxr = 2" -3 tg v+6 arcsen §+c,

con c costante arbitraria, mentre integrando per parti si ha

1 e—3z71 1 e—3 -3 =371 1 g3
/ (x — 2x2)6731 dr = [(x - 2x2):| — / (1 —4x) de = — {(1 — 4x) ] + / 4 dx
0 0 0 3 9 0 0 9

@

_ _3p11
e3 1 1 {e3] 2

27 2763

3

4 5 4 2-¢

+ 5-e = :
27

1
-3

= — 4+ — + -4+ 14 = — + —

3 3e 9 27 3e 9
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Scritto Voto

Teoria Esercizi

Istruzioni: apporre nome, cognome e numero di matricola su ogni foglio. Prima della consegna indicare
nell’apposito spazio il numero totale di fogli di cui & composto I’elaborato. Svolgere solamente uno tra 10-b)
e 11. Allegare lo svolgimento completo degli esercizi 9, 10 e 11. Non & ammesso ’uso di libri, appunti

e calcolatrici grafiche o programmabili.

Cognome

Nome

Corso di Laurea ’ VIT‘ ’ STAL ‘

Matricola

Vecchio ordinamento

n. fogli allegati

Se limy .z, f(z) = +00 € limy_,4, g(x) = —o0,
flx) o

allora limg_, 4, 5@ ©

[A] -
+oo
c] -1

@ non ci sono elementi sufficienti per rispondere

Se f ¢ una funzione derivabile due volte in ]a, b
e vale f'(zg) =0e f"(x0) <0 con zgy €]a, b, allora

xo € sempre punto di minimo relativo per f
xo € sempre punto di massimo relativo per f

xo € sempre punto di flesso per f

@ nessuna delle precedenti

L’equazione differenziale y"”’ = sen(y +¢') ¢
un’equazione lineare del primo ordine
un’equazione lineare del secondo ordine
un’equazione non lineare del primo ordine

@ un’equazione non lineare del secondo ordine

Il grafico della funzione f(z) =

3
una retta

una parabola

un’iperbole

@ nessuna delle precedenti

rappresenta

Per la funzione f(z) = (5/7)%, scrivere il dominio D, I'immagine Z, e rappresentare qualitativamente il

grafico.

Grafico
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@ Per definizione, la derivata di una funzione f(x) in z¢ &:

Enunciare il teorema fondamentale del calcolo integrale.

Rappresentare il grafico di una funzione g che verifichi contemporaneamente le seguenti proprieta:

lim g(x) = +o0 lim g(z) = —o0 lim g(z) = 400 lim g(z)=-1

T——00 T2~ z—2+ T—+00

@ Data la funzione
x—1
2z — 1)

a) determinare il dominio D, b) studiare il segno di g; c¢) calcolare i limiti agli estremi del dominio; d)
determinare gli intervalli in cui la funzione e crescente, quelli in cui & decrescente, e gli eventuali punti di
massimo/minimo relativo; e) determinare gli intervalli in cui la funzione & convessa e quelli in cui & concava;
f) disegnare un grafico approssimativo di g.

g(w) =

Dato il problema di Cauchy
3Y(2 +t2)
/!
v= t
y(1) =0

a) dire se la funzione y(t) = logs(4t — 3) & soluzione del problema,;

b) determinare una soluzione del problema nel caso in cui non lo sia la funzione di cui al punto precedente.

Calcolare i seguenti integrali

1
- - 1
V2 — 22 2z o 22+ 1

IMPORTANTE! Risolvere solamente uno tra 10-b) e 11.



Modulo di Matematica, Corsi di Laurea in VIT e STAL - Raccolta degli Esami A.A. 2010-2011 51

Soluzioni dei quesiti dell’esame del 15 settembre 2011

D; B; D; C; —@— consultare il libro di testo; ﬂ in neretto si evidenziano le informazioni

date dai limiti. Il grafico della funzione & quindi completato a piacere (linea sottile), ad esempio:

@ a) Il dominio & costituito dagli = tali che 2z — 1 # 0 cioe D = R\ {1/2}. La funzione (razionale) & ivi

continua e derivabile.

b) Poiché il denominatore ¢ sempre positivo nel dominio, la funzione ¢ positiva se e solo se x — 1 > 0
cioe z > 1. Si annulla in z = 1.

c¢) Ha senso andare a studiare i limiti a +00 e in 1/2. Si ha

. -1/2 ) . 1 1-1/z 1
i, 9(@) = [ 0+ ] - Jim gl =t (2 (2—1/x)2) - [O' 4] =

quindi la funzione ammette I’asintoto orizzontale y = 0 a +oo e l'asintoto verticale z = 1/2.
d) La derivata prima e

1-20-12—(z—1)22z—-1)2 (2z—-1)—(z—1)4 3—-2z

g'(x) = Gz — 1) T @2e-1® 2z 1F

Il numeratore ¢ > 0 se e solo se 3—2z > 0 ovvero se x < 3/2, il denominatore & positivo se (2z—1)3 > 0
ovvero 2z — 1 > 0 cioé & > 1/2. Si ottiene dunque
<0, sex€]—o00,1/2[U]3/2,+00],
g(x){ =0, sex=3/2,
>0, sex€]l/2,3/2],

percid la funzione & decrescente in | — 00,1/2[ e in ]3/2,4+oc0[, mentre & crescente in ]1/2,3/2[. In
x = 3/2 ammette un massimo assoluto.

e) La derivata seconda &

—2(2z — 13— (3—-22)3(2z —1)22 22z —1)— (3—22)6  8(z —2)

g"(x) = (22 — 1)6 - (22 — 1) e
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La derivata seconda ¢ > 0 se e solo se x — 2 > 0 cioe se x > 2, quindi

>0, sez€]2,+o00],

g"(x){ =0, sex=2,
<0, sex€]—o00,1/2[U]1/2,2],

percio la funzione & convessa in |2, +00o[, mentre & concava in | —00,1/2[ e in |1/2,2[. In 2 = 2 ammette
un punto di flesso.

1 e . . . .
28324 e sostituendo si ottiene I’equazione

a) Si ha y'(t) = 325

4logge  3loss(=3)(24¢2) (4t —3)(2+t?)
B - t

4t -3 t

che non ¢ identicamente soddisfatta (ad esempio, per ¢ = 1 si ha 4logze # 3). La funzione non &
dunque soluzione. La funzione soddisfa invece la seconda condizione, essendo y(1) = 0.

= 4 ¢ ytilizzando il metodo di separazione delle variabili si ha

b) Scrivendo 3’ =
1 24142

—d
3y W ¢

dt

e integrando (utilizzando le tabelle)

/ﬁ*wm:i/(%+t)m =

dove c ¢ la generica costante d’integrazione. Si osservi che essendo ty = 1 si puo supporre che ¢t > 0

2
-3V =2In|t|+ ) + e,

dunque [t| = t. Si ottiene quindi
2

2
3_y=—21nt—§—c = y=—10g3<—21nt—5—c).

0 (nella prima delle due equazioni qui sopra) si ha

Imponendo la condizione y(1)

1=-=—¢
2

da cui si ricava ¢ = —3/2. La soluzione & quindi
3 t2
)= —log; (5 —2Int - ).
y(t) 083 9 n 9
Alternativamente, si poteva utilizzare direttamente la formula risolutiva per le equazioni a variabili
separabili (insieme alla formula fondamentale del calcolo integrale)
Yy t 9 $21°
/ 3_Zdz:/ (f—i—s)ds = [—3_2}32 [21115—1—]
0 1 NS 2 1,

21

= 1-3Y=2Int+— ——
sy

che risolta rispetto a y fornisce la soluzione cercata.

Dalla prima tabella si ottiene
/(\/253_7962 3I\/2i;r5x)dx—3/\/251_7x2dx2/x1/2d9:2/;(1:17
— Sarcsen © — 312 — 21y |z| + ¢,
5 2
con c¢ costante arbitraria, mentre dalla seconda tabella si ha
/l?wdx: 3/129Cdx /lldx: [§ln(x2+1)+arctg;v - §1n2—|—z.
0 ¥2+4+1 2 Jo 2 +1 0 T2 41 2 o 2 4
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Scritto Voto

Teoria Esercizi

Istruzioni: apporre nome, cognome e numero di matricola su ogni foglio. Prima della consegna indicare
nell’apposito spazio il numero totale di fogli di cui & composto I’elaborato. Svolgere solamente uno tra 10-b)
e 11. Allegare lo svolgimento completo degli esercizi 9, 10 e 11. Non & ammesso ’uso di libri, appunti

e calcolatrici grafiche o programmabili.

Cognome

Nome

Corso di Laurea ’ VIT‘ ’ STAL ‘

Matricola

Vecchio ordinamento

n. fogli allegati

Se limy_yz, f(z) = 1 e limy_yy, g(z) =

allora limg_, 4, %

[A] -
+oo
c]o

@ non ci sono elementi sufficienti per rispondere

—0Q0,

—

N

Se f ¢ una funzione derivabile due volte in ]a, b
evale f'(z) > 0e f’(x) >0 in ]a, b], allora

f @ decrescente e concava in |a, b]
f & crescente e convessa in |a, b]
f @ decrescente e convessa in |a, b]

@ f & crescente e concava in ]a, b]

L’equazione differenziale 3’ = 3t3y — cos 3t &
un’equazione lineare del primo ordine
un’equazione lineare del secondo ordine
un’equazione non lineare del primo ordine

@ un’equazione non lineare del secondo ordine

Il grafico della funzione f(z) = 5z — 1 + 23

rappresenta

una retta
una parabola
un’iperbole

@ nessuna delle precedenti

il grafico.

Per la funzione f(x) = log, 7 @, scrivere il dominio D, I'immagine Z, e rappresentare qualitativamente

Grafico
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@ Per definizione, una primitiva di una funzione f(z) in [a, b] &:

Enunciare il teorema dei punti critici.

Rappresentare il grafico di una funzione g che verifichi contemporaneamente le seguenti proprieta:

lim g(z) =2 lim g(z) = — lim g(z) = -1 lim g(z) = —o0

T—>—00 z—1— z—1t T—>+00

@ Data la funzione

o x+2
a) determinare il dominio D, b) studiare il segno di g; c¢) calcolare i limiti agli estremi del dominio; d)
determinare gli intervalli in cui la funzione e crescente, quelli in cui & decrescente, e gli eventuali punti di
massimo/minimo relativo; e) determinare gli intervalli in cui la funzione & convessa e quelli in cui & concava;
f) disegnare un grafico approssimativo di g.

Dato il problema di Cauchy

a) dire se la funzione y(t) = log,(3 — 2t) & soluzione del problema,;

b) determinare una soluzione del problema nel caso in cui non lo sia la funzione di cui al punto precedente.

Calcolare i seguenti integrali

4 2 2 1/2 o
/( L WE o ) da. / Szl
3cos?x 3x\/x o V1-—2z?

IMPORTANTE! Risolvere solamente uno tra 10-b) e 11.
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Soluzioni dei quesiti dell’esame del 15 settembre 2011

C; B; A; D; E—@- consultare il libro di testo; in neretto si evidenziano le informazioni

date dai limiti. 11 grafico della funzione & quindi completato a piacere (linea sottile), ad esempio:

@ a) Il dominio & costituito dagli « tali che 2z + 3 # 0 cioe D = R\ {—3/2}. La funzione (razionale) &
ivi continua e derivabile.

b) Poiché il denominatore ¢ sempre positivo nel dominio, la funzione ¢ positiva se e solo se  +2 > 0
cioe x > —2. Si annulla in z = —2.

c¢) Ha senso andare a studiare i limiti a +00 e in —3/2. Si ha

. 1/2 . . 1 1+42/x 1
i 9@) = [m] = +oo, L g(@) = lim (;' @ +3/x)2> - {O' 4] =0
quindi la funzione ammette I’asintoto orizzontale y = 0 a £oo e l'asintoto verticale x = —3/2.

d) La derivata prima &

| )_1-(2x+3)2—(ﬂc+2)2(2x+3)2_(2x+3)—(m+2)4_—(2x+5)
g\ = (22 + 3)* - (22 + 3)3 T (2r 33

Il numeratore ¢ > 0 se e solo se 2z + 5 < 0 ovvero se x < —5/2, il denominatore & positivo se
(2z + 3)3 > 0 ovvero 2z + 3 > 0 cio¢ > —3/2. Si ottiene dunque

<0, sex€]—o00,-5/2[U]—3/2,+],
g (@) =0, sex=-5/2,
>0, sexe|—5/2,-3/2,

percio la funzione & decrescente in | — 0o, —5/2[ e in | — 3/2, +-00[, mentre & crescente in | — 5/2, —3/2].
In £ = —5/2 ammette un minimo assoluto.
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e) La derivata seconda &

2(2¢ +3)° — (20 +5)3(2x +3)*2 22z +3) - (22 +5)6 _ 8(z +3)
(2x + 3)6 B (2z + 3)* (2 +3)4

La derivata seconda ¢ > 0 se e solo se  + 3 > 0 cioe se x > —3, quindi

9" (x) = —

<0, sex€]—o00,-3
g'(x)¢ =0, sex=-3,
>0, sex€]—3,-3/2[U]—3/2,4],

percio la funzione & concava in | — oo, —3[, mentre & convessa in | — 3,—3/2[ e in | — 3/2,4+00[. In
r = —3 ammette un punto di flesso.

a) Si ha ¢/(t) = 10g22t (—2) e sostituendo si ottiene I’equazione

—2logy e 2108206-20(3¢2 — 1) (3 —2¢)(3t> — 1)

3—2 t t

che non ¢ identicamente soddisfatta (ad esempio, per t = 1 si ha —2log, e # 2). La funzione non &
dunque soluzione. La funzione soddisfa invece la seconda condizione, essendo y(1) = 0.

b) Scrivendo y' = % e utilizzando il metodo di separazione delle variabili si ha
1 32 —1
—dy = dt
o VT T

e integrando (utilizzando le tabelle)

t2
/Q’ydy:/(?)tff)dt — —2-’/*377111|t|+c

dove c e la generica costante d’integrazione. Si osservi che essendo ty = 1 si puo supporre che ¢t > 0
dunque |t| = ¢. Si ottiene quindi

3t2 3t2

Q*y:—7+1n|t|—c — yz—log2<lnt—7—c).
Imponendo la condizione y(1) = 0 (nella prima delle due equazioni qui sopra) si ha
3
1= _5 —C,

da cui si ricava ¢ = —5/2. La soluzione & quindi

y(t) = —log, (5 +lInt— %)

Alternativamente, si poteva utilizzare direttamente la formula risolutiva per le equazioni a variabili
separabili (insieme alla formula fondamentale del calcolo integrale)

Y —z K 1 —z1Y 382 '
/02 dz:/1<3sfg>ds — [72 ]0[2lns]1

3t2 3
= 1-2Y="" _Int—=
2 2

che risolta rispetto a y fornisce la soluzione cercata.

Dalla prima tabella si ottiene

4 2\/5—332 _4 1/2
/(30052x+ 3x\/x )dx—g/cosz / ety /az o

4
:ftgx+§ln\x|+§x3/2+c,

3
con c costante arbitraria, mentre dalla seconda tabella si ha
1/2 g, _ 12 g, 1/2 1

—dx
0 \/l—sr2 \/1—332 o V1—z2
1/2 1 5
= [— 5v1—a?— arcsenx}o = —5y/1—(1/2)? +5—arcsen§ = 5(2 —V3) - T



