UNIVERSITA DEGLI STUDI DI PADOVA

DIPARTIMENTO DI MATEMATICA
PURA ED APPLICATA

Andrea Marson

Note introduttive alle

leggi di conservazione

Maggio 2003






Prefazione

Queste note contengono gli argomenti svolti dell’autore in alcune ore di lezione per il
corso di Equazione Differenziali - Modulo B tenuto presso I'Universita degli Studi di Padova
per il Corso di Laurea in Matematica nell’anno accademico 2002/2003. Essendo “note
introduttive” non vogliono essere esaustive dell’argomento, ma dare un’idea di come ¢ nata
e si e sviluppata la teoria sulle leggi di conservazione iperboliche in una variabile spaziale. Per
questo, e considerato anche il pubblico a cui erano rivolte le lezioni, da una parte si e scelto di
semplificare la trattazione studiando solo equazioni scalari, dall’altra si e cercato di mettere
in evidenza tecniche che possono essere poi estese a sistemi di equazioni, quale il metodo di
wave front tracking, e si sono trascurati alcuni aspetti, quale ad esempio la formula di Lax [6].
Inoltre, nelle dimostrazioni si e preferito introdurre alcune ipotesi semplificative per non
appesantire troppo l'esposizione con dettagli tecnici. Per una trattazione piu approfondita
e completa, si rimanda ai testi di Alberto Bressan [2] e Constantine M. Dafermos [4] citati
in biliografia.

Suggerimenti e segnalazioni di errori sono benvenuti e possono essere spediti all’autore
all’indirizzo di posta elettronica marson@math.unipd.it.

Notazioni
In queste note useremo le seguenti notazioni:
- dati due elementi a = (aq,...,a,) e b = (by,...,b,) di R, con <a, b> indichiamo il

prodotto scalare tra a e b, cioe

<a,b>:al-bl—i—ag-b2+~-~+an-bn:Zai~bi;
=1

- con t € [0,4o00[ indicheremo sempre la variabile temporale, mentre z,zq,xs,... in-
dicheranno sempre variabili spaziali (e dunque reali);

- data una funzione ¢ a valori reali e definita in un aperto 2 di R”, indicheremo con
supp ¢ il suo supporto, cioe la chiusura del complementare dell’insieme dove ¢ si
annulla; inoltre, indicheremo con C!(€) l'insieme di tutte le funzioni ¢ : Q — R di
classe C' con supporto compatto;
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- per indicare una derivata parziale di una funzione u rispetto ad una variabile y, useremo
indifferentemente i simboli u,, oppure d,u, a seconda della convenienza; per esempio 1,
e Oyu indicano entrambe una derivata parziale prima rispetto alla variabile temporale
t, mentre 9 indica una derivata parziale seconda fatta rispetto alla variabile x;

- il simbolo Du sara usato per il gradiente della funzione u fatto rispetto alle variabili
spaziali; quindi, se u e funzione delle variabili t > 0 e z = (z1,...,2,) € R", u =
u(x,t), si ha

Du(x,t) = (&Elu(:c, t),..., 0 u(x, t)) :

Inoltre diremo che una certa proprieta P(z) vale per q.o. (quasi ogni) x € Z C R"™, se
esiste un insieme A/ C 7 di misura di Lebesgue nulla tale che P(z) & vera per ogni z non
appartenente a N
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Capitolo 1

Equazioni di evoluzione

1.1 Introduzione

In queste note e esposta la teoria riguardante la legge di conservazione scalare in una

variabile spaziale
du(w,t) + 0, F(u(z,t)) =0,  x€R,

dove F' e funzione nota. Equazioni di questo tipo compaiono in fluidodinamica quando si
studiano fluidi comprimibili (equazione di conservazione della massa), o in modelli di traffico.
Come introduzione a questa, c¢i occuperemo anche dell’equazione di trasporto

Ou(z, t) + <g(:(:,t), Du(x,t)> = f(x,1),

dove <-, > indica il prodotto scalare in R™. Tale equazione si usa, per esempio, per descrivere
il moto di un inquinante in sospensione in un altro liquido. In questo contesto, z € R3, u
e la densita dell'inquinante, g(x,t) la velocita con cui si muove la sostanza inquinante nel
punto x all’istante ¢ e f rappresenta la produzione di inquinamento per unita di tempo nel
punto x.

Una legge di conservazione e una particolare equazione alle derivate parziali di tipo
evolutivo. Tali equazioni descrivono processi non stazionari, che cioe evolvono nel tempo,
e quindi la variabile temporale ¢ compare esplicitamente o implicitamente, qualora siano
presenti derivate rispetto a ¢t di una o piu funzioni incognite.

Diamo alcuni esempi di fenomeni legati alla fisica e all'ingegneria descritti da equazioni
o sistemi di equazioni alle derivate parziali di tipo evolutivo.

Singole equazioni

1. L’equazione del telegrafo.

Sia u = wu(x,t), * € R, lintensita di un segnale elettromagnetico che si propaga
lungo un cavo. Siano «, (3 e v costanti caratteristiche del cavo legate alla resistenza,
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induttanza, capacita e conduttanza. Allora u obbedisce all’equazione

O2u = adfu + BOu + yu.

2. L’atomo di idrogeno.

E lequazione di un elettrone che si muove attorno ad un protone. Sia m la massa
dell’elettrone, e la sua carica elettrica, h la costante di Planck divisa per 27. Il moto
dell’elettrone & governato dalla “funzione d’onda” u = w(zy,x2,x3,t) che obbedisce
all’equazione di Schrodinger

2 62

—ihdwu = ;—mAu + U,
dove i & I'unitd immaginaria, r = (22 + 23 +23)"/2 e A = 92 + 9?2, + 02, ¢ il laplaciano.
3. L’equazione di conservazione della massa
Op+div(p-v)=0,

che compare nella fluidodinamica. In questo caso p = p(z,t) € R ¢ la densita di fluido
nel punto z all'istante ¢, v = v(z,¢) € R?® ¢ il campo di velocita e divw = >, 0, w; &
la divergenza di un campo vettoriale w fatta rispetto alle variabili spaziali.

Sistemi di equazioni

1. Le equazioni della fuidodinamica.

Il moto di un fluido incomprimibile e regolato dalle equazione di Navier—Stokes

divv =0
{&v —pAv+ (v -D)v+p 'Dp=",.
Qui v € R? ¢ il campo di velocita, divv ¢ la divergenza di v fatta rispetto alle variabili
spaziali, p € R e la pressione e f, sono le forze esterne agenti sul fluido.
2. Le equazioni della gas dinamica

Il comportamento di un gas e descritto dalle equazioni di Eulero, che in una variabile
spaziale si scrivono

v — Oyu =10
U2
O (64—?) +0y(u-p)=0.

In questo caso v = v(z,t) & il volume specifico nel punto = all’istante ¢, u = u(x, t) la
velocita della particella di gas che all’istante ¢ si trova nel punto z, e I’energia interna
e p = p(e,v) la pressione.
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3. Modelli di traffico congestionato

Supponiamo di essere in un tratto di autostrada dove non ci siano entrate e uscite.
Indichiamo con p la densita delle auto (es.: numero di auto per chilometro). Inoltre,
sia ¢ un paramentro ausiliario legato alla velocita v = v(p, q) delle auto dalla relazione

v(p,q) = (%—%M) q,

dove pys € la massima densita consentita. Indicata inoltre con ¢, una costante carat-
teristica della strada in considerazione, il modello si scrive

{8tp+ Ox(p-v)=0

(1.2)
O +0:l(q — ¢.) -] =0,

4. Modelli di transizione di fase.

Supponiamo di avere un materiale che occupa un aperto limitato Q di R? e che stia
subendo una transizione di fase (es. liquido—solido) per mezzo di un processo di raf-
freddamento o riscaldamento. Le equazioni di evoluzione che descrivono il processo
fisico coinvolgono la temperatura assoluta ¥ = ¥(x1, z2, x3,t) e una variabile di fase
X = X(x1, z9, x3,1) utile per distinguere una fase dall’altra (per esempio, puo essere la
percentuale di liquido presente nel materiale in considerazione). Se tutto il processo
si svolge nell'intervallo temporale [0, T, allora in ]0, T'[x €2 devono essere soddisfatte le
equazioni
8:(9 + (X)) — A =g
N(X) X (X)

U VA

dove A indica il laplaciano, A\, (3, o sono funzioni caratteristiche del materiale, g € un
termine di sorgente e 1. € la temperatura critica a cui avviene la transizione di fase.

OX — AX + B(X) +0'(X) =

1.2 Preliminari matematici

In questo paragrafo eununceremo alcuni lemmi tecnici che ci saranno utili in seguito, e
richiameremo le proprieta principali delle funzioni a variazione totale limitata.

Teorema 1.1 (di Rademacher) Sia ¢ : R" — R™ localmente lipschitziana. Allora ¢ é
differenziabile quasi ovunque.

Per una dimostrazione del teorema di Rademacher si veda [2, Teorema 2.8].
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Lemma 1.1 Sia 2 C R" aperto e p : Q — R funzione lipschitziana a supporto compatto.
Allora esiste una successione di funzioni {¢,},en C CL(Q) tale che

Dy, — Dy inLYQ). (1.3)
Inoltre, se o > 0, la successione {gpy}yeN puo essere scelta in modo che v, > 0 per ogni v.

Dim. Osserviamo innanzitutto che Dy esiste q.o. in €2 per il teorema di Rademacher, ed
inoltre appartiene a L'(2) perché appartiene ad L.>°(f2), essendo limitati i rapporti incre-
mentali di ¢, e ¢ & a supporto compatto. Sia ' C Q un aperto a chiusura compatta in
2 contenente il supporto di ¢ e sia r la distanza della chiusura di 2’ dalla frontiera di €.
Prolunghiamo ¢ su R" \ Q ponendo ¢(z) = 0. Sia ¢ : R* — R funzione di C}(R™), non
negativa, con supp ¢ contenuto nella palla B(0;r/2) centrata nell’origine e di raggio r/2 e
tale che
Y(x) de =1.

R

Definiamo
Uy (x) =2"9(2"z), xeR", veN.

Notiamo che per ogni v la funzione 1, & di classe C! e a supporto compatto contenuto in
B(0;2777'r) e che

Y (z) de = [ (x)dr=1
R™ R™

Definiamo la successione {gol,},,eN come

o) = pxtf@) = [ -y vy, seR”

e osserviamo che, poiché

supp ¢, C supp ¢ + supp ¥, ,

il supporto di ¢, € compatto e, grazie alla scelta di r, € contenuto in €2. Inoltre ¢, € di classe
C! grazie alla regolarita di ¢, e, se ¢ > 0, anche ¢, > 0. Per le proprieta della convoluzione
(si veda, per esempio [7, Capitolo 8]), si ha

a’vi@l/(z) = a:ci()p * QZJV(:L')

per ogni z € R" e vale
Oz Py — O, p in L (R"),

per ogni i = 1,...,n, da cui (1.3). O
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Lemma 1.2 Sian: R — R funzione convessa. Allora per ogni intervallo [a,b] C R esiste
una successione {n,},en C C°(R) di funzioni affini a tratti che converge uniformemente a
n in [a,b]. Inoltre, indicata con (a)™ = max{a,0}, a € R, la funzione parte positiva, 1,
ammette una rappresentazione del tipo

Y a=1u; < <U, <Uy1 =0,
L(u) =n(u) Feolu—u) + > ci(u—u)t, , 1.4
) =) + o) + Peu—wy®, TRT T
Dim. Per ogni v € N siano uy, ..., u,1; € [a,b] tali che
b—a
CL:U1<U2<"'<U,,<U,,+1:Z), U1 — Uy = . (15)
v

Sia ¢g =1’ (a) — 1, dove n’_(a) ¢ la derivata sinistra di 7 in a, che sappiamo esistere essendo
1 convessa. Poniamo

n(uz) — n(uy)

0 =—"——"—0
Ug — Ut
Gy = n(us) —n(uz) (¢ + o) = n(us) —n(uz)  n(uz) —nlu) |
Uz — Uo Uz — Ug Ug — U1
o = N(uive) — n(ui1) S = N(uit2) = n(uir1) — nuiv) — n(w)
' Uit — Uiy <i ! Ui — Uip1 Ui41 — Uy ’
1=2,...,v—1,
dacui¢; > 0peri=1,...,v, sempre grazie alla convessita di n. Definiamo 7, come in (1.4)
e osserviamo che (vedi figura 1.1)
U; — U;
() = ) + T ZI0) y e fuual,

U1 — Uy

E evidente che 7, e funzione continua. Inoltre, poiché 7, essendo convessa, ¢ funzione
lipschitziana in [a, b], se u € [u;, u;41] vale

}%(U) - ﬁ(u)} = ‘ﬁ(uz) + n(u;iz : quz) (u—u;) —n(u)
oo iz

S 2L|U—Uz|, )

dove L ¢ la costante di Lipschitz di n in [a,b], da cui, per (1.5), si deduce che 1, — n
uniformemente in [a, b]. O
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U =a U9 U3 Uy us=>5b U

Figura 1.1: Le approssimanti 7, in (1.4)

Osservazione 1.1 Si noti che la successione {77,,},,61\] ¢ tale che

m,(u) —n'(u)  perqo. u€[ab].

Infatti, ' esiste q.o. in [a, b] essendo 1 convessa su R e quindi lipschiziana in [a, b], mentre
n, € derivabile in [a, b] esclusi al piu i punti uq, ..., u,4;. Sia allora

N = U {ur,...,ups1} U{u € [a,b] : n non & derivabile in u} .

E evidente che N ha misura di Lebesgue nulla. Inoltre, fissato u € N e v € N tale che
u; < u < u;41, grazie alla convessita di 7, si ha

Y

e S T e s T

da cui si ottiene 1’asserto facendo tendere v — +o00.

1.2.1 Funzioni BV

Durante la trattazione del problema di Cauchy per una legge di conservazione scalare,
useremo funzioni a variazione totale limitata e loro proprieta, che nel seguito richiami-
amo. Per una trattazione piu approfondita e una dimostrazione dei risultati, rimandiamo ai
capitoli introduttivi del testo di A. Bressan [2] o ad un libro di analisi reale, per esempio [7].

Definizione 1.1 Sia 7 C R intervallo. Una funzione v : Z — R" si dice a variazione totale
limitata se

N
Tot.Var.(u) = sup {Z lu(z;) —u(ziq)| 2 €L, xo <11 < :cN} < 400. (1.6)
i=1
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La quantita Tot.Var.(u) si dice variazione totale della funzione u. L’insieme delle funzioni
a valori in R™ a variazione totale limitata su Z verra indicato con BV (Z;R") (dove BV sta
per “Bounded Variation”)

Esempi di funzioni a variazione totale limitata sono le funzioni monotone limitate. Inoltre
se u:Z — R, Z C R intervallo, & funzione C! al di fuori di un numero finito di punti di salto
Z1,...,%,, ed esistono finiti i limiti sinistro u(x;—) e destro u(z;+) di w in ciascun punto
xj, allora si puo dimostrare che

Tot.Var.(u) = Z lu(xj+) — u(z;—)| + /I |u/(t)] dt,

dove v’ ¢ la derivata di u al di fuori dei punti di salto.
Le funzioni a variazione totale limitata su un intervallo Z godono delle seguenti proprieta

1. sono limitate;

2. hanno limiti destro e sinistro finiti in ogni punto di Z; se in particolare Z = R, allora
esistono finiti anche i limiti a —oo e a +00;
3. hanno una quantita al piu numerabile di punti di discontinuita.

La dimostrazione del lemma che segue ¢ diretta conseguenza del teorema di densita in
L' (Z; R™) delle funzioni che sono combinazioni lineari di funzioni caratteristiche di intervalli.

Lemma 1.3 BV(Z;R") NLY(Z;R") ¢ denso in L'(Z;R").
Inoltre vale il seguente lemma di approssimazione, la cui dimostrazione si puo trovare in [2,
Lemma 2.2].

Lemma 1.4 Sia u € BV(Z;R"). Allora per ogni € > 0 esiste v € BV(Z;R™) costante a
tratti tale che
Tot.Var.(v) < Tot.Var.(u) e lu —v]|e < €.

Se poi vale anche u € L*(R) allora é possibile scegliere v in modo che
lu—wvl|; <e.
Inoltre, vale il seguente teorema di compattezza (vedi [2, Teorema 2.3] per la dimostrazione).

Teorema 1.2 (Helly) Sia data una successione di funzioni {“V}ueN C BV(R;R"™) tale
che esistono delle costanti positive C' e M per cui valga

Tot.Var.(u,) < C, |uy|loo <M  per ogniv. (1.7)
Allora esiste una funzione u : R — R" e una sottosuccessione {uyk}keN tali che
lim w,, (z) = u(x) per ogni v € R, (1.8)

k—+o0
Tot.Var.(u) < C', ||lullec < M. (1.9)
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Dal teorema di Helly, segue questo altro teorema di compattezza in L}, (vedi [2, Teorema 2.4]
per la dimostrazione).

Teorema 1.3 Sia data una successione di funzions {u,,}yeN definite in R x [0, +o0o[ a valori
in R™ tali che esistono delle costanti positive C, L, e M per cui valgano

Tot.Var.(u,(-,1)) < C, |uy|lew <M  perogniveNet >0, (1.10)

+oo
/ luy(z,t) — u,(z, s)| de < L|t — s| per ogniv € Net,s > 0. (1.11)

[e.e]

convergente in 1L, (R x [0, 4+o00[;R™) ad una

Allora esiste una sottosuccessione {u,, loc

funzione u che soddisfa

ren

+oo
/ lu(x,t) —u(z, s)| de < L|t — s| per ogni t,s > 0. (1.12)

e e}

Inoltre, a meno di insiemi di misura nulla, u coincide con una funzione continua a destra @
che soddisfa
Tot.Var.(u(-,t)) < C  per ogni t, U)o < M. (1.13)

1.3 Equazione di trasporto

1.3.1 1l problema omogeneo

Consideriamo il problema di Cauchy in R™ per I'’equazione di trasporto omogenea

Ou(z,t) + (g(z,t), Du(z,t)) =0 in R™x]0, +o00] (1.14)
u(,0) = uo(z), ‘
dove <-, > indica il prodotto scalare in R", uy € C'(R") e g : R X [0, +00[— R" ¢ funzione
di classe C!, in entrambe le variabili, lipschitziana in = su ogni sottoinsieme del tipo R™ x K,
con K C [0,+oo[ compatto. Supponiamo che u : R™ x [0,400[— R sia una funzione di
classe C' che soddisfa (1.14). Cerchiamo di calcolarne una forma esplicita, cio¢ calcoliamo
u(zx,t) per x e t fissati. Denotiamo con £(+; z,t) la soluzione del problema di Cauchy

() ==z,
che sappiamo esistere unica e definita su tutto l'intervallo [0, +oo[ grazie alle ipotesi fatte

su g. Sia
z2(s) = u(l(s;x,t),s) = z(t) =u(x,t).
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Osserviamo che

£(s) = ul€(s:7.1),) = (DuEls: 2,), 5),Els; 2.1)) + Dou(€ls:,), 5

= <Du(§(s; x,t),),9(&(s; x, 1), s)> + Osu(&(s; 2, 1), 8)
-0,

(1.16)

da cui si deduce che z(-) € una funzione costante su [0, +o00[. Quindi 2(¢) = 2(0) da cui
u(z, ) = up(€(0; 2. ) (1.17)

Si ottiene che, se u & soluzione di classe C! di (1.14), allora necessariamente deve verificare
(1.17). Si osservi che, dire che la funzione z(-) di cui sopra € costante su [0, t] equivale a dire
che u & costante lungo le soluzioni dell’equazione differenziale ordinaria & = g(&,1).

Notiamo ora che u(x,t) = uo(£(0;2,t)) ¢ in effetti (I'unica) soluzione di (1.14). Infatti,
se u verifica (1.17), allora

1. u & di classe C! perché composizione di funzioni di classe C*;
2. u(z,0) = up(z) banalmente;

3. se s € [0,¢] si ha
u(f(s; IL‘,t), S) = Uo(f(o; Z, t)) )

e quindi da (1.16) con s = t si ottiene che u soddisfa ’equazione differenziale in (1.14).
Quindi (1.14) ha un’unica soluzione e questa ¢ data da (1.17).
Osservazione 1.2 Fissato un punto z € R, se ug(z) = u, (1.17) afferma che
u(&(t;2,0) =u.

Questo significa che nel tempo ogni punto del profilo del dato iniziale viene spostato con
velocita data da g (vedi figura 1.2).

Esempio 1.1 Prendiamo in (1.14) ¢ costantemente uguale ad un elemento b € R",
cosicché (1.14) diventa
dyu+ (b, Du) = 0. (1.18)

Con le notazioni di prima, £(s;x,t) = x + (s — t)b, da cui
u(z,t) = uog(x — tb),

e quindi la dinamica descritta dall’equazione (1.18) prevede che il dato iniziale venga
traslato con velocita costante b.
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At \u

"z "

Figura 1.2: L’osservazione 1.2

1.3.2 1l problema non omogeneo

Prendiamo ora in considerazione il problema non omogeneo, e quindi il problema di
Cauchy

{8tu(x,t) +(g(x,t), Du(z,1)) = f(z,1) in R"x]0, +-o0] (1.19)

u(zx,0) = ug(x),

dove ug e g soddisfano le stesse ipotesi del paragrafo precedente, mentre f : R" x [0, 400[— R
la supponiamo continua in entrambe le variabili. Supponiamo che u risolva (1.19) e, come
al paragrafo precendente, cerchiamo di calcolare esplicitamente u(x,t). Se £(-; x,t) soddisfa
(1.15), allora z(s) = u({(s; x,t), s) soddisfa

2(s) = f(&(s;w,t),8),  2(0) = uo(§(0; 2, 1)),
da cui

u(z,t) = uo(£(0; 2, 1)) +/0 f&(s;z,t),s) ds. (1.20)

D’altra parte, se definiamo u come in (1.20), allora ¢ di classe C!, soddisfa u(x,0) = ug(z)
ed inoltre

Tull(s;w1),5) = (5w, 8), 9)

per ogni s € [0,t], e quindi, procedendo come nel paragrafo precedente, si ottiene che u &
soluzione di (1.19). Dunque (1.19) ammette un’unica soluzione e questa ¢ data da (1.20).

Esempio 1.2 Riprendiamo ’esempio 1.1, e risolviamo (1.19) con g costantemente uguale
ad un elemento b € R™. Poiché {(s;x,t) = x + (s — t)b, da (1.20) si ottiene

u(z,t) = ug(x — tb) +/0 flz+ (s—1t)b,s) ds.



Capitolo 2

Leggi di conservazione scalari

2.1 Introduzione

Ci occupiamo del problema di Cauchy per una legge di conservazione in una variabile
spaziale

up + F(u), =0 in Rx]0, +o0] (2.1)
u(z,0) = ug(x) reR. (2.2)
In questo contesto, F' & funzione definita in un intervallo di R, a valori reali, localmente lip-
schitziana, salvo diverse specificazioni, spesso detta funzione flusso o semplicemente flusso.

Per capire come risolvere (2.1)-(2.2) partiamo da un esempio. Consideriamo il problema di
Cauchy per I'equazione di Burgers

u2
(2,0) = — (2.4)
u(x, =112 )

e cerchiamo di risolverlo usando le caratteristiche. Per farlo, scriviamo (2.3) come
Ou+u-0yu=20.
Si ottiene il sistema di equazioni differenziali ordinarie

£(t) = 2(t)
) =0

)

dove z(t) = u(x(t),t). Con i dati iniziali
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si ottiene

t 1
=a+—— t) = ——
da cui
PN B (2.5)
ulet ot =152 :

Si osservi che la funzione x — x + (t/1 + x*) ¢ iniettiva se e solo se t < T = 8//27 . Infatti

d (14 2?)? 8

— >0 WV & t < mi =

dx [x 1 + x2] v =0 2 V27’

e quindi per ¢t > T' la funzione ha derivata prima che cambia di segno. Questo significa che
per t > T le caratteristiche si incontrano in qualche punto e dunque il problema (2.3)-(2.4)
non ha pilt una soluzione di classe C!, pur avendo una funzione flusso e un dato iniziale di
classe C*. Se si osserva come evolve la soluzione (2.5) di (2.3)-(2.4), si vede che

lim inf u,(z,t) = —oc0,
t—T—

cioe si presenta una catastrofe del gradiente (vedi figura 2.1). Infatti, da (2.5) si ricava

Ay

F'(u)=u
=
. \
u(-,0) I
P N
A \
// \U(',t)
// \
/// \\\~

d PN PRI DS (S 2

—ulrx+-——7 =Up | T+ ——, Oz | = -

dx 1+ 2% 14 22 14 22 (1 + 22)2
Inoltre si ha

t
Oy {x+1+x2}

2xt

—(1- 7) —0.
t=8//27,2=1//3 ( (1 + ZL’2>2 t=8//27,2=1//3
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Allora, posto Z = 1/4/3, si ottiene

Uy <x+L t) :—L-<1—L)_l—>—oo per t — (8/v27)~.

1+ 22 (1+22)? (1+22)?

In pratica, la dinamica descritta dall’equazione (2.3) forza ciascun punto del profilo del dato
iniziale a muoversi con velocita F'(u) = u (vedi figura 2.1). Cosi il punto (0,1) del piano
(x,u) viene spostato con velocita costante 1, mentre, ad esempio, il punto (1,1/2) viene
spostato con velocita 1/2 < 1, e dunque si muove piu lentamente.

Bisogna quindi prevedere che ad un certo istante la soluzione di un’equazione del tipo
(2.1) sviluppi delle discontinuita, anche partendo da un dato iniziale molto regolare. Questo
problema della nascita di discontinuita in una soluzione di (2.1)-(2.2) & un problema reale.
A titolo di esempio, si consideri il modello di traffico (1.2). La formazione di una coda
corrisponde alla nascita di una discontinuita nella soluzione di (1.2): si passa da uno stato a
bassa densita ad uno a densita massima py;, per cui la componente p della soluzione risulta
discontinua.

Per tentare di risolvere (2.1)-(2.2) per ogni ¢ > 0 occorre dunque cercare una nuova
definizione di soluzione. Tale nuova definizione deve soddisfare due requisiti

1. che siano ammesse soluzioni che possano anche essere discontinue;

2. che, in ogni caso, il problema (2.1)-(2.2) sia ben posto, cioe che la soluzione esista e
sia unica.

I prossimi paragrafi saranno dedicati alla ricerca di una nuova definizione di soluzione. La
dimostrazione di un teorema di esistenza di una tale soluzione sara invece argomento del
Capitolo 3. Tale dimostrazione sara costruttiva, cioe si dara un metodo esplicito (e, volendo,
implementabile in un calcolatore) per costruire una soluzione di (2.1)-(2.2).

Diamo ora alcune definizioni che ci saranno utili in seguito

Definizione 2.1 Una curva C' C R x [0, 400] si dice di tipo tempo se & parametrizzabile
da una funzione t — (s(t),t) definita su un intervallo Z C R=%. Si dice inoltre di classe C*
a tratti se la funzione s(-) ¢ lipschitziana ed esistono t; <ty < --- < t, € R>° per cui nei
sottointervalli |¢;,t;,1[C Z la funzione s(-) & di classe C'.

Esempi di curve tipo tempo di classe C! a tratti sono le poligonali con lati non paralleli
all’asse x (vedi figura 2.2). Nel seguito di queste note faremo anche uso delle nozioni di
funzione C* a pezzi e funzione costante a pezzi.

Definizione 2.2 Una funzione u : R x [0, +0o[— R si dice C! a pezzi se esiste un numero
finito di curve lipschitziane I'y, ..., 'y tali che R x [0, +oo[\ U; I'; ha un numero finito di
componente connesse su ciascuna delle quali u ¢ di classe C!, uniformemente continua con
la sue derivate.
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t

Figura 2.2: Curve tipo tempo di classe C! a tratti

Definizione 2.3 Una funzione u : R x [0, +oo[— R si dice costante a pezzi se esiste un
numero finito di curve lipschitziane I'y, ..., 'y tali che R x [0, 400[\ U; I'; ha un numero
finito di componente connesse su ciascuna delle quali v & costante.

Si osservi che una funzione costante a pezzi (vedi figura 2.3 per un esempio) e in particolare
C! a pezzi.

2.2 Soluzioni deboli

Per ottenere una nuova definizione di soluzione, partiamo da una soluzione “classica’
u di (2.1), cio¢ una funzione u € C'(Rx]0,+oc[) che verifichi (2.1) in ogni punto (x,t) di
R x]0, +00[, e cerchiamo una qualche proprieta verificata da u, che pero non richieda a priori
le stesse proprieta di regolarita di cui u gode. L’idea e di moltiplicare (2.1) per una funzione
molto regolare ¢ (detta “funzione test”) e poi di integrare per parti “trasferendo” le derivate
da u a . Fissiamo allora ¢ € C}(Rx]0, +00[). Supponendo in questo contesto F di classe
C!, e procedendo come esposto, si ottiene

+o00 p+00
0= / / {ug+ F(u), b dadt
0 —00
+oo

. (2.6)
— _/0 i {uapt + F(u)gpx} dzdt ,

che vale qualsiasi sia la funzione ¢ fissata con la regolarita richiesta. Inoltre, se I'integrale
nell’ultima riga & nullo per ogni ¢ € C(Rx]0, 400]), e u & di classe C!, allora necessariamente
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Iy

I's

Figura 2.3: Funzione costante a pezzi

u deve verificare (2.1). Infatti, se cosi non fosse esisterebbe un punto (z,t) € Rx]0, 00|
dove (2.1) non & verificata. Per fissare le idee supponiamo che sia

Ou(z,t) + 0, F (u(z,t)) > 0. (2.7)

Data la regolarita delle funzioni coinvolte esiste una palla B C Rx]0, +o0o] centrata in (Z, t)
tale che

Owu(z,t) + 0, F(u(x,t)) >0  V(x,t) € B. (2.8)

Prendiamo ora una funzione ¢ di classe C!, positiva e non nulla, il cui supporto sia contenuto
in B. Allora

0< //B {uy+ F(u), p dadt = /0+00/_:0 {ug+ F(u), b dadt
— /0+00/_:0 {up + F(u)p, } dedt,

e dunque (2.6) non ¢ verificata. Quindi, almeno per soluzioni classiche, & equivalente dire che
u verifica (2.1) o che u verifica (2.6) per ogni ¢ € C}(Rx]0, +oo[). Quanto scritto nell’ultima
riga di (2.6) ha pero senso anche per funzioni u non necessariamente derivabili, anzi anche
per funzioni discontinue. E dunque lecito dare la seguente definizione.

(2.9)

Definizione 2.4 Una funzione u € L*(R x [0, +00[) si dice soluzione debole di (2.1) se
vale

/+oo/+°° {up, + F(u)p, } dvdt =0 Vo € CHRx]0, +ool) . (2.10)
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La stessa funzione & soluzione debole di (2.1)-(2.2) se & soluzione debole di (2.1), soddisfa
(2.2) per q.o. z € R ed inoltre u € C°([0, +o0[; L, .(R)).

loc

2.2.1 Le condizioni di Rankine-Hugoniot

In questo paragrafo ricaveremo delle condizioni affinché una funzione di classe C! al di
fuori di un numero finito di curve regolari sia soluzione debole di (2.1).

Teorema 2.1 Sia u : Rx]0, +oo[— R funzione di classe C' a pezzi, con discontinuita lungo
un numero finito di curve di classe Ct a tratti tipo tempo I'y, ..., Ty. Allora u ¢é soluzione
debole di (2.1) nel senso della definizione 2.4 se e solo se valgono

1. w soddisfa l’equazione (2.1) in senso classico al di fuori delle curve I';, cioé vale

Owu(z,t) + 0. F(u(x,t)), =0 per q.o. (x,t): (z,t) €Ly, j=1,...,N; (2.11)

2. set — (s(t),t) € la parametrizzazione di una delle curve I'; per qualche fissato
jgeA{l,....,N}, ety <ty < ...t sono come nella definizione 2.1, allora valgono
le condizioni di Rankine—Hugoniot

Fug(t)) — Fus(t)) = s(t) - [ug(t) — us(t)] Vi£t,, i=1,...,k, (2.12)

dove ug(t) e ug(t) sono rispettivamente il limite sinistro e destro di u(-,t) per x — s(t).
Dim. Per semplicita assumiamo che F sia di classe C!. Siano

Q,...,Q, le componenti connesse di Rx]0,+oo[\ U, T';. (2.13)

Supponiamo che u sia soluzione debole di (2.1) e dunque soddisfi (2.10). Per dimostrare la

prima proprieta, osserviamo che, poiche u ¢ di classe C! in Qj per ogni k = 1,...,m, per
ogni funzione ¢ di C}(£2;,) vale

0= /0+00/_:0 {upr + F(u)p, } dedt = //Qk {upr + F(u)p, } dedt
. //Q [ + F(u),] o dadt,

per il teorema della divergenza applicato al campo vettoriale

(z,t) = (F(u(z,t)e(z,t), u(z,t)e(z,t)), (x,t) € Q.

Argomentando come in (2.7)-(2.9), si ottiene che wu verifica (2.1) in senso classico in €, per
ogni k.
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Figura 2.4: Condizioni di Rankine-Hugoniot

Veniamo ora alla seconda proprieta. Sia 2 un aperto connesso con frontiera regolare,
intersecante solo I' = I'; tra tutte le curve lungo le quali u ¢ discontinua (vedi figura 2.4).
Chiamiamo 2 e {4 rispettivamente le componenti connesse di 2\ I" a sinistra e destra della
curva I'. In formule

Q= {(z,t) €eQ:z<s(t)},

Qi ={(z,t) €Q:a>s(t)}.

Fissiamo una qualunque funzione test ¢ € C!(Q) e utilizziamo questa in (2.10). Si ottiene

(2.14)

“+00 400
0_/ {up + F(u)p, } dadt

// {ugot—l—F )¢x } dxdt+// {upy + Fu)p, } dudt .

Applicando il teorema della divergenza ad entrambi gli integrali e tenuto conto che u soddisfa
'equazione (2.1) puntualmente in Q \ T, si ottiene

//Q {ups + F(u)p,} dedt = — //Q [us + F(u),]p dedt + /F(F(US)’US) Ny df
Z/F<(F(us),us),ns><p de,

e una relazione analoga per l'integrale esteso a €24. Nell’ultima formula, n, indica la normale
esterna a €2, lungo I', u, € il valore del limite sinistro di v in un punto di I" e <-, > indica il
prodotto scalare in R2. Poiché

n, =—ng=n,
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si ottiene

0:/F<(F(us),us),n><p dﬁ—/F<(F(ud),ud),n>g0 dl
_ /F ((F(us) — Fug), s — ug),n)p dl

Date l'arbitrarieta di ¢ e la regolarita di u deve allora valere
((F(ug) = F(ug),us — ug),n) =0 (2.15)

in ogni punto di I'. Poiché
1

m(:l’ 8) )
da (2.15) si ottiene che per ogni ¢ deve valere (2.12). Dunque anche la seconda proprieta
enunciata nella tesi del teorema e vera.

Supponiamo ora che u soddisfi le proprieta 1 e 2, oltre alle ipotesi di regolarita, e dimo-
striamo che allora & soluzione debole di (2.1) nel senso della definizione 2.4. Fissiamo una
qualunque funzione ¢ € C}(Rx]0, +o00o[). Allora, usando la notazione introdotta in (2.13) e
applicando il teorema della divergenza si ha

/0+°°/_:O {upr + F(u)p, } dadt = 27:: //QJ {up, + F(u)p,} drdt
- 27; //QJ [uy + F(u),] ¢ ddt (2.16)

D3 [P = P = g de.

n—

dove n; ¢ la normale a I'; diretta da sinistra a destra della curva I'; (vedi figura 2.4) e
u? e u’ sono i limiti di u a sinistra e destra di I';. Si osservi che il penultimo integrale
di (2.16) & nullo grazie alla proprieta 1, mentre 1'ultimo ¢ nullo grazie alle condizioni di

Rankine-Hugoniot (2.12). Quindi (2.10) ¢ verificata. O

Le condizioni di Rankine-Hugoniot (2.12) in pratica assegnano la velocita A con cui si
deve muovere un salto (us,uy) in una funzione C' a pezzi u affinché questa sia soluzione
debole di (2.1). Ad esempio, se prendiamo l'equazione di Burgers (2.3), la funzione costante

a pezzi u definita da
] us se T <\
u(x,t) =

Ug se x>\t
¢ soluzione debole se e solo se A soddisfa

_ Ug +Us

(ug/2) — (u2/2) = AMug —us) < A 5
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Nello stesso contesto, ci si riferisce alla coppia (us, uq) come ad uno shock o fronte d’onda,
e a A come alla velocita del fronte d’onda. Quando due fronti d’onda si incontrano, cioe
due linee di discontinuita si intersecano nel piano (z,t), si dice anche che interagiscono. Ad
esempio, si puo verificare facilmente usando il teorema 2.1 che la funzione costante a pezzi
nel senso della definizione 2.3 (vedi figura 2.5)

se x < min{t,2 —t}
u(t,z) =10 set<r<3-2t,0<t<1
—4 se x > max{3 —2t,2 — t}

e soluzione debole dell’equazione di Burgers (2.3). Essa presenta due fronti d’onda per

t U
f =1

_ S

u=2 u=- A=—1:

a N A=-2.

r=1 T =32t : 5

u=0
T u(-,t), t>1 u(-,t), t<1
Figura 2.5: Fronti d’onda
0 < t < 1, e precisamente i fronti (2,0) con velocita A = 1 e (0, —4) con velocita A = —2.

Questi interagiscono all’istante ¢ = 1, dando origine ad un nuovo shock (2, —4) che viaggia
con velocita A = —1.

2.3 Soluzioni entropicamente ammissibili

Le condizioni di Rankine-Hugoniot (2.12) da sole non bastano ad individuare un’unica
soluzione per (2.1)-(2.2), come si evince dal seguente esempio. Consideriamo ’equazione di
Burgers in (2.3) e ad essa associamo il dato iniziale

(z) 0 se <0
ug(x) =
0 1 se x>0
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St
r = —
I 2 _ + 1t
| 2
. i Y= L e caratteristiche
3 3 3 L /,’ / //'///,”/ , ———  discontinuita
w=0 LA
11 1 7’
Figura 2.6: Non unicita della soluzione
Allora, per ogni « € [0, 1] la funzione (vedi figura 2.6)
0 se x<at/2
wz,t)=<a se at/2<x<(a+1)t/2 (2.17)
1 se x> (a+1)t/2

¢ soluzione del problema. Infatti u ¢ costante al di fuori delle rette z = at/2 e x = (a+1)t/2
(e dunque soddisfa (2.1) in senso classico) e lungo tali rette valgono le condizioni di Rankine—
Hugoniot. Ne segue che dobbiamo individuare un criterio per selezionare le discontinuita
che sono “fisicamente” ammissibili da quelle che non lo sono.

Definizione 2.5 Siano dati us, ug, A € R. La funzione U : R x [0, +oo[— R definita da

Ul 1) - Us se v < At (2.18)
x,t) = )
Ug se x>\

si dice soluzione entropica o soluzione entropicamente ammissibile per ’equazione (2.1) se

sono verificate le condizioni di Rankine-Hugoniot e vale la condizione di entropia

F(u*) — F(us) S F(uq) — F(u*)

u* — U o Ug — u*

Vu* = aug+ (1 —a)us, 0 <a <1. (2.19)

Nello stesso contesto, si dice anche che lo shock (ug, ug) € entropico o entropicamente
ammissibile.

Osservazione 2.1 La condizione (2.19) equivale a una condizione di stabilita. Infatti, se
decomponiamo lo shock (us, ug) in due shocks distinti (ugs, u*) e (u*,u4), con u* compreso
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fra us e ug, il primo membro della (2.19) ¢ la velocita di (ugs, u*) data dalle condizioni
di Rankine-Hugoniot, e il secondo membro & 'analoga velocita per (u*,uy). Quindi la
velocita di (ug, u*) € maggiore di quella di (u*, ug), cosicché lo shock piu a sinistra (us, u*)
viaggia piu velocemente di quello piu a destra (u*,uy) (vedi figura 2.7). Facendo evolvere

U t
Uq

Figura 2.7: La condizione (2.19)

la soluzione, i due shocks, una volta che interagiscono, viaggeranno come un’unico fronte

d’onda.

Osservazione 2.2 Notiamo che dalla condizione (2.19), prendendo prima il limite per u*
che tende a u, in entrambi i membri, e poi I'analogo per u* che tende a ug4, € supponendo
F' derivabile, si ottiene la condizione di stabilita di Lax

F(ua) — F(us)

Ug — Us

F'(uy) > > F'(ug) . (2.20)
Tale condizione dice che la velocita con cui si muove lo shock € compresa fra la velocita dello
stato sinistro e quella dello stato destro. Questa condizione ¢ violata dalla soluzione del-
I’equazione di Burgers in (2.17). Nel caso in cui F' sia strettamente convessa, la condizione
(2.20) & verificata come coppia di disuguaglianze strette, e si dimostra essere equivalente
a (2.19) sfruttando la monotonia di F’. Inoltre (2.20) corrisponde ad una condizione

di “caratteristiche entranti” nello shock (vedi figura 2.8), condizione non verificata nella
soluzione data da (2.17) (vedi figura 2.6).

La definizione 2.5 ¢ riferita ad una soluzione di (2.1) molto particolare. Ci serve un risultato
che generalizzi la condizione (2.19) per soluzioni di (2.1) non necessariamente costanti a pezzi
nel senso della definizione 2.3. Prima di enunciarlo, diamo una definizione e dimostriamo
un lemma tecnico.
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t
I\
T =M\t

, ---- caratteristiche

T — shock

Figura 2.8: Caratteristiche entranti

Definizione 2.6 Una coppia di funzioni (n,q) tali che n € C}(R), n ¢ convessa e ¢
localmente lipschitziana con

¢ (u) =1/ (w) - F'(u) (2.21)

per quasi ogni u € R, si dice coppia entropia—flusso di entropia per 1’equazione (2.1).

Notiamo che nella definizione 2.6, (2.21) vale almeno per q.o. u € R, essendo F' localmente
lipschitziana e quindi derivabile q.o. grazie al teorema 1.1 di Rademacher.

Lemma 2.1 Siano ug, ug, A € R. Allora

F(ua) — F(us)

Uqg — Us

A= (2.22)

e vale (2.19) se e solo se per ogni coppia di funzioni entropia—flusso di entropia (n,q) vale

An(ug) — n(us)] > qluq) — q(us) - (2.23)

Dim. Per fissare le idee, assumiamo che us < uy. Supponiamo valga (2.23) per ogni coppia
di funzioni (7, q) come nelle ipotesi del lemma. Allora prendendo in (2.23) prima n(u) = u
e q(u) = F(u) e poi n(u) = —u e q(u) = —F(u), si ottiene

Mug —us) 2 Flug) = Flus),  AMug — us) < Flua) = F(us),

cioe una coppia di disuguaglianze equivalente a (2.22). Dobbiamo allora dimostrare che vale
(2.19). Sia allora dato u* €]us, ug4[. Tenuto conto che vale (2.22), (2.19) equivale a

Mug + us — 2u™) > F(ug) + F(us) — 2F (u”),
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che si puo riscrivere come
AJug—u'| = |us—u*]) > sgn(uqg—u*) [F(uq) — F(u)] —sgn (u, —u*) [F(us) — F(u")] , (2.24)

dove x — sgnz, z € R, ¢ la funzione segno'. Sia {ny}u ey © C'(R) successione di funzioni
convesse tali che n,(u*) = 0 per ogni v e

n,(w) — sgn (w —u*) in L'(us, ug) cosicché  n,(w) — |w —u*| in C([us, ug)) . (2.25)

Per ogni v € N definiamo la funzione ¢, : R — R come

0 (w) = / 1 (s)F'(s) ds (2.26)
Si noti che ¢, (w) = n,(w) - F'(w) per ogni q.o. w € R ed inoltre
g (w) — sgn (w — u*)[F(w) — F(u")] in C*([us, ug)). (2.27)
Allora per (2.23) vale

A[nu(ucﬂ - nu(us)] Z QV(ud) - QV(US> ) Vv e N7

da cui, passando al limite per v — 400, si ottiene (2.24).
Supponiamo ora che valgano (2.22) e (2.19) e fissiamo 7 e ¢ come nelle ipotesi del lemma.
Allora, per ogni u* €|ug, ug[ vale

Aug — u*] > F(ug) — F(u*), (2.28)
Infatti, poiché us < u* < ug4, da (2.19) si ottiene
WF (ug) — ugF(us) — u* Fug) > usF(u*) — usF(ug) — ugF(u*),

da cui (2.28) aggiungendo ugF'(ug) ad ambo i membri. Sia {ny}ueN successione di funzioni
affini a tratti, di cui al lemma 1.2, convergente uniformente a 1 nellintervallo [us, u4] €
rappresentata come in (1.4) con @ = us e b = uy. Sia {q,,}y o Successione definita da

q(u) = q(us) + / 1, (w)F' (w) dw .
Si noti che

g0 (u) = q(u)] =

/ [ (1) — 7/ (w)] F" (a0) dw' < / | (w) — ()| | F'(w)] duo,

Us

'Ricordiamo che la funzione segno ¢ definita da sgnx = x/|z| se z # 0, e sgn0 = 0.
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da cui, grazie all’osservazione 1.1 e usando il teorema della convergenza dominata, si ottiene
che ¢, converge a ¢ uniformemente in [ug, ug4]. Inoltre, indicando con u +— H(u) la funzione
caratteristica dellintervallo [0, +ool, si ha

() — aufu) = | () F'(w) dw = / Fi(w) dw + Z / H(w — ug) F'(w) dw

= co[F(ug) — F(uy)] + ch F(u)] .

)\[ny(ud) — ny(us)} = ¢ [F( us + Z CiA ud — ;)T — (us — u,)ﬂ

> co[F(ua) — Flu,)] + Z i F(ua) = F(u;)]

= QV(ud) - QV(US) .

da cui si deduce (2.23) passando al limite per v — 400. O

Proposizione 2.1 La funzione U definita da (2.18) é soluzione entropica di (2.1) se e solo
se per ogni coppia di funzioni entropia—flusso di entropia (n,q) vale

/0+OO_+OO {nU)pr+q(U)g, } dadt >0 (2.29)

per ogni funzione @ > 0 di classe C' a supporto compatto in Rx]0, +o0l.

Dim. Grazie al lemma 2.1 dimostrato sopra, non ci resta che dimostrare che (2.29) & equi-
valente ad affermare che (2.23) vale per ogni coppia di funzioni entropia—flusso di entropia
(1, q). Sostituendo in (2.29) ad U la sua espressione in (2.18) si ottiene

/0+°°/_Z {n(us)er + q(us)p, } dudt + /0+°Z:w {n(ua)er + qlua)p, } dedt >0,

da cui

+00 At 400
0 —00 At

>- [ ” {q<us> / ; o o+ alu) [ :w 20 d:c} at. (2:30)
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Supponiamo, per fissare le idee, che sia A > 0. Allora, cambiando 'ordine di integrazione nei
primi due integrali e tenendo conto che ¢ & a supporto compatto in Rx]0, 00|, si ottiene
al primo membro

/O ww(x,x/k) dx [n(ug) — nlus)] = A/O ooSO(Ay,y) dy [n(ua) —n(us)] (2.31)

e al secondo membro

/ o0 8) dtalua) — g(us)] (2.32)

Poiché ¢(z,t) > 0 per ipotesi, da (2.30)-(2.32), si ottiene che (2.29) e (2.23) sono equivalenti,
come si voleva dimostrare. U

Il vantaggio della formulazione (2.29) rispetto a (2.19) ¢ che essa ha senso anche quando
U ¢ una qualunque funzione L>° (R x]0+ oo[) e non solo costante a pezzi, e dunque puo essere
utilizzata per dare una definizione di soluzione debole entropica di (2.1)-(2.2) che coinvolga
non solo funzioni costanti a pezzi.

Definizione 2.7 Una funzione u € L®(R X [0, +oc[) si dice soluzione debole entropica o
soluzione entropicamente ammissibile o semplicemente soluzione entropica di (2.1) se vale

+o00 p+o00
/ {n(uw)er + q(u)p, } dedt >0,
0 —00

V coppia entropia-flusso di entropia (n,q), e Vo € CH(Rx]0, +oc[), ¢ > 0.

(2.33)

La stessa funzione si dice soluzione soluzione debole entropica o soluzione entropicamente
ammissibile di (2.1)-(2.2) se & soluzione debole entropica di (2.1), soddisfa (2.2) per q.o.
z € R, ed inoltre u € C°([0, +oc[; L}, .(R)).

Osservazione 2.3 Per le equazioni di Eulero della gas dinamica (1.1), la formula (2.33)
si puo derivare dal Secondo Principio della Termodinamica ed equivale ad affermare che
I’entropia 77 diminuisce lungo la soluzione u di (2.1). Ricordiamo che ’entropia matematica
e l'opposto di quella fisica (che cresce sempre).

Con i prossimi due teoremi dimostriamo che la definizione 2.7 di soluzione entropicamente
ammissibile di (2.1) ¢ compatibile con le definizioni di soluzione debole e di soluzione classica,
e quindi di classe C!.

Teorema 2.2 Siau € L™(Rx]0, +00[) soluzione debole entropica di (2.1). Allora u é anche
soluzione debole nel senso della definizione 2.4.
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Dim. Si prenda in (2.33) prima n(u) = u e q(u) = F(u), e poi n(u) = —u e q(u) = —F(u).
Per ogni funzione ¢ a supporto compatto in Rx]0, +oo[, ¢ > 0, si ottiene la coppia di
disuguaglianze

+00 400 100 p4o00
/ / {ups + F(u)p, } dedt >0, / / {ups + F(u)p, } dedt <0
0 —00 0 —00

che ¢ equivalente a (2.10), almeno nel caso in cui ¢ > 0 (e quindi anche per ¢ < 0). Per ot-
tenere (2.10) con una fissata ¢ di segno non definito, bisogna procedere per approssimazione.
Innanzitutto, si scrive ¢ come differenza delle sue parti positiva ™ = max{y, 0} e negativa
¢~ = —min{p,0}. Queste sono funzioni a supporto compatto e lipschitziane (perché lo
¢ ), dunque differenziabili quasi ovunque con derivate limitate, grazie al teorema 1.1 di
Rademacher. Quindi, per il lemma 1.1, esistono due successioni di funzioni C}(Rx]0, +o0]),

chiamiamole {goj}yeN e {go;}yeN, non negative, tali che

Qo — O™, Oppy — 0w,

in L'(Rx]0, +o00]) . 2.34
op, — O™, v, — Owp™, (R>] L (2.34)

Grazie a quanto dimostrato prima, (2.10) vale prendendo come funzioni test ¢ e ¢, e
quindi vale anche prendendo come funzione test ¢ — ¢, cioe

/0+7_+00 {ule) =)+ Fu)(e) — ¢, )a} dwdt =0. (2.35)

o0

Grazie a (2.34) si ha

Passando al limite per n — 400 in (2.35), si ottiene che (2.10) vale per la funzione ¢ fissata,
come si voleva dimostrare. O]

Invece di dimostrare direttamente che una soluzione classica e entropicamente ammissi-
bile, dimostriamo un risultato piti generale che ci sara utile in seguito da cui il caso particolare
di una soluzione classica discendera direttamente come corollario. Tale teorema ci fornira
un criterio relativamente semplice per verificare se una certa funzione u, C! a pezzi nel senso
della definizione 2.2, & soluzione debole entropica di (2.1): per esserlo, u dovra avere un
numero finito di fronti d’onda entropicamente ammissibili nel senso della definizione 2.5,
interagenti fra loro un numero finito di volte, e dovra soddisfare I’equazione in senso classico
quasi ovunque al di fuori delle linee di discontinuita.

Teorema 2.3 Sia u : Rx]0, +oo[— R funzione di classe C' a pezzi, con discontinuita lungo
un numero finito di curve di classe Ct a tratti tipo tempo I'y, ..., Ty. Allora u ¢é soluzione
entropicamente ammissibile di (2.1) se e solo se
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1. w soddisfa l’equazione (2.1) in senso classico q.o. al di fuori delle curve I';, cioé vale

(2.11);

2. set — (s(t),t) é la parametrizzazione di una delle curve I'; per qualche fissato
jeA{l,....N}, ety <ty < ...t, sono come nella definizione 2.1, allora valgono
le condizioni di Rankine—Hugoniot (2.12) e le condizioni di entropia

F(u*) — F(us(t)) - F(ug(t)) — F(u*) Vu* = aug(t) + (1 — a)us(t) ,0 < a < 1,
u* — ug(t) - ug(t) — u* Vit £t ...t

(2.36)

dove ug(t) e ug(t) sono rispettivamente il limite sinistro e destro di u(-,t) per x — s(t).

Dim. Per semplicitd, assumiamo F' di classe C'. Supponiamo che u soddisfi le ipotesi
del teorema e sia soluzione debole entropica di (2.1) e dimostriamo che allora valgono le
proprieta 1 e 2. Grazie al teorema 2.2 u & soluzione debole e quindi, per il teorema 2.1, essa
soddisfa (2.11) e valgono le condizioni di Rankine-Hugoniot (2.12). Dobbiamo far vedere
che lungo ogni curva I'; valgono le condizioni di entropia (2.36). Ragioniamo per assurdo
e supponiamo che esista t # t; per cui (2.36) non sia verificata. Allora dal lemma 2.1 e
tenendo conto del fatto che vale (2.12), deduciamo che esiste una coppia entropia—flusso di
entropia (7, ¢) tale che

$(8) [n(ua(t)) — n(us(0)] < q(ua(f)) — qus(t)) . (2.37)

Data la regolarita delle funzioni coinvolte in (2.37), esiste un intervallo aperto Z centrato in
t per cui

8(8) [n(ua(t)) — n(us(t)] < q(ua(t)) = qlus(t))  VteT, (2.38)

et; ¢ 7 per ogni i, dove Z & la chiusura di Z. Fissiamo un aperto connesso 2 C Rx]0, +o0,
con frontiera regolare, intersecante solo I'; fra tutte le curve lungo le quali u ¢ discontinua
e tale che {(s(t),t) : t € I} sia a chiusura compatta in . Fissiamo un intervallo J non
ridotto ad un punto e a chiusura compatta in Z e sia ¢ € C(2) una funzione test non
negativa tale che

o(s(t),t) >0 Yed e  p(st),t)=0 VgT. (2.39)

Siano €25 e € come in (2.14) (vedi anche figura 2.4 con I' = I';). Applicando il teorema
della divergenza al campo vettoriale

(z,1) = (q(ulz, 1)o@, 1), n(u(z,t)e(x,1),  (z,1) € Q% UQ,

separatamente negli aperti €25 e ()4, e tenendo conto che ¢ € a supporto compatto in €2, si
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ottiene

/O+OO/_:O{”( w)er + q(u)p, } dudt
: //Q Vit e dudts / et q(u)p,} dudt

— //Q {0m(u) + 0pq(u) b dudt
+ / ((qlus), n(us))m)p df — / ((qlua), n(ua)), ) d.,

J J

(2.40)

dove n & la normale a I'; diretta da sinistra a destra della curva stessa. Analizziamo (2.40)
termine a termine. Il terzultimo integrale ¢ nullo grazie a (2.11) perché da (2.21) si ottiene

// {0in(u) + 0pq(u) } dadt = // ) [we + F(u),) ¢ dadt . (2.41)

Riguardo agli ultimi due integrali, osserviamo che se t — (s(t),t) € una parametrizzazione
di I';, allora

/FJWS (u) nwe—/m«

J;

J

) (1, —5(¢ )><p(s(t),t) dt ,
(2.42)

((q(uq),n(uq)),n)p dl = /IW«Q( ) n(ua)), (—1,5(8))e(s(t), t) dt.

Ne segue che

/F ((q(us), n(us)), m)e dﬁ—/F {(q(uq),n(uq)), n)e de

J J

1
= | —— 1)) — q(ug(t)) — s(t) [n(us(t)) — n(ug(t s(t),t) dt, (2.43
/Im{w ) — a(ualt)) — $(6) [n(us(t)) — nualt)] Jols(e). 1) dt . (2.43)
che ¢ quantita strettamente negativa poiché valgono (2.38) e (2.39). Allora, da (2.40) si
deduce che

+00 p+00
/ {n(u)er + q(u)pe } dadt <0,
0 —00

e dunque u non & soluzione entropicamente ammissibile di (2.1).

Supponiamo ora che valgano le proprieta 1 e 2 nell’enunciato del teorema e dimostriamo
che allora u ¢ soluzione entropicamente ammissibile di (2.1). Per verificare (2.33), fissiamo
una coppia entropia—flusso di entropia (1,q) e p € C}(Rx]0, +o0[), ¢ > 0. Dalle ipotesi su
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u, segue che Rx]0, +oo[\ U; I'; ha un numero finito di componenti connesse €21, ..., £, su
ciascuna delle quali u & di classe C!. Allora, analogamente a (2.16), applicando il teorema
della divergenza su ciascuna componente connessa si ottiene

[ e+ atwen} e - zjjl [} twtrec+ atwre) ava
=3 [ {0+ 0t} asar

(2.44)

+ ;/F ((q(ul),n(ul)), n;)e de

- Z/F ((q(uh), n(u})),n;)e de,

dove n; ¢ la normale a I'; diretta da sinistra a destra della curva I'; e u? e ufl sono i valori
di u a sinistra e destra di I';. Analizziamo (2.44) termine per termine. Il terzultimo termine
¢ nullo perché valgono (2.11) e (2.41) con Q; al posto di §2. Per gli altri termini, fissato
j€e{l,...,N}, siat— (s(t),t) una parametrizzazione di I'; e siano t; <ty < --- < t,, come
nella definizione 2.1. Allora procedendo come in (2.42)-(2.43) si ottiene

/F {(q(ul),n(ul)),n;)p dl — /F ((q(ul), n(u})), n;)e de

J J

Kol et 1

=3 [ ) - o) sl ) o ot

Nell'ultimo integrale, la funzione integranda € non negativa perché lo e ¢ e, grazie a (2.36)
e per il lemma 2.1, vale (2.23) con A = §, u, = u! e uq = w?. Quindi il contributo totale
degli ultimi due termini di (2.44) & non negativo. Ne segue che u verifica (2.33). O

Corollario 2.1 Sia u € C'(Rx]0,+o0|) tale che soddisfi (2.1) per quasi ogni (x,t) €
R x]0, +oo[. Allora u é soluzione entropicamente ammissibile nel senso della definizione 2.7.

Dim. Essendo u di classe C! & in particolare C! a pezzi e verifica le condizioni 1 e 2 del
teorema 2.3. Questo conclude la dimostrazione. O

La definizione di soluzione entropica 2.7 risolve per lo meno il primo problema dell’unicita
della soluzione. Vale infatti il seguente risultato dovuto a Kruzhkov.
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Teorema 2.4 Sia F : R — R localmente lipschitziana e siano u e v due soluzioni di (2.1)
entropicamente ammissibili, limitate e tali che ||u(-,0) —v(-,0)||L1 < 4o0. Allora per ogni
t >0 vale

/_ h lu(z,t) —v(z,t)| de < / h |u(x,0) —v(z,0)| dz. (2.45)

e ¢} —00

Inoltre, per tutti i dati iniziali uy € L>°(R), il problema di Cauchy (2.1)-(2.2) ha al pit una
soluzione entropicamente ammissibile.

Per una dimostrazione del teorema, si veda [2] oppure [4].

2.4 Legame con le equazioni di Hamilton—Jacobi
In un aperto 2 C Rx]0,7[, T' > 0, consideriamo ’equazione di Hamilton—Jacobi
Oo(z,t) + F(dyv(x,t)) =0, (x,t) € 2, (2.46)

con F : R — R di classe C'. Per un’equazione di questo tipo esiste una nozione di soluzione
che coinvolge funzioni continue. Precisamente, ¢ data la seguente definizione.

Definizione 2.8 Dato un aperto Q C Rx]0,7[, T > 0, una funzione v € C%(Q) si dice
soluzione di viscosita per 'equazione (2.46) se per ogni ¢ € C*(12) si ha

i) se v — ¢ ha un massimo locale in (zg,y) € €2, allora vale
pi(zo, to) + F (pa(z0,t0)) < 0; (2.47)
ii) se v — ¢ ha un minimo locale in (¢, ty) € €2, allora vale

@i(20,to) + F(@x(z0,t0)) > 0. (2.48)

Per una trattazione delle proprieta fondamentali delle soluzioni di viscosita di un’equazione
di Hamilton—Jacobi, si rimanda al testo di M. Bardi e I. Capuzzo Dolcetta [1] o ai capitoli
ad esse dedicate nel libro di L.C. Evans [6]. In questo paragrafo ci interessa far vedere che,
sotto opportune ipotesi, se v & soluzione di viscosita di (2.46), allora v, & soluzione debole
entropica di (2.1).

Sia 2 C Rx]0,T[ un aperto tale che

0=Q,UQUT,

con Q, e Qg aperti disgiunti e ' C Q curva C! tipo tempo. Consideriamo una funzione
lipschitziana v : © — R, di classe C% su Q, e Q4, e che ammetta estensioni C* su Q, UT e
2y UT, chiamiamole rispettivamente v, e v4. Supponiamo che v soddisfi 'equazione (2.46)
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in Qg e Qg in senso classico (cio¢ in ogni punto di Qs e y), e cerchiamo delle condizioni
lungo T" affinché v sia soluzione di viscosita di (2.46). Osserviamo che poiché v,(y) = v4(y)
per ogni y € I', le eventuali discontinuita del gradiente di v, (v,,v;), riguardano solo la sua
componente normale. Detta n(y) = (n*(y),n'(y)) la normale alla curva I' in y diretta verso
)4, denotiamo con

Cs = <(Usmavst)7 Il> ) Cd = <(de7 Udt)7 Il> ’

le componenti normali a I" rispettivamente di (vsy, Ust) € (Vaz, var). Sia p(y) = (0" (v), p'(y))
la proiezione indifferentemente di (vsz, vVs) 0 (Vgz, var) sulla retta tangente a I' in y. Allora
vale il seguente risultato, la cui dimostrazione si trova in [3, Teorema 1.3].

Teorema 2.5 Con le ipotesi e le notazioni introdotte sopra, v e soluzione di viscosita di
(2.46) se e solo se soddisfa (2.46) in senso classico in Qs Uy ed inoltre per ogni yo € T si
ha

i) se cqy < cs, allora
P'(yo) +&n'(yo) + F(p"(yo) +€n"(y0)) <0 V& € [car el (2.49)

i) se cq > cs, allora
P (o) + &€n'(yo) + F (p"(yo) + £n”(yo)) > 0 VE € [cs, cal - (2.50)
Sfruttiamo la caratterizzazione delle soluzioni di viscosita di (2.46) data dal teorema 2.5,

per dimostrare il seguente risultato.

Teorema 2.6 Con le notazioni introdotte sopra, sia v come nelle ipotesi del teorema 2.5,
soluzione di viscosita di (2.46). Allora la funzione u : Qs U Qy — R definita da u(x,t) =
ve(x,t) € soluzione debole entropica di (2.1) in Q.

Dim. Inanzitutto notiamo che u & di classe C' a pezzi in  con discontinuita lungo la curva
I', e che differenziando ambo i membri di (2.46) rispetto a x si ottiene che u soddisfa (2.1)
in ogni punto di 2, U ;. Quindi, grazie al teorema 2.3, per dimostrare che u e soluzione
entropica di (2.46) & sufficiente far vedere che lungo I' sono soddisfatte le condizioni di
Rankine-Hugoniot (2.12) e le condizioni di ammissibilita (2.19). Poiché la componente
tangenziale lungo I" di (v,,v;) & continua, detta ¢t — (s(t),¢) una parametrizzazione di T,

lungo tale curva si ha
<(Us:cavst)a(‘éal)> = <(deavdt)>(é71)>' (251)
Poiché v ha estensioni C! su Q, UT e Q4 UT, sfruttando (2.46) da (2.51) si ottiene
F(“dm) - F(st> = 8(25)(1)[1% - st) ’

che riscritta in termini di u, da le condizioni di Rankine-Hugoniot, essendo u, = v, e
Ug = Vq;. Per dimostrare che valgono le condizioni di ammissibilita, sfruttiamo il teorema 2.5,
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deducendo (2.36) da (2.49) e (2.50). Ci limiteremo a considerare il caso c¢q < ¢g, e quindi
la condizione (2.49), essendo l'altro caso del tutto simile da trattare. Con le notazioni
introdotte, e intendendo che tutte le quantita coinvolte nel seguito sono calcolate lungo I,
si ha

! S N Us + S U

c, = m«vsx,vst),(l,—s(ﬂ» = 1+S'(t)2[ s+ () F(uy)],
! S N Ug + 5 u

cg = m«vdx,vdt),(l,—s(t)»— 1+$(t)2[ a+ 5(t)F(ug)]

dove si e sfruttato (2.46). Da questa e sfruttando (2.12) si ottiene che ¢4 < ¢, se e solo se
ug — uy < $(t) [F(us) — Flug)] = 5(t)*[us — uq]

da cui ¢g < ¢4 se e solo se ug < us. Le componenti di p si scrivono

1

S
“ il

el

€T

P uss — Fluy)], P’ uss — F(u,)] .

Si ottiene che (2.49) ¢ vera se e solo se per ogni & € [cq, ¢ vale
i ¢
N N

Scrivendo £ come combinazione convessa di ¢ e ¢4, da (2.52) si ottiene che (2.49) & vera se
e solo se per ogni a € [0, 1] si ha

(us$ — F(us)) — € F [1 ny (uss — Fluy)) + } <0. (2.52)

1+ 52

1
14 s2

[aé(us — uq) — aF (ug)§® — F(us) + (1 - O‘>F(u5)$2}

F
* [1+s2

(aud + w8 + (1 — a)u, + a(F(uq) — F(us))} <0,

Da questa, usando (2.12), si ottiene
Flaug + (1 — a)u,] < aF(uq) + (1 — o) F(uy) Va € [0, 1],

che, tenuto conto del fatto che uy < ug, € equivalente a (2.19), come si voleva. O



Capitolo 3

Un semigruppo di soluzioni

3.1 Introduzione

In questo capitolo dimostreremo un teorema di esistenza di una soluzione entropica per
il problema di Cauchy

u+ F(u), =0  in Rx]0, +oo], (3.1)
u(z,0) = ug(x) r€R. (3.2)

Pilt precisamente costruiremo un semigruppo di soluzioni di (3.1), intendendo con questo

una mappa
S:[0,+oo[ x LYR) — L'YR)

(t,up) — S
tale che
Souo = ug per ogni g € L'(R), (3.3)
Ss(Siug) = Seytup  per ogni  uy € LY(R), (3.4)

se ug € L*(R) NL'(R) allora S(yuo & 'unica soluzione entropica di (3.1)-(3.2).  (3.5)

La dimostrazione del teorema di esistenza seguira lo schema della dimostrazione del teore-
ma 6.1 in [2], pero si limitera a considerare il caso di una funzione flusso F' convessa. Tale
dimostrazione sara costruttiva, come anticipato, e fara uso del metodo di wave front tracking,
(letteralmente “inseguimento dei fronti d’onda”). In pratica, dato uy dato iniziale in L*(R)
a variazione totale limitata, si costruira una successione {u,,}yeN di soluzioni approssimate
costanti a pezzi nel senso della definizione 2.3, soddisfacente le ipotesi del teorema 1.3. Una
volta estratta una sottosuccesione convergente in L}, la funzione limite risultera essere la
soluzione di (3.1)-(3.2) cercata. Tale soluzione debole entropicamente ammissibile sappiamo
gia essere unica grazie al teorema 2.4. Prima di occuparci della dimostrazione del risultato
principale, studiamo quello che viene chiamato il Problema di Riemann, cioe un problema
di Cauchy per (3.1) con dato iniziale ug costante a destra e sinistra dell’origine.

37
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3.2 1l Problema di Riemann

Chiamiamo Problema di Riemann un problema di Cauchy per I'equazione (3.1) in cui il

dato iniziale ug € del tipo
Ug sex <0

Ug se x >0,

con ug e ug assegnati elementi di R, che si dicono rispettivamente stato sinistro e stato destro.
In questo paragrafo costruiremo esplicitamente I'unica soluzione entropica di (3.1)-(3.6) nel
caso in cui la funzione flusso F sia di classe C*(R) e strettamente convessa,

Fou 4+ (1 — a)ug) < aF(ur) + (1 — @) F(us), Vuy,ug € R, uy #uy, Va €]0,1],

e nel caso in cui F’ sia una funzione affine. Per la costruzione della soluzione entropicamente
ammissibile di un problema di Riemann nel caso di un flusso F’ solo localmente lipschitziano,
rimandiamo alla letteratura [2, 4].

3.2.1 Il caso di un flusso strettamente convesso

Data F': R — R di classe C? strettamente convessa, e indichiamo con G l'inversa di F,
che, essendo F’ monotona, sappiamo esistere definita su tutta la retta reale. Il problema
(3.1)-(3.6) ¢ risolto con il seguente teorema.

Teorema 3.1 Sia dato il problema di Riemann (3.1)-(3.6), con F di classe C*(R) stretta-
mente convessa. Allora valgono

1. se ug > ug, l'unica soluzione entropicamente ammissibile di (3.1)-(3.6) é

(1) - Ug sex < At (3.7)
u(x,t) = )
Ug sex > M

dove \ verifica le condizioni di Rankine—Hugoniot, cioe

\ = F(ud) - F(us) : (3.8)

Uqg — Us

2. se ug < ug, l'unica soluzione entropicamente ammissibile di (3.1)-(5.6) é

Us se x < F'(ug)t
u(x,t) =< G(x/t) se F'(ug)t < x < F'(ug)t (3.9)
Ug sex > F'(ug)t.
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Dim. E sufficiente dimostrare che in entrambi i casi 1 e 2 la funzione u ¢ soluzione entropi-
camente ammissibile di (3.1)-(3.6), in quanto l'unicita discende direttamente dal teorema 2.4.

Si verifica banalmente che u ¢ limitata, sta in C°([0, +00; L}, .(R)) e verifica (3.6) in entrambi

i casi 1 e 2. Per dimostrare il punto 1, osserviamo che, poiché F' & strettamente convessa,
F’ ¢ monotona e dunque ¢ verificata

F'(ug) > XA > F'(uyg) .

Allora, grazie all’osservazione 2.2 e applicando il teorema 2.3, si ottiene che u e soluzione
debole entropica di (3.1)-(3.6).
Veniamo al punto 2. Per le ipotesi di regolarita di F', u e funzione localmente lipschitziana
in Rx]0, +oo]. Inoltre nelle regioni
Q1 = {(z,t) € Rx]0, +oo[: < F'(us)t},
Qy = {(z,t) € Rx]0, +ool: F'(u,)t < x < F'(ug)t},
Q3 = {(z,t) € Rx]0, +o0[: > F'(uq)t} ,

u ¢ di classe C! e soddisfa 'equazione (3.1) in ogni punto. Infatti, in Q; e Q3 si verifica
banalmente perché u e costante. In €2, si ha
x

owie =6 (5) 5. arun P (6(2) @ () -e (D)E

essendo G l'inversa di F’, e quindi (3.1) ¢ soddisfatta. Per dimostrare che (2.33) ¢ sod-
disfatta, data una coppia entropia—flusso di entropia (7,q) e fissiamo una funzione ¢ €
C!(Rx]0,+oo[). Applicando il teorema delle divergenza e usando le proprieta di regolarita,
di w si ottiene

/0+oo/_+°° {n(wer + q(u)p.} = - é //Q] [(w); + q(u).] ¢ dedt

e e}

+ / <(q(u8> - Q(u8>7n(us> - U(Us)), ns>(,0 dv
x=F"(us)t

+ / <(q(ud) — q(uq), n(ug) — n(ud)), nd>go de
x=F'(uq)t

)
_ _é//Q 7 (W) [+ F(u)a] dadt = 0,

J

dove ny e ng indicano le normali alle rette © = F'(u4)t e © = F'(ugq)t dirette da € a Qy e
da Qy a ()3 rispettivamente. Quindi (2.33) e verificata come uguaglianza. O

Una soluzione di (3.1)-(3.6) come (3.9) si chiama onda centrata di rarefazione o sem-
plicemente onda di rarefazione. Corrisponde ad una discontinuita del dato iniziale uq in
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AU IR
u=G(x/t)
ud \\ \\ “\ “ //‘ // //
: \ \ \ ! / / /
: / \ \ \ 1 ! / /
F (ud) \\ \\ \\ V’ /I // //
R U A ---- caratteristiche
N N ' ! / /
u(" t) \\ \\ \\ " // , )/
\ \ \ 1 / , ,
N N \ ! // / 7/
. , _ Y Y ‘\ " / . U = Uqg
Us F (U/S) U="us \\\ \\\ \\ 1‘ /l/ oS
\ \ Vi / /
\ \ v ’ ’
\\ \\ \\V'// // //
T T

Figura 3.1: Onda di rarefazione

(3.6) che si “rilassa”: infatti se all'istante iniziale t = 0 il profilo u(-,0) della soluzione u
¢ discontinuo, per t > 0 u(-,t) ¢ una funzione lipschitziana (vedi figura 3.1). Si noti che
in un’onda di rarefazione uy; < ug, e dunque F’ & crescente nell'intervallo [us, uy4]. Quindi
la dinamica regolata dall’equazione (3.1) in questo caso fa muovere il punto ug piu veloce-
mente del punto s, da cui il “rilassamento” del profilo illustrato in figura 3.1. E il fenomeno
opposto a quello ilustrato risolvendo il problema (2.3)-(2.4) all'inizio del capitolo 2.

3.2.2 1l caso di un flusso affine

In questo paragrafo daremo una breve descrizione di come risolvere il problema di Rie-
mann (3.1)-(3.6) nel caso in cui la funzione flusso F sia affine. Supponiamo quindi che
F(u) = M+ p, dove X e u sono fissate costanti reali, cosicché F’(u) = A = cost. Assegnato
un dato iniziale come in (3.6), tutti i punti compresi fra ug e ug vengono spostati con la stessa

velocita A. Ne segue che 'unica soluzione entropica di (3.1)-(3.6) & una funzione costante a
pezzi con un solo salto (us, ug) che si muove con velocita .

Teorema 3.2 Sia F': R — R definita da F(u) = Mu+ p, con A\, € R. Allora la funzione
u: R x [0, +oo[— R definita da (3.7) é l'unica soluzione entropica di (3.1)-(3.6).

Dim. L’unicita discende direttamente dal teorema 2.4. Si verifica banalmente che u &
limitata, sta in CY([0, +o0; L}, (R)) e verifica (3.6). Inoltre u & soluzione debole grazie
al teorema 2.1 perche costante a pezzi e le condizioni di Rankine-Hugoniot (2.12) sono

banalmente soddisfatte. Poiché (2.19) ¢ verificata come uguaglianza, u ¢ anche soluzione
entropica.

U

In questo caso, la discontinuita (us,ug) che compare nella soluzione u di (3.1)-(3.6) si
dice discontinuita di contatto. Essa e caratterizzata dal fatto che F'(us) = F'(ug) = X e
dunque le caratteristiche sono parallele alla linea di discontinuita x(t) = At (vedi figura 3.2).
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A bl z(t) = Mt
Uq S )/ ’/’
F (Ud) ‘ U = Ug ! ! ! S
---- caratteristiche
S // J/ ,’/ U = Uq
Ug F'(uy) Usg R R
~ ={E

Figura 3.2: Discontinuita di contatto

3.3 La costruzione del semigruppo

In questo paragrafo enunceremo e dimostreremo i teoremi principali dell’intero capitolo.
Nella dimostrazione del prossimo teorema si costruira una soluzione di (3.1)-(3.2), almeno
nel caso in cui il dato iniziale ug sia a variazione totale limitata.

Teorema 3.3 Sia F' : R — R funzione localmente lipschitziana e uy € LY(R) a vari-
azione totale limitata. Allora il problema di Cauchy (3.1)-(3.2) ha una soluzione u = u(x,t)
entropicamente ammissibile definita per ogni t > 0. Tale soluzione u soddisfa

Tot.Var.(u(+,t)) < Tot.Var.(ug) , lu(-, ) ]loo < |20l oo vVt >0, (3.10)
ed inoltre vale
u(-,t) —u(-, s)||1 < L' - Tot.Var.(ug) - [t — s Vt,s >0, (3.11)
dove L' é la costante di Lipschitz di F' nell’intervallo [—||uo||oo, [|2%0]]co]-

Dim. Come anticipato, faremo la dimostrazione supponendo F' convessa. Sia M = ||ug]|co-
Grazie al lemma 1.4, esiste una successione {UOV}VEN di funzioni costanti a tratti tali che

i) wug, prende valori in 27VZ;

)

i) |Jug — uoy|l1 — 0 per v — +o0;

iii) Tot.Var.(ug,) < Tot.Var.(ug) per ogni v € N;
)

iv) ||uoy|leo < M per ogni v € N.
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La dimostrazione ¢ divisa in tre passi:

1. Passo 1: si costruisce soluzione approssimata di un problema di Riemann, costante a
pezzi nel senso della definizione 2.3;

2. Passo 2: fissato un dato iniziale approssimato wug,, a partire da questo si costruisce
una soluzione approssimata u, costante a pezzi del problema di Cauchy (3.1)-(3.2);

3. Passo 3: costruita la successione {u,,}y oy come al Passo 2, da questa si estrae una
sottosuccessione convergente all’unica soluzione entropicamente ammissibile di (3.1)-

(3.2).

Naturalmente, qui e nel seguito, per “soluzione” si intende una soluzione debole entropica-
mente ammissibile.

Passo 1. Consideriamo un dato iniziale u(z,0) = @ definito da

u(z,0) = u(x) = (3.12)

Wy sex <0

Wy sex > 0,
con wg,wy € 27YZ. Per costruire una soluzione approssimata costante a tratti di un pro-
blema di Riemann, il problema principale & come trattare le onde di rarefazione, e quindi
come approssimare una funzione lipschitziana con una costante a tratti che sia una buona
approssimazione della soluzione di (3.1)-(3.12). Per fare questo, consideriamo una funzione
F,, continua e affine a tratti che coincide con F' sull’insieme 277Z. In formule F), ¢ definita
come segue (vedi figura 3.3)

FE™G+1) - F(27)

F(u) = P27))+ .

(W—2""7),  Nue[27V,27"(+1)]. (3.13)

Si osservi che F, e funzione convessa per costruzione, essendo tale F', ed inoltre, grazie
all’Osservazione 1.1, vale

1iri1 Fl(u)=F'(u)  perq.o. u€eR, (3.14)
ed inoltre
| F) |l (i) < || F'|lLee(y  per ogni compatto K C R. (3.15)

Costruiamo ora la soluzione debole entropica u,,, del problema di Riemann per I’equazione
w4+ F(u), =0 (3.16)

con il dato iniziale u fissato. Come nella dimostrazione del teorema 3.1, considereremo due
casi.
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— F
--—-- F,
. o punti di 277Z

Figura 3.3: L’approssimante F,

CAsO 1: wy > wy.

Come si deduce dal teorema 3.1, in questo caso la soluzione entropica di (3.1)-(3.6)
consiste in uno shock che si muove con la velocita dettata dalle condizioni di Rankine—
Hogoniot (2.12). Anche la struttura di u,,, sara la stessa, e dunque

FI/(wd) - Fu(ws)

Ws se x < t
Wy — Wg

Wy se ¢ >~ 8t
Wy — Wy

(3.17) definisce una soluzione debole entropica di (3.16)—(3.12). Infatti, si verifica
banalmente che u,,, € C°([0,+oo[,L;,.(R)) e soddisfa la condizione iniziale. Per di-
mostrare che ¢ soluzione entropica di (3.16), ¢ sufficiente far vedere che ug,, soddisfa
la definizione 2.5 con F,, al posto di F'. Le condizioni di Rankine-Hugoniot sono ba-
nalmente soddisfatte. Riguardo a (2.19), osserviamo che, essendo F, convessa, fissato

u*, la funzione rapporto incrementale

uU— u*

e crescente, e quindi, se wy < u* < wy, vale

F, (ws) — F,(u") - F,(wg) — F,(u*)
W — U* - Wg — u*

Y

che & (2.19) con F), al posto di F, us = ws € ug = wy.
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CASO 2: w, < wy.

I teorema 3.1 ci dice che la soluzione u di (3.1)-(3.6) ¢ data da (3.9) e consiste di
un’onda di rarefazione. La soluzione wugy, di (3.16)—(3.12) consiste invece di al piu
N = (wg — ws) - 2¥ shocks di ampiezza 27" che viaggiano con velocita crescenti. Piu
precisamente, definiamo

wi=ws+27"j, j=0,...,N. (3.18)

e si osservi che wg = w,, Wy = wy € wy < wy < -+ < wy_1 < Wg. i ottiene

( FI/ _Fl/ S
Ws se T < () G )t
W1 — Ws
Ws se F”(wj) — Fy(wj_l)t <z< F,,(ij) — Fy(wj)t
Uagplst) = Wj — Wj-1 B Witl — Wj C(319)
j=1...,N—1
F, —F, _
Wy se xr > (wd) <WN 1)t.
\ W —WN-1

In pratica, 'onda di rarefazione di cui consiste la soluzione u di (3.1)-(3.6) ¢ spezzata
in al pitt N shocks (w;,w;t1), 7 =0,...N — 1, ciascuno di ampiezza 27" (vedi figu-
ra 3.4). Essi viaggiano tuti con la velocita data dalle condizioni di Rankine-Hugoniot.

AU At

Wq
Wy
w3
w2

w1

Ws

Figura 3.4: Approssimazione di un’onda di rarefazione

Inoltre, poiché F,(w;) = F(w;) per ogni j, (wj,w;+1) € uno shock (non entropica-
mente ammissibile) anche per (3.1). Invece, grazie al teorema 2.3, w,y, ¢ soluzione
debole entropica di (3.16)-(3.12). Banalmente u,,, verifica la condizione iniziale e
appartiene a C°([0, 400, L},.(R)). Inoltre u,,y, verifica le ipotesi del teorema 2.3 ed &
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dunque soluzione entropica di (3.16). Infatti, & costante a pezzi con al pit N fronti
d’onda non interagenti; lungo ciascun fronte d’onda sono verificate le condizioni di
Rankine-Hugoniot, e, poiché F, ¢ affine su ciascun intervallo [w;,w;1], si ha

By () — Fwy) _ Bwjin) = B(w) _ F(wjn) = Fo(w) Vu* €lw;, wii|
Ut — wj W1 — U* Wi+l — Wj T

cioe (2.19) vale come uguaglianza.

Si osservi che in ogni caso vale
min{ws, wg} < Ugpp(,t) < max{ws, wy} V(x,t). (3.20)

Infatti, per costruzione i valori assunti da g, sono contenuti nell’intervallo di estremi w; e
wq-

Passo 2. Fissato ug,, vogliamo costruire una soluzione w, del problema di Cauchy per
(3.16) di dato iniziale ug,. Siano z; < zy < .-+ < x, i punti di discontinuita di ug,. In
ogni punto z; risolviamo il problema di Riemann con stati sinistro e destro rispettivamente
ws = Ugy(T;—) € wg = ug,(z;+) come al passo 1, con chiaro significato dei simboli. Questo
e possibile farlo perché wug, prende valori in 27%Z. In questo modo costruiamo wu, per tempi
t piu piccoli di un certo istante t; dove due o piu fronti d’onda interagiscono. Risolviamo
nel punto di intersezione il nuovo problema di Riemann e prolunghiamo ancora u, fino ad
un certo istante to > t; dove alcuni shocks ancora interagiscono tra loro. Risolviamo di
nuovo il problema di Riemann nel punto di interazione, e proseguiamo in questo modo (vedi
figura 3.5). Per dimostrare che possiamo continuare con questo procedimento definendo u,

Al

Y

T T2 X Ty

Figura 3.5: Il metodo di wave front tracking
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per ogni t > 0, e sufficiente dimostrare che il numero totale di interazioni fra fronti d’onda
e finito. Per farlo, supponiamo che

G(t) <&(t) <---<&u(), t<T,

siano le posizioni all’istante ¢ di m linee di discontinuita che si intersecano nello stesso punto
¢ € R ad un certo istante 7. Chiamiamo u;_; e u; i valori di u, rispettivamente a sinistra e
destra di &;(t), cosicché valgono

ui — i1 = (&) +) — w (&(t)—), i=1...,m. (3.21)
Possono capitare due casi.

CASO 1: tuttiisaltiin (3.21) hanno lo stesso segno. In questo caso il problema di Riemann
con stati sinistro e destro rispettivamente ug e u,, € risolto da un singolo salto. Infatti,
osserviamo innanzitutto che deve essere u; —u;_1 < 0 per ogni <. In caso contrario, da
(3.19) e dal fatto che F), ¢ convessa, si deduce che

§ir1 = Fy (i) — Fy () > F,(u;) — F,(ui—1)

= gl(t> )

Ujr1 — U - U; — Ui—1

per t < 7, per cui &1 e & non possono intersecarsi. Allora si ha uy > u,,, e dunque,
grazie al Caso 1 del passo 1 il corrispondente problema di Riemann e risolto da un
singolo shock. Ne segue che il numero totale di fronti d’onda decresce almeno di 1.
La variazione totale, invece, rimane invariata. Infatti, denotando con x(t), ..., x.(t)
gli ulteriori punti di salto di u(-,t) all'istante ¢ < 7, oltre a &;(t),...,&n(t), si ha, con
ovvio significato dei simboli,

Tot.Var.(u, (-, 7— Z}UV T+, T) i—,T)‘WLZ‘“J'_UJ’—l‘

m
2 [y = w-1]

Jj=1

—Z}uuzﬁ—f ‘+

= ot ) = wlaim, )]+ fuo —
= Tot.Var.(u, (-, 7+)) .

CASO 2: isaltiin (3.21) non hanno tutti lo stesso segno. In questo caso la variazione totale
di u,(-,t) diminuisce all'istante 7 almeno della quantita 2 - 27" (vedi figura 3.6). Per
fissare le idee, supponiamo sia u,, > ug. Si ottiene

m m
|Um—U0|=ZUj—Uj—1=Z(Uj—Uj1 Z —uj1)
j=1

Jj=1 Jj=1
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u
(b t<T
— . 2 — u(t), t>T1
Ug |-— _
-y
Figura 3.6: 1l Caso 2
dove (a)* = max{a,0} e (a)~ = max{—a, 0} per ogni numero reale a. Inoltre vale
3 oy~ ] = 35 (5 )"+ 3 (o= )
j=1 j=1 j=1
da cui si deduce
um—uo—Z}uj—uj_l‘— Z Uj — Uj_ 1 ) (3.22)
i=1 =1
Poiché per costruzione (u; — uj_;)~ = 27" per qualche j, da (3.22) si ottiene

Tot.Var.(u, (-, 7+)) < Tot.Var.(u, (-, 7—)) — 2- 27",
come si voleva.

Poiché la variazione totale di u, (-, t) allistante iniziale ¢ finita e nel Caso 1 non aumenta, la
situazione descritta al Caso 2 puo capitare solo un numero finito di volte. Quindi, siccome
nel Caso 1 il numero totale di fronti d’onda diminuisce, tale numero rimane finito e uni-
formemente limitato per ogni t > 0 e la stessa cosa accade del numero di interazioni. Quindi
u, € definita per ogni t > 0 e, grazie al teorema 2.3, ¢ soluzione entropica di (3.16). Infatti,
u, € costante a pezzi con discontinuita lungo un numero finito di poligonali che si intersecano
un numero finito di volte, e lungo ogni linea di discontinuita sono verificate la condizioni di
Rankine-Hugoniot e la condizione di entropia (2.19), grazie a quanto dimostrato al Passo 1.
Inoltre u, verifica

Tot.Var.(u,(-,t)) < Tot.Var.(ug,) < Tot.Var.(ug) vVt >0, (3.23)
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e, per costruzione, si ha

Jup (- )loo <M VE>0, (3.24)

per ognit > 0, dove M = |Jug|~ € la costante introdotta all’inizio della dimostrazione. Infat-
ti, grazie a (3.20), la stima (3.24) & vera fino al primo istante di interazione ¢;. Supponiamo
sia vera per t < t;, dove t; & I'i-esimo istante di interazione. Se uy, . . ., u,, sono definiti come
in (3.21), con £(+),...,&n(+) relativi all’istante ¢;, allora per costruzione (vedi Passo 1), la
soluzione del problema di Riemann con dati sinistro e destro ug e u,, prende valori nell’inter-
vallo di estremi ug e u,,, e dunque (3.24) continua a essere vera per t; < t < t;,1. Invocando
il Principio di Induzione, si ottiene che (3.24) & vera per ogni t.

Passo 3. Per estrarre da {u,,}y y una sottosuccessione convergente, ci serviamo del
teorema 1.3. Osserviamo che grazie a (3.23) e (3.24) 'ipotesi (1.10) ¢ verificata, e quindi
resta da dimostrare che anche (1.11) ¢ vera. Sia L’ una costante di Lipschitz per F' (e quindi
anche per F,) nell'intervallo [—-M, M|, e siano t; < ty < --- < ¢, gli istanti in cui due o piu
fronti d’onda di wu, interagiscono e poniamo ¢, = 0. Dimostriamo dapprima (1.11) per due
istanti ¢ e s tali che t; < s <t < t;41, con t; fissato. Siano & (7) < &(7) < -+ < &u(1) le
posizioni all'istante 7 € [t;,t;11] dei fronti d’onda di u,,. Si osservi che, poiché per costruzione
gli shocks di u,, soddisfano le condizioni di Rankine-Hugoniot relative all’equazione (3.16),
si ha [¢;(T)] < L' per ogni j e 7, da cui

&G0 —&6)| <L)i—s5]  ¥i=1,...,m, Vs,1. (3.25)

Inoltre, u,(x,7) = 0 per x < &(7) e x > &,(7), essendo u, (-, 7) funzione di L'(R) costante
a tratti e a variazione totale limitata. Dati 5,7 € [s,t], § < t, definiamo gli intervalli Z; (s, )

Z;(5,t) = | min{&;(5), &)}, max{§;(5), @O, i=1,...,m,
di estremi &;(5) e &;(t). Per costruzione (vedi figura 3.7) vale
uy (2, t) = u,(z, 5) Ve g Z;(5,t), j=1,....,m.

Dati § e t come sopra, supponiamo che gli intervalli Z;(s,%) siano a due a due disgiunti.
Usando (3.23) e (3.25), si ottiene

/_:O |u(@,t) — uy(z,5)| do = /szj \uy, (2,1) — u, (2, 5)| d +/ |y, (2, 1) — u,(z,3)| do

R\U,Z;

-y /I fuy (,7) — w, (i, 5)| da

= >~ a0 — ul&0+D)| |60 - &)
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Figura 3.7: Gli intervalli Z; tra s e ¢

= L. |{_ '§| ’ Z ‘uu(gj(a_7ﬂ - uu(gj(f)_ha‘

J=1

< L'-|t— 35| Tot.Var.(up) . (3.26)

Si osservi poi che, poiché nell'intervallo [s, t] i fronti d’onda di u, non interagiscono, ¢ sempre
possibile trovare s = 1) < 7 < --- < 7, =t tali che per ogni 7 gli intervalli Z;(7;, 7,41) siano
a due a due disgiunti (vedi figura 3.8). Usando (3.26) in ogni intervallo [7;, 7;41], e quindi
con s =1; et =T, sl ottiene

“+00
[ttt -, xs\dm<2 / (2 7241) — (2,73 i

o0

|
—

< L'-Tot.Var.(ug) - Y (Tix1 — 7)

i

= L' - Tot.Var.(ug) - |t — s], (3.27)

I
o

Si noti che da (3.27) passando al limite per s — t; e t — t;11 e osservando che u, €
C°([0, +o00[, LY(R)) per costruzione, si ottiene

+00
/ \u,,(x,tiﬂ) — UI,(LIZ', tl)‘ dx S L/ . TOt.VaI'.(U()) : ‘ti—i-l - t2| . (328)

o0
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m
A\ &3
T0 — S
T x
Figura 3.8: Gli istanti 79, 7, ..., T

Supponiamo ora t,s > 0, s <t. Siano t; e t;, 1 < j, taliche ty_1 < s <ty ety <t <t,.
Usando (3.27) in [s,t/] e in [t-1,1], e (3.28) in ogni intervallo [tx_1, %], si ottiene

+o0 +oo
/ luy(z,t) — uy(z,8)| doe < / luy (z,t) — uy(z,tm_1)| dx

+ Z/ uy, (2, t) — (2, ter)| da
k=0+1
+0o0o
+/ |UV(1',tg) —UV(ZL',S)| dx

m—1
< L' - Tot.Var.(uy) - <t —tmo1 + Z (tp — tp—1) +te — s)

k=0+1

= L' - Tot.Var.(ug) - [t — s/,

e dunque vale (1.11) con L = L' - Tot.Var.(up). Quindi grazie al teorema 1.3, possiamo
estrarre una sottosuccessione {u,,j}jeN convergente in L}, (R x [0,+o00[) ad una funzione
w per cui vale (3.10). Inoltre, da (1.12) si deduce (3.11). Da questa discende che u €
C([0, +o0o[; L}, (R)). Inoltre u(x,0) = ug(z) per q.o. = € R grazie alla convergenza di

uo,,}yeN a ug in LY(R). Per dimostare che u ¢ soluzione entropicamente ammissibile di
(3.1)-(3.2), fissata una coppia entropia—flusso di entropia (7,q) per (3.1) e una funzione
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¢ € CHRx]0, +00[) con ¢ > 0, dobbiamo dimostrare che vale

/0+00_+00 {n(w)p: + q(w)p, } dodt > 0. (3.29)

Osserviamo che, data n la funzione ¢, : R — R definita da

u

q,(u) = q(—M) +/ n'(w)F (w) dw (3.30)

-M

e tale per cui (7, g,) € una coppia entropia—flusso di entropia per (3.16). Poiché u,, ¢ soluzione
entropica di tale equazione, vale

/O+OO/;+OO {U(qu)% + QV(uuj)SOm} dzdt > 0 (331)

oo

Cerchiamo di passare al limite in (3.31) per j — 400 e ottenere (3.29).
Poiché ¢, ¢ limitata e 7 lipschitziana in [—M, M] dove u,, e u prendono valori, esistono
delle costanti C,Cs > 0 tali che

400 p+o00 +o0 p4o0
A A O dxdt\
0 —00

0 —00
< / ‘n(u,,j) — n(u)‘ dxdt < C10,4 // ‘uyj — u‘ dxdt ,
supp ¢+ supp ¢t

e supp ¢; € compatto, si ottiene

da cui, tenuto conto che u,, — u in L,

jtoo

+00 p+00 +o0 pt+o0
lim / Ny, e dadt = / / n(u)pr dedt (3.32)
0 - 0 —o0

Si osservi ora che la funzione ¢, definita in (3.30) ¢ lipschitziana nell’intervallo [—M, M],
con costante di Lipschitz indipendente da v. Allora, poiché lo stesso flusso di entropia ¢ e
lipschitziano in [—M, M] e ¢, & limitata, esistono delle costanti C5, Cy > 0 tali che

+00 p+o0 +o0 p+oo
/ / Q,; (W) Po dxdt — / / q(u) @, dxdt‘ < Cy // ‘q,,j (uy,) — q(u)‘ dxdt
0 —00 0 —00 Supp @z

< Oy // ‘q,,j (uy,) — q(uuj)‘ dzdt + Cj // ‘q(u,,j) — q(u)‘ dxdt
Supp ¢z Supp ¢z

< Cs // ‘q,,j (uy,) — q(uyj)‘ dxdt + C3Cy // uy, — u| drdt.
SUpp ¥z SUpp @z
(3.33)
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Grazie a (3.14)-(3.15) si ha che g, — ¢ uniformemente su [—M, M]. Allora, siccome u,, — u
in L. _ e supp ¢, ¢ compatto, da (3.33) si ottiene

loc

+o00 p+00 +o00 p+00
lim / q(uy, ), dvdt = / / q(u)p, dxdt. (3.34)
0 J-oo 0 J—oo

j—+oo

Quindi, grazie a (3.32) e (3.34), si puo passare al limite in (3.31) per j — 400 e ottenere
(3.29). O

Osservazione 3.1 Si noti che, grazie al teorema 2.4 di unicita della soluzione di (3.1)-
(3.2) con dato iniziale in L>(R), la successione {u,,}yeN di soluzioni approssimate costruita
al Passo 2 della dimostrazione precedente converge tutta intera, e non solo a meno di
sottosuccessioni, in L] (R x [0, +00[) alla soluzione u di (3.1)-(3.2).

loc

Il prossimo teorema risolve il problema enunciato all’inizio del capitolo circa 1’esistenza
di un semigruppo S soddisfacente (3.3)-(3.5).

Teorema 3.4 Sia F : R — R funzione localmente lipschitziana. Allora esiste un semigrup-
po continuo S : [0, +oo[x L' (R) — L'(R) soddisfacente (5.3)-(3.5) e

||Stu0 — 8{00“1 < ||U0 — UOHI VUO,’UO S ]Ll(R) . (335)

Inoltre, se ug(z) < vo(z) per g.o. x € R, allora Syup(z) < Sivo(x) per ogni t > 0 e per g.o.
z € R.

Dim. Definiamo la mappa

S :[0,+oo[ x LY{R)NBV(R) — L'R)NBV(R)

~ 3.36
(t, UQ) — Siug = u('v t) ( )

dove u ¢ la soluzione entropica di (3.1)-(3.2) di cui il teorema 3.3 garantisce 'esistenza.
Grazie al teorema 2.4 S & ben definita e soddisfa

||‘§tu0 — ‘§t'UO||1 < |luo — wvoll1 (3.37)

per ogni coppia di funzioni ug, vy € L'(R) N BV(R) e dunque ¢ lipschitziana nella variabile
di L'(R) N BV(R). Inoltre S ¢ continua in ¢ grazie a (3.11). Per costruzione soddisfa
Soug = ug per ogni ug € L(R) NBV(R), e grazie al teorema 2.4 di unicitd e alla continuit
in ¢ soddisfa anche S,(Syug) = Syystig. Poiché LY(R) N BV(R) ¢ denso in L(R) grazie al
lemma 1.4, S puo essere estesa per continuita ad una mappa continua S : [0, +0o[xLY(R) —
L'(R) soddisfacente (3.3), (3.4) e (3.35). Dimostriamo che S soddisfa (3.5). Poiché valgono
(3.3) e (3.35) ¢ sufficiente dimostrare che, fissato uy € L>(R) N LY(R), Syup ¢ soluzione
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entropicamente ammissibile di (3.1) nel senso della definizione 2.7. Grazie ai lemmi 1.3 e 1.4,
esiste una successione {uoy}y oy di funzioni a variazione totale limitata convergente in LY(R)
a ug e tale che ||ugy||oc < M = |lug||os per ogni v. Per costruzione, la funzione S¢yug, prende
valori in [—M, M]. Inoltre, (3.35) implica che {S(')UOV}VGN converge in L} _(Rx]0,+o0[) a

Siug. Allora, con un procedimento del tutto simile a quello utilizzato per dimostrare (3.29),
si dimostra che vale

00 p+00
/ / {U(Stu())@ot + Q(Stuo)%} dxdt >0
0 Jow

per ogni funzione ¢ € C}(Rx]0,+o0[) e ogni coppia entropia—flusso di entropia (7,q), e
dunque S(.yuq € soluzione entropicamente ammissibile di (3.1).

Per provare l'ultimo asserto del teorema, come nella dimostrazione del teorema 3.3,
supporremo F' convessa. Per le proprieta di continuita di S, ci possiamo ricondurre al caso
in cul ug e vg sono a variazione totale limitata. Procedendo come nella dimostrazione del
teorema 3.3, siano {uo,,}y en € {UO,,}V N due successioni di funzioni costanti a tratti a valori
in 2777 convergenti in L'(R) rispettivamente a ug e vy, e siano u, e v, le soluzioni deboli
entropiche di (3.16) con dato iniziale rispettivamente g, e vg,. A meno di sottosuccessioni,
possiamo supporre che {u,,}yeN e {v,,}ueN convergano in L} (Rx]0, +oo|) rispettivamente
a Suyup e Syvo. A questo punto per concludere la dimostrazione del teorema ¢ sufficiente
provare che wu,(z,t) < v,(x,t) per ognit > 0 e v € Ne q.o. x € R. Per farlo, grazie a
come sono costruite u, e v,, basta far vedere che tale proprieta e vera per un problema di
Riemann. Consideriamo allora due problemi di Riemann per (3.16) con dati iniziali

) ug sex <0 KR sex <0
uo(x) = vo(x) =
Ug sex >0 Vg sex >0

con U, Ug, Vs, Vg € 2777 e tali che uy, < vy e ug < vg. Possiamo ricadere in tre casi

CAsO 1: max {us,ud} < min {vs,vd}.

In questo caso, grazie a (3.20) vale
u(z,t) < max {us, ud} < min {vs, vd} <w(z,t),
per ogni (z,1).

CASO 2: uy < v, < ug < wyg.

I due problemi di Riemann (ug,ug) € (vs,v4) sono risolti come in (3.18)-(3.19). Siano
allora wy, ...,wy dati da

Wj:U5+2_Vj, j:O,...,N, WN = Vg .
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Allora vy = wy, € ug = wg, per qualche k, < k, tra 0 e N. Allora, per (3.19) e grazie
alla convessita di F,,, vale

Fy(wr, 1) — Fo(vs)

T < t = ux,t S’[}s:vl’,t,
Why+1 — Us ( ) ( )
F,, - FI/ s Fl’ — Fl’ —
W) = Bw), ) o Blwa) = Blonn) ) 2 (),
Why+1 — Us td = Wku—1
F,, - Fz/ -
. (ua) (W, 1>t = u(w,t) = uqg < v(w,t),
Ug — Wi, —1

come si voleva dimostrare.

CASO 3: ug <y < ug < v,
In questo caso i due problemi di Riemann (ug, ugq) e (vs, v4) sono risolti come in (3.17),
e quindi, per la convessita di F, vale

F,(ug) — F,(us)

T < t = ux,t) =us <vs=0(z,t),
— (z,1) < (,1)
FV _FV s FV _FV id
(Ud) (U )t Sx < (,Ud) (U )t = U(l‘,t) = Ugq S Vs = ’U(IL‘,t) ;
Ug — Ug Vd — Us
F]/ _FI/ s
x> (va) (v )t = u(x,t) = ug < vg = v(w,t),
Vg — Vg

come sl voleva.
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