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Facolta di Agraria

Corsi di Laurea in VIT e STAL
Modulo di Matematica
Esame del 02/02/2010

A.A. 2009/2010

Scritto Voto

Teoria Esercizi

Istruzioni: apporre nome, cognome e numero di matricola su ogni foglio. Prima della consegna indicare
nell’apposito spazio il numero totale di fogli di cui & composto I’elaborato. Svolgere solamente uno tra 10-b)
e 11. Allegare lo svolgimento completo degli esercizi 9, 10 e 11. Non & ammesso ’uso di libri, appunti

e calcolatrici grafiche o programmabili.

Cognome

Nome

Corso di Laurea ’ VIT‘ ’ STAL ‘

Matricola

Vecchio ordinamento

n. fogli (compreso questo)

Se limg—y, f(x) = 07 e limyy, g(x) = +o00,
allora lim,_,,, f(z)g(x) &

[A] =
B +oo
c]o

@ non ci sono elementi sufficienti per rispondere

Se f & una funzione derivabile in Ja,b[ e vale
f'(z) < 0 per ogni = €]a, b, allora

f & decrescente in ]a, b]
f @ crescente in ]a, b]

f & convessa in |a, b]
@ f & concava in ]a, b[

L’equazione differenziale 3y = eft? + ylnt &
un’equazione lineare del primo ordine
un’equazione lineare del secondo ordine
un’equazione non lineare del primo ordine

@ un’equazione non lineare del secondo ordine

222 —1

I grafico della funzione f(x) = 57T
z

rappresenta

una retta
una parabola
un’iperbole

@ nessuna delle precedenti

il grafico.

Per la funzione f(x) = log, /9 %, scrivere il dominio D, I'immagine Z, e rappresentare qualitativamente

Grafico
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@ Per definizione, la derivata di una funzione f(x) in z¢ &:

Enunciare il teorema fondamentale del calcolo integrale

Rappresentare il grafico di una funzione g che verifichi contemporaneamente le seguenti proprieta:

lim g(z) =2 lim g(z) =+o0 lim g(z) = —o0 lim g(z) =40

T——00 T——2" z—2+ T—r+00

@ Data la funzione
3

g(w) = 57— 1

a) determinare il dominio D, b) studiare il segno di g; ¢) calcolare i limiti agli estremi del dominio; d)
determinare gli intervalli in cui la funzione & crescente, quelli in cui € decrescente, e gli eventuali punti di
massimo/minimo relativo; e) determinare gli intervalli in cui la funzione & convessa e quelli in cui & concava;
f) disegnare un grafico approssimativo di g.

Dato il problema di Cauchy

a) dire se la funzione y(¢t) = 1 + In(3t + 1) & soluzione del problema;

b) determinare una soluzione del problema nel caso in cui non lo sia la funzione di cui al punto precedente.

Calcolare i seguenti integrali

/ ( 5 227 — 336) dx, /Oﬂ(zx — 3) sen(2z) dx.

cos? x 2

IMPORTANTE! Risolvere solamente uno tra 10-b) e 11.
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Soluzioni dei quesiti dell’esame del 2 febbraio 2010

D; A; A; D; E@ consultare il libro di testo; in neretto si evidenziano le informazioni

date dai limiti. Il grafico della funzione & quindi completato a piacere (linea sottile), ad esempio:

@ a) La funzione & definita se 2z — 1 # 0 cioé x # 1/2, percio il dominio & D = R\ {1/2} e la funzione
(razionale) ¢ ivi continua e derivabile.
b) Il numeratore & > 0 se 23 > 0 cioe se e solo se ¢ > 0, il denominatore & positivo se > 1/2. La
funzione & dunque positiva per z < 0 oppure & > 1/2, negativa per 0 < x < 1/2, e si annulla in z = 0.
c) Ha senso andare a studiare i limiti in 1/2 e a £00. Si ha

z? [—Foo 1/8

Jm g(@) = lm o= |5 } = oo, o, L 9@) = [O“—L} = +00,

quindi la funzione non ammette massimo né minimo.

d) La derivata prima &

322(2x — 1) — 232 4a® —32?  2?(4a - 3)

r—12  (2z-12 (2z-12°
La derivata prima si annulla se 22 = 0 oppure 4z — 3 = 0 cio¢ se x = 0 oppure x = 3/4. Tolti questi

punti, il numeratore & positivo quando 42 — 3 > 0 cioe se e solo se = > 3/4, il denominatore & sempre
positivo nel dominio, quindi

g'(x) =

<0, sexe]—oo,0[U]0,1/2[UJ1/2,3/4],
g (x){ =0, sex=0oppure z = 3/4,
>0, sex€]3/4,+00],

percio la funzione & decrescente in | — 0o,1/2[ e in ]1/2,3/4[, mentre & crescente in ]3/4,+oo[. In
x = 3/4 ammette un minimo relativo, in = 0 un punto di flesso a tangente orizzontale.

e) La derivata seconda &

2?2 — 62)(2x — 1)? — (423 — 322)2(2z —
g,,(m):(u 62) (2 — 1)% — (423 — 322)2(2z — 1)2

(2z —1)4
(1222 — 62) (22 — 1) — (42® — 32°)4  2z(4a? — 62 + 3)
(22 —1)3 N (22 —1)3




Modulo di Matematica, Corsi di Laurea in VIT e STAL - Raccolta degli Esami A.A. 2009-2010 4

Poiché il polinomio 422 —6z+3 & sempre positivo, il numeratore & > 0 se e solo se x > 0, il denominatore
se x > 1/2, quindi
>0, sex€]|—o00,0[U]1/2,400]
g"(x) =0, sex=0,
<0, sexz€]0,1/2],
percio la funzione ¢ convessa in | — o0, 0[ e in |1/2, +00[, mentre & concava in ]0,1/2[. In z = 0 ammette

un punto di flesso.

a) Siha y/(t) = ﬁ e sostituendo si ottiene ’equazione

3 2t —tcos(3t)
3t+1  Hl+In(3t+1)

che non & identicamente soddisfatta per ¢ € R (ad esempio, per t = 0 si ottiene 3 # 0). La funzione
non ¢ dunque soluzione. Si osservi che la funzione soddisfa la seconda condizione, essendo y(0) = 1.

b) Scrivendo ¢’ = %! e utilizzando il metodo di separazione delle variabili si ha

5Y dy = (2t* — tcos(3t)) dt
e integrando (utilizzando le tabelle)

5Y 3

Y _ 2 . — —9__ _ -
/5 dy /(Qt tcos(3t)) dt = nE 23 /tcos(3t) dt.

Il secondo integrale lo calcoliamo per parti:

/ (tcos(3t)) dt = tsen?f?’t) - / Senégt) dt :%

1
sen(3t) + 9 cos(3t) + ¢,

dove c e la generica costante d’integrazione, percio si ottiene

v 2 t 1 2 t 1
1?175 = §t3 —3 sen(3t) — g cos(3t) +¢ <= y=logs (<3t3 —3 sen(3t) — 9 cos(3t) + c) In 5).

Imponendo la condizione y(0) = 1 (nella prima delle due equazioni qui sopra) si ha

51,
m5 9 ¢

da cui si ricava ¢ = % + % La soluzione & quindi

2 1 1
y(t) = logs ((3753 - %sen(St) -3 cos(3t) + 5) In5+ 5>.

Alternativamente, si poteva utilizzare direttamente la formula risolutiva per le equazioni a variabili
separabili (insieme alla formula fondamentale del calcolo integrale)

t

[5az= [ —semas = [ 2] =20~ Seeniag L eonta
: z = o S S COS(o8 S n5 ) = 38 3 sen(os 9 COS(oS

5 5 2. ¢ 1 1
2 2 I3 L en(36) — = cos(3t) + =
5 s 30 3%en() - geos3)+ g

0

che risolta rispetto a y fornisce la soluzione cercata.

Dalle tabelle si ottiene

) 29¢ 3 1 1 2%
/( _— x)dgczf)/ dm—/2“’daj+3/fd;v:5tgx——+3ln|x|+c,
cos? x? cos? x x In2

con ¢ costante arbitraria. Utilizzando invece il metodo di integrazione per parti si ha

/0 (2z — 3)sen(2x) dx = [(2333)_60;(2$)K+/0 Q%dx

_ 2r—-3 3 {sen(2aws)}fr
- 2 2 2

0
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Facolta di Agraria

Corsi di Laurea in VIT e STAL
Modulo di Matematica
Esame del 02/02/2010

A.A. 2009/2010

Scritto Voto

Teoria Esercizi

Istruzioni: apporre nome, cognome e numero di matricola su ogni foglio. Prima della consegna indicare
nell’apposito spazio il numero totale di fogli di cui & composto I’elaborato. Svolgere solamente uno tra 10-b)
e 11. Allegare lo svolgimento completo degli esercizi 9, 10 e 11. Non & ammesso ’uso di libri, appunti

e calcolatrici grafiche o programmabili.

Cognome

Nome

Corso di Laurea ’ VIT‘ ’ STAL ‘

Matricola

Vecchio ordinamento

n. fogli (compreso questo)

Se limy ., f(z) = 07 e lim;_,, g(x) = —o00,
(x)

allora limg_, 4, % e

[A] -
+oo
c]o

@ non ci sono elementi sufficienti per rispondere

Se f ¢ una funzione derivabile due volte in ]a, b
e vale f”(x) < 0in ]a, b], allora

f @ decrescente in ]a, b[
f & crescente in a, b]

f & convessa in |a, b]
@ f & concava in a, b|

L’equazione differenziale " = y'sent — t2y3 ¢
un’equazione lineare del primo ordine
un’equazione lineare del secondo ordine
un’equazione non lineare del primo ordine

@ un’equazione non lineare del secondo ordine

Il grafico della funzione f(z) = me? rappresenta

una retta
una parabola
un’iperbole

@ nessuna delle precedenti

grafico.

Per la funzione f(x) = senz, scrivere il dominio D, 'immagine Z, e rappresentare qualitativamente il

Grafico




Modulo di Matematica, Corsi di Laurea in VIT e STAL - Raccolta degli Esami A.A. 2009-2010 6

@ Per definizione, una primitiva di una funzione f(z) in |a, b[ &:

Descrivere con precisione le relazioni che intercorrono tra la derivata di una funzione e le sue proprieta
di monotonia.

Rappresentare il grafico di una funzione g che verifichi contemporaneamente le seguenti proprieta:

lim g(z) = —o0 lim g(z) = —o0 lim g(x) =2 lim g(z) =0

T——00 z—1— r—1+ T—+00

@ Data la funzione
3

9(z) = 3r+1

a) determinare il dominio D, b) studiare il segno di g; ¢) calcolare i limiti agli estremi del dominio; d)
determinare gli intervalli in cui la funzione e crescente, quelli in cui ¢ decrescente, e gli eventuali punti di
massimo/minimo relativo; e) determinare gli intervalli in cui la funzione & convessa e quelli in cui & concava;
f) disegnare un grafico approssimativo di g.

Dato il problema di Cauchy
_ 3tsen(2t) — 7
I TE—

/

Y
y(0) =2
a) dire se la funzione y(t) = 31n(2¢t + e) — 1 & soluzione del problema;

b) determinare una soluzione del problema nel caso in cui non lo sia la funzione di cui al punto precedente.

Calcolare i seguenti integrali

/(2+§:ﬁ+ \/17_7> dz, /Oﬂ(52x)cos(5:z:) dz.

IMPORTANTE! Risolvere solamente uno tra 10-b) e 11.
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Soluzioni dei quesiti dell’esame del 2 febbraio 2010

C; @ D; D; A; —@— consultare il libro di testo; in neretto si evidenziano le informazioni

date dai limiti. 11 grafico della funzione & quindi completato a piacere (linea sottile), ad esempio:

@ a) La funzione & definita se 3z +1 # 0 cio¢ « # —1/3, percio il dominio ¢ D = R\ {—1/3} e la funzione
(razionale) & ivi continua e derivabile.
b) Il numeratore & > 0 se 23 > 0 cioe se e solo se x > 0, il denominatore & positivo se z > —1/3. La

funzione & dunque positiva per z < —1/3 oppure = > 0, negativa per —1/3 < x < 0, e si annulla in
x=0.

c¢) Ha senso andare a studiare i limiti in —1/3 e a +o00. Si ha

~1/27
li - —
H(lrfl/g)ig(x) { e } Foo,

lim g(z) =

. 22 400
lim =
r—too z—4o00 3+ 1/33

3] = too,

quindi la funzione non ammette massimo né minimo.

d) La derivata prima &

~ 3223z +1) — 233 62® + 327 32?(2z +1)

IO T T A e Ger

La derivata prima si annulla se 22 = 0 oppure 2z + 1 = 0 cio¢ se z = 0 oppure = —1/2. Tolti questi
punti, il numeratore & positivo quando 2z 41 > 0 cioe se e solo se © > —1/2, il denominatore ¢ sempre
positivo nel dominio, quindi

<0, sexe€]—o0,—1/2,
g (x){ =0, sex=0oppurex=—1/2,
>0, sexe|—1/2,—1/3[U]—-1/3,0[U]0,+o],

percio la funzione & decrescente in | — 0o, —1/2[, mentre & crescente in | —1/2,—1/3[ e in | — 1/3, +o0].
In z = —1/2 ammette un minimo relativo, in = 0 un punto di flesso a tangente orizzontale.

e) La derivata seconda &

(1822 + 62)(3z + 1)? — (623 + 322)2(3z + 1)3
3z +1)4
(1822 + 62)(3z + 1) — (62° + 32%)6  6x(32% 4+ 3z + 1)
(3z+1)3 N (3z+1)3

g"(x) =
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Poiché il polinomio 322 +3xz+1 & sempre positivo, il numeratore & > 0 se e solo se > 0, il denominatore
se x > —1/3, quindi
>0, sex€]|—o0,—1/3[U]0,+o0]
g"(x){ =0, sex=0,
<0, sexe]—1/3,0]
percio la funzione & convessa in | — oo, —1/3[ e in |0, +o0c[, mentre & concava in | —1/3,0[. In © =0

ammette un punto di flesso.

a) Si ha y/(t) = e sostituendo si ottiene ’equazione

6
2t+e
6  3tsen(2t) —t’

ot e 23In(2tte)-1

che non ¢ identicamente soddisfatta per ¢t € R (ad esempio, per t = 0 si ottiene 6/e # 0). La funzione
non ¢ dunque soluzione. Si osservi che la funzione soddisfa la seconda condizione, essendo y(0) = 2.

b) Scrivendo y' = ‘fi—ff e utilizzando il metodo di separazione delle variabili si ha

2Y dy = (3tsen(2t) —t7) dt
e integrando (utilizzando le tabelle)

v 8

t
Y dy = e i _
/2 dy / (3t sen(2t) —t ) dt == n2 3/tsen(2t) dt 3

Il secondo integrale lo calcoliamo per parti:

— 2t 2t t 1
/tsen(Qt) dt =t co2s( ) + / COS; ) dt = . cos(2t) + 1 sen(2t) 4 ¢

dove c ¢ la generica costante d’integrazione, percio si ottiene

2 —§t cos(2t) + 3 sen(2t) — ﬁ +c = =1lo ( — §tcos(2t) + 3 sen(2t) — ﬁ + c) In2
m2 2 1 8 y= 08 2 1 8 '
Imponendo la condizione y(0) = 2 (nella prima delle due equazioni qui sopra) si ha ﬁ = ¢ La
soluzione ¢ quindi
3 3 t8
y(t) = logy ( - it cos(2t) + 1 sen(2t) — g) In2+2).

Alternativamente, si poteva utilizzare direttamente la formula risolutiva per le equazioni a variabili
separabili (insieme alla formula fondamentale del calcolo integrale)

Y ¢ 27 1Y 3 s
/2 2% dz = /0 (3ssen(2s) —s")ds = [1112} . = [—23 cos(2s) + — Sen (29) 8}

2¥ 4 3 3 t8
S — = —Ztcos(2t) + Ssen(2t) — —
W2 Iz g oS gsen() =g
che risolta rispetto a y fornisce la soluzione cercata.

Dalle tabelle si ottiene

2+3%/x 7 _ 1
de=2 [ 37%d de+7 | ——=d —47
/( 30 +m> x / x—l—/\/f x+ /m x = 1 +3/2+ arcsen z+c,

con c costante arbitraria. Utilizzando invece il metodo di integrazione per parti si ha

/;(5 — 2z) cos(bx) dx = [(5 —2x) sené5z)];f — /OW(_Q)SGH(;m dx

3 1’3/2

=0+ [— %cos(Sx)K = ;5
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Facolta di Agraria

Corsi di Laurea in VIT e STAL
Modulo di Matematica
Esame del 02/02/2010

A.A. 2009/2010

Scritto Voto

Teoria Esercizi

Istruzioni: apporre nome, cognome e numero di matricola su ogni foglio. Prima della consegna indicare
nell’apposito spazio il numero totale di fogli di cui & composto I’elaborato. Svolgere solamente uno tra 10-b)
e 11. Allegare lo svolgimento completo degli esercizi 9, 10 e 11. Non & ammesso ’uso di libri, appunti

e calcolatrici grafiche o programmabili.

Cognome

Nome

Corso di Laurea ’ VIT‘ ’ STAL ‘

Matricola

Vecchio ordinamento

n. fogli (compreso questo)

Se limg_,y, f(2) = 07 e lim, , g(z) = 0F,

allora limg_, 4, % e

[A] —o0
[B] 1
c]o

@ non ci sono elementi sufficienti per rispondere

—

Se f ¢ una funzione derivabile due volte in ]a, b
e vale " (x¢) < 0 con zg €]a, b, allora

xo € sempre punto di minimo relativo per f
xo € sempre punto di massimo relativo per f
xo € sempre punto di flesso relativo per f

@ nessuna delle precedenti

L’equazione differenziale y” = (3y’ — yt3)Int &
un’equazione lineare del primo ordine
un’equazione lineare del secondo ordine
un’equazione non lineare del primo ordine

@ un’equazione non lineare del secondo ordine

Tx — 1 — 8z2

Il grafico della funzione f(z) = 5
-

rappresenta

una retta
una parabola
un’iperbole

@ nessuna delle precedenti

Per la funzione f(x) = cosz, scrivere il dominio D, 'immagine Z, e rappresentare qualitativamente il

grafico.

Grafico
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@ L’integrale definito di una funzione positiva f su [a, b] rappresenta:

Enunciare il teorema dei punti critici

Rappresentare il grafico di una funzione g che verifichi contemporaneamente le seguenti proprieta:

lim g(z) =400 lim g(z) =1 lim g(z) = 400 lim g(z) = -0

T——00 z—0~ z—0t T—r+00

@ Data la funzione

3

9(x) = 5 — 1

a) determinare il dominio D, b) studiare il segno di g; c¢) calcolare i limiti agli estremi del dominio; d)
determinare gli intervalli in cui la funzione e crescente, quelli in cui & decrescente, e gli eventuali punti di
massimo/minimo relativo; ) determinare gli intervalli in cui la funzione & convessa e quelli in cui & concava;
f) disegnare un grafico approssimativo di g.

Dato il problema di Cauchy
,  2tcos(5t) + 3t*
y = 3y
y(0) =3

a) dire se la funzione y(t) = 2 4 In(2t + €) & soluzione del problema;

b) determinare una soluzione del problema nel caso in cui non lo sia la funzione di cui al punto precedente.

Calcolare i seguenti integrali

2 x°5% — 3 /2
/ <m2 1 + 5o ) dz, /0 (3z + 1) sen(3z) dx.

IMPORTANTE! Risolvere solamente uno tra 10-b) e 11.
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Soluzioni dei quesiti dell’esame del 2 febbraio 2010

D; @ D; B; B; E—@- consultare il libro di testo; in neretto si evidenziano le informazioni

date dai limiti. 11 grafico della funzione & quindi completato a piacere (linea sottile), ad esempio:

g(z)

@ a) La funzione ¢ definita se 5z — 1 # 0 cioé x # 1/5, percio il dominio ¢ D = R\ {1/5} e la funzione
(razionale) ¢ ivi continua e derivabile.

b) Il numeratore ¢ > 0 se —x® > 0 cioe se e solo se x < 0, il denominatore & positivo se z > 1/5. La
funzione ¢ dunque positiva per 0 < & < 1/5, negativa per x < 0 oppure z > 1/5, e si annulla in = = 0.

c¢) Ha senso andare a studiare i limiti in 1/5 e a +o00. Si ha

. . —x? —00 : —1/125
m el = e = [} =—0 o g(e) = [ 0% } = Foo,

quindi la funzione non ammette massimo né minimo.

d) La derivata prima &

J () = —32%(5z — 1) +2°5 32 —10z®  2%(3 — 10x)

(5x —1)2 bz -1 (5x—1)2

La derivata prima si annulla se 22 = 0 oppure 3 — 10z = 0 cio¢ se z = 0 oppure z = 3/10. Tolti questi
punti, il numeratore & positivo quando 3 — 10z > 0 cioe se e solo se z < 3/10, il denominatore ¢ sempre
positivo nel dominio, quindi

>0, sexc]—o0,0[U]0,1/5[U]1/5,3/10],
g (x){ =0, sex=0oppure x = 3/10,
<0, sez€|3/10,+00],

percio la funzione & crescente in | — 00, 1/5[ e in ]1/5,3/10[, mentre & decrescente in |3/10,4+o0c[. In
x = 3/10 ammette un massimo relativo, in £ = 0 un punto di flesso a tangente orizzontale.

e) La derivata seconda &
y (62 — 3022%)(5z — 1)? — (322 — 1023)2(5z — 1)5
g'(x) = 4
(5x —1)
(62 —302?)(5x — 1) — (322 — 102°)10  —2x(2522 — 15z + 3)
N (5z —1)3 N (5z —1)3
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Poiché il polinomio 2522 — 152 + 3 & sempre positivo, il numeratore & > 0 se e solo se z < 0, il
denominatore se x > 1/5, quindi

<0, sex€]—o00,0[U]J1/5, +o0]
g"(x){ =0, sex=0,
>0, sexz€]0,1/5],

percio la funzione & concava in | — oo, 0[ e in ]1/5, +00[, mentre & convessa in ]0,1/5[. In z = 0 ammette
un punto di flesso.

a) Si ha ¢/(t) = T%re e sostituendo si ottiene ’equazione
2 2tcos(5t) + 3t*
2t + e - 32+1n(2t+e)

che non & identicamente soddisfatta per ¢t € R (ad esempio, per t = 0 si ottiene 2/e # 0). La funzione
non ¢ dunque soluzione. Si osservi che la funzione soddisfa la seconda condizione, essendo y(0) = 3.

b) Scrivendo y' = ‘2—? e utilizzando il metodo di separazione delle variabili si ha

3V dy = (2t cos(5t) + 3t*) dt

e integrando (utilizzando le tabelle)

5

Y t
/3y dy = / (2t cos(5t) + 3t*) dt = 13—3 = 2/tcos(5t) dt + 33.
n

Il secondo integrale lo calcoliamo per parti:

ot ot t 1
/tcos(5t) dt = tsen5( ) _ / sen5( ) dt = E sen(5t) + % cos(5t) + ¢,

dove c ¢ la generica costante d’integrazione, percio si ottiene

3 gt sen(bt) + 2 cos(5t) + §t5 +c = =1lo (275 sen(bt) + 2 cos(5t) + §t5 + c) In3
m3 5 25 5 v=8\\5 25 5 '

Imponendo la condizione y(0) = 3 (nella prima delle due equazioni qui sopra) si ha

7 _ 2,
m3 25 ©

da cui si ricava ¢ = 12—7 — 2 La soluzione ¢ quindi
n3 25

2 2 3 2
y(t) = logs ((5tsen(5t) + % cos(bt) + gts - %> In3+ 27).

Alternativamente, si poteva utilizzare direttamente la formula risolutiva per le equazioni a variabili
separabili (insieme alla formula fondamentale del calcolo integrale)

v ! s L 2 3 5]
/3 3 dz = /o (2scos(bs) +3s*)ds = LngL = [55 sen(5s) + % cos(5s) + 555]0

w27 2 2 3 2
—— — —— = “tsen(5t) + — cos(5t) + —t° — —
3 g 5 en(h) + g5 cos(5t) + £t - o

che risolta rispetto a y fornisce la soluzione cercata.

Dalle tabelle si ottiene

2 z°5% — 3 1 28 57"
=92/ — Sdr — “Tdr =2 -
/(x2+1+ 5 )dx /x2+1da:+/x dx 3/5 dx arctga:+6+31n5+c,

con c costante arbitraria. Utilizzando invece il metodo di integrazione per parti si ha

/Oﬂ/z(?;x + 1) sen(3z) dz = [(31 + 1)&} /2 + /0”/2 300s§3:c) i

3 0
1 sen(3z)77/2 1 1
=3+, =573
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Scritto Voto

Teoria Esercizi

Istruzioni: apporre nome, cognome e numero di matricola su ogni foglio. Prima della consegna indicare
nell’apposito spazio il numero totale di fogli di cui & composto I’elaborato. Svolgere solamente uno tra 10-b)
e 11. Allegare lo svolgimento completo degli esercizi 9, 10 e 11. Non & ammesso ’uso di libri, appunti

e calcolatrici grafiche o programmabili.

Cognome

Nome

Corso di Laurea ’ VIT‘ ’ STAL ‘

Matricola

Vecchio ordinamento

n. fogli (compreso questo)

Se limy_yz, f(z) = 3 e limy_yy, g(z) =

allora lim,_,,, f(z)g(x) &
—o0
-3
0

@ non ci sono elementi sufficienti per rispondere

—0Q0,

Se f & una funzione derivabile in Ja,b[ e vale
f'(zo) = 0 con zg €]a, b[, allora

x( € sempre punto di minimo relativo per f
x( € sempre punto di massimo relativo per f
o € sempre punto di flesso relativo per f

@ nessuna delle precedenti

L’equazione differenziale y' = 3t — (t +5)Iny &
un’equazione lineare del primo ordine
un’equazione lineare del secondo ordine
un’equazione non lineare del primo ordine

@ un’equazione non lineare del secondo ordine

3 —2x

Il grafico della funzione f(z) = 3
T

rappresenta

una retta
una parabola
un’iperbole

@ nessuna delle precedenti

grafico.

Per la funzione f(x) = (3/4)%, scrivere il dominio D, 'immagine Z, e rappresentare qualitativamente il

Grafico
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@ La derivata di una funzione f nel punto x(y rappresenta:

Descrivere precisamente le relazioni che esistono tra la derivata seconda e il grafico di una funzione f

Rappresentare il grafico di una funzione g che verifichi contemporaneamente le seguenti proprieta:

lim g(x)=-1 lim g(z)=0 lim g(z) =400 lim g(z) = —o0

T——00 z——1— z——1+ T—+00

@ Data la funzione
3

g(w) = -

a) determinare il dominio D, b) studiare il segno di g; c¢) calcolare i limiti agli estremi del dominio; d)
determinare gli intervalli in cui la funzione & crescente, quelli in cui ¢ decrescente, e gli eventuali punti di
massimo/minimo relativo; e) determinare gli intervalli in cui la funzione & convessa e quelli in cui & concava;
f) disegnare un grafico approssimativo di g.

Dato il problema di Cauchy
, 18+ 3tcos(2t)
V=—
y(0) =1
a) dire se la funzione y(t) = 2 — In(e 4 5¢) & soluzione del problema;

b) determinare una soluzione del problema nel caso in cui non lo sia la funzione di cui al punto precedente.

Calcolare i seguenti integrali

2 _ .3rx 2 /2
/ (71‘ x°5 ) dz, / (1 — 42) sen(3z) dx.
0

3 sen? x

IMPORTANTE! Risolvere solamente uno tra 10-b) e 11.
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Soluzioni dei quesiti dell’esame del 2 febbraio 2010

A; D; C; C; —@— consultare il libro di testo; in neretto si evidenziano le informazioni

date dai limiti. 11 grafico della funzione & quindi completato a piacere (linea sottile), ad esempio:

9(x)

@ a) La funzione ¢ definita se 1 — 4z # 0 cioé x # 1/4, percio il dominio ¢ D = R\ {1/4} e la funzione
(razionale) & ivi continua e derivabile.

b) Il numeratore ¢ > 0 se 23 > 0 cioe se e solo se > 0, il denominatore & positivo se © < 1/4. La
funzione & dunque positiva per 0 < < 1/4, negativa per = < 0 oppure & > 1/4, e si annulla in 2 = 0.

c¢) Ha senso andare a studiare i limiti in 1/4 e a +o00. Si ha
. . a? +00 . 1/64
;g;mw—}ggwh%_4—{_4]——w7 z%ﬁﬁmw—[0$]—¢wv
quindi la funzione non ammette massimo né minimo.

d) La derivata prima &

~ 322(1 —4x) —23(—4)  32* -8z  2?(3—8x)

g = (1 4z)? I

La derivata prima si annulla se 22 = 0 oppure 3 — 8z = 0 cio¢ se = 0 oppure = = 3/8. Tolti questi
punti, il numeratore & positivo quando 3 — 8z > 0 cioe se e solo se = < 3/8, il denominatore & sempre
positivo nel dominio, quindi

>0, sex€]—o00,0[U]0,1/4[U]1/4,3/8],
g (x){ =0, sex=0oppure z=3/8,
<0, sex€]3/8,+],

percio la funzione & crescente in | — 0o, 1/4[ e in ]1/4,3/8[, mentre & decrescente in ]3/8,+oc[. In
x = 3/8 ammette un massimo relativo, in £ = 0 un punto di flesso a tangente orizzontale.

e) La derivata seconda &
o () = (62 — 242%)(1 — 42)? — (322 — 823)2(1 — 4z)(—4)
(1 —4x)4
(6 —242?)(1 — 4x) + (32® — 82°)8  2x(162” — 12z + 3)
(1 —4x)3 B (1 —4x)3
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Poiché il polinomio 1622 — 12z + 3 & sempre positivo, il numeratore & > 0 se e solo se z > 0, il
denominatore se x < 1/4, quindi

<0, sex€]—o00,0[U]1/4,+0o0]
g"(z)¢ =0, sex=0,
>0, sex€]0,1/4],

percio la funzione & concava in | — oo, 0[ e in ]1/4, +00[, mentre & convessa in |0,1/4[. In z = 0 ammette
un punto di flesso.

a) Si ha y/(t) = —ﬁ e sostituendo si ottiene ’equazione

5 %4 3tcos(2t)
- e+ 5t T 42—In(e+5t)

che non ¢ identicamente soddisfatta per ¢t € R (ad esempio, per ¢ = 0 si ottiene —5/e # 0). La funzione
non ¢ dunque soluzione. Si osservi che la funzione soddisfa la seconda condizione, essendo y(0) = 1.

b) Scrivendo y' = % e utilizzando il metodo di separazione delle variabili si ha

4¥ dy = (t* + 3t cos(2t)) dt
e integrando (utilizzando le tabelle)

4y 9
/4y dy = / (t® + 3t cos(2t)) dt = wi= 9 +3 /tcos(2t) dt.
n
Il secondo integrale lo calcoliamo per parti:

2t 2t t 1
/tcos(2t) dt = tsenz( ) _ / senz( ) dt = B sen(2t) + 1 cos(2t) + ¢,

dove c ¢ la generica costante d’integrazione, percio si ottiene
4 0 3 3 9 3 3
wi= 9 + itsen(Qt) + 1 cos(2t) +¢ <= y=log, ((9 + §t sen(2t) + 1 cos(2t) + c) In 4).

Imponendo la condizione y(0) = 1 (nella prima delle due equazioni qui sopra) si ha

4 3 n
- 24
In4 4 ’
da cui si ricava ¢ = ﬁ — %. La soluzione ¢ quindi

2 3 3 3
y(t) = log, <(9 + §tsen(2t) + 1 cos(2t) — Z) In4 + 4).

Alternativamente, si poteva utilizzare direttamente la formula risolutiva per le equazioni a variabili
separabili (insieme alla formula fondamentale del calcolo integrale)

t

v bs 421 s 3 3
/1 2 /o (s® +3scos(2s))ds = {1114}1 [9 + 2ssem( s) + 4cos( s)]0

@4 P

3 3
m - m = 6 + §tben(2t) + 1 COS(Qt) —

che risolta rispetto a y fornisce la soluzione cercata.

= w

Dalle tabelle si ottiene

2 _ 3rx ) 1 1 v
<7x x°5 _ )dxz? Zde— | 5%dr—2 dx:71n|x\—5—+2cotx+c,
3 sen? x T sen? x In5

con c costante arbitraria. Utilizzando invece il metodo di integrazione per parti si ha

/2 _ /2 /2
/ (1 — 4z) sen(3x) dox = [(1 - 4@%] n / (—4) cos(3x) "
0 3 o )
1 4 ™/2 1 4 7
:g—bsen(?»x)]o :§+§:§.
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Scritto Voto

Teoria Esercizi

Istruzioni: apporre nome, cognome e numero di matricola su ogni foglio. Prima della consegna indicare
nell’apposito spazio il numero totale di fogli di cui & composto I’elaborato. Svolgere solamente uno tra 10-b)
e 11. Allegare lo svolgimento completo degli esercizi 9, 10 e 11. Non & ammesso ’uso di libri, appunti

e calcolatrici grafiche o programmabili.

Cognome

Nome

Corso di Laurea ’ VIT‘ ’ STAL ‘

Matricola

Vecchio ordinamento

n. fogli (compreso questo)

Se limy 4, f(x) = +o00 e limy_y4, g(x) =
allora lim,_,,, f(z)g(x) &

[A] —o
B o
] o

@ non ci sono elementi sufficienti per rispondere

_37

Se f & una funzione derivabile due volte in ]a, b
e vale f”(x) > 0 per ogni z €]a, b[, allora

f & decrescente in ]a, b]
f @ crescente in ]a, b]

f & convessa in |a, b]
@ f & concava in ]a, b[

L’equazione differenziale y" = te¥ + /(¢ +5) &
un’equazione lineare del primo ordine
un’equazione lineare del secondo ordine
un’equazione non lineare del primo ordine

@ un’equazione non lineare del secondo ordine

1

Il grafico della funzione f(z) = T
-2z

rappresenta

una retta
una parabola
un’iperbole

@ nessuna delle precedenti

grafico.

Per la funzione f(z) = cosz, scrivere il dominio D, I'immagine Z, e rappresentare qualitativamente il

Grafico
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@ Per definizione, una primitiva di una funzione f(z) in |a, b[ &:

Enunciare il teorema dei punti critici

Rappresentare il grafico di una funzione g che verifichi contemporaneamente le seguenti proprieta:

lim g(z) =+ lim g(z)=-1 lim g(z) =2 lim g(z) = —o0

T——00 z—0~ z—0t T—+00

@ Data la funzione
222 — 1
2 —4x+3
a) determinare il dominio D, b) studiare il segno di g; c¢) calcolare i limiti agli estremi del dominio; d)
determinare gli intervalli in cui la funzione e crescente, quelli in cui & decrescente, e gli eventuali punti di

massimo/minimo relativo; e) determinare l’equazione della retta tangente al grafico nel punto di ascissa
xg = —1; f) disegnare un grafico approssimativo di g.

g(z) =

Dato il problema di Cauchy

~ tsen(2t?) 4 3t°
Yy

y(0) =1

a) dire se la funzione y(t) = (2t + 1)3 & soluzione del problema;

/

b) determinare una soluzione del problema nel caso in cui non lo sia la funzione di cui al punto precedente.

Calcolare i seguenti integrali

/(2372 x—1+ 5 )dx /1 35w
a3 sen? z ’ o V4—z2

IMPORTANTE! Risolvere solamente uno tra 10-b) e 11.
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Soluzioni dei quesiti dell’esame del 23 febbraio 2010

A; C; D; C; —@— consultare il libro di testo; in neretto si evidenziano le informazioni

date dai limiti. Il grafico della funzione ¢ quindi completato a piacere (linea sottile), ad esempio:

g(z)

N x

@ a) La funzione ¢ definita se 2% — 4z + 3 # 0 cioé x # 1, z # 3, percio il dominio ¢ D =R\ {1,3} e la
funzione (razionale) ¢ ivi continua e derivabile.
b) Il numeratore & positivo se 222—1> 0 cioeseesolose z < —1/\/5 oppure x > 1/\/§ Il denominatore
& positivo se 22 —4x +3 > 0 cioe se = < 1 oppure z > 3. La funzione ¢ dunque positiva per z < —1//2
oppure 1/4/2 < x < 1 oppure x > 3, negativa per —1/v/2 < = < 1//2 oppure 1 < z < 3, mentre si
annulla in z = —1/\/§ ex = 1/\/?

c¢) Ha senso andare a studiare i limiti in 1, in 3 e a £o00. Si ha

. . 2 1/22 2
LA g@) = lim 71— 4/x+3/a2 H =2
. 1 . 17
lim, g(z) = [0;} = Foo, [im, g(z) = [oi] = o0,
quindi la funzione non ammette massimo né minimo.
d) La derivata prima &
o) = 4a(z? — 4z +3) — (222 — 1)(2z — 4) _ —42% + Tx — 2
(22 — 4z + 3)2 (22 —4x + 3)?2

Il numeratore & positivo quando —4z2+7xz—2 > 0 cioe se e solo se PT VIT < 7 < ”T V”, il denominatore
€ sempre positivo nel dominio, quindi

<0, sexe]—oo,%m[u]%m,i’)[u]?),—l-oo[,
g (@) =0, sex:7’gm oppurex:%m,

>0, sexe] =T 1[ull, TRAT],

percid la funzione & crescente in ] 7= 1 e in ]1, 5[ mentre & decrescente in | — oo, ==¥47[, in
]”‘T V1T 3[ e in |3, +oc[. In x = LT VIT od ¢ = ”T VIT ammette, rispettivamente, un minimo ed un
massimo relativo.

20.

15

10
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e) L’equazione della retta tangente al grafico nel generico punto (z, g(xg)) &

y = (x — z0)g'(z0) + g(0).
Poiché g(—1) =1/8 e ¢'(—1) = —13/32, 'equazione della retta cercata &

13

32( r+1)+

y=- 8

a) Si ha y/(t) = 6(2t + 1)? e sostituendo si ottiene I'equazione

tsen(2t?) + 3t5

6(2t +1)% = CEmE

che non & identicamente soddisfatta per ¢ € R (ad esempio, per t = 0 si ottiene 6 # 0). La funzione
non ¢ dunque soluzione. Si osservi che la funzione soddisfa la seconda condizione, essendo y(0) = 1.

b) Si osservi che y ¢y = y*/3. Scrivendo y’ = % e utilizzando il metodo di separazione delle variabili

si ha
Y3 dy = (tsen(2t?) + 3t°) dt
e integrando (utilizzando le tabelle)
y7/3 3
/y4/3 dy = / (tsen(2t?) + 3t°) dt = 7 /tben(ZtQ)dt—F 6t6

Il secondo integrale lo calcoliamo mediante la seconda tabella

1 1 1
/tsen(2t2) dt = 1 /4t sen(2t?) dt = 1 /(2752)’ sen(2t?) dt = ~1 cos(2t?) + ¢,

dove c ¢ la generica costante d’integrazione, percio si ottiene

3 1 3 7 7 TeN3/7
?y7/3 =1 cos(2t2)+6t6+c = y= (— ﬁcos(2t2)+ 6t6+ 36) .
Imponendo la condizione y(0) = 1 (nella prima delle due equazioni qui sopra) si ricava % = f% +cda

cui segue ¢ = %. La soluzione ¢ quindi
7t6 n 19)3/ 7
6 12 ’

Alternativamente, si poteva utilizzare direttamente la formula risolutiva per le equazioni a variabili
separabili (insieme alla formula fondamentale del calcolo integrale)

y4/3 ! 2 5 27377 1 2 7"
22 dz = ssen(2s”) +3s°)ds — — | = |—--cos(25%) + —
/ [ (ssentzs?) + 557 ) [y

0

y(t) = ( - 1—72 cos(2t?) +

3 73 3 1 o 8 1
hd 2= 9% o4z
= gy g =)t gty

che risolta rispetto a y fornisce la soluzione cercata.

Dalla prima tabella si ottiene

2%/ — 1 5 1
/(x x + )dm:2/x_1/2dx—/x_3d:1c+5/ dxr
3 sen? x sen? x

212 g2 1
:21/72 — 5cot:c+c—4f+ 5 —Hcotx + ¢,

con c¢ costante arbitraria. Utilizzando anche la seconda tabella si ha

/%dm_?’/ﬁd+/m

_ - 5 [ — a2V (4 — 2212 gy
3/\/_7]:2d+/(4 ) (4—a?)"12d

1 1
= [3 arcsen(x/2) + 5v/4 — a:2]0 = 3arcsen 3 +5V3—-10= g +5v/3 - 10.
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Scritto Voto

Teoria Esercizi

Istruzioni: apporre nome, cognome e numero di matricola su ogni foglio. Prima della consegna indicare
nell’apposito spazio il numero totale di fogli di cui & composto I’elaborato. Svolgere solamente uno tra 10-b)
e 11. Allegare lo svolgimento completo degli esercizi 9, 10 e 11. Non & ammesso ’uso di libri, appunti

e calcolatrici grafiche o programmabili.

Cognome

Nome

Corso di Laurea ’ VIT‘ ’ STAL ‘

Matricola

Vecchio ordinamento

n. fogli (compreso questo)

Se limy sz, f(x) =7 e limy_,,, g(x) =07, allora
glx

—0
E non esiste
0"

@ non ci sono elementi sufficienti per rispondere

hma:—>;v0

Se f ¢ una funzione derivabile in Ja,b[ e vale
f'(x0) = 0 per ogni z €]a, b[, allora

o € punto di minimo relativo per f
2o € punto di massimo relativo per f
xo € punto di critico per f

@ xo € punto di flesso per f

L’equazione differenziale y’ = sen(t? —3) — 1 &
un’equazione lineare del primo ordine
un’equazione lineare del secondo ordine
un’equazione non lineare del primo ordine

@ un’equazione non lineare del secondo ordine

3

Il grafico della funzione f(z) = 2 _ow 7T

rappresenta

una retta
una parabola
un’iperbole

@ nessuna delle precedenti

Per la funzione f(z) = (1/5)%, scrivere il dominio D, I'immagine Z, e rappresentare qualitativamente il

grafico.

Grafico
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@ La derivata di una funzione f nel punto x( rappresenta geometricamente:

Descrivere precisamente le relazioni che esistono tra la derivata seconda e il grafico di una funzione f

Rappresentare il grafico di una funzione g che verifichi contemporaneamente le seguenti proprieta:

lim g(x)=-3 lim g(x)=0 lim g(z) =400 lim g¢(x) non esiste

T——00 r—1- z—1+ z—+00

@ Data la funzione
_ 22 -6
9(x) = 2 4 3z + 2
a) determinare il dominio D, b) studiare il segno di g; c¢) calcolare i limiti agli estremi del dominio; d)
determinare gli intervalli in cui la funzione e crescente, quelli in cui & decrescente, e gli eventuali punti di

massimo/minimo relativo; e) determinare l’equazione della retta tangente al grafico nel punto di ascissa
xog = 2; f) disegnare un grafico approssimativo di g.

Dato il problema di Cauchy

J = 5t — t2 cos(t3)
ARV

y(0) =1

a) dire se la funzione y(t) = (1 — 7t)* & soluzione del problema;

b) determinare una soluzione del problema nel caso in cui non lo sia la funzione di cui al punto precedente.

Calcolare i seguenti integrali

3 3 2z T
/ ( _ord xﬁ) dz, / rsen(1 — 4x?) du.
0

1+ 22 2

IMPORTANTE! Risolvere solamente uno tra 10-b) e 11.
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Soluzioni dei quesiti dell’esame del 23 febbraio 2010

A; C; A; D; E—@- consultare il libro di testo; in neretto si evidenziano le informazioni

date dai limiti. Il grafico della funzione & quindi completato a piacere (linea sottile), ad esempio:

@ a) La funzione & definita se 22 + 3z +2 # 0 cioé x # —1, © # —2, percid il dominio & D = R\ {-1, -2}
e la funzione (razionale) ¢ ivi continua e derivabile.
b) Il numeratore & positivo se 22 — 6 > 0 cioe se e solo se x < —/6 oppure x > V6. 11 denominatore &
positivo se 22 43z +2 > 0 cioe se © < —2 oppure z > —1. La funzione & dunque positiva per z < —v/6
oppure —2 < < —1 oppure = > /6, negativa per —v/6 < x < —2 oppure —1 < z < /6, mentre si
annulla in z = —v/6 ¢ z = /6.

c¢) Ha senso andare a studiare i limiti in —2, in —1 e a +o00. Si ha

lim g(z)= lim i - 1 =1,
rz—too x~>:|:ool—|—3/,’1j—|—2/,’1}2 1
lim () = —2 = +o0, lim (z) = _—5 = FToo
o igyx IV 0F ey I T OE| T F0

quindi la funzione non ammette massimo né minimo.
d) La derivata prima &

2¢(2® + 3z +2) — (2? — 6)(20 +3) 32 + 162 + 18
(22 4 32+ 2)2 (224 3z +2)2

g'(x) =

Il numeratore & positivo quando 3z% + 16z + 18 > 0 cioe se e solo se x < == ‘ﬁ oppure x > f‘/ﬁ,
il denominatore ¢ sempre positivo nel dominio, quindi
<0, sex E]M —2[U] -2, *8%@[’

gd(@)q =0, sex= =2 ‘ﬁ oppure xr = SJ”/E

>0, sex€]— oo, 82Y10[U] 8+W —1[U] = 1,+00],

percio la funzione & crescente in | — oo, =850 in [ =84VI0)
n ]*8% \/10,_2[ ein | — 2’*8% \/10[ Inz = *S% V10

—1[ein ] —1,400[, mentre & decrescente

ed r = *8% v10 ammette, rispettivamente, un

minimo ed un massimo relativo.
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e) L’equazione della retta tangente al grafico nel generico punto (z, g(xg)) &

y = (z — w0)g'(z0) + g(0).
Poiché g(2) = —1/6 e ¢’(2) = 31/72, 'equazione della retta cercata ¢

31 1

zi(m—Q)—f.

y 6

a) Si ha y/(t) = —28(1 — 7t)? e sostituendo si ottiene 'equazione

5t — 2 cos(t3)

24

che non ¢ identicamente soddisfatta per ¢t € R (ad esempio, per t = 0 si ottiene —28 # 0). La funzione

non & dunque soluzione. Si osservi che la funzione soddisfa la seconda condizione, essendo y(0) = 1.

b) Si osservi che y? VU= y®/2. Scrivendo v = 44 ¢ ytilizzando il metodo di separazione delle variabili

: dt
si ha

Y2 dy = (5t — t* cos(t%)) dt
e integrando (utilizzando le tabelle)

7/2

)
/y5/2 dy = / (5t — t* cos(t*)) dt = % = §t2 - /t2 cos(t) dt.

Il secondo integrale lo calcoliamo mediante la seconda tabella

1 1 1
/t2 cos(t?) dt = 3 /3t2 cos(t3) dt = 3 /(tg)’ cos(t3) dt = 3 sen(t?) + ¢,
dove c & la generica costante d’integrazione, percio si ottiene

2

/
’ 70)2 7.

5 1 35 7
Y% = §t2 —3 sen(t)) +¢ = y= (th 5 sen(t%) + 0l

Imponendo la condizione y(0) = 1 (nella prima delle due equazioni qui sopra) si ricava
soluzione & quindi

35 ,

y(t) = (Zt - gsen(tB) + 1)2/7

2 —¢ La

Alternativamente, si poteva utilizzare direttamente la formula risolutiva per le equazioni a variabili

separabili (insieme alla formula fondamentale del calcolo integrale)

v o t . Z7/27Y 5 1 !
/1 22 dz = /0 (55 — s*cos(s®))ds = {7/2} ) = {252 3 sen(s?’)]o

22 2 _Sp

=
79

che risolta rispetto a y fornisce la soluzione cercata.

Dalla prima tabella si ottiene

3 3z + 2z /x B 1 1 Y
/(1+z2_ = )dm—3/1+x2dﬂc—3/gd$—2/x dx

1/3

= 3arctgz — 31In x| ) S - 3arctgz — 31n|z| — 6/z + c,

1/3
con ¢ costante arbitraria. Utilizzando anche la seconda tabella si ha

1 1

/ rsen(l — 4x?) dx = —g/ (—8z)sen(1 — 4x?) dx = _é/ (1 — 422) sen(1 — 42?) dx
0 0 0

1 T~ 1 1
= [f cos(1 74x2)} = —cos(1 — 4n?) — —cos1.
8 o 8 8
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Facolta di Agraria

Corsi di Laurea in VIT e STAL
Modulo di Matematica
Esame del 23/02/2010

A.A. 2009/2010

25

Scritto Voto

Teoria Esercizi

Istruzioni: apporre nome, cognome e numero di matricola su ogni foglio. Prima della consegna indicare
nell’apposito spazio il numero totale di fogli di cui & composto I’elaborato. Svolgere solamente uno tra 10-b)
e 11. Allegare lo svolgimento completo degli esercizi 9, 10 e 11. Non & ammesso ’uso di libri, appunti

e calcolatrici grafiche o programmabili.

Cognome

Nome

Corso di Laurea ’ VIT‘ ’ STAL ‘

Matricola

Vecchio ordinamento

n. fogli (compreso questo)

Se limy .z, f(z) = +00 € limy_,4, g(x) = —o0,
allora lim,_,,, f(z)g(x) &

[A] —o0
B +
c]1

@ non ci sono elementi sufficienti per rispondere

Se f & una funzione derivabile due volte in ]a, b
evale f'(x) > 0e f”(z) < 0 per ogni x €a, b[, allora

f @ decrescente e concava in |a, b|
f @ decrescente e convessa in |a, b]
f @ crescente e concava in |a, b|

@ f @ concava e convessa in ]a, b[

L’equazione differenziale 3" = tIny — 43y’ &
un’equazione lineare del primo ordine
un’equazione lineare del secondo ordine
un’equazione non lineare del primo ordine

@ un’equazione non lineare del secondo ordine

Il grafico della funzione f(z) =
rappresenta

una retta
una parabola
un’iperbole

@ nessuna delle precedenti

il grafico.

Per la funzione f(z) = log, /9 T, scrivere il dominio D, 'immagine Z, e rappresentare qualitativamente

Grafico
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@ L’integrale definito di una funzione positiva f su [a, b] rappresenta:

Descrivere con precisione le relazioni che intercorrono tra la derivata di una funzione e le sue proprieta
di monotonia.

Rappresentare il grafico di una funzione g che verifichi contemporaneamente le seguenti proprieta:

lim g(z)=0 lim g¢(z) = —o0 lim ¢g(z) =0 lim g(z) =1

r——00 r——2- r——2+ T—4-00

@ Data la funzione
322 -1
r)=——"—
a) determinare il dominio D, b) studiare il segno di g; c¢) calcolare i limiti agli estremi del dominio; d)
determinare gli intervalli in cui la funzione & crescente, quelli in cui & decrescente, e gli eventuali punti di
massimo/minimo relativo; e) determinare '’equazione della retta tangente al grafico nel punto di ascissa
xg = 3; f) disegnare un grafico approssimativo di g.

Dato il problema di Cauchy
2t3 sen(t*) — 3t2

Yy

/

y =
y(0) =—1
a) dire se la funzione y(t) = (4t — 1)° & soluzione del problema;

b) determinare una soluzione del problema nel caso in cui non lo sia la funzione di cui al punto precedente.

Calcolare i seguenti integrali

322 — Y 4 Vi+2z
— d ———dx.
/( VT 3cos2x) v /0 322+ 12

IMPORTANTE! Risolvere solamente uno tra 10-b) e 11.
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Soluzioni dei quesiti dell’esame del 23 febbraio 2010

A; @ C; D; A; @- consultare il libro di testo; in neretto si evidenziano le informazioni

date dai limiti. 11 grafico della funzione & quindi completato a piacere (linea sottile), ad esempio:

)

@ a) La funzione ¢ definita se 22 +x — 2 # 0 cioe z # 1 & # —2, percio il dominio ¢ D =R\ {1,-2} e la
funzione (razionale) ¢ ivi continua e derivabile.
b) Il numeratore & positivo se 322—1 > 0cioeseesolose x < —1/\/§ oppure x > 1/\/§ Il denominatore
¢ positivo se 22 + 2 — 2 > 0 cioe se x < —2 oppure x > 1. La funzione & dunque positiva per z < —2
oppure —1/v/3 < 2 < 1/4/3 oppure x > 1, negativa per —2 < x < 1/+/3 oppure 1/v/3 < 2 < 1, mentre
si annulla in « = —1/\/§ ex = 1/\/§

¢) Ha senso andare a studiare i limiti in 1, in —2 e a +o0o. Si ha

. 3—1/x22 3
i o) = i P 2
. 2 . 11
St =[] = o= [ =

quindi la funzione non ammette massimo né minimo.

d) La derivata prima &

6z(z?> +x—2)— (322 —1)(2z+1) 322 —10x + 1

9'(2) = (22 4+ x —2)? - (22 +2—2)2"

Il numeratore & positivo quando 322 — 10z + 1 > 0 cioeé se e solo se z < % oppure > MT‘/E, il

denominatore & sempre positivo nel dominio, quindi

>0, sexc]—o0,—2[U] -2 2=YR[U]SHY2 4o

gd@) =0, sex= 5_:\3/@ oppure z = 5““7@,

<0, sewx€]>=Y2 1[U]1, /2,

percid la funzione & decrescente in |2=¥22 1[ e in |1, 25Y22[ mentre & crescente in | — oo, —2[, in
] — 2,222 ein |22 tool. In z = 2HY22 ed z = 5=¢22 ammette, rispettivamente, un minimo ed

un massimo relativo.
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e) L’equazione della retta tangente al grafico nel generico punto (z, g(xg)) &

y = (z — z0)g'(w0) + g(x0).
Poiché ¢g(3) = 13/5 e ¢'(3) = —1/50, I’equazione della retta cercata ¢
1 13

(x—3)+—.

Y= 50 5

a) Si ha y/(t) = 20(4t — 1)* e sostituendo si ottiene I'equazione

2t3 sen(t*) — 32

che non ¢ identicamente soddisfatta per t € R (ad esempio, per ¢ = 0 si ottiene 20 # 0). La funzione
non ¢ dunque soluzione. Si osservi che la funzione soddisfa la seconda condizione, essendo y(0) = —1.

b) Si osservi che y ¢y = y9/5. Scrivendo v/ = % e utilizzando il metodo di separazione delle variabili
si ha
Y8/ dy = (2t3 sen(t!) — 3¢%) dt

e integrando (utilizzando le tabelle)

11/5
/y6/5 dy = / (2t% sen(t!) — 3¢%) dt = 211? = /2153 sen(t*) dt — 3.

Il secondo integrale lo calcoliamo mediante la seconda tabella

, 1 , 1 1
/2#‘ sen(t?) dt = 3 /4#‘ sen(t?) dt = 3 /(t4)’sen(t4) dt = -5 cos(t) + ¢,

dove c ¢ la generica costante d’integrazione, percio si ottiene

5 5 1 11 11 11c\?
ﬁyu/" =5 cos(t) =t +e = y= 1\1/( - TOCOS(t4) - gt?’ + ?C) :
Imponendo la condizione y(0) = —1 (nella prima delle due equazioni qui sopra) si ricava —1—51 = —% +c

da cui segue ¢ = é La soluzione & quindi

11 11 1%
t:li/(— ) — g3 7).
y() TR U T
Alternativamente, si poteva utilizzare direttamente la formula risolutiva per le equazioni a variabili
separabili (insieme alla formula fondamentale del calcolo integrale)

Y 6/5 "o 4 2 /57 1 4 3 '
/ z dz:/o (25 sen(s?) — 3s%) ds = [11/5} =|:—2COS(S)—S:|

—1 —1

9 415 | O 1 4 3
- = 2 = —Zcos(th) —t
7Y +11 2cos( ) +

che risolta rispetto a y fornisce la soluzione cercata.

Dalla prima tabella si ottiene

322 — ¥z 4 4 1
- dr=3 [ 2*%d —/ ! —7/ d
/( vz 3cos2x> v /a: “ ’ *73) cosza

x%/2  g56 4 6 6 s 4
=32 Ty = Vb - Vs - g
572 5/ 3 ErTeT VT gV T gterde

con ¢ costante arbitraria. Utilizzando anche la seconda tabella si ha

1 1 1
1422 1 1 1 6x
———dr = - —d = ——d

/0 302 + 12 3/0 22+ 4 x+3/0 302 1 127"
1 1 1 1 1 2 !
Y Y =
3 0 x2+4 3 0 3.T2+12

1—1(1 te S +1n15 112)
, = 3lzarctg 5 +1n nl2).

1r1 T 9
=3 [5 arctg 5 + In(32” + 12)}
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Modulo di Matematica
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Scritto Voto

Teoria Esercizi

Istruzioni: apporre nome, cognome e numero di matricola su ogni foglio. Prima della consegna indicare
nell’apposito spazio il numero totale di fogli di cui & composto I’elaborato. Svolgere solamente uno tra 10-b)
e 11. Allegare lo svolgimento completo degli esercizi 9, 10 e 11. Non & ammesso ’uso di libri, appunti

e calcolatrici grafiche o programmabili.

Cognome

Nome

Corso di Laurea ’ VIT‘ ’ STAL ‘

Matricola

Vecchio ordinamento

n. fogli (compreso questo)

Se limg—y, f(x) = 07 e limy_y, g(2)

allora lim, 4, f(z)g(x) &
—00
(B +o0
0

@ non ci sono elementi sufficienti per rispondere

= —0Q,

Se f & una funzione derivabile due volte in ]a, b
e vale f'(zg) =0e f"(x0) > 0 con zy €la,b], allora

x( € sempre punto di minimo relativo per f
x( € sempre punto di massimo relativo per f
o € sempre punto di flesso relativo per f

@ nessuna delle precedenti

L’equazione differenziale 3’ = Y2y
cost

un’equazione lineare del primo ordine
un’equazione lineare del secondo ordine
un’equazione non lineare del primo ordine

@ un’equazione non lineare del secondo ordine

2¢ — 1
3¢ 42

Il grafico della funzione f(z) =

rappresenta

una retta
una parabola
un’iperbole

@ nessuna delle precedenti

Per la funzione f(x) = tgx, scrivere il dominio D, I'immagine Z, e rappresentare qualitativamente il

grafico.

Grafico
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@ Per definizione, la derivata di una funzione f(x) in z¢ &:

Enunciare il teorema fondamentale del calcolo integrale

Rappresentare il grafico di una funzione g che verifichi contemporaneamente le seguenti proprieta:

lim g(z) =+ lim g(z) = —oc0 lim g(z) =1 lim g(z)=0

T——00 z—3~ z—3+ T—+00

@ Data la funzione
2

1—=x
9(x) = z? + 5z +6
a) determinare il dominio D, b) studiare il segno di g; c¢) calcolare i limiti agli estremi del dominio; d)
determinare gli intervalli in cui la funzione e crescente, quelli in cui & decrescente, e gli eventuali punti di
massimo/minimo relativo; e) determinare l’equazione della retta tangente al grafico nel punto di ascissa
xog = 1; f) disegnare un grafico approssimativo di g.

Dato il problema di Cauchy

t3 cos(tt) — 2t3
yyy

y(0) = -1

a) dire se la funzione y(t) = (3t — 1)7 & soluzione del problema;

[

b) determinare una soluzione del problema nel caso in cui non lo sia la funzione di cui al punto precedente.

Calcolare i seguenti integrali

37— 1 1 ™ )
/( o —3m) dx, /0 3z cos(2z° + 1) du.

IMPORTANTE! Risolvere solamente uno tra 10-b) e 11.
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Soluzioni dei quesiti dell’esame del 23 febbraio 2010

D; A; A; D; E@ consultare il libro di testo; in neretto si evidenziano le informazioni

date dai limiti. Il grafico della funzione & quindi completato a piacere (linea sottile), ad esempio:

g(x)

@ a) La funzione & definita se 2% + 5z + 6 # 0 cioé © # —2 x # —3, percio il dominio ¢ D = R\ {-2, -3}
e la funzione (razionale) & ivi continua e derivabile.

b) Il numeratore & positivo se 1 — 22 > 0 cioe se e solo se —1 < z < 1. Il denominatore & positivo se
22 + 52 +6 > 0 cioe se x < —3 oppure > —2. La funzione & dunque positiva per —3 < 2 < 2 oppure
—1 < x < 1, negativa per x < —3 oppure —2 < x < —1 oppure x > 1. Siannullainz=—-1e x = 1.

c¢) Ha senso andare a studiare i limiti in —3, in —2 e a £o00. Si ha

. . /22 -1 -1
lim g(z)=|—| =+ lim g(z) = =32 00
e (—3)% KE =07 | = ’ e (—2)% W)= | ox F00

quindi la funzione non ammette massimo né minimo.
d) La derivata prima &
- 2x(2® +52+6) — (1 —a2?)(2z+5)  ba®+ 14w +5

/ —
9(@) = (x2 4 bz + 6)? (22452 +6)2°

Il numeratore & positivo quando 522 4+ 14z + 5 < 0 cioe se e solo se *7%@ <z < 77+5\/ﬂ7 il
denominatore & sempre positivo nel dominio, quindi

<0, sew €] - oo, ~3[U] -3, T/ [U]THA 4o,

gd@) ¢ =0, sex= *7})@ oppure x = *7%@,
> 0, sexe]#;m,—Q[U]—Q,%‘/ﬂ[,
percio la funzione e crescente in ]7775@’ —2[ein|—2, 77%@[, mentre ¢ decrescente in | — 0o, —3],

in|—3, J_T‘/ﬂ[ e in ]_7%@, +ool. Inz = _7%@ ed z = _7%@ ammette, rispettivamente, un

minimo ed un massimo relativo.
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e) L’equazione della retta tangente al grafico nel generico punto (z, g(xg)) &

y = (z —x0)g'(x0) + g(0).

Poiché g(1) =0 e ¢’(1) = —1/6, 'equazione della retta cercata &
1
y = —6(33 —1).

a) Si ha y/(t) = 21(3t — 1)5 e sostituendo si ottiene I'equazione

t3 cos(tt) — 2t3

21(3t — 1)% = EEE

che non ¢ identicamente soddisfatta per ¢ € R (ad esempio, per ¢t = 0 si ottiene 21 # 0). La funzione
non e dunque soluzione. Si osservi che la funzione soddisfa la seconda condizione, essendo y(0) = —1.

b) Si osservi che y/y = y8/7. Scrivendo 3 = % e utilizzando il metodo di separazione delle variabili
si ha
y® T dy = (t3 cos(t?) — 2t%) dt

e integrando (utilizzando le tabelle)
15/7 4

t
/y8/7 dy = / (t% cos(t?) — 2t%) at = 215/7 /t3 cos(t*) dt — 5

Il secondo integrale lo calcoliamo mediante la seconda tabella

1 1 1
/t3 cos(t*) dt = 1 /4t3 cos(tt) dt = 1 /(t4)’ cos(tt) dt = 1 sen(t*) + ¢,

dove c & la generica costante d’integrazione, percio si ottiene

7o 1 ot _ 1§/(15 o 15, 156)
w5y = 4sen(t ) g Te = y= 53 sen(t4) 14t + -

Imponendo la condizione y(0) = —1 (nella prima delle due equazioni qui sopra) si ricava —-= = c. La

15
soluzione ¢ quindi
15/ 715 4 15 , )7
= _— — — 1
y(t) \/(28 sen(?) l4t

Alternativamente, si poteva utilizzare direttamente la formula risolutiva per le equazioni a variabili
separabili (insieme alla formula fondamentale del calcolo integrale)

y ¢ L15/77Y s
/_1 287 dz :/0 (s®cos(s?) —2s%)ds = {15/7]_1 = [ sen( 2}

Toasr, 11 4
- L ¢
= v T e -

4
2
che risolta rispetto a y fornisce la soluzione cercata.

Dalla prima tabella si ottiene

397 -1 1 L1 s, 1 1

~1/3

X

=3n|z| — 733

arcsenx +c¢ = 31n

3 1
Jxr 3
con ¢ costante arbitraria. Utilizzando anche la seconda tabella si ha

/ 3z cos(22® 4+ 1)dx = Z/ 4 cos(22% + 1) dx = Z/ (22 4 1) cos(222 + 1) dx
0 0 0

= %[sen(sz + 1)]2 = %(sen(%r2 +1) —senl).
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Scritto Voto

Teoria Esercizi

Istruzioni: apporre nome, cognome e numero di matricola su ogni foglio. Prima della consegna indicare
nell’apposito spazio il numero totale di fogli di cui & composto I’elaborato. Svolgere solamente uno tra 10-b)
e 11. Allegare lo svolgimento completo degli esercizi 9, 10 e 11. Non & ammesso ’uso di libri, appunti

e calcolatrici grafiche o programmabili.

Cognome

Nome

Corso di Laurea ’ VIT‘ ’ STAL ‘

Matricola

Vecchio ordinamento

n. fogli (compreso questo)

Se limg_,y, f(2) = 07 e lim, , g(z) = 0F,

allora limg_, 4, % e

[A] —
+oo
c]o

@ non ci sono elementi sufficienti per rispondere

—

Se f ¢ una funzione derivabile in Ja,b[ e vale
f'(x) > 0 per ogni x €]a, b], allora

f @ decrescente in ]a, b[
f & crescente in a, b]

f & convessa in |a, b]
@ f & concava in a, b|

L’equazione differenziale 3" = 2ty + ¢ cost &
un’equazione lineare del primo ordine
un’equazione lineare del secondo ordine
un’equazione non lineare del primo ordine

@ un’equazione non lineare del secondo ordine

11 grafico della funzione f(z) =

una retta
una parabola
un’iperbole

@ nessuna delle precedenti

3
—— rappresenta
%

grafico.

Per la funzione f(x) = senz, scrivere il dominio D, I'immagine Z, e rappresentare qualitativamente il

Grafico
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@ Per definizione, una primitiva di una funzione f(z) in |a, b[ &:

Descrivere precisamente le relazioni che esistono tra la derivata seconda e il grafico di una funzione f

Rappresentare il grafico di una funzione g che verifichi contemporaneamente le seguenti proprieta:

lim g(z) =+ lim g(z)=1 lim g(z) = 400 lim g(z) =-2

T—>—00 z—0— z—0t T—>+00

@ Data la funzione
3r+5

(@+1)?

a) determinare il dominio D, b) studiare il segno di g; ¢) calcolare i limiti agli estremi del dominio; d)
determinare gli intervalli in cui la funzione e crescente, quelli in cui & decrescente, e gli eventuali punti di
massimo/minimo relativo; e) determinare ’equazione della retta tangente al grafico nel punto di ascissa
xg = —2; f) disegnare un grafico approssimativo di g.

glx)y =14

Dato il problema di Cauchy

,_2y4—|—1
LETE
y(1) =1

a) dire se la funzione y(t) = e2*=1) & soluzione del problema per ¢ > 0;

b) determinare una soluzione del problema nel caso in cui non lo sia la funzione di cui al punto precedente.

Calcolare i seguenti integrali

1—a *3r+1
/ (ﬁ — 4COS.'L'> dl‘, /O m dr.

IMPORTANTE! Risolvere solamente uno tra 10-b) e 11.



Modulo di Matematica, Corsi di Laurea in VIT e STAL - Raccolta degli Esami A.A. 2009-2010 35

Soluzioni dei quesiti dell’esame del 14 luglio 2010

D; B; B; C; @ consultare il libro di testo; in neretto si evidenziano le informazioni

date dai limiti. Il grafico della funzione & quindi completato a piacere (linea sottile), ad esempio:

9(x)

- — - — — — -

@ a) La funzione ¢ definita se © + 1 # 0 cioé & # —1, percio il dominio ¢ D = R\ {—1} e la funzione
(razionale) & ivi continua e derivabile. Si osservi inoltre che g si pud scrivere nella seguente forma

(2) 22 4+5x+6

xr = —————

I (w+1)2

b) Il numeratore & > 0 se 22 + 52+ 6 > 0 cioe se e solo se © < —3 oppure z > —2, il denominatore &
sempre positivo nel dominio. La funzione & dunque positiva per z < —3, oppure —2 < x < —1 oppure
x > —1, negativa per —3 < z < —2, e si annulla in x = —2 oppure x = —3.

c¢) Ha senso andare a studiare i limiti in —1 e a +o00. Si ha

3jw+5/a? _ [ 0] _1 lim g(x) = [1+2} = +o0,

+7 z—— ot

lim g(z) =1+ lim T

r—+o0 r—+o0 (1 + 1/1’)2

quindi la funzione non ammette massimo.

d) La derivata prima &

) = 3z+5\  3x+1)?—Bx+5)2x+1) 3@+1)—(3x+5)2 —(Bx+7)
7@ = (Gre) = (ot 1) S T

Il numeratore & > 0 quando 3z + 7 < 0 cioe se e solo se x < —7/3, il denominatore ¢ positivo se
x+ 1> 0 cioe x > —1, quindi
<0, sex€]—o0,—7/3[U]—1,40],
g(x){ =0, sex=-7/3,
>0, sexe]|—"7/3,—1],

percio la funzione & decrescente in | — 0o, —7/3[ e in | — 1, +00[, mentre & crescente in | — 7/3, —1[. In
x = —7/3 ammette un minimo assoluto.

2,57
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e) L’equazione della retta tangente al grafico nel generico punto (z, g(xg)) &
y = (z — 0)g'(z0) + g(0).
Poiché g(—2) =0 e ¢’(—2) = 1, 'equazione della retta cercata &
y=x+2.
a) Si ha y/(t) = 2e2(*=1) ¢ sostituendo si ottiene I'equazione

288(t71) 41

2(t—1) _
2e T e6(t—1)¢43

che non & identicamente soddisfatta per ¢t > 0 (ad esempio, per ¢t = 1 si ottiene 2 # 3). La funzione
non ¢ dunque soluzione. Si osservi che la funzione soddisfa la seconda condizione, essendo y(1) = 1.

b) Scrivendo y' = ‘;—? e utilizzando il metodo di separazione delle variabili si ha

yS

2yt +1

1
e ricordando che 1/t = ¢t~3 e integrando

y? 3 Y 1

dove c ¢ la generica costante d’integrazione. Essendo (utilizzando le tabelle)

3 3 4 /
y 1 8y 1/(2y +1) 1 4
dy = - dt == [ ST g Syt 41
/2y4+1 Y 8/2y4+1 8) 2yt +1 g @yt + 1),

e poiché y(t) & positiva vicino a t = 1 si ottiene

1 4 1 41 4
gln(2y —|—1)=—ﬁ+c S y=\/2(exp(8c—t2)—1).

Imponendo la condizione y(1) =1 (nella prima delle due equazioni qui sopra) si ha

113— 1+
811— 5 c,

da cui si ricava ¢ = % + 13 T3 soluzione & quindi

8
y(t) = </;<3exp (4 - ;12) — 1).

Alternativamente, si poteva utilizzare direttamente la formula risolutiva per le equazioni a variabili
separabili (insieme alla formula fondamentale del calcolo integrale)

Vo8 b 1oy v 1]
———dz= [ s7%d @2+ 1)| = |5
[latse= e = [gmesten] =[],

1 1 1 1
— —In2y*+1)—-In3=- - —
g@ +1D) —gnd=75- 25
che risolta rispetto a y fornisce la soluzione cercata.

Dalla prima tabella si ottiene

1-— 1 1
/(27\/;—40081’) dr = i/m_l/zdw—§/x1/2d$—4/coswdx

1.’171/2 15(}3/2

= 571/2 — 5—3/2 —4senz+c=+x — L:;E —4senzx +c,

con c costante arbitraria. Utilizzando entrambe le tabelle si ha

2 2 2
3 1 3 2 1 3 1 2 3ln2
/ v d —*/ ° d+/ 7dx+=[§ln(x2+4)+farctg§ =202

0 0 0

ol 3

72 +4 =3 2 +4 v 72 +4 2 210 2
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Scritto Voto

Teoria Esercizi

Istruzioni: apporre nome, cognome e numero di matricola su ogni foglio. Prima della consegna indicare
nell’apposito spazio il numero totale di fogli di cui & composto I’elaborato. Svolgere solamente uno tra 10-b)
e 11. Allegare lo svolgimento completo degli esercizi 9, 10 e 11. Non & ammesso ’uso di libri, appunti

e calcolatrici grafiche o programmabili.

Cognome

Nome

Corso di Laurea ’ VIT‘ ’ STAL ‘

Matricola

Vecchio ordinamento

n. fogli (compreso questo)

Se limy_yz, f(z) = 0 e limy_yy, g(z) =

allora limg 4, f (mf— g(z) &
—00
(B +o0
0

@ non ci sono elementi sufficienti per rispondere

—0Q0,

Se f & una funzione derivabile due volte in ]a, b
e vale f"(xzo) = 0 con zy €]a, b], allora

zo € punto di minimo relativo per f
x ¢ punto di massimo relativo per f

xo € punto di flesso per f

@ nessuna delle precedenti

L’equazione differenziale y’ = sen(ty) — 3t ¢
un’equazione lineare del primo ordine
un’equazione lineare del secondo ordine
un’equazione non lineare del primo ordine

@ un’equazione non lineare del secondo ordine

Il grafico della funzione f(x) = (2%)? —3.2%+3
rappresenta

una retta
una parabola
un’iperbole

@ nessuna delle precedenti

grafico.

Per la funzione f(x) = (1/5)%, scrivere il dominio D, 'immagine Z, e rappresentare qualitativamente il

Grafico
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@ La derivata di una funzione f nel punto x( rappresenta geometricamente:

Enunciare il teorema dei punti critici

Rappresentare il grafico di una funzione g che verifichi contemporaneamente le seguenti proprieta:

lim g(z)=0 lim g(z) = —c0 lim g(z) =0 lim g(z)=1

T——00 r—1— z—1t T—r+00

@ Data la funzione
x—1
(z —2)?

a) determinare il dominio D, b) studiare il segno di g; ¢) calcolare i limiti agli estremi del dominio; d)
determinare gli intervalli in cui la funzione e crescente, quelli in cui & decrescente, e gli eventuali punti di
massimo/minimo relativo; e) determinare ’equazione della retta tangente al grafico nel punto di ascissa
xg = 1; f) disegnare un grafico approssimativo di g.

9(x) =2~

Dato il problema di Cauchy

y, _ 2y2 +1
yt3
y(2) =1

a) dire se la funzione y(t) = €3*=2) & soluzione del problema per ¢ > 0;

b) determinare una soluzione del problema nel caso in cui non lo sia la funzione di cui al punto precedente.

Calcolare i seguenti integrali

3 13-5
/(\/E—i— +2senx) dx, / #dm.
T o z¢+16

IMPORTANTE! Risolvere solamente uno tra 10-b) e 11.
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Soluzioni dei quesiti dell’esame del 14 luglio 2010

B; D; C; D; —@— consultare il libro di testo; in neretto si evidenziano le informazioni

date dai limiti. 11 grafico della funzione & quindi completato a piacere (linea sottile), ad esempio:

g(x)

@ a) La funzione ¢ definita se x — 2 # 0 cio¢  # 2, percio il dominio ¢ D = R\ {2} e la funzione
(razionale) & ivi continua e derivabile. Si osservi inoltre che g si pud scrivere nella seguente forma

(x)_2x2—9x+9
T = w2

b) Il numeratore & > 0 se 222 — 92 4+ 9 > 0 cioe se e solo se x < 3/2 oppure x > 3, il denominatore &
sempre positivo nel dominio. La funzione & dunque positiva per x < 3/2 oppure z > 3, negativa per
3/2 < x <3,z #2, esiannullain x = 3/2 oppure x = 3.

¢) Ha senso andare a studiare i limiti in 2 e a +o0. Si ha

. . 1/z—1/2? 0 )
A g(r) =2 lm orar = [2 - 1] =2 lim g(z) = [2 - OJ = oo,

quindi la funzione non ammette minimo.

d) La derivata prima e

z—1 )’:7(:072)27(9:71)2(“%72)7 (172)7(z71)27 x
2 (z —2)* (z —2)? (x—2)%

g@=-(;

x—2)
Il numeratore ¢ > 0 quando = > 0, il denominatore ¢ positivo se x — 2 > 0 cioe x > 2, quindi

>0, sex€]—00,0[U]2,+o0,
g(x){ =0, sex=0,
<0, sexz€]0,2],

percio la funzione & crescente in | — oo, 0] e in |2, +00[, mentre & decrescente in ]0,2[. In z = 0 ammette
un massimo assoluto.

25
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e) L’equazione della retta tangente al grafico nel generico punto (z, g(xg)) &
y = (z — 0)g'(z0) + g(z0).
Poiché g(1) =2 e ¢’(1) = —1, 'equazione della retta cercata &

y=—(z—1)+2.

a) Si ha y/(t) = 3e3(*=2) ¢ sostituendo si ottiene 'equazione

2002 41

3(t—2) _
3e = T2

40

che non ¢ identicamente soddisfatta per ¢ > 0 (ad esempio, per ¢t = 2 si ottiene 3 # 3/8). La funzione
non & dunque soluzione. Si osservi che la funzione soddisfa la seconda condizione, essendo y(2) = 1.

b) Scrivendo y' = % e utilizzando il metodo di separazione delle variabili si ha
Y 1
dy = — dt
22 11T 3

e ricordando che 1/t = ¢t~3 e integrando

y _3 y 1
dy= [t °dt = dy = — —
/2y2+1 Y / /2y2+1 4 2t2+c’

dove ¢ ¢ la generica costante d’integrazione. Essendo (utilizzando le tabelle)

y 1 4y 1/(2y2+1)’ 1 )
dy = - dt =~ [ SV T g — (2?41
/2y2+1 Y 4/2y2+1 1) 221 @y ),

e poiché y(t) e positiva vicino a t = 2 si ottiene

1 ) 1 1 2
Zln(Qy +1):,ﬁ+c — y\/z(exp(élctg)l).

Imponendo la condizione y(2) = 1 (nella prima delle due equazioni qui sopra) si ha

1 1
Zln?): — =

g6

da cui si ricava ¢ = % + %. La soluzione & quindi

- oo -1

Alternativamente, si poteva utilizzare direttamente la formula risolutiva per le equazioni a variabili

separabili (insieme alla formula fondamentale del calcolo integrale)
Y z t 1 Y 1 t
_ -3 2 _
1 1 1 1
— —In(2’+1)—-In3=-— —
gD =g =g - op
che risolta rispetto a y fornisce la soluzione cercata.

Dalla prima tabella si ottiene

3 1
/(\/E—'_ +25enx)dm=/m1/2dx+3/fdx+2/senxd$
x 1:
x3/2 Q‘T\/E

:3/—2+3ln|x|72cosx+c: 3

+3In|z| —2cosz + ¢,

con ¢ costante arbitraria. Utilizzando entrambe le tabelle si ha

4 4 4
3—bx 3 5 2x 3 r 5 4 37 5In2
2T = = de— 2 de = [ arctg L — 2n(a? +16)] = 2L 202
/0m2+16 . /0x2+16x 2/0 160 gty g +16)] =g
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Scritto Voto

Teoria Esercizi

Istruzioni: apporre nome, cognome e numero di matricola su ogni foglio. Prima della consegna indicare
nell’apposito spazio il numero totale di fogli di cui & composto I’elaborato. Svolgere solamente uno tra 10-b)
e 11. Allegare lo svolgimento completo degli esercizi 9, 10 e 11. Non & ammesso ’uso di libri, appunti

e calcolatrici grafiche o programmabili.

Cognome

Nome

Corso di Laurea ’ VIT‘ ’ STAL ‘

Matricola

Vecchio ordinamento

n. fogli (compreso questo)

Se limy_yz, f(z) = —o00 e limyy, g(z) = 3,

allora limg_, 4, %

[A] —
+oo
c]o

@ non ci sono elementi sufficienti per rispondere

—

N

Se f ¢ una funzione derivabile due volte in ]a, b
e vale f”(x) > 0 per ogni x €]a, b], allora

f @ decrescente in ]a, b[
f & crescente in a, b]

f & convessa in |a, b]
@ f & concava in a, b|

L’equazione differenziale y' = ytg(t? —2) — 2 &
un’equazione lineare del primo ordine
un’equazione lineare del secondo ordine
un’equazione non lineare del primo ordine

@ un’equazione non lineare del secondo ordine

Il grafico della funzione f(z) =

rappresenta

una retta
una parabola
un’iperbole

@ nessuna delle precedenti

il grafico.

Per la funzione f(z) = log, /3 %, scrivere il dominio D, 'immagine Z, e rappresentare qualitativamente

Grafico
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@ L’integrale definito di una funzione positiva f su [a, b] rappresenta:

Descrivere con precisione le relazioni che intercorrono tra la derivata di una funzione e le sue proprieta
di monotonia.

Rappresentare il grafico di una funzione g che verifichi contemporaneamente le seguenti proprieta:

lim g(z) = —o0 lim ¢(z) = —o0 lim g¢g(x) = +o0 lim g(z) = -1

T——00 r——2- r——2+ T—+00

@ Data la funzione
2¢ — 1
= 3 _—_—
g(ﬂ?) (I 7 1)2

a) determinare il dominio D, b) studiare il segno di g; c¢) calcolare i limiti agli estremi del dominio; d)
determinare gli intervalli in cui la funzione & crescente, quelli in cui & decrescente, e gli eventuali punti di
massimo/minimo relativo; e) determinare 1’equazione della retta tangente al grafico nel punto di ascissa
xo = 3; f) disegnare un grafico approssimativo di g.

Dato il problema di Cauchy

y, _ 4y2 +1
yt?
y(-=1) =1

a) dire se la funzione y(t) = e3(*+1) & soluzione del problema per ¢ < 0;

b) determinare una soluzione del problema nel caso in cui non lo sia la funzione di cui al punto precedente.

Calcolare i seguenti integrali

2 39 _
/ (M — 3sen x) dx, / 227330 dx.
T o T +9

IMPORTANTE! Risolvere solamente uno tra 10-b) e 11.



Modulo di Matematica, Corsi di Laurea in VIT e STAL - Raccolta degli Esami A.A. 2009-2010 43

Soluzioni dei quesiti dell’esame del 14 luglio 2010

A; C; A; B; —@— consultare il libro di testo; in neretto si evidenziano le informazioni

date dai limiti. Il grafico della funzione & quindi completato a piacere (linea sottile), ad esempio:

9(z)

@ a) La funzione & definita se  — 1 # 0 cioé = # 1, percio il dominio ¢ D = R\ {1} e la funzione
(razionale) & ivi continua e derivabile. Si osservi inoltre che g si pud scrivere nella seguente forma

($>_3x2—8x+4
=T w e

b) Il numeratore ¢ > 0 se 322 — 8x 4+ 4 > 0 cioe se e solo se z < 2/3 oppure x > 2, il denominatore &
sempre positivo nel dominio. La funzione & dunque positiva per < 2/3 oppure z > 2, negativa per
2/3<x <2 x+#1,esiannullain z = 2/3 oppure x = 2.

c¢) Ha senso andare a studiare i limiti in —1 e a £o0. Si ha

) B . 2/z—1/a® 0] ) B 1]
A g@) =3= lm Ay = [3‘1] =3 Jim g(z) = [3‘04 =%
quindi la funzione non ammette minimo.
d) La derivata prima ¢
J(x) = 7( 2¢ — 1 )’ _ 72(x71)2 — 2z —-1)2(z - 1) _ 2z —1)—(2z—1)2 2 .
(z—1)? (z —1)* (z—1)° (z —1)3

Il numeratore ¢ > 0 quando = > 0, il denominatore ¢ positivo se x — 1 > 0 cio¢ x > 1, quindi
>0, sex€]|—o00,0[U]l,+o0],
g(x){ =0, sex=0,
<0, sexz€]0,1],

percio la funzione & crescente in | — 0o, 0] e in |1, +00[, mentre & decrescente in ]0, 1[. In z = 0 ammette
un massimo assoluto.

o

F//
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e) L’equazione della retta tangente al grafico nel generico punto (z, g(xg)) &
y = (z — 20)g'(z0) + g(z0).
Poiché g(3) = 7/4 e ¢'(3) = 3/4, I'equazione della retta cercata &
3 7

=2(z—3)+-.
Yy 4(96 )+4

a) Si ha y/(t) = 3e3(*+1) ¢ sostituendo si ottiene I'equazione

4e00+1) 4 1

3(t+1) _
3e T e3(+1)2

che non & identicamente soddisfatta per ¢ < 0 (ad esempio, per t = —1 si ottiene 3 # 5). La funzione
non ¢ dunque soluzione. Si osservi che la funzione soddisfa la seconda condizione, essendo y(—1) = 1.

b) Scrivendo y' = % e utilizzando il metodo di separazione delle variabili si ha

Y
4y? +1

1

e ricordando che 1/t? = t~2 e integrando

Yy _9 Yy 1
/4y2+1 Y / = /4y2+1 v P e

dove c¢ ¢ la generica costante d’integrazione. Essendo (utilizzando le tabelle)

1 1 49?2 + 1Y 1
/ Y aq / i dt—f/wdtzgln(zlf—#l),

421178 121" T8 art
e poiché y(t) € positiva vicino a t = —1 si ottiene
1 1 1 8
gln(4y2+1)=—¥+c > y:\/4<exp(8c—t)—1).
Imponendo la condizione y(—1) = 1 (nella prima delle due equazioni qui sopra) si ha
1
“Ins=1+e
3 n +c
da cui si ricava ¢ = —1 + lnTE’. La soluzione & quindi

y(t) = \/i(5exp(8§) 71).

Alternativamente, si poteva utilizzare direttamente la formula risolutiva per le equazioni a variabili
separabili (insieme alla formula fondamentale del calcolo integrale)

vy, o, 1 ) Y 1"
——dz = —“d —1In(4 1 = [—=
/1 422 41 ‘ [15 s {8 n(dz"+ )]1 { 5]—1

1 1 1
— —In4’+1)—=-lnb=—-—1
g4y +1) - cln ;

che risolta rispetto a y fornisce la soluzione cercata.

Dalla prima tabella si ottiene

242
/(M?)sen:r) d:z::/xdz+2/x*1/2dx73/senxdx
T

2 1/2 2
:x——i-QL—l—Scosx—i—c:x

5 7 ?+4\/§+3cosx+c,

con ¢ costante arbitraria. Utilizzando entrambe le tabelle si ha

3 3 3
2 —3x 2 3 2x 2 r 3 3 7 3In2
el Y R T 7d:[f tg = — = In(z? 9} =—— :
/0$2+9x /0932+9x 2/0 e R FR R
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Scritto Voto

Teoria Esercizi

Istruzioni: apporre nome, cognome e numero di matricola su ogni foglio. Prima della consegna indicare
nell’apposito spazio il numero totale di fogli di cui & composto I’elaborato. Svolgere solamente uno tra 10-b)
e 11. Allegare lo svolgimento completo degli esercizi 9, 10 e 11. Non & ammesso ’uso di libri, appunti

e calcolatrici grafiche o programmabili.

Cognome

Nome

Corso di Laurea ’ VIT‘ ’ STAL ‘

Matricola

Vecchio ordinamento

n. fogli (compreso questo)

Se limy 4, f(z) = 3 e lim, 4, g(x) = 07, allora
I(z) »
g(x)

[A] -
+oo
c]o

@ non ci sono elementi sufficienti per rispondere

hma:—>;v0

Se f ¢ una funzione derivabile due volte in ]a, b
evale f'(z) < 0e f”(x) < 0 per ogni x €]a, b|, allora

f @ decrescente e concava in |a, b]
f @ decrescente e convessa in |a, b]
f @ crescente e concava in |a, b|

@ f & concava e convessa in |a, b]

L’equazione differenziale y" = (t + 2)e¥ — 5y’ &
un’equazione lineare del primo ordine
un’equazione lineare del secondo ordine
un’equazione non lineare del primo ordine

@ un’equazione non lineare del secondo ordine

Il grafico della funzione f(z) = 323 — 5z + 1
rappresenta

una retta
una parabola
un’iperbole

@ nessuna delle precedenti

grafico.

Per la funzione f(x) = cosz, scrivere il dominio D, 'immagine Z, e rappresentare qualitativamente il

Grafico
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@ Per definizione, la derivata di una funzione f(x) in z¢ &:

Enunciare il teorema fondamentale del calcolo integrale

Rappresentare il grafico di una funzione g che verifichi contemporaneamente le seguenti proprieta:

lim g(z)=1 lim g(z) =40 lim g(z) = -0 lim g(z) = -0

z——00 z——1— z——1t T—+00

@ Data la funzione
r—1
(z —3)?

a) determinare il dominio D, b) studiare il segno di g; c¢) calcolare i limiti agli estremi del dominio; d)
determinare gli intervalli in cui la funzione & crescente, quelli in cui & decrescente, e gli eventuali punti di
massimo/minimo relativo; e) determinare ’equazione della retta tangente al grafico nel punto di ascissa
xo = 0; ) disegnare un grafico approssimativo di g.

g(z)=-1+

Dato il problema di Cauchy

, 3yt+1
- y3t2
y(-2)=1

a) dire se la funzione y(t) = e>(*+2) & soluzione del problema per ¢ < 0;

b) determinare una soluzione del problema nel caso in cui non lo sia la funzione di cui al punto precedente.

Calcolare i seguenti integrali

% -2 S r—2
/(7‘}’5(3081’) dl’, /O mdl’

IMPORTANTE! Risolvere solamente uno tra 10-b) e 11.
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Soluzioni dei quesiti dell’esame del 14 luglio 2010

A; A; D; D; E—@- consultare il libro di testo; in neretto si evidenziano le informazioni

date dai limiti. 11 grafico della funzione & quindi completato a piacere (linea sottile), ad esempio:

@ a) La funzione ¢ definita se x — 3 # 0 cioé  # 3, percio il dominio ¢ D = R\ {3} e la funzione
(razionale) & ivi continua e derivabile. Si osservi inoltre che g si puo scrivere nella seguente forma
(@) —22 4+ Tz — 10
r) = ———.
’ (=37
b) Il numeratore & > 0 se —22 + 724+ 10 > 0 cioé se e solo se 2 < z < 5, il denominatore & sempre

positivo nel dominio. La funzione & dunque positiva per 2 < z < 5 e x # 3, negativa per z < 2 oppure
x > 5, e si annulla in x = 2 oppure x = 5.

c¢) Ha senso andare a studiare i limiti in 3 e a +00. Si ha

: . 1l/z—1/2? 0
Jm g(@) = -1+ lm A e = [‘1 ] =-1

quindi la funzione non ammette massimo.

d) La derivata prima &

x—1 )’:(x—3)2—(x—1)2(x—3) (x=3)—(x—-1)2 —(x+1)
2

(«—3) N -

o) = -3y e @

Il numeratore ¢ > 0 quando = + 1 < 0 cioe se e solo se x < —1, il denominatore & positivo se x —3 > 0
cioe x > 3, quindi
<0, sex€]—o00,—1[U]3,+o0],

Jg(@) < =0, sex=-1,
>0, sex€]—1,3|

percio la funzione ¢ decrescente in | — 0o, —1[ e in |3, +o00[, mentre & crescente in | — 1,3[. In x = —1
ammette un minimo assoluto.
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e) L’equazione della retta tangente al grafico nel generico punto (z, g(xg)) &
y = (z —20)g (w0) + g(0)-
Poiché ¢g(0) = —10/9 e ¢'(0) = 1/27, 'equazione della retta cercata &
1 10
=—xr——.
VSt
a) Si ha y/(t) = 2e2(*+2) ¢ sostituendo si ottiene I'equazione
g2tz _ 3¢5 +1
e6(t+2)42
che non ¢ identicamente soddisfatta per ¢ < 0 (ad esempio, per ¢ = —2 si ottiene 2 # 1). La funzione
non ¢ dunque soluzione. Si osservi che la funzione soddisfa la seconda condizione, essendo y(—2) = 1.
b) Scrivendo y' = % e utilizzando il metodo di separazione delle variabili si ha
3
Y 1
dy = = dt
A1 T e

e ricordando che 1/t? = t~2 e integrando

y® 5 y? 1
dy= [ t7°dt dy = —=
/3y4+1 Y / = /3y4+1 y=-3te

dove c¢ & la generica costante d’integrazione. Essendo (utilizzando le tabelle)

[l = [ L [
3yt +1 12 ) 3yt +1 12 3yt +1

1 4
dt = = In(3y* +1),

e poiché y(t) & positiva vicino a t = —2 si ottiene

1 4 1 41 12
ﬁln(?)y +1)=—;—|—c — y:\/3(exp(12c—t)—1>.

Imponendo la condizione y(—2) = 1 (nella prima delle due equazioni qui sopra) si ha

1 1
Eln4—§+c,

In4

da cui si ricava ¢ = —% + 75 - La soluzione ¢ quindi

y(t) = i/;(élexp(—G—j) —1).

Alternativamente, si poteva utilizzare direttamente la formula risolutiva per le equazioni a variabili

separabili (insieme alla formula fondamentale del calcolo integrale)

Vo8 L 1 A v 11"
———dz = 24 (324 1)| = |-
/1 321 /—28 T [12 nlde )]1 { 5]—2

1 1 1 1
—In(3y*+1)— —Ind=—- —=
— G- i 2
che risolta rispetto a y fornisce la soluzione cercata.

Dalla prima tabella si ottiene

2_9
/(xﬁ +5cosx> dx:/xS/de—2/x*1/2d:r+5/cosxdx

25/2 21/2 2,
=5—/2—QU—2+5senx+c:5x x —4v/x + 5senx + ¢,

con ¢ costante arbitraria. Utilizzando entrambe le tabelle si ha

5 5 5
z—2 1 2x 2 1 2 1% In2 T
T = | e de = [=n@2+25) — Zarctg 2| = 22 - T
/Ox2+25x QA 2125 /0x2+25$ o (@ +25) - garctg = | === — 15
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Scritto Voto

Teoria Esercizi

Istruzioni: apporre nome, cognome e numero di matricola su ogni foglio. Prima della consegna indicare
nell’apposito spazio il numero totale di fogli di cui & composto I’elaborato. Svolgere solamente uno tra 10-b)
e 11. Allegare lo svolgimento completo degli esercizi 9, 10 e 11. Non & ammesso ’uso di libri, appunti

e calcolatrici grafiche o programmabili.

Cognome

Nome

Corso di Laurea ’ VIT‘ ’ STAL ‘

Matricola

Vecchio ordinamento

n. fogli (compreso questo)

Se limy_yz, f(z) = —00 € limy_y4, g(x) = F00,
allora lim, ., (f(z) — g(z)) ¢

—0
B +o
non esiste

@ non ci sono elementi sufficienti per rispondere

Se f & una funzione derivabile in Ja,b[ e vale
f'(zo) = 0 per zg €]a, b[, allora

zo € punto di minimo relativo per f
x ¢ punto di massimo relativo per f
g € punto critico per f

@ nessuna delle precedenti

L’equazione differenziale ¢y = 5t — tlny &
un’equazione lineare del primo ordine
un’equazione lineare del secondo ordine
un’equazione non lineare del primo ordine

@ un’equazione non lineare del secondo ordine

Il grafico della funzione f(r) = I rappresenta

una retta
una parabola
un’iperbole

@ nessuna delle precedenti

Per la funzione f(z) = ¥z, scrivere il dominio D, I'immagine Z, e rappresentare qualitativamente il

grafico.

Grafico
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@ Per definizione, una primitiva di una funzione f(z) in |a, b[ &:

Enunciare il teorema fondamentale del calcolo integrale

Rappresentare il grafico di una funzione g che verifichi contemporaneamente le seguenti proprieta:

lim g(z)= -3 lim g(z) =2 lim g(z) =400 lim g(z) = —o0

T——00 z——1— z——1+ T—+00

@ Data la funzione

62:1:

g(w) = T

a) determinare il dominio D, b) studiare il segno di g; c¢) calcolare i limiti agli estremi del dominio; d)
determinare gli intervalli in cui la funzione & crescente, quelli in cui ¢ decrescente, e gli eventuali punti di
massimo/minimo relativo; e) determinare gli intervalli in cui la funzione & convessa e quelli in cui & concava;
f) disegnare un grafico approssimativo di g.

Dato il problema di Cauchy

{ y =2yt
y(0) =1

a) dire se la funzione y(t) = vt2 4+ 1 & soluzione del problema;

b) determinare una soluzione del problema nel caso in cui non lo sia la funzione di cui al punto precedente.

Calcolare i seguenti integrali

42° + 3 5 ! N
— 2x — T d.
/( = x2+1)dx’ /O(x x)e * dr

IMPORTANTE! Risolvere solamente uno tra 10-b) e 11.
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Soluzioni dei quesiti dell’esame del 1 settembre 2010

A; C; C; E A; @» consultare il libro di testo; in neretto si evidenziano le informazioni

date dai limiti. Il grafico della funzione & quindi completato a piacere (linea sottile), ad esempio:

g(x)

@ a) La funzione ¢ definita se 1 — 2z # 0 cioe = # 1/2, perciod il dominio ¢ D =R\ {1/2} e la funzione &
ivi continua e derivabile.

b) Il numeratore & sempre positivo dunque la funzione & positiva per x < 1/2, negativa per z > 1/2.
c¢) Ha senso andare a studiare i limiti in 1/2 e a +o00. Si ha

. 0 . e
m ole) = Loo] =0 lhm @)= [5] =7

quindi la funzione non ammette massimo né minimo, mentre, utilizzando il limite fondamentale
lim, _, 1 o €%/z = 400 (oppure, alternativamente, il teorema di de L'Hopital) si ha
e’ /x [—i—oo]
— | = —0o0.

rBI—iI-loog(x) - rgr—il-loo ]_/x -2 - )

d) La derivata prima &
2e%%(1 — 2z) — e2*(—2)  4e**(1 — x)

g'(@) = (1 22)2 T (2212

Poiché i fattori €** e (2 — 1)? sono sempre positivi nel dominio si ottiene
<0, sex€]l,+oo,
g(x)s =0, sex=1,
>0, sex€]—o00,1/2[U]1/2,1],

percio la funzione & decrescente in |1, +oo[, mentre & crescente in | — o0,1/2[ e in |1/2,1[. In x =1
ammette un massimo relativo.
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e) La derivata seconda &

[2e2%(1 — ) — e2*] (22 — 1)? — **(1 — 2)2(2z — 1)2
2z — 1)*
[2e27(1 — ) —e®*] (22 — 1) —e*(1 —2)4  4e2*(42? — 8z — 5)
(22 —1)3 B (1—2x2)3

g'(x) =4

=4

Poiché il polinomio 422 —8x—5 & sempre positivo, la derivata seconda & positiva se e solo se (1—22)3 > 0
ciot z < 1/2. In definitiva ¢”(z) > 0se z €] —00,1/2[ e ¢"(x) < 0 se  €]1/2, +oo[ percid la funzione
¢ convessa in | — 0o, 1/2[, mentre ¢ concava in ]1/2, +00[.

a) Siha y'(t) = ; \/;ﬁ \/ﬁ e sostituendo si ottiene 1’equazione

t

t2+1:2 241 ¢

che non & identicamente soddisfatta per t € R (ad esempio, per ¢t = 0 si ha 0 # 2). La funzione non &
dunque soluzione. La funzione soddisfa invece la seconda condizione, essendo y(0) = 1.

b) Si tratta di un’equazione lineare del primo ordine a coefficienti non costanti, del tipo

y' = a()y +b(t)

le cui soluzioni sono date da

y(#) = AW / e~ AW (1) dt

dove A(t) & una primitiva di a(t). In questo caso A(t) = 2t e integrando per parti due volte si ottiene

y(t) = 2t/ () dt = e* (e:;t(—ﬁ) —/e_%tdt) :e2t<e_;tt2 — (e:;tt—/e:j dt))

Y (P DT S
o 2 2 4 h 2 2 4

dove ¢ & la generica costante d’integrazione. Imponendo la condizione y(0) = 1 si ricava 1 = ¢+ 1/4
cioe ¢ = 3/4. La soluzione ¢ quindi

3 t
E S

yit) =7+ 545+

Alternativamente, si poteva utilizzare direttamente la formula risolutiva (insieme alla formula fonda-

mentale del calcolo integrale)
¢
y(t) = AW (/ e~ AB)b(s) ds + 1>
0
dove A(t fo s)ds. In questo caso A(t) =2t e

t —2t e—2t e—2t 1 3 t2 t
) — o2t “2s(_ 2V ge+1) =2t (S 42 ¢ i) =2t b
y(t) =e (/0 e P (—s%)ds+ e 5 + 5 + 1 1 + 4e + =+ 5 +

Dalla prima tabella si ottiene

<4x5+37 5 )d
2 2 4+1 v

4/x3dx+3/:1:72dx75/ 21 dxr
2+ 1

-1

x4+3x—1 — Sarctgz + ¢ = 2?

3
— — —darctgx +c,
T

con c costante arbitraria. Utilizzando il metodo per parti due volte di seguito si ha

1 ) ) ) e—2xq1 1 e~ 2z e—2 1 )
20 — dr = |(2x — — 2—-2 der = ——— 1-— —“rd
/O(x x“)e x [(w x)—Q}o /0( x) 5 do 2—}—/0( x)e x
-2

e 67233 1 1 6721 e72 1 672"” 1 e2 -1
-~ _tla- } — [ (-1 de = ——— f—[ ] =2 -
(-5 - [ S + 0

-2 —2 2 2 —4 4e2
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Scritto Voto

Teoria Esercizi

Istruzioni: apporre nome, cognome e numero di matricola su ogni foglio. Prima della consegna indicare
nell’apposito spazio il numero totale di fogli di cui & composto I’elaborato. Svolgere solamente uno tra 10-b)
e 11. Allegare lo svolgimento completo degli esercizi 9, 10 e 11. Non & ammesso ’uso di libri, appunti

e calcolatrici grafiche o programmabili.

Cognome

Nome

Corso di Laurea ’ VIT‘ ’ STAL ‘

Matricola

Vecchio ordinamento

n. fogli (compreso questo)

Se limg_,y, f(2) = 07 e lim, , g(z) = 0F,

allora limg_, 4, % e

[A] —
+oo
c]o

@ non ci sono elementi sufficienti per rispondere

—

Se f ¢ una funzione derivabile in Ja,b[ e vale
f'(x) > 0 per ogni x €]a, b], allora

f @ decrescente in ]a, b[
f & crescente in a, b]

f & convessa in |a, b]
@ f & concava in a, b|

L’equazione differenziale 3" = 2ty + ¢ cost &
un’equazione lineare del primo ordine
un’equazione lineare del secondo ordine
un’equazione non lineare del primo ordine

@ un’equazione non lineare del secondo ordine

11 grafico della funzione f(z) =

una retta
una parabola
un’iperbole

@ nessuna delle precedenti

3
—— rappresenta
%

grafico.

Per la funzione f(x) = senz, scrivere il dominio D, I'immagine Z, e rappresentare qualitativamente il

Grafico
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@ Per definizione, la derivata di una funzione f(x) in z¢ &:

Descrivere con precisione le relazioni che intercorrono tra la derivata di una funzione e le sue proprieta
di monotonia.

Rappresentare il grafico di una funzione g che verifichi contemporaneamente le seguenti proprieta:

lim g(z) =+o0 lim g(z) = -1 lim g(z) =3 lim g(x)=0

T——00 r—2~ r—2t T—+00

@ Data la funzione
673x

€T =

9@ = 5

a) determinare il dominio D, b) studiare il segno di g; ¢) calcolare i limiti agli estremi del dominio; d)
determinare gli intervalli in cui la funzione e crescente, quelli in cui ¢ decrescente, e gli eventuali punti di

massimo/minimo relativo; e) determinare gli intervalli in cui la funzione & convessa e quelli in cui & concava;
f) disegnare un grafico approssimativo di g.

Dato il problema di Cauchy
{ y' = 3y + 2t2
y(0) =1
a) dire se la funzione y(t) = vt* + 1 & soluzione del problema;

b) determinare una soluzione del problema nel caso in cui non lo sia la funzione di cui al punto precedente.

Calcolare i seguenti integrali

2 322 —1 !
. dz, 222 — x)e " du.
/(m+ ) d /o(aj =)o d

IMPORTANTE! Risolvere solamente uno tra 10-b) e 11.
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Soluzioni dei quesiti dell’esame del 1 settembre 2010

D; B; B; C; @- consultare il libro di testo; in neretto si evidenziano le informazioni

date dai limiti. 11 grafico della funzione & quindi completato a piacere (linea sottile), ad esempio:

@ a) La funzione & definita se 22+ 1 # 0 ciog © # —1/2, percio il dominio ¢ D =R\ {—1/2} e la funzione
e ivi continua e derivabile.

b) Il numeratore & sempre positivo dunque la funzione ¢ positiva per © > —1/2, negativa per z < —1/2.
c¢) Ha senso andare a studiare i limiti in —1/2 e a +00. Si ha

. 0 , e3/2
Il{filoog(if) = [4—0@} =0, wﬁ(lirfl/z)i g(z) = [Oi} = Fo0,

quindi la funzione non ammette massimo né minimo, mentre, utilizzando il limite fondamentale
lim,_, 1o €%/2 = 400 (oppure, alternativamente, il teorema di de L’Hépital) si ha
e 3% /(—3x)

S o) = i Gy [jzo/oza} -

d) La derivata prima &

(—3)e37(20 + 1) — 372 —e~3%(6z 4 5)
(2z +1)? 2z +1)2

g'(x) =

Poiché i fattori e73* e (2x + 1)? sono sempre positivi nel dominio si ottiene
<0, sex€]—5/6,—-1/2[U] —1/2,400],
g(@){ =0, sex=-5/6,
>0, sex€]|—o00,—5/6],

percio la funzione ¢ decrescente in | —5/6, —1/2[ ¢ in | — 1/2, 4+-00[, mentre ¢ crescente in | — oo, —5/6].
In z = —5/6 ammette un massimo relativo.

24t
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e) La derivata seconda &

[(=3)e 3 (6x + 5) + 7376 (2z + 1)% — e 37 (6x + 5)2(2x + 1)2

9"(x) == (22 + 1)
~ [(=3)e (62 +5) + e736] (2w + 1) —e 3 (6 +5)4  e~3%(3622 + 60z + 29)
T (2¢ +1)3 - (2z+1)3

Poiché il polinomio 3622 + 60x + 29 & sempre positivo, la derivata seconda & positiva se e solo se
(2z+1)3 > 0 cioé x > —1/2. In definitiva ¢"(z) > 0se z €] —1/2,+o00[ e ¢"(x) < 0se x €] — 00, —1/2]
percio la funzione & convessa in ] —1/2, 400, mentre ¢ concava in | — co, —1/2].

a) Si ha y/(t) = 2\/#4 3 = \/W e sostituendo si ottiene ’equazione

t
N =3Vt + 1+ 262

che non ¢ identicamente soddisfatta per ¢ € R (ad esempio, per ¢ = 0 si ha 0 # 3). La funzione non &
dunque soluzione. La funzione soddisfa invece la seconda condizione, essendo y(0) = 1.

b) Si tratta di un’equazione lineare del primo ordine a coefficienti non costanti, del tipo

y' =a(t)y +b(t)

le cui soluzioni sono date da

y(t) = eA® / e~ AWp(t) dt

dove A(t) & una primitiva di a(t). In questo caso A(t) = 3t e integrando per parti due volte si ottiene

—3t 73t 2t2 4 —3t —3t
yt) = [ et dr =S 22— [ _aar —e 3t 4 (e T dt)
-3 -3 3 3\-3 -3

2t2 4t 4 2 4 4
3t 3t 3t 3t 3t 2
= — R —_ + = — —tf = -t — —
¢ < ¢ 3 ¢ 9 27 C) e 3 9 27’

dove ¢ ¢ la generica costante d’integrazione. Imponendo la condizione y(0) = 1 si ricava 1 = ¢ — 4/27
cio¢ ¢ = 31/27. La soluzione ¢ quindi

Alternativamente, si poteva utilizzare direttamente la formula risolutiva (insieme alla formula fonda-

mentale del calcolo integrale)
t
y(t) = e (/ e A)p(s) ds + 1)
0

dove A(t fo s)ds. In questo caso A(t) =3t e

¢ 22 4t 4 4 31 2
1) = 3t / —35942 1 1) =3t [ (2 e 3ty = 1 3t Zy2
yit) =e <Oe Sds 1) =t (=(G g gttt =50 -3

Dalla prima tabella si ottiene

2 32 —1 1 1 _3
/( ﬁiﬁ—&— 3 )dx—Q/iﬁidem—i—?)/de—/x dx

-2

1
= 2arcsenz + 31n |z| — % +c=2arcsenz + 31In|z| + 222 +e,

© i
~
ES

57"

~J

con c costante arbitraria. Utilizzando il metodo per parti due volte di seguito si ha

1

/0 (222 — x)e " dx = [(2372 — m)(—e_“)} — /0 (4o —1)(—e ") dx = —e* +/O (dx —1)e " dx

0
1736—8
o e

0

— el 4 [(4x - 1)(7e*m)} L /01 A(—e ) de = —e~ 4 (=31 — 1) + [f 4e’z]



Modulo di Matematica, Corsi di Laurea in VIT e STAL - Raccolta degli Esami A.A. 2009-2010

Facolta di Agraria

Corsi di Laurea in VIT e STAL
Modulo di Matematica
Esame del 17/09/2010

A.A. 2009/2010

57

Scritto Voto

Teoria Esercizi

Istruzioni: apporre nome, cognome e numero di matricola su ogni foglio. Prima della consegna indicare
nell’apposito spazio il numero totale di fogli di cui & composto I’elaborato. Svolgere solamente uno tra 10-b)
e 11. Allegare lo svolgimento completo degli esercizi 9, 10 e 11. Non & ammesso ’uso di libri, appunti

e calcolatrici grafiche o programmabili.

Cognome

Nome

Corso di Laurea ’ VIT‘ ’ STAL ‘

Matricola

Vecchio ordinamento

n. fogli (compreso questo)

Se limy_yz, f(z) = 3 e limy_yy, g(z) =

allora limg_, 4, %

[A] -
+oo
c]o

@ non ci sono elementi sufficienti per rispondere

—0Q0,

—

N

Se f ¢ una funzione derivabile in Ja,b[ e vale
f'(xo) >0e f’(x0) =0 con xg €la, b[, allora

xo € sempre punto di minimo relativo per f
xo € sempre punto di massimo relativo per f
xo € sempre punto di flesso relativo per f

@ nessuna delle precedenti

t
L’equazione differenziale 3" = — 4 3y’ &
Y

un’equazione lineare del primo ordine
un’equazione lineare del secondo ordine
un’equazione non lineare del primo ordine

@ un’equazione non lineare del secondo ordine

1

Il grafico della funzione f(z) = )

rappresenta

una retta
una parabola
un’iperbole

@ nessuna delle precedenti

grafico.

Per la funzione f(x) = cosz, scrivere il dominio D, 'immagine Z, e rappresentare qualitativamente il

Grafico
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@ Per definizione, la derivata di una funzione f(z) in un punto zg &:

Enunciare il teorema fondamentale del calcolo integrale

Rappresentare il grafico di una funzione g che verifichi contemporaneamente le seguenti proprieta:

lim g(z) =+ lim g(z)=1 lim g(z) = —oc0 lim g(z) =-2

T—>—00 T—2~ z—21 T—>+00

@ Data la funzione

—222
9@ = 3T

a) determinare il dominio D, b) studiare il segno di g; c) calcolare i limiti agli estremi del dominio; d)
determinare gli intervalli in cui la funzione e crescente, quelli in cui & decrescente, e gli eventuali punti di
massimo/minimo relativo; e) determinare l’equazione della retta tangente al grafico nel punto di ascissa
xg = 2; ) determinare gli intervalli in cui la funzione & convessa e quelli in cui & concava; g) disegnare un
grafico approssimativo di g.

Dato il problema di Cauchy

J = y(t? +2)
tlny
y(1) =e

2t—1

a) dire se la funzione y(t) = e ¢ soluzione del problema per t > 0;

b) determinare una soluzione del problema nel caso in cui non lo sia la funzione di cui al punto precedente.

Calcolare i seguenti integrali

/(3—2x5sen2z+3m)d /2 T,
sen? “ 0 V3x2+4 "

IMPORTANTE! Risolvere solamente uno tra 10-b) e 11.
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Soluzioni dei quesiti dell’esame del 17 settembre 2010

C; @ D; D; D; ﬂ@ consultare il libro di testo; in neretto si evidenziano le informazioni

date dai limiti. Il grafico della funzione & quindi completato a piacere (linea sottile), ad esempio:

@ a) Poiché il denominatore & sempre strettamente positivo, la funzione ¢ sempre definita dunque D = R.
Essendo razionale € ivi continua e derivabile. Si osservi inoltre che g & funzione pari quindi il grafico e
simmetrico rispetto all’asse delle ordinate, dunque basterebbe studiarlo per = > 0.

b) Il denominatore & sempre positivo, il numeratore & negativo tranne che in 2 = 0, dunque la funzione
& sempre negativa e si annulla in z = 0.

c) Ha senso andare a studiare i limiti a £oo. Si ha

lim g(x) = 1 2 _{2}_0

im
z—+oo z—+oo 12 + 1/1’2 +o0o

d) La derivata prima &

@) = —dz(z* + 1) + 22%42® 42’ —4da dx(z* - 1)
9 - (x4 4+ 1)2 - (x4 + 1)2 - (x4 + 1)2 :

Poiché 2* —1 > 0 se e solo se < —1 oppure = > 1, il numeratore & positivo per —1 < = < 0 oppure
x > 1, mentre il denominatore ¢ sempre positivo. In definitiva

<0, sexe]—o0,—1[U]0,1],
g ()¢ =0, sex=—1oppurez =0 oppure z =1,
>0, sexe]—1,0[U]L,+o0],

percio la funzione & decrescente in | — 0o, —1[ e in 0, 1[, mentre & crescente in | — 1,0[ e in |1, +o0[. In
z = 0 ammette un massimo assoluto mentre in £ = —1 e x = 1 ammette due minimi assoluti.

0.8

0,4

e) L’equazione della retta tangente al grafico nel generico punto (z, g(z¢)) €

y = (z —x0)g'(w0) + g(wo).
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Poiché g(2) = — £ e ¢'(2) = 123, I'equazione della retta cercata &
120 8
= —2)— —.
T A

f) La derivata seconda ¢

woon o (Bat = 1) (a2t + 1) — (2° — 2)2(z* 4 1)4a”
g (.’1?) =4 (584 + 1)4
B 4(53c4 —1)(z*+1) — (¢° —2)82%  4(—32%+ 122" — 1)
- @it 1) RS

Poiché il denominatore & sempre positivo, la derivata seconda ¢ > 0 se e solo se —32% +122* —1 >0
ovvero 3z% — 122* + 1 < 0. Quest’ultima & riconducibile ad una disequazione di secondo grado: posto
2z = z* si ottiene 322 — 12z + 1 < 0, le cui soluzioni sono date da G*ﬁ <z< 6+§/§. Nella variabile

T si ottiene dunque @ <at< m che & verificata se e solo se 1/ 677;)/@ <z < @ oppure

14/ 6+‘ﬁ <z<-— {1/7 Posto x1 = 1/ 6= \ﬁ exy = i/ M si ottiene che la funzione & convessa

- a:2, —x1[ e in |x1, o[, mentre & concava in | — 0o, —x5], i ] —x1,x1[ e in |xg, +oo[. In x = —xq,
T = —xo, x =21 € T = xo ammette dei punti di flesso.

a) Si ha y/(t) = 2e2~! e sostituendo si ottiene I’'equazione

th—l(tZ +2) B 62t_1(t2 _,’_2)

2 2t—1 — —
¢ fInezi—1 12t —1)

che non ¢ identicamente soddisfatta per ¢ > 0 (ad esempio, per ¢ = 1 si ottiene 2e # 3e). La funzione
non & dunque soluzione. Si osservi che la funzione soddisfa la seconda condizione, essendo y(1) = e.

b) Scrivendo y' = % e utilizzando il metodo di separazione delle variabili si ha

Iny t2+2 2
—dy = dt=(t+ - )dt
Y Y t (+t)

e integrando (utilizzando le tabelle)

1 2 1 2
/ydy:/@—&—f)dt = —In?y=—+2Int+c,
Y t 2 2

dove c ¢ la generica costante d’integrazione. Risolvendo nell’incognita y si ottiene

1 t2
§ln2y:5+21nt+c <~ y=expVit:+4Int+ 2c

Imponendo la condizione y(1) = e (nella prima delle due equazioni qui sopra) si ha % = % + ¢, da cui
si ricava ¢ = 0. La soluzione e quindi

y(t) = exp V2 +41Int.
Alternativamente, si poteva utilizzare direttamente la formula risolutiva per le equazioni a variabili
separabili (insieme alla formula fondamentale del calcolo integrale)
V] tro2 1 vors? '
/ Edz'—/ <8+*>d8 = —In?z| = S—+21ns

e 1 S 2 o 2 1
1. 5 1 2 1
=1 ——=—+2Int— =
— gM¥Tg Tty

che risolta rispetto a y fornisce la soluzione cercata.

Dalla prima tabella si ottiene

3 — 22° sen® 1
/(w—k?f“)dw:S/ dx—2/x5dac+/3mdac
sen? x sen? x

26 3
:—3cotx—?+m+c,

con c costante arbitraria. Utilizzando entrambe le tabelle si ha

1 [? 17 (322 +4)1/292 2
32 44" V2322 4 4) dp =~ |22 T | =2
/Wu /\/73332 6/0(“’ (32 + 4y dr = g 2 o3
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Facolta di Agraria seritto Voto
Corsi di Laurea in VIT e STAL
Modulo di Matematica
Esame del 17/09/2010
A.A. 2009/2010

Teoria Esercizi

Istruzioni: apporre nome, cognome e numero di matricola su ogni foglio. Prima della consegna indicare
nell’apposito spazio il numero totale di fogli di cui & composto I’elaborato. Svolgere solamente uno tra 10-b)
e 11. Allegare lo svolgimento completo degli esercizi 9, 10 e 11. Non & ammesso ’uso di libri, appunti
e calcolatrici grafiche o programmabili.

Cognome Nome

Corso di Laurea \vir| [STAL] Matricola

Vecchio ordinamento n. fogli (compreso questo)

Se limg 4, J(c()x) = to0 e limgq, g(7) = -2, Se f ¢ una funzione derivabile in Ja,b[ e vale

allora lim,_,,, 22 & f'(z) < 0 per ogni z €]a, b[, allora
0 g(z)

—00 f & crescente in ]a, b
E +00 f & convessa in ]a, b]
0 f & decrescente in |a, b

@ non ci sono elementi sufficienti per rispondere @ [ & concava in Ja, b

. 1—7nx
L’equazione differenziale y' = sen(3t + 5y) ¢ Il grafico della funzione f(z) = e2r+5
rappresenta
un’equagione lineare del primo ordine
una retta
un’equazione lineare del secondo ordine
una parabola
C| un’equazione non lineare del primo ordine
un’iperbole

@ un’equazione non lineare del secondo ordine ]
@ nessuna delle precedenti

Per la funzione f(z) = ¥z, scrivere il dominio D, I'immagine Z, e rappresentare qualitativamente il
grafico.

Grafico
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@ Per definizione, una primitiva di una funzione f in ]a, b[ &:

Descrivere con precisione le relazioni tra la derivata e le proprieta di monotonia di una funzione f

Rappresentare il grafico di una funzione g che verifichi contemporaneamente le seguenti proprieta:

lim g(x) = —0 lim g(z) = -0 lim g(z) = -2 lim g(z) =40

T——00 r—0— z—0+t z—+00

@ Data la funzione

$2

1@ =5

a) determinare il dominio D, b) studiare il segno di g; c) calcolare i limiti agli estremi del dominio; d)
determinare gli intervalli in cui la funzione e crescente, quelli in cui & decrescente, e gli eventuali punti di
massimo/minimo relativo; e) determinare l’equazione della retta tangente al grafico nel punto di ascissa
xg = 1; ) determinare gli intervalli in cui la funzione ¢ convessa e quelli in cui & concava; g) disegnare un
grafico approssimativo di g.

Dato il problema di Cauchy

, oyt +1)
tin?y
y(1) =e

3t—2

a) dire se la funzione y(t) = e ¢ soluzione del problema per t > 0;

b) determinare una soluzione del problema nel caso in cui non lo sia la funzione di cui al punto precedente.

Calcolare i seguenti integrali

/(5+3x400s2x+51)d /2 T
_ z, —dzx.
cos? x 0o V2z2+1

IMPORTANTE! Risolvere solamente uno tra 10-b) e 11.
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Soluzioni dei quesiti dell’esame del 17 settembre 2010

A; C; C; E C; —@ consultare il libro di testo; in neretto si evidenziano le informazioni

date dai limiti. Il grafico della funzione & quindi completato a piacere (linea sottile), ad esempio:

9(x)

/)

@ a) Poiché il denominatore ¢ sempre strettamente positivo, la funzione ¢ sempre definita dunque D = R.
Essendo razionale ¢ ivi continua e derivabile. Si osservi inoltre che g ¢ funzione pari quindi il grafico e
simmetrico rispetto all’asse delle ordinate, dunque basterebbe studiarlo per = > 0.

b) Il denominatore & sempre positivo, il numeratore & positivo tranne che in x = 0, dunque la funzione
¢ sempre positiva e si annulla in z = 0.

c¢) Ha senso andare a studiare i limiti a £oo. Si ha

lim g(x) = 1 ! :{]}:o

im
z—+o0 r—+o0 2/%2 + 2 —+00

d) La derivata prima &

2z(zt +2) —2?42®  da—22°  2x(2—a?)
N A

g'(z) =

Poiché 2 — z* > 0 se e solo se —v/2 < z < +v/2, il numeratore ¢ positivo per < —+v/2 oppure
0 < z < v/2, mentre il denominatore & sempre positivo. In definitiva

>0, sex€]—o0,—v2[U]J0, V2],
g () =0, sex=—+/2oppure z =0 oppure z = v/2,
<0, sex€]—v2,0[U]V2,+oc],

percio la funzione & crescente in | — oo, —v/2[ e in ]0, v/2[, mentre & decrescente in | — v/2,0[ e in
]\4&, +oo[. In z = 0 ammette un minimo assoluto mentre in x = —v/2 ¢ © = V/2 ammette due massimi
assoluti.

0,57

0,25]

-0,29
e) L’equazione della retta tangente al grafico nel generico punto (zg, g(xo)) &
y = (x — z0)g'(z0) + g(0).

Poiché g(1) = % e ¢/(1) = 2, 'equazione della retta cercata ¢

20 14 )
=—(z— =.
L 3
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f) La derivata seconda ¢

(4 —102%)(z* + 2)% — (4o — 22°)2(2* + 2)423
(z% + 2)*
(4 —102Y) (2 +2) — (4o — 22°)82%  2(32% — 242t +4)

(z* +2)* B (z* 4 2)3

g"(x) =

Poiché il denominatore ¢ sempre positivo, la derivata seconda ¢ > 0 se e solo se 328 — 242% +4 > 0.
Quest’ultima ¢ riconducibile ad una disequazione di secondo grado: posto z = x* si ottiene 322 — 24z +

4 > 0, le cui soluzioni sono date da z < 12= Q\ﬁ oppure z > 12+2ﬁ. Nella variabile x si ottiene

dunque 2* < 12= Z‘ﬁ oppure x* > 12+2‘ﬁ che & verificata se e solo se -1/ % <z <y %
oppure £ < —14/ 12+2‘ﬁ oppure x > \/ 12+2f Posto z; = /2= z\ﬁ e ry = 1/ % si ottiene

che la funzione & concava in | — z9, —x1[ € in ]z1, o[, mentre & convessa in | — 0o, —z3[, in | — z1,21] e
in Jzo, +oo[. In z = —x1, x = —x9, = x1 € © = x2 ammette dei punti di flesso.

a) Si ha y/(t) = 3e3'72 e sostituendo si ottiene 'equazione

363t—2 _ e3t—2(t2 + 1) e3t_2(t2 + 1)

tinedt—2 (3t —2)2

che non & identicamente soddisfatta per ¢t > 0 (ad esempio, per t = 1 si ottiene 3e # 2e). La funzione
non ¢ dunque soluzione. Si osservi che la funzione soddisfa la seconda condizione, essendo y(1) = e.

b) Scrivendo y' = d” e utilizzando il metodo di separazione delle variabili si ha

2 2
In ydy t+1dt ( l)dt
Y t

e integrando (utilizzando le tabelle)

1 1 1 t2
/nyd /(t—l—g)dt = §1n3y:5+lnt+c,

dove c ¢ la generica costante d’integrazione. Risolvendo nell’incognita y si ottiene

1 t2 /3
§1n3y:§—|—lnt+c S y:exp3§t2—|—3lnt—|—3c.

Imponendo la condizione y(1) = e (nella prima delle due equazioni qui sopra) si ha 1 3= % + ¢, da cui
si ricava ¢ = —=. La soluzione ¢ quindi

3 1
t) = v/ =t2 +3Int — —.
y(t) = exp 5 +31n 5

Alternativamente, si poteva utilizzare direttamente la formula risolutiva per le equazioni a variabili
separabili (insieme alla formula fondamentale del calcolo integrale)

Y 1.2 t Y 2 t
/ lnde:/ (s—kl)ds - 1lngz = S——Hns
e Z 1 S 3 o 2 1

. 113 1 t2+lt 1
g, 1 _t ., 1
3 Y737 2

che risolta rispetto a y fornisce la soluzione cercata.

Dalla prima tabella si ottiene
5+ 3% cos? x z 1 4 z
(74—5)@7:5 de+3 [ 2°dx+ | 5% dx
cos? x cos? x
=5t 5 + 5 +
= r— =2+ — e,
S Y

con ¢ costante arbitraria. Utilizzando entrambe le tabelle si ha

1 [? 17 (222 +1)Y/272
4/ (2m2+1)71/2(2x2+1)'daj—1{( v +1) =1

/\/23327 /\/2.%'27 0 a4l 12 o



