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ANALISI MATEMATICA 1

Appello del 9 settembre 2009 - prima parte

N.B.: scrivere nome, cognome e numero di matricola su ogni foglio consegnato. Non & ammesso 1'uso di
libri, appunti e calcolatrici. Tempo a disposizione: 1.5 ore

Siano «, 5 € N due fissati parametri e si definisca per induzione la seguente successione

a) verificare che (ay) ¢ ben definita;

C

)

b) provare che (a,) ¢ monotona strettamente crescente;
) denotato con £, g I'eventuale limite di (ay,) studiare I'esistenza e I'eventuale valore di 4y 1 e £ 0;
)

d) dimostrare che se «, 8 > 1 la successione (a,) € convergente e dare una stima superiore del
limite /£, g;

e) (*) per ogni fissato o > 1 calcolare lim /, g;
B—+oco

f) (*) calcolare ¢, g al variare di 8 > 1.

Detta [z] la parte intera del numero reale x, sia frac(z) := x — [z] la parte frazionaria di x. Definita
[ [1, +OO[_> R come f(:U) — o—(1—frac(z))=z

a) dire se f € continua e in caso negativo determinare i suoi punti di discontinuita all’interno del
dominio e ivi calcolare, se possibile, il limite sinistro e il limite destro;

b) dire se esiste il limite lim f(x), nel qual caso calcolarlo;
T—+00

c) calcolare inf f(z) e sup f(x), e dire se sono rispettivamente minimo e massimo della funzione.
r>1 z>1
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Soluzioni della prima parte dell’esame del 9 settembre 2009

Dimostriamo questo punto per ogni generica scelta di «, 5. L’eventuale problema potrebbe essere

dato dall’annullarsi del fattore ag presente a denominatore della frazione che definisce a,41. Proce-

diamo per induzione: a; € ben definito e maggiore di 0. Supposto che a,, sia ben definito e maggiore
di 0 allora si puo dividere per a,, percio a,ii ¢ ben definito e a,y+; > In(e®) = a, > 0. Per il
principio di induzione si ha che (a,,) ¢ ben definito e positivo.

Si ha banalmente (e indipendentemente dalla scelta di «, 5) an+1 > In(e®) = a, da cui la tesi.

Per il teorema sul limite delle successioni monotone si ha che (a,) ammette limite ¢, 3. Per la
crescenza si ha £, 3 > a1 = 2. Consideriamo il caso v = 0, 3 = 1: se £y fosse finito, passando al
limite per n — +oo nella definizione di a,41, si avrebbe

1 1 1
lim apy; = lim In | — 4 e <— fp1=In (— + eeO’l) e el = _— 4 elon
n—-+oo n—-+00 A, ’ KQJ EOJ

cioe 0 = Ko% che ¢ un assurdo. Dunque deve necessariamente essere £p 1 = +oo.

Consideriamo ora il caso @ = 2, 8 = 0. Se f2¢ fosse finito, passando al limite per n — +oo nella
definizione di an41, si otterrebbe

. . 1
lim aprq = lim In <2 4 e — Ul = ln(ez“) — Uy =lap,
n—-+oo n—-+4oo n

che ¢ sempre vero. Quindi, a priori qualunque valore reale del limite {29 ¢ compatibile con la
definizione di (ay). Inoltre, come si verifica facilmente, anche ¢3 9 = +o0o € un valore consentito.

Per calcolare esplicitamente il valore di £ o conviene introdurre (avremmo potuto farlo fin dall’inizio)
la successione b, := e® per la quale

bn+1 - + bn

n(Inb,)?
Si noti che

by = (bv —bn—1) + (bn—1 —bn—2) + -+ (ba — b1) + by
N—1 .

N-1
bk D (b =b) =hit D S
n=1 n=1 n

2

Nel caso considerato, essendo anche by = € = e~, si ottiene quindi

li b b + i 1 e? + ™
im = — = —
Novtoo ¥ ! — n? 6’

e in definitiva )

fro= lim ay= lim Inb, =In(e2+ 7).

n—-+oo n—-+oo 6

Sfruttando 'idea del punto c) e ricordando che Inb,, = a,, > 2, si ottiene

- 1 — 1 S
lim by =b ——— < e’ =e?+ =
N—lgloo N 1+;na(lnbn)’3 =° +§:1na2/3 et 287

dove So :=> 07, n% ¢ la somma di una serie (armonica generalizzata) convergente per a > 1. Percio
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Essendo

S,
. 2 a)
Bginoo In (e + 2B> - 2,

per (1) e il teorema dei due carabinieri segue che ma lo,p = 2, per qualsiasi scelta di a > 1.
—+

L’analisi del punto d) non si applica perché S; & una serie divergente. Se, per assurdo, (b,) fosse

convergente allora sarebbe superiormente limitata da ¢; 3 € R, e passando al limite si otterrebbe

o0 1 (o]
lig= lim by=b ——_>b
LA = N N 1+;n(lnbn)5 = 1n£15 6;

contro la divergenza della serie armonica. Quindi la successione deve necessariamente divergere, cioe
¢y, = 400 per ogni B > 1.

La funzione frac(z) ha valori in [0, 1] ed ¢ discontinua in ogni punto intero, piut precisamente

lim frac(z) = lim (z —[z]) =1, lim frac(z) = lim (z — [z]) =0,

T—n— T—n" z—nt z—nt

per ogni fissato n € N, quindi lim f(z) = e’ =1, lim+ f(z) =e™" = f(n), dunque i punti x, = n
r—n

r—n—
sono punti di salto per la funzione nei quali f & continua a destra.

I limite non esiste. Per dimostrarlo, troviamo due successioni (z,,), (yn) tali che limy, 4oz, =

limy, 400 Y = +00 ma

lim f(z,) # lim f(yn).

n—-+00 n——+00

. o 27 BT —n __ . . o 1 .
Sia x, = n per cui lim, 4o f(zyn) = lim, o0 €™ = 0. Scegliamo invece y, =n — -3, per cui

1 1 1 1
frac(n - E) =1- n2 = (1 - frac(yn))yn = nnd

e in definitiva "
lim f(y,) = lim e ntaf =1+# lim f(z,),

n—-+40o n—-+4o0o n—-+4o0o

da cul la tesi.

Essendo frac(z) € [0,1] si ha 0 < e < f(z) < €® = 1. Poiché lim,, 1 f(n) = lim, s 1s0e ™ =0
si ottiene 11r>1f1 f(z) = 0 e banalmente non ¢ un minimo. Essendo inoltre lim f(x) = 1 segue che
x r—n—

sup f(x) = 1 ed anche questo non ¢ un valore assunto dunque non ¢ massimo.
r>1



