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ANALISI MATEMATICA 1

Prova intermedia del 10 febbraio 2009

N.B.: scrivere nome, cognome e numero di matricola su ogni foglio consegnato. Non & ammesso 'uso di
libri, appunti e calcolatrici. Tempo a disposizione: 1.5 ore

Sia data la successione definita per induzione da

ag = a
a2 + 4a, — 8

a 1=
nt 2, — 2

a) Nel caso a = 3 dimostrare, ad esempio per induzione, che a,, ¢ ben definita e che a,, > 2 per
ogni n € N;

o

dimostrare, ad esempio per induzione, che a, < 4 per ogni n € N;

dimostrare che (a,) ¢ monotona strettamente crescente;

o

o,
— O O

discutere 'esistenza e I’eventuale valore del limite di (ay,);

D

dimostrare che esiste a €]1,3/2[ per il quale la relativa successione ¢ periodica di periodo 2,
ovvero ¢ tale che aqp =ay =a4=...,ea; =az =as = ..., con ag # a; (in realta converrebbe
dimostrare che @ €]1,v/7 — 1]);

f) calcolare esplicitamente a del punto e).

Dato il limite

I rln(az — 222) — zIn((4 — Bz + 2?)
Jim, i ,

a) calcolare il suo valore nel caso o =1, f = 2, e nel caso a = f = 3;

b) discutere l'esistenza ed il valore al variare dei parametri o, 3 > 0.
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Soluzioni della prova intermedia del 10 febbraio 2009

Per dimostrare che a,, & ben definita e a,, > 2 per ogni n, procediamo per induzione. Si ha ag = 3 > 2.

Se poi supponiamo che a, ¢ definito e > 2 per un certo n allora a, # 1 ed any1 ¢ definito (il
denominatore che lo definisce non si annulla). Inoltre
a2 + 4da, — 8 a? —4

2=—"—7>->0

9
Gnt1 2%, — 2 2, —2

cioé an41 > 2. Per il principio d’induzione si ha dunque che a, > 2 per ogni n € N.

Procediamo per induzione. Si ha ag < 4; se poi supponiamo a, < 4, poiché anche a,, > 2 grazie al

punto a), segue che
a2 +4a, —8  an(4—ay)

Si ha

4 — =4 - = > 0,
fntl %y — 2 20y — 2
dunque a,41 < 4. Per il principio d’induzione a,, < 4 per ogni n € N.
2
_ap +4ap, —8 (4 —ap)(an —2)
Il = e —2 T 24, -2

che & positivo per ogni n grazie ai punti a)-b). Quindi a,4+1 > a, per ogni n > N e la successione &
strettamente crescente.

Per il teorema sul limite delle successioni monotone (a,) ammette limite L, ed essendo la successione
compresa in |2, 4], per confronto tale limite deve appartenere a [2,4].

Passando al limite n — 400 nella definizione di a,41 si ottiene che il limite L deve soddisfare
I’equazione

L*+4L-8

L= L* —6L+8= L=2 L=4.
5] — 9 6L+8=0 <= oppure

Poiché la successione ¢ crescente e ag = 3, in definitiva si ha lim, 4 a, = 4.

Basta dimostrare che esiste a €]1, VT — 1] tale che ap # a1 e ap = ay e automaticamente (per
induzione!) agxy+1 = a1 e agy = ap per ogni k. Posto f(x) = %, il numero a deve essere
soluzione dell’equazione x = f(f(z)) e contemporaneamente non deve essere soluzione di z = f(x).
Siamo dunque ricondotti a cercare uno zero della funzione g(x) := = — f(f(x)). Per dimostrare
che g ha uno zero in ]1,v/7 — 1[ utilizziamo il teorema degli zeri (nella sua versione estesa con i
limiti al posto dei valori agli estremi). Anzitutto dobbiamo vedere qual ¢ il dominio di definizione:
f(f(x)) e g sono definite per tutti gli x per cui f & definita (quindi  # 1) e f(x) # 1. Si ottiene
facilmente che f(z) =1 se e solo se z = —1 — V7 oppure x = /7 — 1. In conclusione g & definita
in R\ {1, -7 — 1,v/7 — 1} ed ¢ ivi continua, essendo somma di composte di funzioni continue. In
particolare g & definita e continua in |1,1/7—1[. Calcoliamo ora il limiti per z — 1% e x — (v/7—1)".
Cio puo essere fatto senza calcolare esplicitamente g. Si ha

2
x4+ 4z — 8 -3
I — lim TP 22
i )= fi S = [ 52 = e
Inoltre f & strettamente crescente in |1, +oo[, infatti f(z) = 2 (2 +5 — -%;) & somma delle funzioni

T % ex —ﬁ che sono strettamente crescenti per x > 1. Utilizzando anche la continuita

di f si ottiene che
lim  f(z) = f(VT-1)" =17,
x—(vV7—1)—

percio, per il limite delle funzioni composte

y?+4y—8

lim f(f(z)) = yEIPOO fly) = yL—oo 2y —2

r—1t



Soluzioni della Prova intermedia di Analisi Matematica I - 10 febbraio 2009 3

ﬁ(hﬁl—l)f f(f(2)) = ylirg f(y) = o0,

di conseguenza lim,_,;+ g(x) = 400 e limx_%ﬁ_l), g(x) = —o0. Per il teorema degli zeri g ammette

almeno uno zero Z in |1,v/7 — 1[ (in realta si potrebbe verificare che ¢ unico, vedi f)). Preso a = &
si ha @ = f(f(a)) dunque ap = ag. Infine osserviamo che le soluzioni dell’equazione x = f(z) sono
(facile calcolo gia svolto in d)) x = 2, x = 4. Poiché  # 2,4 si ha = # f(Z) dunque ag # a;.

Si poteva anche calcolare esplicitamente g. Piu precisamente si ha

24478 2 + 4:[72—%490—8 —8 2 2 2 2
202 20—2 ~ (2* + 4w —8)° + 4(2° + 4x — 8)(2z — 2) — 8(22 — 2)

f(f(2)) = pe7is g - 2(x? + 4z — 8)(2x — 2) — 2(2x — 2)2
_334+16:1c3—8:1c2—96x+96_ r* 4+ 162% — 822 — 962 + 96
Az —1)(22+20-6)  dz—Dz+1+VT)(z—-(VT-1)
da cui segue anche che
(2) = 3(at — 42% — 82% + 402 —32)  3(z* — 4a® — 8% + 40z — 32)
g Az — 1)(z2 + 22 — 6) Az — D)@+ 1+ VT)(z - (VT-1))

Grazie a quest’ultima formula si vede che la funzione g & continua in |1, VT — 1[. A questo punto si
potrebbero calcolare i limiti per  — 1% e 2 — (/7 — 1)~ e concludere come sopra.

In questo caso ¢ anche possibile calcolare esplicitamente @ del punto e). Cid equivale a trovare le
radici del polinomio a numeratore della frazione che definisce g. L’osservazione fondamentale e che
se xg € soluzione di x = f(x) allora x( & anche soluzione di = f(f(x)). Infatti, se zy = f(x¢) allora
f(f(z0)) = f(xo) = xp. Ma sappiamo gia che 2 e 4 sono (le uniche) soluzioni di x = f(z), percio
sono anche zeri di g. Questo ci permette di fattorizzare facilmente il numeratore di g; si ha dunque

3(xt — 423 — 822 + 402 — 32)  3(x — 2)(z — 4)(2® + 22 — 4)

1) = T Dt -6 ANz 6)

percid gli altri zeri di ¢ sono soluzioni di 22 4+ 2z —4 = 0 cioe = —1 — /5 oppure z = —1 + /5.
Lo zero che cade nell’intervallo richiesto ¢ @ = Z = —1 + v/5. Si osservi che f(=1+ \/5) =—-1-+5
(era prevedibile, perché?), quindi ag = —1 + /5, a; = —1 — /5.

I seguenti limiti sono casi particolari del caso generale considerato in b). Se« =1e f=2si ha

1—2z
In(z — 222) — z1 2 In In(1
hmmn(a: 22%) —xIn(2w +2%) lim 2+ _ n( /2):_1'
z—0+ 22 —1 a—0t 27 —1 In2
T
Se a =3 =3siha
| 3z — 222 1 32z
_9.2) _ 2 Lin 2 n
lim zIn(3z — 227) ml;l(a:—i-:c ) — lim x—+552 — lim 1+2x _ In3 7
20+ 3z _3x+3x 2—0+ 39:(1 _331 ) r—0+ 13350 -1 —3In3-0*

+
-3 32 v

quindi il limite & uguale a —oo.

Studiamo anzitutto il dominio di definizione della funzione per determinare se sia sensato calcolare
il limite oppure no. Le funzioni a numeratore sono definite se ax — 222 > 0 e (4 — B)z + 22 > 0.
Essendo a > 0, la prima disuguaglianza e verificata per 0 < = < «/2. Per quanto concerne la
seconda, dobbiamo distinguere due casi: se 8 > 4, ha soluzione quando z < 0 oppure x > (§ — 4,
mentre se § < 4, ha soluzione quando = < 8 — 4 oppure z > 0. Infine, se 3 = 4 tale disuguaglianza
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¢ verificata se  # 0. In particolare, se § > 4 il punto xg = 0 non & di accumulazione a destra per la
funzione In((4 — 3)z + 2?), dunque non ha senso calcolare il limite.

Per quanto concerne il denominatore D(x) si osserva immediatamente che se « e (3 sono contempora-
neamente uguali a 1 la funzione D(x) si annulla identicamente, dunque anche in questo caso non ha
senso calcolare il limite richiesto. Altrimenti si puo verificare (vedi sotto) che xg = 0 & effettivamente
punto di accumulazione del dominio.

D’ora in avanti supporremo quindi 0 < 5 <4 e (a,3) # (1,1). Per il momento limitiamoci al caso
B < 4. Osserviamo che il numeratore puo essere semplificato, infatti

zln(ax — 22%) — zIn((4 — B)z + 2?)

ar — 222 o —2x
=zlh————- =121

(4 — B)x + 22 Hm:m(ln(a—Zx)—1n((4—ﬁ)+x))7

o\ . . . i N z__ . .
percio ricordando anche il limite lim,_.g % = Ina, si ottiene che

. rln(az — 22%) — zIn((4 — B)z + 22)
xiﬁ%&_ /837 — @z+312

In(a — 22) — In((4 — B) + 2) {lnaln(élﬁ)]
= 1m = .
a—0+ 3% — 1 att3e® _q L3 InG—Ina
r  x+ 322 (1+ 32)

Ina—In(4— - . N
Se ma—Inli=0) 1, senso come numero reale, allora coincide col valore del limite. Cid accade quando

Ing—Inao
T x 3962
In B—In« # 0 cioe e # 3. Osserviamo che in effetti abbiamo dimostrato che A ARG Y B—Ina #
0 quindi, per il teorema della permanenza del segno, tale funzione, e di conseguenza 3% — a$+3:‘2, e

non nulla in un intorno di zg = 0. Cio garantisce che la funzione di partenza & definita in un intorno
destro di zg = 0, dunque ha senso provare a calcolarne il limite.

Resta da considerare il caso o = 3, per il quale ci aspettiamo che il relativo limite si presenti nella
forma L/0. Poiché il denominatore della funzione diventa a® — a®t3%* che & non nullo per z > 0
grazie all’iniettivita della funzione esponenziale (o # 1), anche in questo caso ha senso provare a
calcolare il limite. Piu precisamente, se o = [ il limite si puo scrivere nella forma

rIn(ar —22%) — zIn((4 — a)z + 2?)

mli%l+ a® — 32
— lim xn(a —2z) — xln((f —a)+x) — lim 1 (ln((4 —a)+ 33)2— In(a — 233))
z—0+ @x<1 N ) z—0+ 3T IOZSI -1
T

In(4—a)—Ina
Ino

La funzione tra parentesi tende a L, := . Se L, > 0, il che accade se e solo se 1 < av < 2,

e . . + AR .
il limite si presenta nella forma g—ﬁ = 400, mentre se L, < 0, cioe se 0 < o < 1 oppure a > 2, il

limite e della forma 16—?_ = —o0.
Resta ancora da considerare il caso in cui L, = 0, ovvero o = 2, per il quale il limite si presenta nella

forma indeterminata %. Sostituendo o = 2 e ricordandosi del limite lim,_.q ln(ljz) =1, si ottiene

1 (ln(2 +z)—1In(2 — 293)) 1 . In(2+4z) —In(2 — 22) 1 .1 2+4x

N = = 1 -
o0t 3 932% _ 32 a0t = 32 oot 22— 22
3x2

21

1
2ln?2’

3
3 ) 1 In (1 + 72_%) 3 1

U b <1+ li 3
= 1m —Iin = 1m — - =
3In2 -0t x 2 — 2 3In2 20+ 3z 2—2r 3In22

22z
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Consideriamo infine il caso § = 4, per il quale si ha

0.2\ _ 2 _ _
lim rzIn(ax — 22°) — zln((4 — B)x + z°) ~ lim In(a — 2z) —Inx _ [

o0+ g — o372 -0+ 4T _ aa:+3ac2

—+00
In4 —Ino

T

Se dunque « < 4 il limite &€ +o00, se a > 4 il limite € —oo. Infine, se anche o = 4 si ha

. xln(ar —22%) —zIn((4 — B)z + 2?) . In(4—-2x)—Inx +00
lim 3 = lim s = |—| = —o0.
20+ B — aZt3z 2—0+ 4T _ g3z 0

X

Ricapitolando

Ina—In(4—
nﬁnﬁfgnaﬁ) se <4, O‘#ﬁa

400 se =4, a<p,

—00 se =4, a>p,

y zln(az — 22%) — zIn((4 — Bz + 2?)

xg& ﬂl_aw+3x2 - 00 sea=/f, 1<a<2
—00 sea=0, 0<a<1oppure 2 < a<4,
—21112 se = =2,

non esiste se >4 oppure a = g = 1.



