Universita degli Studi di Udine Anno Accademico 2005/2006

Facolta di Scienze Matematiche, Fisiche e Naturali
Corso di Laurea in Matematica

ANALISI MATEMATICA 1

Appello del 20 marzo 2006

N.B.: scrivere nome, cognome e numero di matricola su ogni foglio consegnato. Non & ammesso 'uso di
libri, appunti e calcolatrici. Tempo a disposizione: 2 ore

Data I’equazione
2reV® — 22 —1=0

a) dimostrare che ammette un’unica soluzione nell’intervallo [0, 1] e determinarne un valore appros-
simato con un errore non superiore a 1/8 senza far uso del calcolatore (le seguenti disuguaglianze
potrebbero tornare utili: e* > 14 z per ogni x € R; ¥ > e* 4 e¥(y — x) per ogni y > x > 0);

b) cosa si puo dire dell’esistenza e del numero delle soluzioni nell’intervallo [0, +00[? (per questo
punto ¢ possibile utilizzare il calcolo differenziale);

c¢) (Facoltativo) Dimostrare, ad esempio utilizzando la definizione del numero e, la disuguaglianza
e’ > 1+ x per ogni > 0. Dedurre da quest’ultima la disuguaglianza e¥ > e* + e*(y — x) per
ogni y > x > 0. Dimostrare poi la disuguaglianza (piu generale)

z(y_'r)Q

5 per ogniy > x > 0,

ey >e"+ef(y—x)+e

ed utilizzarla per risolvere il punto b) senza utilizzare il calcolo differenziale.

Data la successione definita per induzione

a)p = 2
l—an
Ap41 = Qp€ 29n

verificare che a,, & definita per ogni n e studiare ’esistenza e I’eventuale valore del suo limite.

Calcolare, qualora esista, il seguente limite

llm (Sen x)x _ xsenx

2—0+ rlnx
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Soluzioni dei Problemi dell’Appello del 20 marzo 2006

Posto f(x) = 2x eVT — g2 — 1, il problema equivale a dimostrare ’esistenza di un unico zero di f

nell’intervallo [0, 1]. Utilizziamo il teorema degli zeri per funzioni continue. Si riconosce subito che
f & continua in [0,1] e vale f(0) = —1, f(1) = 2¢ — 2 > 0. Quindi per il teorema degli zeri, f
ammette uno zero in [0, 1]. Se dimostriamo ora che f & strettamente crescente nell’intervallo, seguira
I'iniettivita di f e I'unicita dello zero.

Osserviamo che si puo scrivere f(z) = x(2eV® — x) + 1. Essendo g(z) = z strettamente crescente
e positiva per x > 0, basta dimostrare che la funzione h(x) = 2eVT _ g & strettamente crescente e
positiva in [0, 1].

Utilizzando la prima disuguaglianza suggerita, e ricordando che v/z > = per x € [0, 1], si osserva che
h(xz) > 2+ 2y/x —x > 0 per ogni = € [0, 1]. Dunque h ¢ positiva. Verifichiamo che h ¢ strettamente
crescente. Per 1 > y > x > 0, utilizzando la seconda disuguaglianza, si ha

h(y) — h(z) = 2eV¥ = 2eV" + 20—y > 2eV7(\Jy — V) + & —y
= (VI = V) (2eV7 = (Vi + V) = (Vi = Vo) (2= (Vi + V7)) > 0,

per ogni 1 > y > x > 0. In conclusione si ha che h(y) > h(z) ed h & strettamente crescente.
Osserviamo che il medesimo procedimento poteva essere portato avanti direttamente per f senza
introdurre h. Infatti, con semplici calcoli si ottiene

Fy) — f(z) = 2yeV¥ — 20eV™ + 2% — y? > 2y(eV® + eV (\fy — V/z)) — 20eV" + 27 — 32
> (y—2)(2— (y+2)) + 29V (Vy — V) > 0,

perognil >y >ax > 0.

Per il calcolo approssimato dello zero xg utilizziamo il metodo di bisezione:

1 15 Lo 3 25 (92 1
f(i) =evz — 1 >0 essendo (eﬁ) =eV">e> 6 (Z) = o €]0, 5[7
f(4)_2e 16<O essendo (e ) =e< 6 —(8) = 3506]472[-

Prendendo quindi come approssimazione di xg il punto medio dell’intervallo [i, %] si ottiene che
xo ~ 3/8 con un errore non superiore a 1/8.

Operando come prima si vede che f ammette uno zero in [0, +oo[. L’analisi precedente non € pero
sufficiente per dimostrare la monotonia di A in [0, 400[, quindi I'unicita dello zero. Come suggerito,
calcoliamo la derivata prima di h:

Ve _
W) = eV 1= VT

PN NG

grazie alla prima disuguaglianza suggerita. Quindi h ed f sono strettamente crescenti e lo zero di f
€ unico.

Ricordiamo che per definizione

1\" 1\"
e= lim <1+> , ez<1+> per ogni n € N, (1
n n

~—

n—-+o0o

percio, per ogni fissato x > 0, per la continuita della funzione potenza si ha

. . 1\" T . 1\ " . x Y
e’ = Iim (1+— = lim (14 — = lim (1+—
n—-+400 n n—+0o0o n Yy—+00 Yy
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dove si ¢ posto y = nx. In particolare

x : T\™
e’ = lim (1 + —)
m—-+o0 m

con m € N, e poiché la successione a,, = (1 + %)m ¢ crescente (si prova in modo analogo al caso
x =1), si ha
X m
e’ > (1 + —) per ogni m € N. (2)
m

Grazie alla formula del binomio di Newton si ha

ex2<1+:l)m=kf::0<rg> (%)k21+m%:1+x, (3)

che dimostra la prima disuguaglianza (che poteva essere dedotta direttamente da (2) mediante la
disuguaglianza di Bernoulli: (1 + 2)™ > 1+ nz per z > —1). Se poi y > = > 0 scrivendo la
disuguaglianza per y — x > 0 al posto di x si ottiene

VT > 14 (y—x) = e’ > e’ +e"(y —x).

Osserviamo che questa e la disuguaglianza di convessita della funzione €, dimostrata quindi senza
lausilio del calcolo differenziale. Sempre da (3), si ottiene che
(m—1) 22 m—1

1
ez21+m£+m7—:1+x+ z?perognimeN = e*>1+z+ -2’
m 2 m2 m 2

ottenuta passando al limite per m — +oo. Scrivendo y — xz > 0 al posto di z si ottiene

1 Xz
STty ty-a)’ = @z ey -a) - a)

Osserviamo che queste disuguaglianze si possono ottenere piu facilmente utilizzando il calcolo diffe-
renziale e lo sviluppo di Taylor di e”.

Utilizziamo quest’ultima disuguaglianza per rispondere al quesito c¢), dimostrando che la funzione
h(x) & crescente e positiva su tutto [0, +oo[. Se z > 0

2
2eﬁ—x>2(1+ﬁ+(‘/§))—x:2+2ﬁ>o.

Inoltre, se y > x > 0 si ottiene

(o) — hia) > 26V (- v+ Y

> (14 V) (2T V) + (VT = VEP) +2 =y = (VI = V)2 + VE(VT = V) > 0

per ogni y > x > 0. Quindi h & strettamente crescente e x( € unico.

Un modo alternativo per dimostrare la prima disuguaglianza era di avvalersi direttamente della
seconda disuguaglianza in (1) e la disuguaglianza di Bernoulli, senza passare al limite per ottenere
(2). Infatti, dati p,q € N\ {0}, si ha

e> (14— = e/1>1+ —.
q q

Allora

Ja _ (ol/ 1" p
el = e/ >(14+-) >1+~=.
q q

La disuguaglianza & quindi verificata per ogni = = p/q € Q positivo, e dunque, grazie alla densita di
Q in R per ogni z > 0.
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Procediamo per induzione. Per definizione, se a,, & definito e diverso da zero, anche a,1 & definito
e non nullo. Poiché anche a; # 0, per induzioni si ha che (a,) ¢ definita e non nulla per ogni n. Allo
stesso modo si puo dimostrare che a,, > 0 per ogni n.

Verifichiamo che la successione € monotona decrescente. Si ha che

l-ap 1—a
an+1 < ap = e 2an <1 <— Tn <0 = an < 0 oppure a, > 1.
G,
Essendo a1 > 1, la monotonia di (a,) sara verificata se dimostriamo che a,, > 1 per ogni n. In effetti,
utilizzando la prima disuguaglianza dell’esercizio 1a), se a,, > 1 allora

l1-a l—an)_l—i—an

Ant1 = Ap€ Zan > an(l + 5 > 1

2a,

percio, per induzione, a,, > 1 per ogni n, quindi la successione & monotona strettamente decrescente.

Per il teorema sul limite delle successioni monotone, (a,) ammette limite L, ed essendo 1 < a,, < 2
tale limite deve essere contenuto in [1,2].

Passando al limite n — +o00 nella definizione di a,41, si ottiene che L deve soddisfare I’equazione
1-L
L =Lez2L

e, non potendo essere L = 0, deve necessariamente essere L = 1. In conclusione lim a, = 1.
n—-+o0o

Ricordando i limiti

senx . .oef—1
lim =1, lim (xlnx) =0, lim =1,
z—0 X r—0+ z—0 z
si ottiene
. . . senz
lim 7°"% — ]im eSen< Inz = lim e zlnx — 17
z—0t z—0t z—0t
lim (senz)” = lim erinsenz _ i) erlnadaln =5 g
z—0t z—0t z—0t ’

percio il limite assegnato si presenta nella forma indeterminata 0/0. Dall’analisi appena vista si
osserva anche che

lim (senz Inz) =0, lim (zlnsenz) = 0.
z—0t z—0t
Si puo scrivere
) (sen I)m _ psenz ) et Insenx __ 1 esenmlnat -1
lim = lim ( _ )
z—0+ zlnz z—0+ zlnz zlnx
erlnsenz _ {  Jpgengy etenrlnz _ 1 gepgp
z—0+ * xlnsenx Inx senxInz T
Insenz senx senx Inx
. e* -1 In 2L e —1 senzx
= lim <7 . (1 + L ) — : )
z—0+ zlnsenzx Inzx senxIlnxzx x

=[1-(1+0)—1-1]=0.



