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Non ¢ ammesso 'uso di libri, appunti e calcolatrici. Consegnare anche il presente testo.

Si calcolino gli integrali indefiniti delle seguenti funzioni

senz + 3 2./1e3* 4+ 3z
sz 3 gy = WA A8
NG

Calcolare, utilizzando il metodo per parti, I'integrale indefinito della funzione f3(z) = (22° — 1) Inz.

fi(z) =

cos? z

Studiare la convergenza delle seguenti serie numeriche

2n% +3n — 1 = (2n)"
)Z3n3+n4+4 b)zamg 3+e 3+en’ C); 3

Determinare e rappresentare sul piano cartesiano il dominio della funzione di due variabili g(z,y) =
In(y — 22) — In(y — 22).

1
Determinare il dominio e i punti critici della funzione h(z,y) = o2 y+4. Dire se sono max,/min
y

relativi o punti di sella.

Si calcoli mediante la sostituzione x = t%

s

Data la serie

Z(_l)n nlnn —In(n+1)
n?+3 ’
n=2

a) studiare la convergenza semplice utilizzando, dopo averne verificato le ipotesi, il criterio di
Leibniz;

b) provare che la serie diverge assolutamente.

Descrivere geometricamente le linee di livello dell’esercizio B4, e rappresentare graficamente quelle
di livello In(1/2), 0 e In 3.

Punteggi: 2+2, 3, 3+3+3, 2, 4, 5, 5+3, 5
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Soluzioni del Tema 1

3 — 1 1
/Senw—i— das:/ Senxdx+3/ dr = +3tgx +c.
cos? z cos? z cos? z COS T

) 3x 2 3/2 2
/de—2/e3xdx+3/xl/2dm—3e3$+3:§/2+C—363x+2\/9?3+c-

Applicando il metodo per parti si ottiene

2 2 1 z? 23
223 — 1)1 —(Zt g )mz— [ (St —z) Sde=(Z —2)1 —/—1
/(x )Inzdx <4:r x> nzx /<4x x)xd:v <2 .’L‘) nzr 5 dx
4 4
:(2—1‘)1113;—9684-1’—#0.

Studiando l'asintoticita del termine generale a,, si vede che a,, ~ Qn% = % che ¢ il termine generale
di una serie convergente. Per il criterio di asintoticita anche la serie data € convergente.

Applicando il criterio necessario si vede che

#0,

W N

li = lim arctg(n) _
n—1>I—iI-looan_n—l>I-|I—loo g gn3—{—e*n_2

quindi la serie non converge e, piu precisamente, essendo a termini positivi, diverge.

Utilizzando il criterio della radice si ottiene

ol (2n)" 2
lim a, = lim ( nz | <1.
n——400 n—-—+o0o 3n n—+4oo 3N

Dunque la serie converge.

a) Il dominio della funzione ¢ dato da
Dy = {(z,y) : y—x? >0, y—2z >0},

ed & dunque la regione ottenuta come intersezione
del semipiano superiore di supporto la retta y = 2z
e la regione convessa individuata dalla parabola di

equazione y = z2.

I dominio ¢ dato da D = {(z,y) : = # 0,y # 0} ed & quindi R? tranne gli assi cartesiani.

I punti critici di f soddisfano il sistema

of 1 1
ory T {yz—x2,
=

g:_i_lzoj x:_y2.

dy  y?
Sostituendo la prima nella seconda si ottiene x = —2* e dividendo per x (che & non nullo sul dominio)
si ha 23 = —1 la cui unica soluzione ¢ x = —1. Sostituendo questo valore nella prima equazione si
ottiene y = —1. Abbiamo dunque trovato l'unico punto critico P = (=1, —1).
Le derivate seconde sono

0% f 2 0’f 2 0% f

922~ 23’ oy 3’ Oxdy Y2’
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percio ’'Hessiano nel punto P &

2 -1

H(—l,—l):’ S

RER

Poiché gli elementi sulla diagonale principale sono positivi, allora P ¢ punto di minimo relativo.

Si ha che z = t5, quindi dz = 6t° dt. Inoltre t = {/x percid i nuovi estremi d’integrazione sono 0 e
/2. Quindi

2 V2 46 V2 6
/ 3\/5 d:U:/ 5 6t5dt:6/ S dt
0 -2 0o Vit -2 0o t"—2

Operando la divisione tra polinomi si ottiene
9= —2)(t* + 26> +4) +8,

percio l'integrale diventa

Vi va Vi
6/ dt:6/ (t4+2t2+4)dt+48/ dt.
0 0 0

2 -2 2 -2
Il polinomio t? — 2 ammette due radici t; = —v/2, to = v/2. Per trovare l'integrale, scomponiamo la
funzione razionale nel seguente modo
1 A N B (A+B)t+(B-ANV2 . {A+B:O,
P-2 4 v2 t-V2 (V) V2) (B-A)WV2=1.

Si ottiene A = —1/(2v/2), B = 1/(2v/2) quindi

[ [ ()
o =2 2y2 ) t—V2 t+V2

V2 V2o £ 2 24 %
6/ (t4+2t2+4)dt+48/ Hdt:[«s(+t3+4t>+2(1n|t—\/§|—1n|t+\/§|)]
0 0 -

6
5 3 V2 0
6v/25 6 24 V242
=~ AV 2UV2 4+ |
5 V2 Y242

percio
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a) Per studiare la convergenza semplice applichiamo il criterio di Leibniz: verifichiamo innanzitutto

che la serie ¢ effettivamente a segni alterni. Posto

nlnn —In(n + 1)
n?+3

n —

bisogna dimostrare che a,, > 0 per ogni n > 2. Appare chiaro che la disuguaglianza & vera per tutti
gli n grandi ma non ¢ immediato verificarlo per ogni n > 2. Cido puo essere fatto in vari modi. Ad
esempio si puo osservare che

nlnn—In(n+1) >0 < In(n")>In(n+1) <= n">n+1 <= n"—-n-1>0

Essendo n® —n —1>n? —n —1 > 0 per ogni n > 2, si ha la tesi. Alternativamente, si potrebbe
introdurre la funzione k(z) = xlnx — In(x + 1) e verificare che k(2) > 0 e k & crescente per x > 2.
La serie € dunque una serie a segni alterni.

Verifichiamo che il termine generale ¢ infinitesimo:

nlon —In(n + 1)

. T n_n27_7
Ay AT s = =
n

Rimane solo da verificare che si ha a,, > a,+1 almeno per tutti gli n sufficientemente grandi. A tal
fine si puo introdurre la funzione f(z) = %ﬁgﬁ_l) tale che a, = f(n). Per provare la monotonia
di a, € allora sufficiente provare che f & decrescente per tutti gli x sufficientemente grandi. Basta

quindi provare che f’(x) <0 per tutti gli « grandi. Si ha

() = (Inz+1— 79)(z° +3) — (zlnz —In(z +1))2z _ m(ﬁ::ﬂ) +orin(@+ 1)+ (3—22)Inz
(x2 4 3)2 (22 + 3)2

Si ha che f/(x) <0 se e solo se

z(z? +3)

po +2xIn(z4+ 1)+ (3 —2%)lnz <0

Essendo

T—+00 r+1

x(2? n(z
= lim 22 <$§(xiz3+2l (x+1)+(;2—1)lnx> =[+00-(14+0—00)] =—00

lim (M +2zIn(z 4+ 1) + (3 — 2?) lna:>

r——+00
si deve avere f’(x) < 0 definitivamente per x > ¢ per qualche 2. Dunque la funzione f & decrescente
per ogni ogni x > x e di conseguenza a, > an4+1 per ogni n > xg.

In conclusione, per il criterio di Leibniz la serie converge.
b) Utilizziamo il criterio del confronto e il criterio del confronto asintotico. Si ha

nlnn Inn _ In2
jan ~ S = 2 > T2
n n n

La serie di termine generale % diverge quindi per confronto diverge anche la serie di termine generale

1“7” e per asintoticita diverge anche quella di termine generale |a,|. Dunque la serie data diverge

assolutamente.

L’insieme Ly di livello k si ottiene risolvendo 'equazione f(z,y) = k. Sul dominio, tale equazione

equivale a
_ 2 _ 2
‘Zj_gx:k — z_;cm:ek =  y—zt=c(y—21)

In
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Al variare di k € R, gli insiemi di livello L descrivono un fascio di parabole passanti per i punti
intersezione di y — 22 = 0 e y — 2z = 0, ottenuti come soluzioni di

y—a2=0
y—2x=0
che sono P; = (0,0) e P» = (2,4). Chiaramente, di tali parabole va considerata solamente la parte
che cade all’interno del dominio di g. Per ogni k # 0 (per cui e¥ # 1) si ha inoltre

1 2ek
2 _ k _ 2
y—a=e"(y—2z) << Y= 1w T
quindi il vertice della parabola relativa a k ¢ Vi = (e*, %) Le coordinate (z,y) del vertice,
soddisfano allora
x =eF . L x?
o2k e sostituendo z = €” nella seconda — y=
y= ek_1 r—1

In conclusione (per k # 0) gli insiemi di livello Ly, descrivono (la parte che cade nel dominio di g di)

tutte le parabole che hanno il vertice sulla curva di equazione y = wx—fl e che passano per P e Ps.
In particolare

Lin(1y2) = Dy N{y = 22* — 2}
Lz =Dy N{y = —2% + 42}
Il caso k = 0 & speciale perché la variabile y si cancella e 'equazione y — 22 = e¥(y — 2x) diventa

22 =22 =0 — x = 0 oppure x = 2
quindi
Ly =Dy N {zx =0 oppure z = 2}

¢ dato dall’intersezione del dominio D, della funzione g con le rette verticali x =0 e x = 2.

-3 2 4

Tema 2
Si calcolino gli integrali indefiniti delle seguenti funzioni

I

2 —senx T + 3y xe®
o =Feae  PW="77—
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Calcolare, utilizzando il metodo per parti, 'integrale indefinito della funzione f3(x) = (3z+422)Inz.

Studiare la convergenza delle seguenti serie numeriche

o

2"’ 5n + 2n° + 1 > 1
In{2+— t .
a) ; G b) Z s c) ; n( +n3) arctg(n)

Determinare e rappresentare sul piano cartesiano il dominio della funzione di due variabili g(z,y) =
In(y + 22) — In(2y + 27).

8
Determinare il dominio e i punti critici della funzione h(z,y) = —+ Y _ 2+3. Dire se sono max,/min
y

relativi o punti di sella.

Si calcoli mediante la sostituzione x = t*

Data la serie

i(_l)n 2nlnn — In(n? +1)
~ n?+1 ’

a) studiare la convergenza semplice utilizzando, dopo averne verificato le ipotesi, il criterio di
Leibniz;

b) provare che la serie diverge assolutamente.

Descrivere geometricamente le linee di livello dell’esercizio B4, e rappresentare graficamente quelle
di livello In(1/3), In(1/2) e 0.

Soluzioni del Tema 2

2 — 1 — 1
/Senxd:c:2/ dm—i—/ Senxdx:2tgx——+c.
cos? x cos? x cos? x coS T

33 2z 5 5
x—i_‘\g/\giedx:/352/3d$+3/e2mdx:5;55/3_{_262%_{_6‘

Applicando il metodo per parti si ottiene

4 4 1
/(336 +4z*) Inxdr = <;x2 + 3953) Inz — / <;x2 + 3x3> —dx
T
3 4 3 4 3 4 3 4
= <2ZE‘2 + 3:c3> Inx — / <2x + 3x2> dz = <2x2 + 3x3> Inz — Z:UQ — §£L'3 + c.

Utilizzando 1l criterio della radice si ottiene

n?2 n

. — . nl 2 L _
nkr—iI—loo tn = nESI}OO (5n)" B nllgloo 5n Foo > 1.

Dunque la serie diverge.
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Studiando l'asintoticita del termine generale a,, si vede che a,, ~ % = % che ¢ il termine generale

di una serie divergente. Per il criterio di asintoticita anche la serie data e divergente.

quindi la serie non converge e, piu precisamente, essendo a termini positivi, diverge.

a) Il dominio della funzione ¢ dato da
Dy = {(fﬁ,y) D y+a® >0, 2y+21:>0},

ed & dunque la regione ottenuta come intersezione
del semipiano superiore di supporto la retta y = —x
e la regione non convessa individuata dalla parabola

di equazione y = —z2.

Il dominio ¢ dato da D = {(z,y) : = # 0,y # 0} ed & quindi R? tranne gli assi cartesiani.

I punti critici di f soddisfano il sistema

of Yy

w2 170 y=—a?,
<

al:_§+l:0 8:1::y2.

oy Y2 x ’

Sostituendo la prima nella seconda si ottiene 8z = z# e dividendo per x (che ¢ non nullo sul dominio)
si ha 22 = 8 la cui unica soluzione & z = 2. Sostituendo questo valore nella prima equazione si ottiene
y = —4. Abbiamo dunque trovato 'unico punto critico P = (2, —4).

Le derivate seconde sono

2f 2 92f 16 o2 f 1

822 23’ oy?  y3’ dxdy a2’

percio 'Hessiano nel punto P ¢

> 0.

H(2,—4):‘ -1 —1/4'_3

~1/4 —1/4 | 16

Poiché gli elementi sulla diagonale principale sono negativi, allora P € punto di massimo relativo.
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Si ha che z = t*, quindi dz = 4¢3 dt. Inoltre t = /x percio i nuovi estremi d’integrazione sono 1 e
V2. Quindi

t2

/\f dm—/ 7 \F)4t3dt /I%Mdt

Operando la divisione tra polinomi si ottiene
t2 = —(4—t%) + 4,

percio l'integrale diventa

V2 t2 V2 V2 1
4 ——dt=—4 dt —1 ——dt.
|t ae [y

Il polinomio 2 — 4 ammette due radici t; = —2, to = 2. Per trovare I'integrale, scomponiamo la
funzione razionale nel seguente modo

1 A B _(A+B)i+2B-4) _ A+B=0,
2—4 t+2 t-2  (t+2)(t-2) 2B -2A=1.

Si ottiene A = —1/4, B = 1/4 quindi

/% 1 dt_1/4ﬁ 1 LY
. t2—47 4 t—2 t+2

—4/%dt—16/%1dt— [—4t—4(1n|t—2—1n|t+2)}%

V2+2
V2 -2

percio

=4—4v2+4ln

‘ —4In3

a) Per studiare la convergenza semplice applichiamo il criterio di Leibniz: verifichiamo innanzitutto
che la serie ¢ effettivamente a segni alterni. Posto

2nInn — In(n? + 1)
n?+1

Qp =

bisogna dimostrare che a, > 0 per ogni n > 2. Appare chiaro che la disuguaglianza € vera per tutti
gli n grandi ma non ¢ immediato verificarlo per ogni n > 2. Cio puo essere fatto in vari modi. Ad
esempio si puo osservare che

2nlnn —In(n? +1) >0 <= In(n*) >In(n? +1) <= 2" >n’*+1 <= " —n>-1>0

Essendo n?" —n? —1 > (n?)2—n?—1 > 0 per ogni n > 2, si ha la tesi. Alternativamente, si potrebbe
introdurre la funzione k(x) = 2z Inz — In(z? + 1) e verificare che k(2) > 0 e k & crescente per = > 2.
La serie ¢ dunque una serie a segni alterni.

Verifichiamo che il termine generale ¢ infinitesimo:

2lnn In(n?41) 0-0

lim 2nlnn—1n(n2+ 1) — lim ™ n? = =0.

n—00 n2 +1 n—00 1+ # 1

Rimane solo da verificare che si ha a,, > a,11 almeno per tutti gli n sufficientemente grandi. A tal
2z Inz—In(x2+1)

) tale che a,, = f(n). Per provare la monotonia

fine si puo introdurre la funzione f(x) =
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di a, € allora sufficiente provare che f & decrescente per tutti gli x sufficientemente grandi. Basta
quindi provare che f’(x) <0 per tutti gli « grandi. Si ha

2lnz+2— ngil)(x? +1) = 2zInz —In(z? +1))2z
RS
??—rx+1+an(@®+1)+(1-2*) e
(22 +1)2

flz) =

=2

Si ha che f/(x) < 0 se e solo se
> —r+1+zln(@*+1)+(1-2%)Inz <0
Essendo

lim (:U2 —z+14+zn(@®+1)+(1 —x2)lnaz)

T——400

2 _ 1 In(z?+1 1
T—+00 T x x

si deve avere f’(x) < 0 definitivamente per x > z per qualche 5. Dunque la funzione f & decrescente
per ogni ogni x > z( e di conseguenza a, > Gn4+1 Per ogni n > xg.

In conclusione, per il criterio di Leibniz la serie converge.
b) Utilizziamo il criterio del confronto e il criterio del confronto asintotico. Si ha

2nlnn 2Inn _ 2In2
n n n

La serie di termine generale % diverge quindi per confronto diverge anche la serie di termine
generale 21% e per asintoticita diverge anche quella di termine generale |a,|. Dunque la serie data

diverge assolutamente.

L’insieme Ly, di livello k si ottiene risolvendo 'equazione f(z,y) = k. Sul dominio, tale equazione
equivale a

2 2

y+zx y+z k 2 k

=k =e — = 2e

n2y+2$ 2y + 2z ytz (y+)

Al variare di k € R, gli insiemi di livello Ly descrivono un fascio di parabole passanti per i punti

intersezione di y + 22 = 0 e y + = = 0, ottenuti come soluzioni di

y+22=0
y+x=0

1

che sono P; = (0,0) e P, = (1, —1). Chiaramente, di tali parabole va considerata solamente la parte
che cade all'interno del dominio di g. Per ogni k # In(1/2) (per cui 2e* # 1) si ha inoltre

T, 2ek

2 k
:2 = —
y+x e y+z) <= vy Qek—lx Qek—lx

e2k

y 7o) Le coordinate (z,y) del vertice,

quindi il vertice della parabola relativa a k ¢ Vi = (eF
soddisfano allora

y= 1E26k 1-2x

k
r=e
{ 2k e sostituendo z = €* nella seconda —> Y=

In conclusione (per k # In(1/2)) gli insiemi di livello Ly descrivono (la parte che cade nel dominio
di g di) tutte le parabole che hanno il vertice sulla curva di equazione y = % e che passano per
P, e P,. In particolare

Lin(i/3) = Dg N {y = —32> + 2z}
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1
LozDgﬂ{y:§x2—2m}

Il caso k = In(1/2) & speciale perché la variabile y si cancella e 'equazione y + 22 = 2e¥(y + )
diventa
z—x=0 = xz =0 oppure x =1

quindi
Liy(1/2) = Dy N {x = 0 oppure z = 1}

¢ dato dallintersezione del dominio D, della funzione g con le rette verticali x =0 e x = 1.

2 0 0

Tema 3

Si calcolino gli integrali indefiniti delle seguenti funzioni

5senx — 1 xel® — 4¥x
osenr — 1 fQ(x)zi\f’

cos?z x

filz) =

Calcolare, utilizzando il metodo per parti, I'integrale indefinito della funzione f3(z) = (322 + 1) Inz.

Studiare la convergenza delle seguenti serie numeriche

n3+3nt +1 S U > 1 1
b — In(3+— .
)Z2n5—|—2n2—|—4 )nz::ln‘ln’ C)nz::lzijte"n Tz

Determinare e rappresentare sul piano cartesiano il dominio della funzione di due variabili g(z,y) =
In(2y + 22%) — In(y + 2z).

8
Determinare il dominio e i punti critici della funzione h(z,y) = L + — —y—2. Dire se sono max/min
Yy x

relativi o punti di sella.

Si calcoli mediante la sostituzione z = t*
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Data la serie

i(_l)n 3nlnn — In(n3 +1)
—~ n?+1 ’

a) studiare la convergenza semplice utilizzando, dopo averne verificato le ipotesi, il criterio di
Leibniz;

b) provare che la serie diverge assolutamente.

Descrivere geometricamente le linee di livello dell’esercizio B4, e rappresentare graficamente quelle
di livello 0, In2 e In 3.

Soluzioni del Tema 3

5 -1 — 1 5
/Se”dxz—5/ Se”dx—/dx: —tgzte
cos? x cos? x cos? x coS T

42:_43 1 1
/Mdm2/64wd:p—4/fﬂ_2/3daj:e4z—4$+C=e4$—12%+c'

X

Applicando il metodo per parti si ottiene

/(3x2+1)1nxdm’—(:Ug—i-a:)lnx—/(sc:g—i-x)al:dx—(x3+:c)lnx—/(a;2+l) dzx

:(x3+x)lnx—£3*ﬂf+c
3 .

Studiando l'asintoticita del termine generale a,, si vede che a,, ~ % = % che ¢ il termine generale

di una serie divergente. Per il criterio di asintoticita anche la serie data e divergente.

Utilizzando il criterio della radice si ottiene

o 37 3"
lim a, = lim — = lim — = +oco>1.

n—-—4o00 n—-+oo nAin n——+oo N4

Dunque la serie diverge.

Applicando il criterio necessario si vede che

lim a, = lim
n—+400 n—+oo 4 + e~

1 1
1n<3+nQ> = Wm3#0,

quindi la serie non converge e, piu precisamente, essendo a termini positivi, diverge.

a) Il dominio della funzione & dato da
Dy = {(z,y) : 2y + 222 >0, y+ 2z >0},

ed e dunque la regione ottenuta come intersezione
del semipiano superiore di supporto la rettay = —2x
e la regione convessa individuata dalla parabola di

equazione y = —x2.
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Il dominio ¢ dato da D = {(z,y) : = # 0,y # 0} ed & quindi R? tranne gli assi cartesiani.

I punti critici di f soddisfano il sistema

af 1 8
%25—9:0, {8y=x2,

<
g:_i_lzq 90:—1/2-
dy y?

Sostituendo la seconda nella prima si ottiene 8y = y* e dividendo per y (che & non nullo sul dominio)
si ha > = 8 la cui unica soluzione ¢ y = 2. Sostituendo questo valore nella seconda equazione si
ottiene z = —4. Abbiamo dunque trovato 1'unico punto critico P = (—4,2).

Le derivate seconde sono

0%f 16 0’f 2 0% f 1

922 23 oy y3’ Oxdy B y2’

percio 'Hessiano nel punto P e

H(_4,2)_‘ —1/4 —1/4' 3

4 -1 |16

Poiché gli elementi sulla diagonale principale sono negativi, allora P € punto di massimo relativo.

e
T,

Sl
B T
AT z
;fs’;ﬁffff#ﬂ‘#

Si ha che z = t*, quindi dz = 4¢3 dt. Inoltre t = /x percio i nuovi estremi d’integrazione sono 0 e
v/3. Quindi

3 Y VBl VB g
dr= | Y _apa=a |
0o 9-Vx o 9-Vtt o 9-t

Operando la divisione tra polinomi si ottiene
th= (9 —t3)(—t* - 9) + 81,

percio l'integrale diventa

v o B
4 ——dt=14 —t° — t — 324 — dt.
/0 i /0 (—2—9)di—3 /0 s
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Il polinomio 2 — 9 ammette due radici t; = —3, to = 3. Per trovare Iintegrale, scomponiamo la
funzione razionale nel seguente modo

1 A N B (A+B)t+3(B-A) A+ B =0,
t2-9 t+3 t-3  (t+3)(t—3) 3B-3A=1.

Si ottiene A = —1/6, B = 1/6 quindi

V3o 1 (V37 1 1
o 2-9 6J, \t—3 t+3
percio

3 3 3 324 V3
4 —t2 —9)dt — 324 — dt=|—4(—+09t t— In|t
/0 ( 9)dt — 3 /0 o [ ( +9> e R +3|)}0

3
V3+3
V3-3

= —g(\@) —36V/3+541n

a) Per studiare la convergenza semplice applichiamo il criterio di Leibniz: verifichiamo innanzitutto
che la serie ¢ effettivamente a segni alterni. Posto

3nlnn — In(n® + 1)
n?+1

Ay —

bisogna dimostrare che a,, > 0 per ogni n > 2. Appare chiaro che la disuguaglianza & vera per tutti
gli n grandi ma non & immediato verificarlo per ogni n > 2. Cio puo essere fatto in vari modi. Ad
esempio si puo osservare che

3nlnn —In(n®>+1) >0 < In(»*) >Inn*+1) <= 2" >n*+1 = n* -n3>-1>0

Essendo n3" —n3 —1 > (n)2 —n3—1 > 0 per ogni n > 2, si ha la tesi. Alternativamente, si potrebbe
introdurre la funzione k(x) = 3z Inz — In(z3 + 1) e verificare che k(2) > 0 e k & crescente per z > 2.
La serie € dunque una serie a segni alterni.

Verifichiamo che il termine generale ¢ infinitesimo:

n(n3
lim 3nlnn —In(n®+1) hmgl%—l(zijl):O—O:O'
n—oo n2+1 Nn—00 1+# 1

Rimane solo da verificare che si ha a,, > a,11 almeno per tutti gli n sufficientemente grandi. A tal

fine si puo introdurre la funzione f(x) = W tale che a,, = f(n). Per provare la monotonia

di a, ¢ allora sufficiente provare che f € decrescente per tutti gli x sufficientemente grandi. Basta
quindi provare che f’(z) <0 per tutti gli z grandi. Si ha

, (

(z) =

)(a: + 1) (B3zlnz — In(z® + 1))2z
(22 +1)2
3T (2 4 1) 4 20 In(a® + 1) + 3(1 — %) Ina
TS

Si ha che f’(z) <0 se e solo se

-2 +1

T (2 4+ 1)+ 2zxIn(2z® +1) +3(1 —2%)Inz <0
x
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Essendo

3 _ 2 1
lim <3mm3x—|—(x2 +1) + 22In(2® + 1) + 3(1 — 2?) lnx)

T——+00 +1
o (a3 -2 +1 1 In(x3 + 1) 1
= lim 2°(3———— 1+ = | +2———+3(— — 1) Inx :[+oo-(3+0—oo)]:—oo
z—-+Foo x3+1 x2 T x2

si deve avere f’(x) < 0 definitivamente per x > z( per qualche 5. Dunque la funzione f & decrescente
per ogni ogni x > x( e di conseguenza a, > Gn4+1 pPer ogni n > xg.

In conclusione, per il criterio di Leibniz la serie converge.

b) Utilizziamo il criterio del confronto e il criterio del confronto asintotico. Si ha

3nlnn  3lnn _ 3ln2
‘a/n’ ~ = > .
2 i
n n n
La serie di termine generale ?’ITM diverge quindi per confronto diverge anche la serie di termine
3lnn

generale *" e per asintoticita diverge anche quella di termine generale |a,|. Dunque la serie data
diverge assolutamente.

L’insieme Ly di livello k si ottiene risolvendo 'equazione f(z,y) = k. Sul dominio, tale equazione
equivale a

2y + 222 2y + 222
MY A 2y + 22% = et (y + 2x)
y+ 2z y+ 2z

Al variare di k € R, gli insiemi di livello L descrivono un fascio di parabole passanti per i punti
intersezione di y + 22 = 0 e y + 2z = 0, ottenuti come soluzioni di

y+22=0
y+2x=0

che sono P; = (0,0) e P, = (2,—4). Chiaramente, di tali parabole va considerata solamente la parte
che cade all'interno del dominio di g. Per ogni k # In2 (per cui e* # 2) si ha inoltre

2, 2k
kot T ek_9"

quindi il vertice della parabola relativa a k ¢ Vj = (%, 2(26%2,6)) Le coordinate (z,y) del vertice,

2422 =ef(y+2) = y=

soddisfano allora

ek 2
T=5%5 )
Qe2k e sostituendo ef = 2z nella seconda = y=

Y= 41—2¢k 1—=x

In conclusione (per k # In2) gli insiemi di livello Ly descrivono (la parte che cade nel dominio di g

di) tutte le parabole che hanno il vertice sulla curva di equazione y = 22 ¢ che passano per P e

11—z
P,. In particolare
Lo =D, N{y = —22% + 2z}

Lz =Dy N {y = 22% — 6}
Il caso k = In 2 & speciale perché la variabile y si cancella e ’'equazione 2y + 222 = e¥(y + 2x) diventa
222 — 4z =0 <= x = 0 oppure x = 2

quindi
Lo =DyN{z =0 oppure z = 2}

¢ dato dall’intersezione del dominio D, della funzione g con le rette verticali z = 0 e x = 2.
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Tema 4

Si calcolino gli integrali indefiniti delle seguenti funzioni

4 —3senx 21 — xed®
el folx) = fi,

cos?zx x

fi(z) =

Calcolare, utilizzando il metodo per parti, I'integrale indefinito della funzione f3(z) = (2 — 3z3) Inz.

Studiare la convergenza delle seguenti serie numeriche

4n3 +5nd+1°

[e.e] 3n oo oo
n 1 3n?+n+2
a) g PTER b) E cos 3 arctg(3n), c) E
n=1

n=1
Determinare e rappresentare sul piano cartesiano il dominio della funzione di due variabili g(x,y) =
In(y — z2) — In(y — ).

1
Determinare il dominio e i punti critici della funzione h(z,y) = — — Y _ 2~ 2. Dire se sono max/min
y

relativi o punti di sella.

Si calcoli mediante la sostituzione x = t%

Data la serie

> , nlnn—In(n+1)

)

n=2
a) studiare la convergenza semplice utilizzando, dopo averne verificato le ipotesi, il criterio di
Leibniz;
b) provare che la serie diverge assolutamente.

Descrivere geometricamente le linee di livello dell’esercizio B4, e rappresentare graficamente quelle
di livello In(1/2), 0 e In 2.
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Soluzioni del Tema 4

4—3 1 — 3
/Senxdxzél/ dm+3/senxd1::4tgm—+c.
cos? z cos? z cos? z COS T

2 _ epdT 1
/Mdg;:2/x1/2da:—/e5xd.’17=4\/§—5e5x+c'

T

Applicando il metodo per parti si ottiene

2 -3z Inzdr = 2:1:—§a;4 Inx — 23:—37:4 1da:: 2:1:—§a:4 Inx — 2—§x3 dzx
( 4 4 4 4
T

3 3
= <2x — 4:1;4> Inz — 2z + Ex4 +c.

Utilizzando il criterio della radice si ottiene

3n 3
lim a, = lim P m X —o0<1.

n—-+o0 n—-+00 on? oo 2N

Dunque la serie converge.

Applicando il criterio necessario si vede che

. . 1 s
nggrlm an = nEToo cos —3 arctg(3n) =1- 5 #0,

quindi la serie non converge e, piu precisamente, essendo a termini positivi, diverge.

3n?

Studiando l'asintoticita del termine generale a,, si vede che a,, ~ £ = % che ¢ il termine generale
di una serie convergente. Per il criterio di asintoticita anche la serie data e convergente.

a) Il dominio della funzione ¢ dato da
Dg:{(:v,y): y—a%>0, y—x>0},

ed ¢ dunque la regione ottenuta come intersezione
del semipiano superiore di supporto la retta y = =
e la regione convessa individuata dalla parabola di

equazione y = z2.

Il dominio ¢ dato da D = {(z,y) : = # 0,y # 0} ed & quindi R? tranne gli assi cartesiani.

I punti critici di f soddisfano il sistema

of _ y

or 22 1Y y = a?,

of 1 I 0 p—

oy oy oz
Sostituendo la prima nella seconda si ottiene x = —2% e dividendo per x (che & non nullo sul dominio)
si ha 23 = —1 la cui unica soluzione ¢ = —1. Sostituendo questo valore nella prima equazione si

ottiene y = 1. Abbiamo dunque trovato 'unico punto critico P = (—1,1).

Le derivate seconde sono

o%f 2y 2f 2 82 f

822~ 13’ o2y’ 0xdy TR
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percio ’'Hessiano nel punto P &

=N

H(—l,l):‘ ;‘=3>0.

Poiché gli elementi sulla diagonale principale sono positivi, allora P ¢ punto di minimo relativo.

(0
B
S,
S

N
S

Si ha che z = 5, quindi dz = 6t° dt. Inoltre t = /x percio i nuovi estremi d’integrazione sono 1 e
/2. Quindi

2 1 V2 1 5 V2 o
/1de:/1 m&f dtzﬁ/l mdt
Operando la divisione tra polinomi si ottiene

th= (> —4)(t* + 4) + 16,

percio l'integrale diventa

Vi va Vi
6/ dt:6/ (t2+4)dt+96/ ———dt.
1 1 1

2 —4 2 —4
I polinomio 2 — 4 ammette due radici t; = —2, to = 2. Per trovare I'integrale, scomponiamo la
funzione razionale nel seguente modo
1 A N B (A+B)t+2(B-A) A+ B =0,
t2—4 t+2 t—-2  (t+2)(t-2) 2B —-2A=1.

Si ottiene A = —1/4, B = 1/4 quindi

percio

6

V2 V2o £3 96 o2
1 1 -

3 1
6 —
V2-2 +241n3

=2v2+24V2 - 26+ 241n |
V242
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a) Per studiare la convergenza semplice applichiamo il criterio di Leibniz: verifichiamo innanzitutto

che la serie ¢ effettivamente a segni alterni. Posto

nlnn —In(n + 1)
n? +2

n —

bisogna dimostrare che a,, > 0 per ogni n > 2. Appare chiaro che la disuguaglianza & vera per tutti
gli n grandi ma non ¢ immediato verificarlo per ogni n > 2. Cido puo essere fatto in vari modi. Ad
esempio si puo osservare che

nlnn—In(n+1) >0 < In(n")>In(n+1) <= n">n+1 <= n"—-n-1>0

Essendo n® —n —1>n? —n —1 > 0 per ogni n > 2, si ha la tesi. Alternativamente, si potrebbe
introdurre la funzione k(z) = xlnx — In(x + 1) e verificare che k(2) > 0 e k & crescente per x > 2.
La serie € dunque una serie a segni alterni.

Verifichiamo che il termine generale ¢ infinitesimo:

nlnn —In(n + 1) i In(nbl) g

li 5 = lim 2 =

Rimane solo da verificare che si ha a,, > a,+1 almeno per tutti gli n sufficientemente grandi. A tal
fine si puo introdurre la funzione f(z) = %ﬁgcm tale che a, = f(n). Per provare la monotonia
di a, € allora sufficiente provare che f & decrescente per tutti gli x sufficientemente grandi. Basta

quindi provare che f’(x) <0 per tutti gli « grandi. Si ha

(x2 4 2)?2 (22 + 2)2

Si ha che f/(x) <0 se e solo se

z(2% + 2)

po +2xIn(z4+ 1)+ (2—2%)lnz <0

Essendo

T—+00 r+1

x(2? n(z
= lim 22 <a:§(acif§+2l (x+1)+(;2—1)lnx> =[+00-(14+0—00)] =—00

lim (M +2zln(z + 1)+ (2 — 2?) lna:>

T—-+00

si deve avere f’(x) < 0 definitivamente per x > ¢ per qualche 2. Dunque la funzione f & decrescente
per ogni ogni x > x e di conseguenza a, > an4+1 per ogni n > xg.
In conclusione, per il criterio di Leibniz la serie converge.

b) Utilizziamo il criterio del confronto e il criterio del confronto asintotico. Si ha

nlnn Inn _ In2
jan ~ S = 2 > T2
n n n

La serie di termine generale % diverge quindi per confronto diverge anche la serie di termine generale
1“7” e per asintoticita diverge anche quella di termine generale |a,|. Dunque la serie data diverge

assolutamente.

L’insieme Ly di livello k si ottiene risolvendo 'equazione f(z,y) = k. Sul dominio, tale equazione

equivale a
2 2
—x —x
Yy —k Y _ek y_an ek(y_x)
y—x Yy—x

In
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Al variare di k € R, gli insiemi di livello Ly descrivono un fascio di parabole passanti per i punti
intersezione di y — 22 =0 e y — x = 0, ottenuti come soluzioni di

19
{y—xQZO

y—xz=0

che cade all'interno del dominio di g. Per ogni k # 0 (per cui e¥ # 1) si ha inoltre
soddisfano allora

che sono P; = (0,0) e P» = (1,1). Chiaramente, di tali parabole va considerata solamente la parte
1
<~ Yy

quindi il vertice della parabola relativa a k & Vi = (

2 et
= i x
1—ek 1— ek
ek er
k
_eF
{ y-
e2k

75@)

e sostituendo e* = 2z nella seconda
In particolare

Le coordinate (z,y) del vertice,

20 —1

22
e y =
In conclusione (per k # 0) gli insiemi di livello Ly descrivono (la parte che cade nel dominio di g di)
Linj2) = Dy N{y = 22> — x}

tutte le parabole che hanno il vertice sulla curva di equazione y = 57— e che passano per P e P.

quindi

—x=0 =

2

= eF(y — z) diventa
Ly =Dy N {zx =0 oppure z = 1}

Lino=DygN{y= —?+ 2x}
Il caso k = 0 ¢ speciale perché la variabile y si cancella e 'equazione y — x
¢ dato dall’intersezione del dominio D, della funzione g con le rette verticali z =0 e x = 1.

z =0 oppure z =1

-2

A

X

—14



