11 Undicesima lezione:
Coercivita e semicontinuita di funzionali integrali

In questa lezione torniamo a considerare problemi di minimo per funzionali integrali
del tipo

(11.1) /Qf(a:,u(a:),Vu(x)) dx.

dove
u:) — R™

x — (ui(x),...,un(z))

(nel caso dell’energia elastica interessera in particolare il caso m = 3).
Indicheremo con LP(Q; R™) (rispettivamente WP (€2; R™)) lo spazio delle funzioni
u: ) — R™ tali che u; € LP(Q) (risp. u; € WHP(Q)) per ognii=1,...,m.
Considereremo dapprima il caso pitt semplice dei funzionali definiti su LP(; R™).
In questo caso il funzionale non dipende dal gradiente.

Coercivita in alcuni spazi

o LP(Q;R™) con 1 < p < 400 e 7 =topologia debole:
a>0, >0, F(u) > a|ul[, -8 = F debolmente coerciva;
se F(u) = [, f(x,u)dr la condizione diventa
flw,2) > al2lP + B(x), >0, Be L)
e LY(Q;R™) con T = topologia debole:

k > 0, ® superlineare, F(u) > / ®(Jul)de —k = F debolmente coerciva,
Q

se F(u) = [ f(x,u)dz la condizione diventa
fla,2) > @(|2]) + B(x), B € L'(Q);
o L°(Q;R™) con T =topologia debole*:
R>0, F(u) =400 se ||ul|lo >R = F debolmente* coerciva,

se F(u fQ x,u) dz la condizione diventa
F(2,2) 2 X5 5(2) + B2), R>0, BeLl(Q)

dove X\z|>R(Z) ¢ una funzione che vale 0 se |z| > R e 400 altrimenti;
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o WLP(Q;R™) con 1 < p < +00 e T =topologia debole:
a>0, >0, F(u) > a|ulip —F = F debolmente coerciva;
se F(u fQ x,u, Vu) dz la condizione diventa
f(w,2,6) > a(|z|P + [€P) + B(x), a>0, g€ LYQ);
° WOLP(Q;RW) con 1 < p < +o00 e 7 =topologia debole:
a>0, >0, F(u) > a||Vul, - = F debolmente coerciva;

se F(u fQ z,u, Vu) dz la condizione diventa

fla,2,6) > ale]’ + B(z), a>0, feL(Q);
o WH(Q;R™) con 7 = topologia debole:
k>0, ® superlineare, F'(u) > /Q(ID(M +|Vu|)de —k = F deb. coerciva;
se F(u) = [, f(z,u, Vu) dz la condizione diventa
flw,2,6) > ®(|z| + [¢]) + B(x), € L}(%);
. Wol’l(Q; R™) con 7 = topologia debole:
k >0, ® superlineare, F(u) > /Q<I>(|Vu) dr —k = F deb. coerciva;

se F(u fQ x,u, Vu) dz la condizione diventa
F(z,2,6) = ®(|¢]) + B(x), 5 € LH(Q);
e WL(Q;R™) con 7 = topologia debole*:
R>0, F(u) =400 se ||ull;,.o >R = F debolmente™ coerciva,;

se F(u fQ x,u, Vu) dz la condizione diventa

F@2) 2 X gon T 8@, R>0,5€LYQ).
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Teoremi di semicontinuita. Caso dei funzionali convessi.

Sia p una misura positiva, finita'® e completal” su una o-algebra'® .# di sottoinsiemi
di © aperto limitato di R™.

Indicheremo con 4%,, la o-algebra di Borel'® di R™. Ricordiamo che la o-algebra
prodotto .# ® %, ¢ la piu piccola o-algebra su 2 x R™ contenente la famiglia { F'x B :
FeZ BePBn}

Definizione 11.1 Una funzione f : Q x R™ — (—oo, +0o0] ¢ detta
(a) un integrando se ¢ .F ® By,-misurabile;*°
(b) un integrando normale se f é un integrando e f(x,-) é s.c.i. per p-q.o. x € €;

(¢) un integrando convesso se f é un integrando e f(x,-) é convessa e s.c.i. per
p-q.0. x € €);

(d) un integrando di Carathéodory se f é un integrando e f(x,-) é finita e continua
per p-q.o. x € €.

Una funzione f: Q x R™ x RF =] — 00, +00] ¢ detta

(e) un integrando normale convesso se f é.% @ By, @ By-misurabile ed esiste N C )
con p(N) =0 tale che

f(z,-,-) € s.ci. per ogni x € Q\ N;
f(z,z,-) é convessa per ogni x € Q\ N e z € R™.

Dimostrare per esercizio che esistono funzioni g : R™ — [0, +00] convesse non s.c.i..

Supponiamo d’ora in poi, per semplicita, che f > 0, ma tutti i risultati si possono
estendere a funzioni di segno non costante purché i funzionali siano ben definiti.

Teorema 11.2 Sia f: Q x R"™ — [0, +00] un integrando e

/ f(z,u(z)) du(x) se lintegrale ha senso,
F(u) = Q
+00

altrimenti.

6Per semplicita di esposizione. In effetti tutto quello che diremo vale anche se p & o-finita.

"La completezza & in realty una proprieta della coppia (u,Z) che si dice completa se ogni sot-
toinsieme di un insieme di misura nulla risulta misurabile. La misura di Lebesgue & completa sulla
o-algebra dei misurabili secondo Lebesgue.

8Una, famiglia .% di sottoinsiemi di Q & detta una o-algebra se gode delle seguenti proprieta:

(i) Qe 7

(il) Be F = Q\BeZ

(iii) B,e #VheN = UhGNBh € Z.
Gli elementi di .# si chiamano insiemi misurabili. Si pud pensare, per fissare le idee, che pu sia la
misura di Lebesgue su 2 e che .Z sia la famiglia di tutti gli insiemi misurabili secondo Lebesgue.

19Cioe la pit piccola o-algebra contenente i sottoinsiemi aperti (e di conseguenza anche i chiusi).

20Cioe la controimmagine di ogni aperto & misurabile (cio¢ appartiene a .F ® %,,). Nel caso di
funzioni a valori reali estesi, come in quello in esame, cid equivale alla misurabilita degli insiemi di
sottolivello.
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1. Se f ¢ normale allora F ¢ s.c.i. rispetto alla convergenza forte di L*(£;R™);

2. se f & convesso allora F ¢ s.c.i. rispetto alla convergenza debole di L'(£;R™).
1 e 2 del teorema precedente si possono riguardare come casi particolari del seguente.

Teorema 11.3 (De Giorgi - Ioffe) Sia f: Q x R™ x R* — [0, 4-00] un integrando
normale convesso. Allora il funzionale F : L*(Q;R™) x L*(Q;R*) — [0, +-o¢]

FWW%{Lﬂ%M@w@DWW)

¢ ben definito e s.c.i. rispetto alla convergenza forte di L'(Q;R™) nella variabile u e
a quella debole di L*(Q;R¥) nella variabile v.

Ricordando la caratterizzazione della convergenza debole negli spazi di Sobolev,
si ottiene immediatamente, come corollario, il seguente teorema di semicontinuita per
funzionali integrali su spazi di Sobolev (in tal caso u € la misura di Lebesgue).

Corollario 11.4 Sia f : @ x R™ xR" — [0, 4+00] un integrando normale convesso.
Allora il funzionale

F(w) = [ S u(a), Vule) da
Q
¢ seq. s.c.i. rispetto alla convergenza debole di W1L(Q;R™).

DIMOSTRAZIONE La conclusione ¢ immediata se € ha frontiera localmente lips-
chitziana perche se uj, — « in Wb! per il teorema di Rellich u;, — u in L' e quindi la
tesi si ottiene scegliendo vy, = Duy, e applicando il teorema di De Giorgi - loffe. Se la
frontiera di {2 non & regolare, si puo approssimare {2 dall’interno mediante aperti con
frontiera regolare (cfr. Buttazzo [4], Lemma 4.2.10) ed il risultato gia ottenuto puo
essere applicato ai funzionali F}, definiti come integrali su 2. Per dimostrare la semi-
continuita di F' e allora sufficiente osservare che, per la positivita degli integrandi, F’
¢ Pestremo superiore dei funzionali F},. ]

Esempio 11.5 In base al teorema, il funzionale

Flu) = /Q (A(2)Vu, Vu)dz — / g(a)udz

Q

considerato nell’esempio 10.8 risulta sequenzialmente debolmente semicontinuo infe-
riormente in VVO1 () anche se la matrice A(z) non & limitata purché abbia coeffi-
cienti misurabili e non negativi. In tal caso pero, a differenza di quanto succedeva
nell’esempio 10.8, la parte quadratica del funzionale potrebbe non essere una norma.
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