8 Ottava lezione:
Spazi di Sobolev

Definizioni e proprieta topologiche

Per tutta la lezione, se non altrimenti specificato, tutte le derivate si intendono in sen-
so distribuzionale, ) indichera un sottoinsieme aperto di R”, m € Ne 1 < p < 4o00.

Lo spazio di Sobolev W™P(Q) & definito da
WmP(Q) ={u € LP(Q) : Dyu € LP(Q) per ogni o € N" con |a| < m}.

Se m = 0 si ha W™P = [P, Lo spazio vettoriale WP () potra essere munito della

norma )
|w||lmp = ( Z / ]Do‘u|pda:)p se p < 400,
jaj<m <
oppure
| w]lm,00 = ‘gll‘g);z HDauHLoo(Q) se p = +o0,

o altre norme equivalenti.

Teorema 8.1 (W™P(Q), || - |lmp) € uno spazio
1. di Banach per 1 < p < 400,
2. riflessivo per 1 < p < +00,

3. separabile per 1 < p < +o00.

1. Sia (up) una successione di Cauchy in W™P; allora (D%uj) € di Cauchy in LP
per |a| < m. Di conseguenza, poiché LP ¢ completo, esistono delle funzioni u e u,,
0 < |a| < m, in LP tali che up — u e D*uj, — u, in LP. Per ottenere la tesi basta
provare che, per tali «, si ha u, = Dyu in LP.

Poiché LP C Li. . le (up,) individuano una distribuzione T,, € 2’ che d’ora in poi
continueremo ad indicare con uy. Nel senso delle distribuzioni si ha, per ogni p € &

(8.1) (Doun, ) = (—1)1*(uy, Do)

e, poiché la convergenza forte in LP implica la debole e la debole implica la convergen-
za in ' (mostrarlo per esercizio), allora, passando al limite per h — oo nella (8.1),
si ha che

<u0n 90> = (_1)|a‘ (u, Doz90>;

d’altra parte, per definizione di derivata distribuzionale il secondo membro & uguale
a (Dqu, ) per cui si ha

(U, p) = (Dou,p) Yo €D

ciot uy = Dou in 27, e la tesi segue dall’iniettivita dell’immersione di LllOC in 2. O
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2. Sia N = N(n,m) = 3 ,<p, 1 il numero di multi-indici o € N" che soddisfano la
condizione |a| < m. Poiche LP(2) ¢ riflessivo per 1 < p < +oo allora anche lo spazio
prodotto £ = LP()V ¢ riflessivo. L’operatore T : W™P(Q) — E definito da Tu =
(Dau)|a|§m, ove i multi-indici « si suppongono convenientemente ordinati, ¢ un’i-
sometria lineare e iniettiva da W P(Q) in E con la norma |jv||g = (Z;VZI v;115) r
Poiché WP () & completo allora anche T(W™P(Q2)) ¢ completo. Ora, ogni sot-
tospazio completo di uno spazio metrico ¢ anche chiuso (dimostrarlo per esercizio
o vedere [5], Capitolo sesto, Proposizione 2.6), quindi M = T(W™P(Q)) ¢ un sot-
tospazio vettoriale chiuso di E. Consideriamo una palla chiusa Bg in E. Poiché E
e riflessivo allora Bg e debolmente compatta. Ora By N M € una palla chiusa in M
e risulta debolmente compatta in M. Ne consegue che M = T(W"™P(Q)) & riflessivo
per il teorema di Kakutani, e di conseguenza anche W™P(Q) lo e.

3. Mostriamo che WP (Q) & separabile per 1 < p < 4o00. Poiche LP({2) & separabile
per 1 < p < +oo allora anche E = LP(Q)V ¢ separabile. Introduciamo I'operatore T'
definito come al punto precedente; allora T'(WW™P(2)) & separabile e di conseguenza
anche W™P(Q) lo ¢ (vedi ad esempio Adams [1], Theorem 1.21, che avrebbe potuto
essere usato anche al punto precedente). ]

Osservazione 8.2 In particolare W™2(Q) & uno spazio di Hilbert con prodotto
scalare

(U, V) pm2 = Z (Dau, Dav) 2 = Z /DauDavdx.
Q

laj<m laj<m

Dualita

Ricordiamo che, se 1 < p < +o00, le funzioni di LP si possono approssimare con
funzioni C2°. In W™P con m > 0 questa cosa risulta generalmente impossibile. Per
rendersene conto basta cercare di approssimare una funzione costante diversa da zero
nel cason=m=p=1.

Indichiamo con W"" () la chiusura di C2°(£2) in WP (12) con la topologia della
norma. Scriveremo anche

Wy (Q) = {u € W™P(Q) : ulgq = 0}.
Si ha che (W3 (), || ||m.p) &€ completo, e quindi di Banach, in quanto & un sottospazio
chiuso dello spazio completo WP (). I due spazi coincidono se p < co e Q = R"
oppure m = 0.
Osservazione 8.3 Ricordiamo che se v € 2'(Q) allora Dyv € 2'(Q), cioe

Dyv:CF(Q2) — R

e lineare e continua quando su Cg° si considera la topologia di . Considerato che
C° C WyP allora in C2° si pud considerare la topologia indotta da W™ rispetto
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alla quale Dov & continua se v € L? e la| < m. Infatti, presa ¢; € CX, p; — ¢ in
WP, si ha

<Dava (Pj> = (_1)|a‘<vaa(pJ’> - (_1)|a‘<U7Da90> = <Dava ()D>>

dal momento che se |a| < m allora la convergenza in Wy"" implica che Dy¢; — Doy
in LP e la convergenza forte implica la debole.

Supponiamo da ora in poi, che v € L (Q) e la| < m. Per il teorema di Hahn-
Banach, allora, la distribuzione D,v si puo estendere ad una funzione lineare e con-
tinua su W;™? con la topologia della norma. Inoltre I'estensione ¢ unica per la densita
di C° in WP, Infatti, indicate con T} e T» due possibili estensioni e presa u € W;™?
allora esiste una successione v¢; € 2 tale che ||[¢; — u||mp — 0. Inoltre per ogni j
si ha T1(v;) = Ta(¢j) = (Dqv,;) e passando al limite per j — oo si ottiene, per
unicita del limite, che T} (u) = Ta(u).

Ne consegue che D,v individua univocamente un elemento di W (Q)*. Trattan-
dosi di uno spazio vettoriale, sono elementi di Wy"*(Q)* anche tutte le distribuzioni
della forma

w = Z Dovg, Vo € Lp/(Q).

laj<m

In effetti si potrebbe dimostrare che tutti gli elementi di W™ (Q)* si possono scrivere
in questo modo (Adams [1], Theorem 3.8 e osservazione 3.9).

Per quanto ora osservato, denotiamo con W~"" (Q) lo spazio duale di W""(Q),
e vale la seguente caratterizzazione

weW Q) = w= Z Dova con v, € L7 ().

la|<m

Si osservi inoltre che per avere I'unicita dell’estensione ¢ stata usata la densita di CZ°
che sussite in W;""(€2) ma non in W™P(£), a meno che i due spazi non coincidano.
Ne consegue che, in generale, non ci si puo aspettare che il duale di W™P(Q), che &
incluso in W~ (Q), ammetta una caratterizzazione altrettanto semplice nel caso
in cui W;"P(Q) sia un sottospazio proprio di W™ ().

W% () & uno spazio di Banach riflessivo e separabile se 1 < p < 0o e la norma
risulta

]y =nf{ Y lvally : va €LF e w= > Dgva}

laf<m laj<m

Approssimazione con funzioni regolari

Vale il seguente teorema di approssimazione; per la dimostrazione si puo vedere
Adams [1], Theorem 3.16.

Teorema 8.4 (di Meyers-Serrin (H =W)) Sia 1 < p < +oo. Per ogni u €
W™P(Q) esiste una successione di funzioni up, € C*(Q) tale che ||u — up|lmp — 0
per h — +00.
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Dal teorema segue che la chiusura dell'insieme {u € C*(Q) : ||u|lmp < oo}
in W"P(Q) e tutto lo spazio W P(Q). In altri termini, le funzioni C*° sono dense
in WP _ 1l teorema di Meyers-Serrin ¢ del 1964. Prima di allora questo risultato
di chiusura non era noto e quindi si usava un altro simbolo, H"™P({2), per indicare
il completamento di {u € C>*(Q) : |lul|m,p < oo} rispetto alla norma || - ||;mp. 11
teorema afferma quindi che H = W (questo ¢ anche il titolo che gli autori hanno
dato all’articolo in cui pubblicarono il risultato, [9]).

Osservazione 8.5 Notiamo che il teorema H = W non vale per p = oo. Infatti la
funzione |x| appartiene a W1*(—1,1) ma non puo essere approssimata da funzioni
regolari nella norma di Wh%°(—1,1).

Aperti regolari e teoremi di immersione

Altre proprieta di approssimazione e di immersione valgono solo nel caso in cui
I’aperto €2 e la sua frontiera 02 soddisfano ad opportune proprieta di regolarita.

Definizione 8.6 Si dice che ) ha frontiera localmente lipschitziana se la frontiera
00 é localmente grafico di una funzione lipschitziana, cioé se per ogni x € 0S) esiste
un intorno Uy € Uy tale che OQ N U, ¢ grafico di una funzione lipschitziana.

Enunciamo il seguente teorema di immersione di Sobolev supponendo che 2 sia
limitato. Questa ipotesi non & essenziale e si puo rimuovere a costo di rafforzare
I'ipotesi di regolarita sostituendola con la cosiddetta proprieta di lipschitzianita locale
forte la cui formulazione pero risulta molto piu complicata (cfr. ad esempio [1], 4.5).
Per semplicita consideriamo inoltre solamente il caso m = 1. Rinviamo ad Adams [1]
e Brezis [3] per gli anloghi teoremi nel caso m > 1.

Con il termine immersione si intende un’applicazione di inclusione continua.
Un’immersione si dice compatta se mappa insiemi limitati in relativamente compat-
ti (in termini di successioni significa che da ogni successione limitata nel dominio e
possibile estrarre una sottosuccessione convergente nel codominio).

Teorema 8.7 (Sobolev e Rellich) Sia Q un aperto limitato di R"™ con 09 local-
mente lipschitziana se n > 1 oppure un intervallo nel caso n = 1.
Valgono le sequenti immersioni:

1. se p<n allora WP (Q) — L1(Q) per ogni q < % e l'immersione ¢ compatta

seq < s
2. se p=mn allora WHP(Q) — L1(Q) per ogni ¢ < oo e l’immersione ¢ compatta;

3. se p>n allora WHP(Q) — C(Q) e limmersione é compatta.

Osservazione 8.8 L’immersione in 3 va intesa nel senso dell’esistenza di un rappre-
sentante C(£2) nella classe di equivalenza di u € WP(€2). Essa pud essere migliorata

nel senso che lo spazio C(£2) puo essere sostituito da spazi di funzioni holderiane.
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Osservazione 8.9 Se al posto di W1P((Q) si considera Wol’p(Q) si puo togliere 'ipote-
si 0N lipschitziana.

Osservazione 8.10 Nella 1 si ha sempre p* := n”—f;) > p. p* e detto esponente di
Sobolev.

Osservazione 8.11 La continuita delle immersioni si traduce nelle seguenti relazioni
tra le norme

- nei casi 1 e 2: ||lul|y < Clu

‘1,197
- nel caso & ||u)le < Clull1,p.

per opportune constanti C.

Il caso della dimensione 1

Nel caso n =1 ed in particolare se {2 = I & un intervallo, allora dalla 3 si ha che
1. se p=1 allora WH(I) — L4(I) per ogni ¢ < oo e 'immersione & compatta;
2. se p>1 allora W'P(I) — C(I) e P'immersione & compatta.
Nel caso 1-dimensionale, vale in pili la seguente ulteriore importante proprieta.
Teorema 8.12 Sussiste la sequente immersione (non compatta)
whi(1) — c(I)

nel senso che per ogni u € WH(I) esiste una funzione (unica) u € C(I) tale che
u=1u q.o. sul. Vale inoltre la formula fondamentale del calcolo integrale

i(y) — i(x) = / ) dt.

Osservazione 8.13 In particolare si ha che u ¢ limitata e

[ulloo < Cllullr-
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