12 Dodicesima lezione:
Dimostrazione del teorema di De Giorgi e Ioffe

La prima dimostrazione del teorema 11.3 € stata data nel 1969 da Ennio De Gior-
gi?! [8] nel caso in cui l'integrando f(x,z,&) & continuo nella coppia delle variabili
(2,€) (integrando di Carathéodory), ed esteso al caso piu generale da Alexander D.
Toffe [14] nel 1977. La dimostrazione presentata qui, diversa dalle originali, & di De
Giorgi, Buttazzo e Dal Maso [9, 4, 6].

L’idea & quella di esprimere la funzione f come estremo superiore di una famiglia
numerabile di funzioni per le quali la semicontinuita inferiore sia facile da verificare.
Cio e garantito dal seguente lemma di approssimazione per funzioni convesse.

Lemma 12.1 Sia f : Q x R™ x R* — [0, 400] un integrando normale convesso e
supponiamo inoltre che f sia superlineare nella variabile £, uniformemente rispetto
alle altre variabili, cioé che

esista una funzione 6 : R — R tale che
t
~ +oo e f(x,2,8) > 0([¢]).

Allora

f(ﬂf, Zaf) = Sup{ah(xv Z) &+ bh(xv Z)}
heN

conap: QxR™ = RF e by : Q x R™ — R integrandi di Carathéodory limitati.

Per la dimostrazione del lemma, che ¢ molto tecnica rimandiamo a Buttazzo [4]
e Dal Maso [7]. Ci limitiamo qui ad osservare che la proprieta stabilita nel lemma
& vera nel caso pilt semplice in cui f dipende solo da £ e quindi f : R¥ — [0, +o0] &
convessa e s.c.i.. Infatti, poiché f & convessa, il suo epigrafico

epi(f) = {(&,t) ERF xR : t> f(¢)}

¢ un insieme convesso (¢ un facile esercizio; cfr. [11], Proposition 2.1). Fissato un
punto qualunque (&, f(¢)) sul grafico di f, per il teorema di Hahn-Banach?? c¢’& un
iperpiano, di equazione t = a - £ + b, che separa punto ed epigrafico.

ecce 1928 - Pisa 1996. Fu uno dei maggiori matematici italiani della seconda meta del *900.
Un’accurata biografia si trova all’indirizzo web http://cvgmt.sns.it

22Gi usa qui il teorema di Hahn-Banach in una delle sue forme geometriche. Vedere ad esempio
Brezis [3], Théoreme 1.6.
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epi(f)

t=ax+b

(xf(x))

In altri termini, I'insieme
T ={(a,b) e R*XR : f(&)>a-£+0b, VE€ R
& non vuoto e, per ogni £ € R*, si ha

f(&) = sup (a-&+0).

(a,b)eT

D’altra parte

epi(f) =RM\ | {(6t) eRFXR : t <a-&+0b}
(a,b)eT

dove ciascuno degli insiemi di cui si fa 'unione & aperto. Siccome R**! ha base

numerabile (cioe soddisfa il secondo assioma di numerabilita) allora, per il teorema di
Lindelof ([5], Capitolo terzo, Teorema 6.4) esiste una famiglia numerabile (ap, bp)pen
di elementi di T tale che

epi(f) = REFI\ [ J{(6,1) € RFXR : t <ap- €+ by},
heN
cioe
f(&) =sup{ap-E+b, : heN} VEER™

Notiamo che non si ¢ fatto uso della superlinearita di f.

Dimostrazione del teorema 11.3
Se si potesse scrivere

F(u,v) = sup/ (an(z,u(z)) - v(z) + by (@, u(x)) du(z)
heN JQ

cioe se si potesse scambiare il sup con l'integrale, allora F' risulterebbe semicontinuo

inferiormente come estremo superiore di una successione di funzionali s.c.i. In realta

I’identita precedente non vale, ma si puo sfruttare 'idea grazie al seguente lemma di

localizzazione di De Giorgi, Buttazzo e Dal Maso.
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Lemma 12.2 Sia (gy) una successione di funzioni di L' () e sia g = sup g,. Allora

heN
/gdu— sup sup Z/ gidp
Q NeN(BN) BN
dove il secondo estremo superiore ¢é fatto sulle partizioni (BYN) :={BN :i=1,...,N}
di Q) costituite da N elementi della o-algebra F
DIMOSTRAZIONE Poiché g > g; per ogni ¢, la disuguaglianza
N
/ gdp > sup sup Z/ gidp
t N (BY) =1 /Bi
¢ banale. Proviamo quella opposta. Sia fy = max{gi,...,gn}. La successione

(fn)n converge crescendo a g, ed il teorema di convergenza monotona?? (Beppo-Levi)

implica
/ gdp = Sup/ I dp.
Q N JQ

Bastera quindi dimostrare che per ogni N

N

(12.1) fzvdu< sup / gi dp
(BNMYT B;

dove l'estremo superiore ¢ fatto sulle partizioni finite (BY) di Q costituite da N e-
lementi della o-algebra .%. Ora, per la misurabilita delle gy, &€ un semplice esercizio
mostrare che esiste una partizione di questo tipo tale che fy = ¢; p-q.0. su B; per
ognii=1,...,N.?* Segue la (12.1). O

Applicando il lemma alle funzioni gy, (z) := ap(z, u(x))-v(x)+bp(z, u(x)) si ottiene
per F' la rappresentazione

N

(12.2) F(u,v) = Jsvlé% ?;S;/Z (an(z,u(z)) - v(z) + bp(z, u(z)) du(z).

L’applicazione del lemma ¢ perd subordinata alla verifica dellipotesi g, € L'(Q).
Poiché le gp, sono limitate (per la limitatezza di ay, e by) € sufficiente mostrare che le
gp, sono misurabili e questo segue dal fatto che ay, e by, sono di Carathéodory.?®

#3Vedere ad esempio [18], Teorema 1.26 o [12], Capitolo sesto, Teorema 4.1.

nfatti gli insiemi DY = {z € Q : fn(z) = gi(x)}, i =1,..., N, sono misurabili, ma in generale
non disgiunti; basta allora definire Bf' = D{Y, By = DY \ BY, BY = DY \ (BY u BY) e cosi via.

25In generale, se a : Q x R™ — R & di Carathéodory e u : Q — R & misurabile allora la funzione
composta x — a(x, u(z)) risulta misurabile. Infatti & facile verificare che cid & vero se u & una funzione
semplice, cioé combinazione lineare finita di funzioni caratteristiche di sottoinsiemi misurabili di {2
Se u & misurabile, & ben noto (Rudin [18], Teorema 1.17 applicato alla parte positiva e alla parte
negativa di u) che esiste una successione u, di funzioni semplici che converge a u quasi ovunque.
Per la continuitad di a rispetto alla seconda variabile si allora che a(z,un(z)) — a(z,u(z)) quasi
ovunque e la tesi segue dal fatto che il limite quasi ovunque di una successione di funzioni misurabili
€ misurabile.
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Dunque F' ammette la rappresentazione (12.2). A questo punto ¢ sufficiente
mostrare che se a(z, z) e b(z, z) sono integrandi di Carathéodory limitati su € x R™
ed E e un sottoinsieme misurabile di €2, allora il funzionale

G(u,v) = /E (a(z,u(x)) - v(z) + b(z, u(z)) du(z)

& seq. s.c.i. rispetto alla convergenza forte L'(E;R™) di u e debole L'(F;RF) di v.

Siano u; — u in L'(E;R™) e v; — v in L'(E;R¥). Allora esiste una sottosucces-
sione uj, che converge quasi ovunque e, per il teorema della convergenza dominata
si ha

[ Haruta)) dinte) = Jim [ b ) dito).

V—00 E

Poiché cio vale non solo per (u;) ma per qualunque sua sottosuccessione ne consegue
che (esercizio)

tim [ blavus(a) duta) = [ b, @) o)

j—oo JE E

Per dimostrare che anche

tim [ ae,ui(0)) - v5(0) o) = [ aleruta)) - ofa) duo)

j—o JE E
e concludere quindi che G & addirittura continuo, osserviamo che per poter passare
al limite nel prodotto avendo v; convergente debolmente in L' occorrerebbe che la
successione g;(x) = a(z,u;(x)) convergesse fortemente in L> (cioe uniformemente),
ma poiché u; converge solo in L' questo in generale non accade. In effetti, tuttavia,
per passare al limite basta che g; — g quasi uniformemente in E, cioe che per ogni
€ > 0 esista un misurabile A, C E tale che u(A.) < € e gj — ¢ uniformemente in
E\ A..

La convergenza quasi-uniforme, nel nostro caso, € garantita dal seguente teorema.

Teorema 12.3 (Severini-Egorov) Sia E un sottoinsieme misurabile di R¥ con
u(E) < oco. Sia (g;) una successione di funzioni misurabili e finite quasi-ovunque
su E. Se g; converge quasi ovunque in E ad una funzione misurabile e finita g,
allora g; — g quasi-uniformemente.

Vale dunque il seguente lemma.

Lemma 12.4 Siano (g;) una successione limitata in L=(E;R*) e (v;j) successione
in LY(E;R¥) tali che

g; — g quasi ovunque in E;
vj = v in LY(E;RF).
Allora
/g~vd,u—llim gj * vj dp.
E E

J—00
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Per completare la dimostrazione dobbiamo rimuovere I’ipotesi di superlinerita di
f in & Fissiamo due successioni u; — u in L' e v; — v in L. La (v;) costituisce un
sottoinsieme relativamente debolmente compatto in L' e quindi soddisfa la condizione
di De la Vallée - Poussin, cio¢ esiste una 6 : [0, 00] — [0, oo] superlineare e convessa
tale che

sup/ O(Jvs]) dpe < 1.
j JQ

Per ogni € > 0 la funzione

fz,2,8) +0([¢])

soddisfa tutte le condizioni del teorema compresa la superlinearita. Si ha quindi
[ tawvydi < [ g uoyduss [ oo du
Q Q Q
<timint ([ fle,ug, 0 dute [ 00 du)
Q Q

J]—00

Sliminf/f(:c,uj,vj)du—i—a
Q

J—00

e la tesi si ottiene allora facendo tendere € a zero. Il teorema & cosi completamente
dimostrato. ]
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