Capitolo 7

Distribuzioni

I principali riferimenti per questa lezione sono Vladimirov [2] e Barros-Neto [1].

Lo spazio delle funzioni test

Sia 2 un aperto di R™. Consideriamo I'insieme C2°(Q2). Se 2 = R", questo insieme ¢ non
vuoto perche contiene la funzione

o
7.1 ) = e 1-lel? se [z[ <1
(7.1) #() { 0 se |x| > 1.

Modificando questa funzione in maniera opportuna si puo vedere che C2°(2) & non vuoto
purche I'aperto €2 sia non vuoto.

C2°(92) & un sottospazio vettoriale dello spazio delle funzioni definite su 2. Inoltre &
chiuso rispetto al prodotto con una funzione C*°((2).

Notazione: sia o = (o, @, . .., ) un multi indice. Allora, dato un insieme aperto
e una funzione ¢ in 2(£2), poniamo

olely
0z 0xy? ... 0z

D,op := 0% =

Indichiamo con 2(2) lo spazio C°(Q) con la struttura di convergenza introdotta dalla
definizione seguente.

Definizione 7.1 Una successione (p;), ¢; € 2() converge a zero in Z() se sono
soddisfatte le due condizioni sequenti:

1. esiste un compatto K C Q) tale che supp@; C K per ogni j € N;
2. per ogni multiindice o la successione (Dap;) converge uniformemente a zero.
Data ¢ € 2(Q) diremo poi che p; — ¢ in D(Q) se ; — @ — 0 in Z(Q).

Osserviamo che la richiesta 7 non & banale perche 'unione numerabile di chiusi puo non
essere chiusa.

In 2(Q) si puo definire una topologia (di limite induttivo degli spazi CZ(Q) = {u €
C>*(Q) : suppu C K}, con K compatto in Q) le cui successioni convergenti sono
esattamente quelle della definizione precedente. Gli elementi di Z(2) si dicono funzioni
test.
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42 CAPITOLO 7. DISTRIBUZIONI

Esempio 7.2 Sia ¢ come in (7.1) e sia ¢, (z) = Lo(x). Allora ¢, (z) — 0 in Z(1).

Esempio 7.3 Sia ¢ come in (7.1) e sia ¢, = 2¢(Z). Questa successione non converge in
2(92) perche non soddisfa la 1.

Non metrizzabilita di 2(Q2)

La convergenza definita in 2(2) non ¢ descrivibile da una metrica. Lo proveremo mostran-
do che in 2(Q2) non funziona un procedimento diagonale tipico degli spazi metrici, de-
scritto nel seguente lemma.

Lemma 7.4 (Procedimento diagonale standard) Sia (X,d) uno spazio metrico, e
sia

B P una successione convergente a x'

3.1, una successione convergente a 2
k k ; k

Tr,. .., T, una successione convergente a x

e supponiamo che (z*) converga ad x. Allora

1. esiste una successione strettamente crescente di interi (vy) tale che la successione

(zk ) converge a x;

2. esiste una successione non decrescente di interi k, — oo tale che la successione

(x5 converge a x.

DIMOSTRAZIONE I. Per definizione di limite

1
Vk € N Jy, strettamente crescente : d(z¥, ") < ok Vv >y

Allora )
d(wy,,x) < d(ay,, ") +d(@",z) < 5 +d(a",2) = 0 per k — o0
cioe la tesi 1.
Proviamo la 2. Passo 1. Per I'ipotesi limy z* = z,
Jky : d(a™ !
1 (Z‘ 733) < 271

e per lipotesi lim, 1 = %1,

Jup ¢ od(xh M) < 1 Vv > .

v

Allora si ha

Passo 2. Per l'ipotesi limy, ¥ =

Z,

ko >k d(xkz,x) < 1

ko _ k2
)

e -
e per l'ipotesi lim, z;? = =

vy > d(m’lf?,xk2)<2— Yv > v,
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Allora si ha

d(xl’f%x)<§ Vv > vs.
Per v; < v < vy si pone k, = ky, cosicche per tali v si ha d(x%, ) < 1. Per i v precedenti
si puo scegliere ancora k, = k1 ma non c’e alcuna stima della distanza da x.

Passo 3. Per I'ipotesi limy, z* = z,

kg > ky : d(z™ x) <

23
e per l'ipotesi lim,, z¥s = ks
1
Jvg > vy d(x’,ﬁg’,xk3)<§ Yv>uvs.
Allora si ha
d(zks z) < 5 Vv >uvs.

Per vy < v < 13 si pone k, = kq, cosicché per tali v si ha d(zF» 2) < 1/2.
Passo n e n + 1. Supponiamo di aver determinato k1 < ko < k3 < - < kp e 1y <
vy <3 <...<U, con le proprieta

1
d(zF x) < 50 d(zF x) < Yv>v;.

e di aver posto k, = k;_1 per v;_1 < v < v;, cosicche per tali v si ha d(xff“,x) < 1/2¢7L
Procedendo come sopra si costruiscono ky41 € Vpt1.

Induzione. Risultano in tal modo definite per induzione successioni (k) e (vy,) con cui
si costrisce una k, con la proprieta richiesta. O

Esercizio 7.5 Dimostrare la seguente proposizione.
Sia (a®)k.,en una successione di numeri reali. Se ¢ soddisfatta una almeno tra le
sequenti condizioni

(i) limg lim, a® = ¢,
(ii) supy lim, a* = ¢,
(i) limy lim sup,, a® = ¢ = limy, lim inf,, a%,

allora esistono successioni non decrescenti di interi vy, e k, tali che

limag,,, =limag, = ¢.
Ak, I ,

Esempio 7.6 Sia ¢ come in (7.1). La famiglia di funzioni

or(x) = %s@(%)

non gode della proprieta descritta dal precedente lemma (nessuna diagonale gal’fk puo
soddisfare la proprietd 1. della convergenza in Z(R")). Cid prova che Z(R") non &
metrizzabile.
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Lo spazio delle distribuzioni

Definizione 7.7 Indichiamo con 2'(Q) lo spazio duale di (), cioé lo spazio vettoriale
delle applicazioni lineari e continue da 2() in R. Gli elementi di 2'(Q) sono detti
distribuzioni.

Esempio 7.8 (Distribuzione di Dirac) Sia ! = R". Definiamo d(¢) = ¢(0) per ogni
p € 2(Q). ¢ & una distribuzione. Infatti:

e per ogni u, A € R e per ogni 1, ps € Z(N) si ha
5(Ap1 + pp2) = Ap1(0) + papa(0) = Ad(i01) + pd(02),
e se p; ¢ una successione di funzioni in Z(2) che tende alla funzione ¢ in 2(2) allora

(wj) = ¢ (0) = ¢(0) = d(p)
per la definizione di convergenza in ().
Esercizio 7.9 Sian=1e¢Q=R. T(p) := Z 0D (§) & una distribuzione.
j=1

Funzioni localmente sommabili

1
loc

Esempio 7.10 Ogni funzione f € Ly, () definisce una distribuzione

Ty(p) = /Q f@)p(@)dz, o€ D).

In questo senso le funzioni di LlloC sono distribuzioni. Mostriamo che Ty ¢ una dis-
tribuzione. Infatti 7y & ben definita perché fo € L'(Q), Ty & lineare per linearita
dell’integrale. Per vedere che ¢ continua (in zero) supponiamo che ¢; — 0 in Z2(Q).
Allora esiste un insieme compatto K contenuto in 2 tale che supp ¢; € contenuto in K
pern=1,2,3,.... Allora

(7.2 1756l =1 [ Flales@)dal < oyl [ 1)
K K
e I'ultimo membro della (7.2) tende a 0 perché ¢; — ¢ uniformemente su K.

Proposizione 7.11 L’immersione di L. (Q) in 2" definita dall’applicazione

T: L (Q) — 2'(9)

f o~ Tf
ove Ty ¢ definita come nell’esempio 7.10, ¢ lineare e iniettiva.

DIMOSTRAZIONE Diamo per semplicita la dimostrazione nel caso 2 = R"™. 1l caso generale
si ottiene con semplici opportune modifiche. La linearita ¢ conseguenza della linearita
dell’integrale. Per dimostrare che ¢ iniettiva basta, per la linearita, dimostrare che Ty = 0
in & implica f =0 in L], cio¢ che

/f(ac)go(m)dx =0Vp € 2 = f =0 quasi ovunque.
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Dimostriamo dapprima che

/f(x)go(a:)dm =0Vpe 2
implica che
/ f(z)x(x)dx =0 per ogni x misurabile, limitata, a supporto compatto.

Sia j un mollificatore. Definiamo j, = h™j(zh). Poiche y essendo misurabile, limitata e
nulla fuori da un compatto appartiene a L', si ha

Xh = X *jn € C%

e inoltre
supp x» C supp x + B(0,1/h) Csupp x + B(0,1) =: K

cioe i supporti delle xp sono tutti contenuti nel medesimo compatto K. In particolare,
per l’ipotesi, si ha

/f(x)xh(a:)dx =0VheN.
Inoltre, sempre per un noto teorema sulle convoluzioni con mollificatori si ha, per h — oo,
xn — x in L%

Dalla (xp) si pud dunque estrarre una sottosuccessione convergente quasi ovunque, dici-
amo xp,. Inoltre, poiché [ j, =1, si ha che

(@) = | / (@ — )jn(y)dy] < sup x| = M ¥h € N

e per il teorema della convergenza dominata si ha allora
0= Jim [ @), @)z = tim [ f@), @)z = [ an
come volevasi dimostrare. Rimane infine da provare che
/ f(@)x(x)dx =0 per ogni x misurabile, limitata, a supporto compatto

implica f = 0 quasi ovunque.

A tal scopo osserviamo che, poiché f & misurabile, allora 'insieme Q1 = supp f, dove
fT & la parte positiva di f, ¢ misurabile. Quindi, fissato a > 0 e detta y,(z) la funzione
caratteristica di Q1 N B(0,a) dove B(0,a) ¢ la palla di centro 0 e raggio a, si ha

O/f(x)xa(x)dx/B(o’a) fH(x)dx.

Questo implica che f* = 0 quasi ovunque in B(0, a) e, per 'arbitrarieta di a, che f =0
quasi ovunque in R™. Analogamente si prova che anche la parte negativa f~, e dunque
anche f, e nulla quasi ovunque. O

La proposizione ora dimostrata consente di identificare LlloC con la sua immagine in 2’
mediante T" e quindi di affermare che le funzioni localmente sommabili sono distribuzioni.
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Osservazione 7.12 §,, € L]

loc*

1

ive tale che

Si tratta di provare che non esiste f € L

5950(@):/1% Vo € 9.

Supponiamo per assurdo che ci6 non sia vero, cioe che d,, = T¢. Allora, presa ¢ come
in (7.1) e o = p(*"2) si avrebbe

Sualia) = [ f0

cioe )
- = f a d
/m_mga (2) pal)dz

e

ma, per a — 0

1
= | /Hol<af<x>soa<x>dx

dr —
<[ ifwlds o0

che & un’evidente contraddizione.

Altri esempi di distribuzioni

Esempio 7.13 Le misure di Radon su € (finite sui compatti) sono distribuzioni, nel senso
che 'applicazione

Tu(so):/ﬂwdu Ve 2(Q)

¢ una distribuzione. Infatti T}, € lineare e, se ¢; — 0 in 2(Q2) e K & un compatto che ne
contiene tutti i supporti allora

()| = \ /| @jdu‘ < u(K) supli;] — 0 per j — oo,

Esempio 7.14 La funzione

1 sexz>0
H(m)—{ 0 sex<0

appartiene a L%OC(R) e definisce pertanto una distribuzione

+oo
Hp) = [ pla)da
0
detta distribuzione di Heaviside.

Esempio 7.15 Sia f € Ll e o € N™. L’applicazione

loc

To(p) = / J(2) Daple)de

¢ una distribuzione.
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Caratterizzazione delle distribuzioni

Teorema 7.16 Sia T : 2(2) — R un’applicazione lineare. T € P'() se e solo se per
ogni compatto K C Q esistono Cx >0 e mi € Ny tali che

T(p)| <Ck Y sup|Dagl V€ Zx()

lo|<mge
ove Dy denota l'insieme delle funzioni test con supporto in K.

DIMOSTRAZIONE (<) ¢ facile. Proviamo (=). Per assurdo, supponiamo che esista K C §2
compatto, tale che per ogni scelta di C' > 0 ed m € Ny esista una funzione ¢, € Ik ()
tale che

()| > C Y sup|Dagl-

|| <m

Prendendo in particolare C'= m = j si ha che per ogni j € N esiste ¢; € Pk () tale che

IT(p;)] > > sup|Dawjl.

lo<j

Osservato che il primo membro ¢ strettamente positivo (anche il secondo per la verita)
dividiamo ambo i membri per j|T'(¢;)| ottenendo

1 | Dot
- > sup .
2 T(e;)]

T el
Posto ¢; = Tt;) siha ¢ € Zx(Q) e
j
1
= > ) sup|Datyl.
J )
| <3j

Da quest’ultima, passando al limite per j — 400, segue in particolare che 1; — 0 in
2(Q). Per la continuita di T allora T'(¢);) — 0 in R, contro il fatto che T'(¢;) = 1. O

Se I'm del teorema non dipende dal compatto K allora la distribuzione si dice di
ordine finito. In tal caso il piu piccolo m per cui vale la disuguaglianza si dice ordine della
distribuzione.

Esempio 7.17 Le funzioni di L] e le misure di Radon sono distribuzioni di ordine 0.
In effetti, per il teorema di rappresentazione di Riesz per le misure, la classe delle misure
di Radon puo essere identificata con il sottospazio (vettoriale) di 2'(f2) costituito dalle
distribuzioni di ordine 0.

La distribuzione dell’Esempio (7.15) & di ordine |a|.

La distribuzione dell’Esercizio (7.9) non ¢ di ordine finito.

La topologia di 2’(Q2)

Si e gia osservato che 2'(£2) & uno spazio vettoriale. Come abbiamo fatto per lo spazio delle
funzioni test individuiamo in 2’(2) una topologia descrivendo le successioni convergenti.

Definizione 7.18 Sia (1) una successione di distribuzioni. Diremo che T; — 0 in 2'(Q)
se Tj(p) — 0 in R per ogni ¢ € 2(12).
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Si avra poi che T; — T se e solo se T; — T — 0. Si tratta dunque di convergenza pun-
tuale. Essa caratterizza una topologia (non metrizzabile) usualmente chiamata topologia
debole per I’analogia con la topologia debole* dei duali degli spazi di Banach.

In 2'(Q) vale un principio di limitatezza uniforme analogo al teorema di Banach-
Steinhaus per gli spazi normati. Una conseguenza ¢ che le successioni convergenti in ogni
punto sono convergenti debolmente; vale cioe il seguente teorema.

Teorema 7.19 Sia (T}) una successione di distribuzioni tale che per ogni ¢ € 2(Q)
esista finito il limite
lim T}(¢).

j—o0

Allora esiste T € 2'(Q) tale che T; — T in 2'(Q).
Dunque ogni successione puntualmente di Cauchy & debolmente convergente.

Esempio 7.20 La successione di funzioni

f(@) { j sexe€ (—Q,j)l)

772
0 altrove in (—1,

converge a dp in 2'(—1,1). Essa costituisce quindi un esempio di successione limitata
in L' (|| f;]l1 = 1 per ogni j) da cui non & possibile estrarre una sottosuccessione debol-
mente convergente in L', infatti qualunque successione di questo tipo sarebbe costretta a
convergere alla § che non appartiene a L'.

Esempio 7.21 Sia u € Z(R") tale che [u =1 e, per ogni h € N
up(x) = h"u(hz).
Si ha up, € 2(R"), quindi in particolare u, € 2'(R") e
up — & in Z'(R"™).
Esercizio 7.22 Sia (z;) C R". Mostrare che si ha
1. wj — 20 = 0z; — Ogq-
2. |zj| — +o0 = 65, — 0.

Derivata di una distribuzione

Osservazione 7.23 Se f € C'(R") allora la sua derivata parziale j-esima ¢ continua e

quindi Lj . e pertanto definisce una distribuzione

Tp, 1) = / D; () p(x)d.

Se indichiamo con x = (2, z;) allora, eventualmente scambiando l'ordine di integrazione
(usando i teoremi di Tonelli e di Fubini) e poi integrando per parti, si ha

Tos0) = [, [ Do)t o) djaa

—/nil/Rf(as’,mj)ngp(x’,xj)dxjdx’: —T¢(Djp).
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Definiamo allora, in modo naturale, per f € C'(R"), la derivata della distribuzione
associata ad f come la distribuzione associata alla derivata di f, cioe

DTy (p) = =T§(Djp).

Abbiamo gia osservato che quella ora definita & una distribuzione (cfr. Esempio 7.15).
Inoltre, non facendo uso della derivata di f, questa definizione si estende immediatamente
a tutte le distribuzioni di L{ (2). Essa si estende a tutte le altre distribuzioni al modo
seguente.

Definizione 7.24 Sia T € 2'(Q).

[ D;T(p) = ~T(Dye) |

Poiché ora T non proviene necessariamente da una f € Li (Q), & necessario verificare

(esercizio) che la definizione ¢ ben posta, cioeé che D, T ¢ effettivamente una distribuzione.
Conseguenze della definizione ora data sono le seguenti

e ogni distribuzione e derivabile;

e si possono definire le derivate di ordine superiore e 'ordine di derivazione & sempre
commutabile;

e se « € N" si ha
DaT(p) = (—1)*IT(Dygp)

e loperatore di derivazione

D,: 2'(Q)

—
T —

2'(Q)
DT

¢ lineare e continuo;

e se f € C°l(Q) allora la sue derivate classiche fino all’ordine ||, che sono continue

e quindi L{, (), si identificano con quelle distribuzionali.

Esempio 7.25 Derivata della distribuzione di Heaviside: H' = .
Esempio 7.26 Derivate della delta: D,d(p) = (—1)1*/D,(0).
Esempio 7.27 Sia f € C™(R\ {z¢}) tale che esistano finiti

f(h)(gja_): 11m+f(h)(x) e f(h)(xg): lim f(h)(x)

T—T| T—T
per ogni h € {0, ...,m}, e indichiamo con
on = fM(ag) — fM(ag)

i salti in o di f e delle sue derivate. Si ha f € L (R) e

loc
T} = 0’0(5$0 + Ty,

e, in generale,
T]Eh) = 0'0(5;}3_1) + 015;’;’_2) + -+ Uh,15w0 + Tf(h).
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Formula di Leibniz sulla derivazione del prodotto

Lemma 7.28 Siano f,g funzioni di classe C™ e siano a,a1,a0 € N" con |a| < m.
Allora vale la formula

D(fg) = Y DD

a1 tas=a

DIMOSTRAZIONE Procediamo per induzione su |a.

Se |a| = 1 allora esiste j € {1,2,...,n} tale che a = e;, pertanto la somma ¢ composta
dai due soli addendi corrispondenti alle due sole possibili scelte a; = ¢;, az = 0 e viceversa.
Ne consegue che la formula in questo caso si riduce alla usuale formula di derivazione del

prodotto.
Per procedere con l'induzione introduciamo il seguente ordinamento in N™. Siano
a, o’ € N™; diremo che o' < aseesolosea < a;peri=1,...,neesistej € {1,2,...,n}

tale che o < ;.
Per ipotesi di induzione supponiamo la formula vera per ogni ¢/ < «, |a] > 1 e la
dimostriamo per o = o/ + ;. Per ipotesi di induzione si ha

D*(fg) =Da/(Dj(fg)) = DY(D;f-g+fDjg)

= 2 ol /vDalDf D%+ > o/1| /uDalf D*:Djg.

o +ah=a’ o +ab=a'
Ponendo o +e; = a1, oy = a9 nella prima somma e o) = aq, o +e; = as nella seconda
e scrivendo tutto in termini di oy, as e «, si ottiene che

o (@=e)! ey pas )" pais. pasy
D*(fg) = +Z_ (Oqa_e),a?D feDug+ > aQ_JeJ)D f-D

Ly () (o) )Dalf Doy

vt (g —ej)las!  aql(ag —ej))!

ajtos=a

Osservato ora che

(al—ej)!:z;!_, (az—ej)!zz;!_
si ha che
(o —e))! (@—ej)! _ (a—e)lar;+ay) (v—ejlay ol
(a1 —ej)las!  ail(as —ej)! oqlos! oqlos! oqlos!
e quindi la tesi. O

Prodotto di una funzione con una distribuzione

Vi sono diverse difficolta nel definire un prodotto tra distribuzioni che generalizzi quello tra
funzioni, tra cui il fatto che L{ . non ¢ chiuso rispetto al prodotto (esempio: f(z) = 1/y/x).
Risulta pero chiuso rispetto al prodotto con una funzione C*°.

Definizione 7.29 SianoT € 2'(Q2) ea € C*(R2). Definiamo prodotto della distribuzione
T con la funzione a la distribuzione

(@T)(p) := T(ap).
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La definizione ora data generalizza il prodotto di funzioni, cioe si ha
an = Taf-

E perd necessario provare che la definizione & ben posta, e cio¢ che aT" ¢ effettivamente una
distribuzione. Lo dimostriamo utilizzando il teorema di caratterizzazione. La linearita e
immediata. Poiche T & una distribuzione, per il teorema di caratterizzazione, per ogni
compatto K C § esistono Cx > 0 e mg € N tali che

(aT)(¢)| = T(a0)| < Cx Y sup|0®(ap)| VYap € Tk (9).

la|<m g

Per la formula di Liebnitz sulla derivazione del prodotto si ha

0 (ap) = Z al!a2!8 la 0%
altaz=a

e percio, posto C(K,aq) = max |0% a(z)],
ol
0%(ap)| < Y O, a)|0%¢| < O(K,a) Y |07¢]

aqlas!
altaz=a 12 <l

e infine

(aT)(p)| <Cx Y sup|0®(ayp)l

la|<mk
<Ck Y, C(K,a)) supld’p| <Cx Y sup|dyl
ol <mi g<a K 1Bl<mx

come volevasi dimostrare.
Osservazione 7.30 Se T' ¢ di ordine finito allora anche aT" e di ordine finito.
Proposizione 7.31 Sia a € C*(Q). L’applicazione

7'9Q) — 7'

T — aT
é lineare e continua.
DIMOSTRAZIONE Esercizio.
Esempio 7.32 (Prodotto di una funzione C*° con una delta.) Si ha
adyy = a(x0)0y,-

Esercizio 7.33 Siano a € C*(Q) e T € 2'(). Provare che vale la formula di Leibniz

3j(aT) = 8ja -T +a- 8]T
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