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Prefazione

Questi appunti difeoria dei Sistemsono una versione rivista degli appunti redatti dal Dott. Luca
Peretti durante il corso tenuto dal Prof. Franco Blanchini nel’anmademico 2002-2003.

Vista la loro natura, questi appuMtiON sono da considerarsi come un sostituto di un buon
libro di testo ma servono solo per fornire una traccia sugli argomenti svolti.
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Capitolo 1

Introduzione

Il titolo della materiaTeoria dei Sistemin realta omette un termine importante. Per essete pi
precisi si dovrebbe infatti parlare @ieoria dei Sistemi DinamiciCon il termine “sistemi dinamici
ci riferiamo genericamente a tutte quelle emtithe evolvono nel tempo secondo leggi di causalit
Tali entia interagiscono con I'ambiente secondo un principio di cauatte.

Dal punto di vista esterno un sistema dinamécoaratterizzato da un insieme di funzioni di
ingresso che costituiscono in qualche modo la causa e un certo numerzidiniudi uscita che
sono l'efetto (figura (1.1)). La caratteristica fondamentale di un oggetto di queste tihe il
legame tra ingresso e uscita ne@li tipo statico ma intrinsecamente legato al tempo.

Ingressi u(t) _ Uscite y(t)
— Sistema —p

Figura 1.1: Schema generale di un sistema dinamico

Ad esempio, consideriamo un sistema la cui usg(tpe legata all'ingressa(t) tramite I'e-
quazione dierenziale

y’(t) +ay (t) + by(t) = u(t)

Quandou(t) & assegnato, la soluzione dell’equazione descrive I'evoluzione nebtdnyt). Se
consideriamo un ingresso costanf = u, questa equazioneftiérenziale ammette una soluzione
di tipo statico che paiessere facilmente individuata ponenddt) = y'(t) = 0. Tale soluzione

y:

ol

Ovviamente, limitandoci a considerare solo soluzioni di questo, perderafhmigta un aspetto

fondamentale, ci la risposta transitoria del sistema in relazione ad un ingresso assegnato.

fatto che ad un singolo ingresso possano corrisponddisgaSte del sistem@una caratteristica
peculiare dei sistemi dinamici.

La Teoria dei Sistemi nota dagli inizi del 900&sisviluppata profondamente intorno agli an-
ni '50 - '60 con l'intento cercare di spiegare il funzionamento dinamicorth ampia classe di

1



2 Capitolo 1. Introduzione

oggetti. In reak, tale teorieé in grado di dire qualcosa di veramente significativo solo in casi
molto particolari, quale quello dei sistemi dinamici regolari ovvero esprimibithit@ equazioni
differenziali.

Un sottocaso molto interessariedato daisistemi lineari invariantiper i quali sono stati
studiati degli strumenti molto potenti. Alcune delle tecniche sviluppate per gtipstdi sistemi
si possono applicare, tramite la tecnica della linaerizzazione, allo studio idii@lti sistemi.
Questoe un aspetto estremamente importante, e giustifica il fatto che la maggior partesiel c
sar dedicata allo studio di sistemi lineari invarianti.

Esempio: la bilancia

La bilancia costituisce un semplice esempio di sistema lineare invariante. Qéarsidda figura
1.2).

Figura 1.2: Esempio di sistema lineare invariante: la bilancia

Supponendo che la massa del piatto della bilancia sia trascurabile rispe¢itesdegli’oggetto
da pesare e assunto che l'attrito viscoso sia di tipo lineare tsfgmilmente ricavare I'equazione
differenziale che governa il sistema:

My(t) + hy(t) + ky(t) = Mg

y(t) rappresenta lo spostamento verticale del piatto mévitrl, k e g rappresentano rispettiva-
mente la massa dell’oggetto, la costante di attrito, la costante elastica della molizeéefazione
gravitazionale. E’ possibile ottenere il valore yt) quando il sistema s assestato ponendo
y(t) = y(t) = 0. Siricava quindi

Mg
"~k
Prima di giungere a questa relazione statica, la bilad@@amunque sottoposta ad un transitorio
che dipende dal valore del dieiente di attrito, secondo quanto qualitativamente riportato in
figura (1.3).
Chiaramente nel caso della bilancia I'aspett ipteressanteé la condizione di regime. Es-
istono peo altri casi in cui il comportamento dinamico del sistema ha un ruolo fondamehbhale

esempio di questo tipe dato dalla progettazione di un edifici. Questi vengono normalmente pro-



Figura 1.3: Grafico qualitativo del transitorio di una bilancia

gettati per sostenere dei carichi che vengono considerati statici. Lingitguesto tipo di studie
corretto solo se la struttura non risente di carichi che variano nel tempada sustanziale. Quan-
do l'ubicazione dell’edificice in una zona sismica o dove ci sono forti ventjuindi necessario
progettare I'edificio modellandolo come un sistema dinamico.






Capitolo 2

Sistemi di equazioni diferenziali e alle
differenze

In questo capitolo verrano brevemente presentate nozioni fondamemtagiecviranno da sup-

porto tecnico per lo studio che sequirll materiale presentato dovrebbe essere oggetto di cor-

si precedenti al presente. Tuttavia, vista la sua importamzgportuno richiamarne gli aspetti
fondamentali.

2.1 Sistemi di equazioni diferenziali

La classe che tratteremo maggiormeatquella dei sistemi descritti da equazionffeiienziali,
detti sistemi regolari. Un sistema regolare presenta un certo numero diilralédte ingressi e un
certo numero di variabili dette uscite, in numero non necessariamente udndilcheremo con
u(t) ey(t) rispettivamente ivettore degli ingressie il vettore delle uscite

uz(t) ya(t)
uy = | 2O | crm vy = | YO | cre @2.1)
Um(t) yp(®)

Il sistemaé internamente rappresentato da un certo numevaritbili di stato x(t), anch’esse
riportate in un vettore:
xa(t)

X2(t)

X(t) = eR" (2.2)

Xn(t)
Consideriamo, per esempio il motore elettrico descritto nella Sezione 9.1. Quastgistema
dinamico in cui possiamo assumere:

e vettore degli ingressi:
Vi (t)
ut) =| va()
Cm(t)
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o vettore delle uscite: ) ]
o(t)

y(t) = o)

e vettore di stato: ) ]
I£(t)
la(t)
w(t)
[ () |
Si noti come alcune variabili di stato coincidano con le uscite desideratgenarale le variabili

di stato sono legate agli ingressi secondo equazidigrénziali. Se tali equazioni sono del primo
ordine ed esprimibili nella forma

X(t) =

%2(0) = fo(t, xa (1), - . ., Xa(0), U, - - ., Um(D))
(2.3)

Xn(t) = fat, X1(1), . . ., Xa(t), Ug, . . ., Um(t))

il sistema si dice in forma normale. E’ ovviamente auspicabile cercare umefoompatta che
permetta di maneggiare le equazioni in modo agevole. Consideriamo quindi il vettore delle
derivate delle variabili di stato

X(t)

X2(t)

X(t) = OIEtx(t) = eR" (2.4)

Xn(t)
Le equazioni precedenti si riducono alla seguente relazione di tipaiaddtto
X(t) = f(t, x(t), u(t) (2.5)

Questa equazione rappresenta il generico sistema regolarecgiazioni diferenziali del primo
ordine cormingressi. Esso rappresenta un legame istantaneo tra le derivate debdivdirsgato
con lex(t) stesse e gli ingressi del sistema.

Esempio: sistema di 3 equazioni dferenziali del primo ordine

X1 (t) = Xa(t) + 2x3(t)* + ua(t)
Xo(t) = xa(t) ua(t)
X3(t) = X1 (t) + cosfa(t)) + ug(t) u(t)

Si osservi come non sia strettamente necessario che tutti gli ingressinalgilvdi stato compa-
iano nelle singole equazioni.

Secondo la teoria delle equazionifdrenziali, per risolvere I'equazione (2.5), noti il valore
degli ingressai(t), € necessario conoscere le condizioni iniziali ad un certo istan@0 significa
che per ottenere una soluziorg) si deve conoscere la condizione iniziale del sistes).
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Esempio: il pendolo

mgy

Figura 2.1: Modello di un pendolo

Si consideri la figura (2.1), in c\Cy, € la coppia motrice (ingresso del sistema) e 6
I'angolo in riferimento rispetto alla verticale (uscita del sistema). L'equazareregola tale
sistema in assenza di attri¢o

i(t) = —‘l—J sin@(t) + #cm(t)

Per conoscere il valore dell’'uscita al generico istamen e suficiente sapere I'evoluzione
temporale della coppia motric& necessario anche fissare la posizione e la valduitiali del
pendolo. Note entrambe queste grandezpessibile risalire alla funzion#t) che ne descrive la
traiettoria integrando I'equazioneftéirenziale.

Il sistema descritto dall’equazione (2.5) si diogariante o autonomose non dipende diret-
tamente dal tempo (tuttavia ne dipende indirettamente, tramite I'argomex®diiu):

X(t) = f(x(t), u(t)) (2.6)

Esempio

x1(t) = -t x(t)
Xo(t) = u(t)

€ un sistema non invariante.

Il sistemae dettolineare see lineare rispettx(t) edu(t), ede quindi esprimibile come:

(1) = AG)X() + BO)u(t) (2.7)
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Un sistema si dice invedaeare invariante se possiede tutte le due precedenti progriet
X(t) = Ax(t) + Bu(t) (2.8)

In quest’ultimo caso, le matrici A (dimensiomex n) e B (dimension& x m) non dipendono dal
tempo in maniera diretta.

Le grandezze di uscita nei sistemi regolari sono rappresentate dalf@oenti di un vettore
y(t). Esse sono definite dal seguente sistema di equazioni algebriche:

ya(t) = ga(t, xa(®), . .., Xa(t), Ua(t), . .., um(t))

. (2.9)
Yp(t) = gp(t, Xa(t), ..., Xn(t), Ua(t), ..., um(t))
che pw essere scritto in forma compatta:
y(t) = g(t, x(1), u(t)) (2.10)

Questa equazione vettoriate dettatrasformazione di uscita Se il sistemae invariante, la
trasformazione d’'uscita del tipo:

y(t) = g(x(t), u(t)) (2.11)

mentre se il sistemalineare, si ha:
y(t) = C(t)x(t) + D(t)u(t) (2.12)
Se, infine, il sistema lineare invariante, la trasformazione d’uscita assume questa forma:
y(t) = CX(t) + Du(t) (2.13)

dove C (dimension@ x n) e D (dimensiong x m) sono matrici indipendenti dal tempo.

2.2 Soluzione generale del sistema

Ponendo insieme le equazioni per le variabili di stato e per le uscite, si att@stema seguente:

(2.14)

X(t) = f(t. x(®), u(®))
y(1) = g(t. x(t), u(t)

chee la forma pii generale per descrivere I'evoluzione temporale di un sistema dinammico. |
guesta sede si tratteranno in particolare i sistemi lineari invarianti, pé& eguazioni saranno del
tipo:
X(t) = AX(t) + Bu(t
() = AX(t) + Bu) (2.15)
y(t) = Cx(t) + Du(t)
Per tale classe di sistendi,possibile determinare una soluzione analitica, cosa che risulta impos-

sibile per maggior parte dei sistemi se non si usano tecniche numericheviduasoluzione
che ricaviamo non sarutilizzata numericamente ma qualitativamente. Precisamente, da tale
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soluzione ricaveremo una serie di informazioni che ci permetteranrwrdifare considerazioni
estremamente utili sul sistema considerato.

Supponiamo cha(t) e x(0) siano noti (dato che il sistengainvarianteg stato sceltdy = 0,).
Da un’attenta osservazione delle equazierigcile convincersi che basta ricava(® per risolvere
l'intero sistema, dato chgt) e legata ad(t) da semplici equazioni di tipo algebrico. Lo scapo
quindi risolvere il seguente sistema:

X(t) = Ax(t) + Bu(t)
{ x(0) noto (2.16)

Una propried fondamentale applicabile a questa classe di sistefinprincipio di sovrap-
posizione degli fetti. In questo caso, ggt) e x(0) sono un ingresso e un vettore di condizioni
iniziali esprimibili come segue

u(t)
x(0)

au"(t) + Bu™(t)
ax*(0) + X" (0) (2.17)

allora la soluzione del sistema, data la lineadelle equazioni, si ricava dalla combinazione lin-
eare delle soluzioni date dalle singole componenti(ti e x(0). Precisamente, associamo al
simbolo— il significato di “danno origine alla soluzione” si hanno le seguenti retzdzio

X“(0), u(t) — X'(t)
X7*(0), u™(t) — X7(Y)
ax'(0) + BX*(0), au’(t) + BU™(t) — aX'(t) +BX*(1) (2.18)

In particolare ¢ possibile scomporng0) eu(t) nel seguente modo:

x(0) : x(0)=0, x™(0)=x(0)
ut) : u'®)=u), urt)=0

in maniera di dividere il problema del calcolo della risposta in due sotto—proble

¢ Problema della risposta libera(condizioni iniziali assegnate, ingresso nullo):

X (t) = AX(t)
{ x.(0) = X (2:19)

e Problema della risposta forzata(condizioni iniziali nulle, ingresso assegnato):

{ Xe (1) = Axe(t) + Bu(t) (2.20)

XF (0) =0

Applicando il principio di sovrapposizione degffetti cona = 1 e = 1 si ottiene:

X(t) = X (1) + xe () (2.21)
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2.3 Larisposta libera

Come abbiamo g@ivisto, la risposta libera la soluzione del sistema

XL(t) = Ax (1)
xL(0) = x(0)

Se si considera il caso scalare, si ottiene:

= x(t) = x(0) ™

XL (t) = ax (t)
x.(0) = x(0)

Infatti, pert = 0 'esponenzial@ pari a 1, ex = a x(0) e®! = ax(t). E’ facile allora immaginare che
la soluzione irR" sia in qualche modo simile a quella del caso scalare. A questo scopo definiamo
I'esponenziale di una matrice:

+00 Aktk

K

1 1
M=+ At+ =A% + A+ ... =
PAT L

(2.22)

Questa risulta essere una serie convergente (il fattoriale domina sulffedat@a a potenza per
k — +o0) 1. Si pw allora facilmente verificare che la risposta libera del sistempari a:

X(t) = €*'x(0) (2.23)
Infatti, pert = 0 si ha
e"%x(0) = Ix(0) = x(0) (2.24)
mentre si po anche vedere che:
& (X(0) = AX(O) = K (1) = Ax () (2.25)

2.4 Larisposta forzata

La risposta forzata la soluzione del sistema

xg(0)=0
Si pw dimostrare che la soluziomepari a:
t
X (t) = f I By(o)do (2.27)
0

cioé un prodotto di convoluzione. €ie facilmente verificabile se si applica la trasformata di

Isi noti che I'espressioneé diversa dalla matrice ottenuta facendo I'esponenziale di ogni sing¢miceato della
matrice
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Laplace all'’equazione del sistema:

Axe(s) + Bu(s)
Bu(s)
(sl = A)"1Bu(s) (2.28)

S %=(8) — x<(0)
= (sl — A) xg(9)

= Xr(S)

Ricordando che la trasformata di Laplace di un prodotto di convoluzoperi al prodotto delle
singole trasformate, si ha:

uo) 5 u
AL (si-pAT
{
ﬁi[f IBuo)dor L[BILIUM)] =
0
(sl = A) B U9 (2.29)

Si noti che la trasformata di Laplace dell’esponenziale di una matrice a¢tno che una general-
izzazione della trasformata di Laplace dell’esponenziale scalare:

L
et L =
S—a

2.5 Lasoluzione completa del sistema

Dato chex(t) = x,(t) + xe(t), sommando le espressioni ottenute per la risposta libera e per quella
forzata si ottiene:

x(t) = Mx(0) + fo t A EIBY (o) dor (2.30)
Per quanto riguarda le uscite del sistema,
y(t) = CEMXx(0) + C fo t =7 Bu(o)do + Du(t) (2.31)
Supponiamo per ipoteg{0) = 0 eD = 0; in questo caso si ottiene:
y= fo tCeNt“’)Bu(o-)do- (2.32)

e tale rapporto ingresso-uscita, molto importante dal punto di vista concefiagkealla definizione
dellamatrice delle risposte impulsiveW(t) di dimensionep x m:

W(t) = CE'B (2.33)

Il nome si giustifica se consideriamo come ingresso del sistema la distribudatinedi Dirac, la
cui propriet rivelatriceé qui riportata:

f i f(0)6(t - to)dt = f(to) (2.34)
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Il significato degli elementi della matrid#/(t) e allora il seguentet'elemento W (t — to) rapp-
resenta la risposta all'istante t dell’'uscita i-esima, dovuta ad un impulso altitda applicato
allingresso j-esimo (figura (2.2))

N

1
2 o .

W(t-1) e

|

|
l

Figura 2.2: Sistema camingressi ep uscite

Esempio: impulso su una struttura elastica

\
|
J

——=[D \ |

@) @)

Figura 2.3: Schema di una semplice struttura elastica

La figura (2.3) rappresenta un semplice esempio di struttura elasticatéodaare piani in
grado di traslare I'uno rispetto all’altro e poggiati su una base fissaundissno come ingressi le
forzeus, Uz, Uz agenti sui piani e come uscite le posizioni dei piani stggsk, y3. Immaginando
un ingresso impulsivo iy (t) = 6(t — to), (rappresentato in figura dal proiettile) I'elemento della
matriceWs; ci indica come il piano humero 3 evolve una volta che I'impatto ha avuto luogo.

2.6 Calcolo dell'esponenzial@!

Per poter ottenere informazioni qualitative sulla soluzione generale ¢efnsié necessario cal-
colare I’esponenzialeAt, cheé una matrice di dimensiomex n.
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Dal calcolo degli autovalori e degli autovettori destri e sinistrAdd possibile ricavare un’e-
spressione peg senza utilizzare la serie di potenze precedentemente introdotta. Sugponen
il caso di matriceA conn autovalori distinti, ad essa corrispondatio. . ., t, autovettori linear-
mente indipendenti formanti una base; pertanto, deteamatrice degli autovalori dA posti sulla
diagonale, si pa verificare che

n
M=TeMs = Z Z; ettt (2.35)
i=1
Le Z; sono matrici quadrate di dimensione& n e cos costruite:
Z =ts' (2.36)

dovet; & una colonna della matrice degli autovettori deBte [t1 to ... th] e S| & unariga della
matriceS = T~1. Si pw dimostrare che A = A}, cioé che le righe della matricg sono gi
autovettori sinistri della matrica.

Sinoti che il prodotto di un vettore colonna per un vettore riga fi@ainza del prodotto di un
vettore riga per un vettore colonna) da una matrice. Per esempio se pmeridiattori:

- T-[1 2]

Risulta allora:
mentres't; = [3].

Esempio: calcolo die

Calcoliamoe™ doveA & la matrice:
-4 -1
A=
2 -1
Il polinomio caratteristic@ dato da

s+4 1

det(sl — A) = det
-2 s+1

= +55+6=(s+2)(s+3)

da cui risulta che gli autovalori somg = —2, 1, = —3. Ad essi si associano i rispettivi autovalori:

_ [ —4+2 -1 ||t ] N
A-11Dt1=0=> =0=1t =
(A=At 2 142 ||t | T -2
e ) -
_ -4+3 -1 11 - 1
A— 1) =0 — 0> =
(A= 42Dtz =>> 2 -1+3 ||t | =R | -1
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A questo punto si trovano facilmente le matffcedS = T

o I N I
—2 -1 2 1

L'esponenziale si pesprimere come

At TeMS:[ 1 1 He_Zt ?3tH—1 —1]2
-2 -1 0 e 2 1

I e N B A O
2 2 -2 -1

[ g2t o3t _g 2y g3
» 2e—2t _ ze—3t Ze—Zt _ e—3t

_ | _12 l[ -1 -1 e+

11}[2 1]e*=

Gli esponenziali scalag!' sono dettimodi del sistema Se I'autovaloré-esimoé complesso,
allora si ha
A = & + jiw = elit = fitIolt = éit(cosuit) + j sin(it)) (2.37)

See presente un autovalore di tipo complegsdlorae presente anche il suo complesso coniugato
A*. Si pw inoltre verificare che, se &aé associata la matricg, aA* € associata la matricg'.
Di conseguenza, I'esponenzia® pud essere decomposto in due sommatorie che evidenziano il
contributo degli autovalori reali ed il contributo degli autovalori compless
r n-1
M= zel+ N (Zet+zel (2.38)
i=1

i=r+1, pass®

dover e il numero di autovalori reali. Sostituendp= M; + jNj e = £ + jw Si ottiene:

r n-1
M= zet+2 Y &'(Mcosput) - Nisingwt)) (2.39)
i=1 i=r+1, pass@®

e quindi si pw osservare che I'esponenziale di una mat&ic®munque sempre reale.

In conclusione, dall’analisi degli autovalori di una matrieg@ossibile ricavare informazioni
importanti sulla risposta libera del sistema, che dipende proprio dall’espiatee™. Nel caso in
cui la matriceA non presenti autovalori distinti, il problema si complica. Infatti, mentre ngebca
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di autovalori distinti la matricé si pud diagonalizzare nel seguente modo:

a1 0 0 0

B 0 12 0 O
A=TAT™, A=

0 0 - 0

0 0 0

cid none piu vero in generale in presenza di autovalori coincidenti. In questosiasd ottenere
una rappresentazione della matriceella forma

J 0O 0 O
0 J 0 O
A=TJITH, J= (2.40)
0O 0 . 0
0 0 0 J
dove i singoliJk sono
A 1 0 O
0 % 1 O
J = (2.412)
o o . 1
0 0 0 A
La matriceJ e dettamatrice in forma di Jordan.
Esempio
La seguente matrioein forma di Jordan:
[2 0 0 00O 0 0 O]
02100000
00210000
Ao 00020000
00003000
00000300
0 00O0OO0OZ31
| 0O 0000 0O 0 3

In presenza di autovalori coincidenti, assume importanza fondamergedeld di Ay, definito
come la dimensione del massimo blocco associatpreella matrice in forma di Jordan (nell’e-
sempio precedente, si ha deg&)B e deg(3)= 2). In questo caso, 'esponenzia® assume la
seguente espressione:

M= Z;t e (2.42)

m degik)-1
k=1 =

dovem e il numero di autovalori distinti.
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Esempio

I modi associati alla matricaA dell’esempio precedente sono:
o & te?, 22

° eSt, ted

Esempio

Data la matrice in forma di Jordan

[ -4 1 0 0 0 O]
0 -4 0 0 0 O
A 0O 0 -4 1 0 O
0O 0 0 -4 1 0
0O 0 0 0 -4 1
| 0 0 0 0O 0 -4

i modi ad essa associati soad, te ¥, t2e4 t3g 4,

Come considerazione finale, ritornando al caso di autovalori distintiishe:
n
W(t) =Ce'B= ) Qe'l, Q =CzB (2.43)
i=1

e quindi gli autovalori intervengono pesantemente sia nella risposta libelia quella forzata del
sistema.

2.7 Studio tramite trasformata di Laplace

Un altro modo per studiare i sistemi dinamieiquello che prevede I'uso della trasformata di
Laplace. Applicando questa trasformata

) =A)+BU) £ [ $X9-x0)= AXS)+ BUS) 2.4
y(t) = CX(t) + Du(t) y(s) = Cx(s) + Du(s) '

Per poter operare tale trasformazioedpndamentale che le matriéj B, C, D siano costanti
nel tempo, cié che il sistema sia lineare invariante. Possiamo quindi ottenere

(sl = A)X(s)

= X(9)

X(0) + Bu(s)
(sl = A)x(0) + (sl - A)"1BuU(s) (2.45)



2.8. Stabilita 17

che risulta essere I'espressione dello stato del sistema in termini di tragdiadimaaplace. Con-
frontando il risultato ottenuto nel dominio del tempo, si osservano le séguerispondenze:

AL (sl-p)t
t
f LEIBY N dr 5 (sl - A)BU(S) (2.46)
0
L'uscita trasformata& data da
y(s) = C(sl — A)~1x(0) + [C(sl - A)'B + D]u(s) (2.47)

Se si considera solo la risposta forzatagcoponex(0) = 0, si ha

y(s) = [C(sl — A)"IB + DJu(s) = W(s)u(s)

doveW(s) = % (d(s) none altro che il polinomio caratteristico della matriég

Le funzioni razionaliche costituiscono gli elementMi{s) sonoproprie, ovvero, il grado del
numeratored minore o uguale a quello del denominatore. In geadtle 'uguaglianza solamente
seD;; # 0, altrimenti degg;) < deg@). In questo caso le funzioni sono detitettamente
proprie. W(s) prende il nome dmatrice delle funzioni di trasferimento. La matrice delle
funzioni di trasferiment@ strettamente propria (ha tutte le componenti strettamente proprie) se e

solo seD = 0.

2.8 Stabilita
Si consideri un sistema lineare invariante, con condizioni iniziali ed isgréssati:

{ x(t) = AX(t) + Bu(t)

X(0) noto

Ad esso corrisponde una soluzioxg). Si supponga ora di perturbare la condizione iniziale: ci si
chiede allora quale sia la soluzior@) # X(t) del sistema

X(t) = AX(t) + Bu(t)
X(0) + Ax(0) noto

Intuitivamente, tutto si ricongiunge allo studio delldfdienza tra le soluzioni(t) — X(t) = z(t),
ede interessante capire se egszonvergente a zero per> +co (figura (2.4)).
Derivando I'espressione dft) si ottiene la seguente relazione:

2(t) = X(t) — X(t) = Ax(t) + Bu(t) — AX(t) — Bu(t) = AXX(t) — X(1)) = AZt) (2.48)

e quindi si osserva chka differenza tra soluzione nominale e perturbata evolve come la
risposta libera, indipendentemente dall'ingressau(t).
Si pw ora introdurre il concetto di stab#gitdi un sistema:
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y4

1

a
S¥AE

Figura 2.4: Convergenza dit) pert — +oo

e il sistema si dicestabile se¥e > 0 35 > 0 tale che s¢{x(0) — X(0)|| = |zO)| < 6 =
[Ix(t) — X(®)Il = |lz(t)]| < e. Graficamente, la situaziorgeriportata in figura (2.5); da essa
si evince che se la perturbazione si trova in una sfera di ragydéosoluzione2 comunque
limitata entro la sfera di raggie.

a
NPE

Figura 2.5: Stabila di un sistema

e il sistema si dicasintoticamente stabileseé stabile e pejiz(0)|| < ¢ si hat Ii[n llz(t)|| = 0O;
¢ il sistemag instabile se nore stabile.

La stabilita di un intero sistema ha senso solamente per sistemi lineari, mentre per quelli no
lineari si pw parlare solamente di stabditin alcuni punti. Questo argomento &arattato in
dettaglio in seguito.
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Figura 2.6: Pendolo e pendolo rovesciato

Esempio: il pendolo

Nella figura (2.6) a sinistra rdfigurato il classico pendolo. Tale sistema, per piccole oscillazioni,
puo essere considerato lineare, ed inoltre per piccole perturbazioni ssaittide. Viceversa, nella
parte destra della figugarappresentato un pendolo rovesciato posto nella sua posizione di equi-
librio: questo sistema instabile, perolper ogni piccola perturbazione laférenza tra soluzione
nominale e soluzione perturbata esce dalla sfera di raggio

Dato che la dierenza tra soluzione nominale e soluzione perturbata evolve come la risposta
libera, la stabilid puw essere studiata analizzando i modi del sistemapRicisamente, definendo
lo spettro del sistemacome l'insieme degli autovalori di

o(A) ={A1, ..., An}

si hanno le seguenti propréefondamentali:

o il sistemae asintoticamente stabilese e solo s& 1 € o(A) si haR{1} < 0;

e il sistemaestabilese e solo s& A € o(A) siha®R{1} <0, e sel € o(A) e tale chéR{1} =0
allora degg) = 1;

e il sistemae instabile sed1 € o(A) con R{1} > 0 oppureda € o(A) conR{1} =0e
degQ) > 1.

La semplice stabilé noné solitamente dticiente nei problemi, perénhperturbazioni infini-
tamente piccole sui parametri del sistema possono portare gli autovaiquacte reale nulla nel
semipiano instabil&k {1} > 0. Inoltre, la semplice stabilitnon garantisce lo smorzamento dei
modi, ovvero la convergenza, ma solo la loro limitatezza.
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Esempio

Si consideri la seguente matrice in forma di Jordan:

(-2 0 0 0 0 O]
0O -3 0 0 0 O
0 0 -j4 0 0
O 0 0 -j4 0 O
O 0 0 0 j4 1

|0 0 0 0 0 j4]

Il grado degli autovalori con parte reale nullgari a 2: di conseguenza il sistemanstabile. Se
sostituiamo gli 1 con due zeri il sistema diventerebbe stabile (marginalmente).

2.9 Larispostain frequenza

Si consideri un sistema con 1 ingresso ed 1 uscita. Pong@jle- 0 eD = 0, si ha:

t
y(t) = fo Wit - o)u(@)de 5 y(9) = W(u(9)

Si supponga ora di sollecitare il sistema con un ingresso di questo tipo:

et set>0
u(t) = - 2.49
® {0 set<O0 ( )

Siosservi che nel caso= 0 il segnale in ingresso restituisce il gradino unitario; se inveeejw,
siha
et = cospt) + j sin(t)

Dalle note propriet della trasformata di Laplace, si ha:

UO'(S) = i

Supponendo che ¢ o(A), si ottiene:

1
S—o

VS = W9 = W(o) = + (W(9 ~ Wo)) s (250)

Si pw dimostrare che sviluppando tale equazione si giunge a:

1

+W(s) (2.51)
S—Oo

y(s) = W(0)
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As)

doveW(s) = @ con p(s) polinomio caratteristico della matriok Antitrasformando questa
espressione, si ottiene:
y(t) = W(o)e™ + W(t) (2.52)

e, visto chalV/(t) risulta essere una combinazione lineare dei modi del sistema, si halatesae
di autovalori distinti

y(t) = W(o)e™ + i Gj et (2.53)
i=1

Il primo termineé denominateisposta a regime mentre il seconde larisposta transitoria che
dipende solamente dai modi. Supponendo che il sistema sia asintoticamente lstatsfosta
transitoria tende a zero per +o0, € di conseguenza la risposta a regimeger jw €:

W(jw)el! = W(jw)leletrelio) =
IW(jw)l cost + g(jw)) + JIW(jw) sinwt + ¢(jw)) (2.54)

ij (t)

Cio significa che se in ingresso al sistema si pone una sinusoide di pulsazioruscita si ottiene
una sinusoide con la stessa pulsazione, amplificata di un ft#je)| e sfasata di un angolo pari
aarg{W(jw)}. La rappresentazione in termini di faserriportata in figura (2.7).

Im
_ jwt
W(w) e

0] ejwt

Re

Figura 2.7: Fasori della risposta in frequenza di un sistema

2.10 | sistemi atempo discreto

| sistemi a tempo discreto sono analoghi a quelli continui ma presentanostaazale dierenza:
le equazioni che li descrivono non sondfeienziali, ma sono equazioni alleffédirenze in cui
u, y, x sono definiti pek € Z.

Esempio
yk+2)=y(k+1)+yK) +1

€ un’equazione alle fierenze che descrive un sistema a tempo discreto.
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In generaleg possibile definire i vettork(k) € R", u(k) € R™, y(k) € RP; in forma vettoriale,
le relazioni che descrivono un sistema discreto sono:

{ x(k+ 1) = f(k x(K), u(k))

(2.55)
y(K) = g(k, x(K), u(k))
dove le singole equazioni sono del tipo:

(K + 1)
yj(K)

fi(k, x2(K), ..., Xn(K), uz(K), ..., un(K)) peri=1, ..., n
gj(k, x1(K), ..., Xn(K), ur(K), ..., um(K)) perj=1, ..., p

Esempio

x1(k + 1) = 3x2(K) + 2x§(k) —u1(K)
Xao(k+ 1) = x3(K)
Xa(k + 1) = kxg(K) — u2

€ un sistema a tempo discreto di tipo non lineare.

Un sistema discreteinvariante o autonomose le funzionif e g non dipendono direttamente
dak:

X(k+ 1) = f(x(k), u(k)) (2.56)
y(K) = g(x(K), u(k))
Un sistema discretélineare se f e g sono lineari rispetto & e u:
x(k + 1) = A(K)x(K) + B(k)u(Kk) (2.57)
y(k) = C(k)x(K) + D(K)u(k)

Un sistema discreté lineare ed invariante se sono verificate ambedue le precedenti condizioni:

{ x(k+ 1) = Ax(K) + Bu(k) (2.58)

y(k) = Cx(K) + Du(k)

Trovare la soluzione di un sistema discrét@emplice, utilizzando la ricorsidt In questa
sede paJ si vogliono estrarre informazioni qualitative, e in analogia a quanto f&ito gistemi
continui dividiamo il problema in due parti distinte:

X(k+ 1) = Ax(K)
{ x(0) noto (2.59)
chee il problema dellaisposta libera, e
x(k + 1) = Ax(K) + Bu(k)
{ X(0)= 0 (2.60)
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chee il problema dellaisposta forzata. Si pw verificare che la soluzione generale risulta:

k-1
AX(0) + Y A" TBU(h)
CAX(0)+ Y CA"1Bu(h) + Du(k) (2.61)
h=0

x(k)

y(k)

Si supponga ora che la matriéeabbian autovalori distinti (ci@ ci sianan autovettori linearmente

indipendentty, to, ..., t,). DettaT la matrice degli autovettori (che risulta invertibilepe= T2
la matrice degli autovettori sinists], s}, ..., s, risulta:
n
A= 7k (2.62)
i=1

dovez; =t; gT. Gli autovaloriﬂ!‘ sono dettimodi del sistema e come ci si poteva aspettare essi
influiscono sia sulla risposta libera che su quella forzata. In particolarg,ssR si ottengono
delle successioni crescenti (2> 1) o decrescenti (§8| < 1), mentre sel € C si ha

AK = 2%l = |4 cospk) + j sin@EK)]

E’ importante sottolineare quanto la teoria per i sistemi continui e per i sisteanetisia analo-
ga, con l'unica dierenza che nel primo caso si considera la parte reale ed immaginaria degli
autovalori, mentre nel secondo il modulo e la fase degli autovalori.

E’ possibile anche definire Imatrice delle risposte impulsiveW(k) = CAXB, in cui ogni
elementdlij (k) = C; AkBj e larisposta dell'uscitaesima quando all'ingresgeesimoe applicato
un impulso discreto (ad esempio la successidng, O, ..., 0}).

Nel caso in cui la matricé presenti autovalori coincidenti, si ha invece:
Ak (2.63)

Se per esempio consideriamo

(&}

I
O O O O Ww
O O O Wk
o O w o o
O WPk OO
w Pk O O O

a questa matrice in forma di Jordan sono associati i seguenti autovalori:
e & ted t2e¥ nel caso di sistemi continui;

e 3X p1 3X pp3¥ nel caso di sistemi discreti.
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Si pw facilmente dimostrare che, elevando ad una potknzaa matrice in forma di Jordan,cci
che ne risulta una matrice a blocchi simile a quella di partenza, in cui i singoli blocclho $on
potenzak-esima dei blocchi della matrice di partenza.

Ricordiamo infine le seguenti propriefondamentali relative alla stabdidei sistemi lineari
discreti:

e un sistema discret®asintoticamente stabilese e solo s& 1 € o-(A) si hald| < 1;

e un sistema discrete stabile se e solo s& 1 € o(A) si hal1] < 1, e qualordd| = 1 si ha
deg@) = 1;

e un sistema discret®instabile se none stabile.

2.11 Trasformazione di stato

Per motivi che risulteranno chiari nel seguéspesso opportundfettuare un cambiamento di
base nella rappresentazione naturale di un sistema. Presa una matriigilieave

T= [fl, t,..., fn]
detta matrice di cambiamento di base (le cui colonne formano la nuova taejamo la trasfor-

mazione
£ =T71x
X=TX

Applicando tale trasformazione ad un sistema lineare autonomo, si ottiene:

X0 =AX)+BU)  _ [ TRO = AT + Bub)
y(t) = Cx(t) + Du(t) y(t) = CTK(t) + Du(t)

K(t) = T-TATR() + T1Bu(t) (2.64)
y(t) = CTX(t) + Du(t) '
Dunque il sistema ha una nuova rappresentazione:
X(t) = éx(t) + E}u(t) (2.65)
y(t) = Cx(t) + Du(t) '
in cui le matrici assumono le seguenti espressioni:
A = TAT (2.66)
B = T!B (2.67)
¢c = CT (2.68)
D =D (2.69)
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Si noti che la matriceD non & cambiata. Questo era d’altra parte prevedibile, femdr la
relazione tra/(t) edu(t) none stata proposta alcuna trasformazione.

Si osservi inoltre che, nel passaggio alla huova rappresentaziometiae A subisce una
trasformazione per similitudine. Si dimostra che per tali trasformazioni rimane inalterato il
polinomio caratteristico e con esso gli autovalori, con la conseguenza pheplieet di stabilit
del sistema sono invariate.

2.12 | sistemi a tempo campionato

Al giorno d’oggi, I'elaborazione di segnali avviene quasi sempre\atsn I'uso di calcolatori, che
come noto evolvono a tempo discreto. Lavorare con sistemi di tipo discreté na problema
in quanto la teoria dei sistemi continui e dei sistemi discreti hanno forti giealQuando sistemi
a tempo continuo devono interagire con sistemi a tempo discreto un aspettoniemnizliee la
conversione di segnali atempo continuo (provenienti dal mondo e¥tesegnali a tempo discreto
(allinterno del calcolatore) e viceversa.

2.12.1 La conversione analogico-digitale

La prima operazione che si considérda conversione di un segnale analogico in uno digitale,
secondo lo schema a blocchi rappresentato in figura (2.8).

S N NN S

t

Figura 2.8: Conversione analogico-digitale

Il blocco contrassegnato cad¥/D € un convertitore analogico-digitale, e I'operazione attuata
e dettacampionamenta Si suppone in questa sede che il campionamento del segnale avvenga
con un passo fissb, anche s& possibile che segnali vettoriali (Eiu canali in ingresso) siano
campionati con passi diversi (si parla alloragitemi multi-rate). L'operatore di campionamento
e lineare, e quindi un sistema continuo lineareasformato in un sistema discreto lineare:
fn 28tk

af(t) + po(t) Al af(KT) + Bg(kT) (2.70)

Un esempio del funzionamento di un convertitore analogico-digited@presentato in figura (2.9).
Quando il segnale START passa allo stato 1 viene attivato il generatoaengiared il contatore
che viene bloccato quando il segnalaggiunge il livellor. 1l contatore fornia dunque un numero
intero s* proporzionale (a meno dell’arrotondament. &’ necessario che il tempo di quantiz-
zazione del segnale analogico sia moltd piccolo del passo di campionamento, ed inoltre che il
segnale in ingresso non abbia frequenza troppo elevata.
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SEONALE COMPARATORE if r >s STOP
S

LIVELLO

START GENERATORE [
RAMPA

CONTATORE

s*

Figura 2.9: Funzionamento qualitativo di un convertitore analogico-digitale

2.12.2 La conversione digitale-analogica

Questo tipo di operazionesenz'altro pi delicata da trattare rispetto alla conversione analogico-
digitale. In linea di principio, tramite interpolazioggossibile trovare una funzione (per esempio
polinomiale di gradd\ — 1) che passi peN punti dati. Nel caso di polinor infatti suficiente
impostare le seguenti equazioni linegridblema dell'interpolazione)

ao + ag X (KT) + ax(KT) + ... + a1 (kT) = f(kT) Vi=1,...,N (2.71)

per determinare i cdgcienti. Tuttavia ci si rende conto che, @& determinante ai fini dell'ap-
plicazione di questo metode,necessario operare I'interpolazidneri linea, cioe si deve essere

in possesso di tutti gIN campioni per trovare la funzione polinomiale 0Qivviamente noe fat-

tibile nella quasi totalé delle applicazioni. E’ dunque necessario trovare un sistema per eperar
una conversioni linea, elaborando i campioni volta per volta in tempo reale.

Un modo semplice per operare una conversione in lenaaare il cosiddettmantenimento
di ordine zero. Il metodo consiste nel creare una funzione costante a tratti, il cui valpeei al
valore del campione precedentemente inviato (vedi figura (2.10)).

I E i iiar

KT t

Figura 2.10: Mantenimento di ordine zero

Con questa operazione, dai campi®(kT) si crea una funzione costante a tratti il cui valore
e f(kT) = f(kT) perkT <t < (k+ 1)T. Esistono anche mantenimenti di ordine superiore
(vedi figura (2.11) per I'ordine 1), ma al giorno d’oggi il tempo di canm@imentoe cos basso
che I'informazione persa utilizzando un mantenimento di ordine ggnaticamente trascurabile
(dato che 'errore cala al diminuire @i, come riportato in figura (2.12)). Di fatto, dunque, i metodi
basati sul mantenimento di ordine superiore hon sono utilizzati.
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—— DIA |—

KT

Figura 2.11: Mantenimento di ordine uno

Figura 2.12: Errore con mantenimento di ordine zero

2.12.3 Laliasing

Si espone ora brevemente il problema dell'aliasing, trattato nel caso dgmale sinusoidale. Gi
non e restrittivo, in quant@ noto che funzioni periodiche possono essere approssimate mediante
uno sviluppo in serie di Fourier, che consta appunto di funzioni arrhenic

Siconsideri allora il segnale a tempo continuo eq$), e lo sicampioni con pasgoottenendo
una successione di valori cagkT). Si vede facilmente che la stessa successioegssere
ottenuta se si campiona, con lo stesso pdsson segnale del tipo casft) tale da verificare la
seguente uguaglianza:

COS2KT) = coswikT + mk2r)

= W2 w1 + m? = w1+ mQC (272)

doveQ € dettopulsazione di campionamentoDunque si pa dire che se il segnale in ingres-
so ha due componenti armoniche tali da verificare I'espressigrew; = mQc, esse risultano
indistinguibili all’atto del campionamento, con la conseguenza cheemmssibile interpretare ed
eventualmente ricostruire correttamente il segnale.

E’ noto che solitamente i segnali trattati nei problemi reali hanno banda limitatae qual-
itativamente riportato in figura (2.13).fBnche un segnale a banda limitata compresa-ttee w
risulti correttamente interpretato e ricostruibile dopo il campionameéntiunque necessario che
gqualunque frequenza componente il segnale risulti distinguibile dalle altnest® significa, in
particolare, che non deve esistere alcuna frequenza di valore agveoiore a-w + mQc, che nel
caso peggiore, pen = 1, restituisce la seguente espressione:

w<-w+Qc > 2w<Qc (2.73)
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If

Figura 2.13: Segnale a banda limitata

Sostituendas = 2xf e Q. = 2nf,, dovef & la frequenza massima utile del segnal& e la
frequenza di campionamento, si ottiene:

f< %C oppurefc > 2f (2.74)

Questo risultato fondamentadeconseguenza dedorema del campionamentoil quale permette
anche di stabilire che il segnale a tempo contiBummpletamente ricostruibile, almeno in linea
di principio, a partire dai singoli campioni, geverificata la condizione sopra riportata.

La dimostrazione del teorema del campionamento, avvenuta nel 1949 @dddghannon,
si e rivelata un passo importante per la teoria dei segnali e le comunicazionick&stipercke
ha permesso il passaggio dall'elaborazione di segnali analogici a gliedisgnali digitali con
notevole miglioramento in termini di immuaiti disturbi.

Un'ultima considerazione riguarda le condizioni necessarie per vesfitspressiond <
f—C. E’ facile immaginare che nella realtessendo i segnali imprevedibili, nonésin grado di
dzlre a priori quale sia la banda del segnale, o perfino se esso risulti limitagmo. In questi casi,
dovendo comunque fissare la frequenza di campionamento all'interrarceiti elettronici del
convertitore analogico-digitale, si rende necessaria un’operaziditigadygio del segnale stesso,

atta ad eliminare le componenti frequenziali spurie superiori al valoreTale dfetto filtrante
spesso avviene naturalmente nel sistema, come nel caso di un microfpusitivo che ci di
per € costituisce un filtro del segnale.

Esempio

Le frequenze udibili dall’orecchio umano possono arrivare fino a@@kHz cio significa che
ogni componente superiore a questo valore aamnmanamente rilevabile. Per questo motivo,
dovendo essere verificata 'espressidge> 2f, la frequenza di campionamento delle tracce
sonore dei CD musicaé solitamente pari a 4400kHz

2.13 Equivalente discreto di un sistema continuo

Si consideri la situazione rappresentata in figura (2.14).
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PROCESSO

D/A A/D

T— REGOLATORE

Figura 2.14: Controllo discreto per processo continuo

In essae rappresentata una tipica situazione in cui un processo a tempo contineccoie-
trollato mediante calcolatore, e quindi con un controllore a tempo discretmveddori A/D e
D/A in figura servono per il passaggio dal mondo continuo a quello discréteeersa.

Se si vuole studiare l'intero sistema costituito dal processaalpiontrollore, & necessario,
per avere equazioni consistenti, calcolare I'analogo discreto dekgsoccontinuo, o I'analogo
continuo del controllo discreto. In questa fase calcoleremo I'equivatiisteeto di un processo
a tempo continuo. Si assume che il segnale in uscita dal convertitore digietegeco ottenuto
mediante mantenimento di ordine zero, e quindi risulta costante a tratti:

u(t) = u(kT) per kT <t<(k+1)T

Nel processo lineare a tempo continuo governato dalle equazioni

X(t) = AX(t) + Bu(t)
y(t) = CX(t) + Du(t)

si ha allora un ingresso costante a tratti, ma niente ci autorizza a dire dexgt)edy(t) siano
costanti a tratti. L'unica cosa che sigpdimostrare chex(t) risulta non derivabile nei puni(kT).
Tuttavia, l'uscitay(t) del processo a tempo continuo entra nel convertitore analogico-digtale,
per questo essa viene solamente considerata in istanti multipli del passopionamentdr. Ci
poniamo dunque il problema di trovare una relazioneukd), x(kT), x((k + 1)T).

Supponendo noti(kT) e x(kT), possiamo valutare I'espressione della soluzione del sistema
continuo proprio negli istankT:

x(t) = AKD(KT) + f t ) Bu()do (2.75)
kT

dove sie partiti dall'istante inizial&kT invece che da zero: questa operaziérecita in quanto il
sistemae tempo invariante. Se valutiamo tale espressioné pdk + 1)T, si ottiene:

(k+1)T
x((k + )T) = ATx(KT) + f A+ DT-7) By(kT)dor (2.76)
kT
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in cui sie postau(o’) = u(kT) percte all'interno dell'intervalldkT, (k + 1)T) l'ingressoe costante.
Cio significa anche che esso non entra nel calcolo dell'integrale:
x((k + 1)T) = e Tx(kT) +

(k+1)T
f M=) B | u(kT) (2.77)
kT

Il termine fra parentesi puessere semplificato. Con un semplice cambio di variabili si ottiene:

(k+1) 0
f 1TeA((k+1)T‘f’)Bdo-= f ¥ B(-d¢) = f ! ¥ B (2.78)
k T 0

T

e pertanto non dipende #aln definitiva, si ottiene:

x((k + 1)T) = eATx(KT) + f ! e Bdg] u(kT)
0

e quindi possiamo scrivere

x((k+1)T) = Apx(kT) + Bpu(kT)
{ y(kT) = Cpx(kT) + Dpu(kT) (2.79)
dove .
Ap = M, Bp = f ¥ Bds, Cp =C, Dp=D (2.80)
0

La rappresentazione grafica dell’equivalenza ottenuta fra sistemi a teompimuo e sistemi a
tempo discret@ riportata in figura (2.15).

u(kT) ut) | sistema | y(t)

(A,B,C)

DIA ap [YKT)

Figura 2.15: Equivalenza sistema continuo - sistema discreto

Si osservi come la rappresentazione di stato trovata per il sistema a teropicgaesatta-
mente equivalentea quella per il sistema a tempo continuo al quale sono stati applicati i conver-
titoriconsideratii in ingresso e uscita. Inoltre, si noti che le ma@i@ D non sono cambiate nel
passaggio al mondo discreto, peEalappresentative di legami algebrici e nofiatienziali.

| risultati appena ottenuti sono molto importanti per la Teoria dei Sistemi e déiadip in
guanto permettono inflerentemente di progettare un controllore sia pensandolo nel dominio con-
tinuo che in quello discreto. Al giorno d'oggi, la realizzazione digitlaltamente preferita per
la sua flessibil&h e convenienzaeconomicaa. Sbpdimostrare che se il sistema a tempo con-
tinuo rappresentato dalle matridi B, C, D e asintoticamente stabile, quegtaina condizione
necessaria e fliciente per ermare che il sistema a tempo discreto con ma#igiBp, Cp, Dp
e asintoticamente stabile. &é dimostrabile perd seA ha autovalori{1;, 1o, ..., 15} allora
Ap = €T ha autovalorie1T, etz . elnT},
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Esempio: calcolo deII’integraIefOT eMBde

Utilizzando le regole @i note, si ottiene:

fOTef‘\degzfoTTef‘fssoszUoTeAfdg]SB

e quindi si tratta solamente di calcolare gli integrali di singoli esponenpiaditi sulla diagonale
maggiore.

.
Esempio: verifica dellespressione| eMdt= A" [eAT - 1]
0

La verificae presto fatta se si considera che:

+00

= (ADK Lo AR
t dtZ - Zkl ket Z(k—l)!tkl

Infatti, si ha chegt |AeM] = €, e quindi 'integrale definito tra 0 € & provato.

Esempio: realizzazione discreta di un controllore
Si vuole trovare I'equivalente discreto del controllore:

1

Kp + Kj=

p I S

cioe di un regolatore proporzionale-integrale. Supponendo che l'isgraae(t) e I'uscitau(t),
Ccio che si hae u(s) = (Kp + K| 5—3) g(s). Si verifica facilmente che la rappresentazione di stato nel

mondo continua pari a:

u(t) = Kp e(t) + K X(t)

Le matrici di questo sistema continuo sono pari a:

{m=@

A=[0]., B=[1], C=[K], D=[Kp]

Pertanto, la rappresentazione equivalente nel mondo discreto ha énsegatrici:

o = [ [ -1
T
%:[L Bﬂ=m
Co = [K|]
Do = [Kp]
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Si ottiene allora:

X(KT) + T gkT)

u(kT) Ki x(KT) + Kp e(kT)

{ x((k + 1)T)

Per implementarefiettivamente questo controllore al calcolatogenecessario il seguente
algoritmo di massima:

1.

2.

lettura die(kT);

calcolo diu(kT);

scrittura diu(kT) nel convertitore digitale-analogico;
calcolo dix((k + 1)T);

aspettare il prossimo passo di campionamento;

tornare ad 1 se il procesé@ncora attivo.
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| sistemi dinamici

3.1 Considerazioni generali

Sebbene i sistemi considerati nel corso sono prevalentemente queliittdel equazioni dif-
ferenziali e alle dierenzee opportuno introdurre una definizione generale di sistema dinamico.
Prima di procedere ad una definizione formalepportuno introdurre un esempio. Consideriamo

i due sistemi in Fig. 3.1), in cui sono rappresentate due diverse tipologiecdito elettrico: una
semplice resistenza e un circuito R-L. Dalle note leggi dell’elettrotecnicajgros scrivere:

: SCTETy

v R v R

Figura 3.1: Diverse tipologie di sistema

v(t)

e per il primo sistemai(t) = ?;

. t
e per il secondo sistemai(t) = v(t) = i(t) = i(to)+%f V,-do

to

In ambedue i casg possibile associare una causa (la tensione) all’'uscita desiderataréiatenr
e per calcolare l'uscita necessario conoscere la funziona del tempo della ecdt)sd uttavia, il
secondo sistema governato da un’equazionef@renziale e la conoscenza del valorer(dj non
e suficiente a determinare univocamente il valore della corrente: si deve aosbhscere il valore
di i(to), la condizione iniziale del sistema. Questi tipi di sistemi, per&cnecessario conoscere
anche lo stato in un istante iniziale, sono dsistemi dinamici.

Una domanda che subito ci si potrebbe parra seguentee necessario conoscere tutta la
storia passata dell’evoluzione del sistema per calcolare la sua evolumitma? La rispost&
ovviamente no:e suficiente conoscere il comportamento del sistema in un istgngercte le

33
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informazioni negli istanti precedenti sono ridondanti. Questo concetiudinte la definizione di
stato del sistemachee l'informazione interna del sistema, proveniente dal passafiicisute a
calcolarne I'evoluzione nel futuro. Matematicamente il valore all'istante inizadeessere cos
specificato:

it) = %ft V(o)do = %fto v(o)do + % ft V(o)do = i(to) + %ft v(o)do (3.1)

—0o —00 to to

dove sie postoi(—e) = 0. Si noti chee possibile arrivare allo stesso valorei(dy) seguendo
strade diverse, ma questo non conta ai fini dell’evoluzione futura.

3.2 Sistemi dinamici causali
Si considerino i seguenti insiemi:

e l'insieme dei tempiT totalmente ordinato (ceset; # t, € possibile dire ché piu grande
dell’altro). Nell'astrazione matematica, spesso si prefide R oppureT = Z, come ad
esempio quando si considera il clock di un calcolatore;

¢ l'insieme degli statX (che pw esserdR");
¢ l'insieme degli ingressi (che pw esserdk™);
¢ l'insieme delle uscite¥ (che pw esserdRP);

¢ |'insieme delle funzioni di ingress@® = {U(...) : T — U] condiziong (ad esempio, per
un attuatore sono possibili solo funzioni di ingresso comprese tra il mininloneaissimo
valore ottenibili dall’attuatore stesso);

¢ |'insieme delle funzioni di uscitd = {Y(...) : T — Y| condiziong (ad esempio, per un
sensore sono possibili solo funzioni di uscita comprese tra il minimo ed ilimasslore
ottenibili dal sensore stesso).

Si definisce allora lfunzione di transizioney come

(3.2)

p:TXTXXxQ—-X
X(t) = ¢(t, 7, X(7), u())

dove u(’) indica l'intera funziona del tempo e non solo il suo valore in un punto defadei
tempi. Per definire un sistema dinamico, la funzione di transizione devedewssle seguenti
quattro propriei:

e consistenza
o(r, 7, X, U(:)) = X VreT, xeX ueQ (3.3)

In sostanza, nell'istante di tempe- T si deve ottenere lo stato iniziale della funziote);
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e compaosizione

X(t3) = ¢(ta, t1, X1, U()) = e(ts, t2, X2, U(")) (3.4)
= ¢(ts, t2, p(t2, t1, X1, U(...)),u(...))
YV hh<thb<tzeT, xeX ue (3.5)

Conoscendo lo stato in un certo istante non ci occorre conoscere la [steceente del
sistema;

¢ definizione in avantila funzioney deve essere definita sempre per v ¥ x € X, u € Q.
Cio significa che pefr < 7 la funzione di transizione potrebbe non essere definita. Qeéesto
un caso che si puverificare nella readt molto frequentemente; se per possibile risalire
al passato dell’evoluzione di un sistema, allora @sdettoreversibile;

e causalita: date due ingressi;(t) e ux(t) che coincidono pet; < t < t; (e che possono
differire al di fuori di tale intervallo). Allora si ha:

et t, X ur(.. ) = ot tr, x, ux(...)), VYtnellintervallo (3.6)
In pratica, se ci interessa lo stato nell'intervaltg {,], dato lo stato irts, le informazione
relative agli istanti precedentita e successive & non hanno alcun ruolo.
Per quanto riguarda l'uscita di un sistema, introduciamo la seguente fenzion
(3.7)
y(t) = n(t, X(t), u(t))

Sey(t) = n(t, x(t)) il sistema si dicestrettamente proprio (nel caso di sistemi lineari, @isignifica
porre la matriceD pari a zero).

{n:TxXxU—>Y

Le propried sopra enunciate possono essere verificate per la nota espregsicigtaii

lineari invarianti: .

x(t) = A0 x(to) + f ) Bu()do

to

Infatti si ha:
o X(to) = IX(to) percte eAo-%) = | e l'integrale si annulla. E’ casverificata la consistenza;

e dati gliistantit; <ty < t3,

X(ts) = eMBTx(ty) + f ’ A=) Bu(or)dor
t1

t3
X(t3) = Dty + [ AB-IBU)do

t2
Sostituendo x(ty) la sua espressione rispettd; attenuta con la stessa formula, si ottiene
'uguaglianza voluta provando cida propriet di composizione;
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e X(t) & sicuramente definita pee ty percle anche I'integral@ definito per questi valori;

e seu(t) = ux(t) in un intervallo[ty, t], allora I'integrale, calcolato a partire dg presenta
sempre lo stesso ingresso in ambedue i casi. Pertanto il riselibhtnedesimo, e@ cos
verificata la propriet di causala.

Le proprie& della funzione di transizione sono verificate anche per i sistemi a tempetdis
Inoltre, in questo caso il calcolo esattogdé possibile per ricorsione. Nel caso di sistemi a tempo
discreto po venire a cadere un propréethee tipicamente verificata per quelli a tempo continuo,
ovvero la reversibé. Per esempio il sistema descritto dall’equazione

o 1] x®
10 0| x(K

€ un sistema non reversibile, peedia matrice A nore invertibile.

xi(k + 1)
xo(k + 1)

E’ lecito chiedersi anche se le soluzioni di equazioni non lineari netlado

X(tg) noto

{ () = f(t, x(®), u()

possano verificare le propréetella funzione di transizione, descrivendo pertanto dei sistemi di-
namici. In generale, noi considereremo solamente la classe dei sistemi @am ¢ion soluzione
unica, dipendente dalle condizioni iniziali e dagli ingressi noti. Dunquénéa di principio es-
iste ede definita una funziong(t) = ¢(t, to, X(to), u(...)), che risulta proprio essere la funzione di
transizione, anche se la maggior parte delle volte esegossibile da calcolare analiticamente,
senza fare ricorso a qualche tecnica numerica.

Un problema di carattere matematico che si presenta quando abbiamo eeatenfaquazioni
diffrenzialie che, in casi patologici, @cadere I'unicia della soluzione. Per esempio, I'equazione

differenziale
X(t) = Vx(t)
x(0)=0
ha infinite soluzioni, e @ percte la funzione in oggetto no@é Lipschitziana. Essa nandunque

candidata a descrivere un sistema dinamico. I'equazidfereliziale

X(t) = x(t)?
x(0)=1

ha soluzione unica ma nam definita per ognt > 0. Anche essa nok dunque candidata a
descrivere un sistema dinamico.
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3.3 Gli automi come sistemi dinamici

Una classe di sistemi dinamici di un certo interesse sono gli automi finiti, iglidasiemi X, U, Y
sono di tipo finito:

U = {ul’ ug, ..., Un}
Y = {yl’ y27 sy Yp}

Un automae tipicamente rappresentato da una funzione del tipo
X(k + 1) = F(k, x(k), u(k)) (3.9)

che definisce lo stato futuro come funzione dello stato e dell'ingressantionkel caso di automi
tempo—invarianti possiamo scrivere

x(k + 1) = F(x(K), u(Kk)) (3.10)

Esistono fondamentalmente due modi per rappresentimaeemente un automa descritti da
guesta relazione: una tabella oppure un grafo di flusso rappresedédith funzioner.

La tabella nore altro che una matrice in cui sulle righe sono riportatngiingressi del sistema,
e sulle colonne gl stati possibili assunti dal sistema stesso. Ogni elemignti questa matrice,
dettatabella di transizione, rappresenta lo stato futuro nel caso in cui ci si trovi nello stated
il sistema venga sollecitato con lI'ingresgo

X1 X2 Ca Xn
Up | faa | fio | ..o | fin
Up | for | o2 | ... | fon
Un | fra | T2 | --- | fon

La descrizione completa dell'automadessere anche data, coma detto, in termini di grafo di
flusso. Si consideri per esempio la figura (3.2), inXu# {1, 2, 3, 4}, U ={1, 2, 3}, Y = {0, 1}.
Tale grafo corrisponde alla tabella

X1 | X2 | X3 | Xn
] 1 1 3 2
| 1|14 4
Un| 3| 21| 2| 2

| quattro possibili stati assunti dal sistema sono rappresentati con i Gaiddivisi a meit:

nella parte alta riportato I'indice dello stato, in quella bassa il valore in uscita associato a tale
stato. Ogni sollecitazione in ingresso fa cambiare stato al sistema seconuleziareg degli
archi. Ad ogni arce associato il valore dell'ingresso che provoca la transizione. E’ impgertan
sottolineare che in questo caso I'usa@téegata solamente allo stato corrente da un’equazione del
tipoy = g(x), e che quindi il sistema strettamente proprio. Sono possibili anche automi in cui
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Figura 3.2: Grafo di flusso per automi finiti

l'uscitaé legata sia allo stato che agliingressi, realizzando un legame dgl#ggx, u). Anche le
uscite di un sistema possono essere rappresentate graficamente tramit&nce con le stesse
considerazioni @i fatte per la tabella di transizione. Si sottolinea inoltre che la rappresamazio
mediante grafo di flusso puisultare piuttosto complessa se il sistema prevede un numero di stati
abbastanza elevato.

Esempio: il riconoscimento di una stringa

Si supponga di voler realizzare una macchina a stati finiti che permetisodbscere la stringa
358 all'interno di una stringa pigrande. Gli insiemU, Y, X sono:

U = {012...,09
Y = {0, 1
X = {1,234

dove per l'uscita si intende 0 se la stringa rioriconosciuta ed 1 se la stringaiconosciuta. Il
grafo di flussce riportato in figura (3.3).

U-{3} 3

@ﬁ

T

u-{8}

Figura 3.3: Esempio di automa: riconoscimento di una stringa
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Esempio: somma binaria di due sequenze di bit

Si supponga di voler calcolare la somma di due sequenze di bit cheagioradla macchina, a
partire dal bit meno significativo. Gli insierhl, Y, X sono:

o CAREEE

Come esercizio si deriva il grafo di un automa a quattro stati che esegamtaa binaria.






Capitolo 4

Raggiungibilita ed osservabilit

4.1 Raggiungibilita nei sistemi a tempo continuo

Si consideri un sistema lineare autonomo a tempo continuo:

(1) = AX(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)

In questo paragrafo ci porremo il seguente problema: dato uno stato possibile agire sul-
I'ingressou in modo tale da raggiungere uno stai? Se la rispost& afermativa,x, si dice
raggiungibile dax;, o equivalentemente che e controllabile ax,. Le definizioni formali sono
riportate qui di seguito per i sistemi a tempo continuo, per i quali si corsigelitamente la
raggiungibilia e 'osservabila rispetto allo stato nullo.

Definizione Lo statox eraggiungibile (da zero)nell'intervallo di tempd0, 7] sed u(:) tale che
sex(0)=0 = X(r) =X

Definizione Lo statoX e controllabile (a zero) nell'intervallo di tempd[0, 7] sedu(-) tale che
sex(0)=X = X(r) =0.

Definizione Dati due statix; e X, si dice chex; € controllabile a X, e cheXx; e raggiungibile
daXx; nellintervallo di tempd0, 7] se3 u(-) tale che s&x(0) = X1 = X(1) = Xo.

In seguito, vedremo che se € controllabile a zero & € raggiungibile da zero, allorg &
raggiungibile dax;.

Definiamo ora il seguente insieme:

X (r) = {X raggiungibile if0, 7]}
X: (7) risulta essere un sottospazidRil. Questo peralsex; e raggiungibile irf0, 7] con ingresso
ui(...) eXz e raggiungibile i 0, 7] con ingressaiy(...), alloraax; + SX, € raggiungibile if0, 7]

con ingressauy(...) + Buy(...), data la linear@ del sistema. Se si vuole un verificapormale,

41
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possiamo dire che gli stati raggiungibili da zero sono tutti quelli esprimibilil@muazione:
X(r) =0+ f A IBY(o)dor (4.1)
0
per cui l'insieme degli stati raggiungibi:

X (1) = {7 X = f ' eA(t“’)Bu(o-)do-}
0

Da questa espressione, data la lin@adi¢ll'integrale, si nota che I'insien’§ (1) & dfettivamente
un sottospazio dr".

Introduciamo ora la matric® dettamatrice di raggiungibilit &, che risulta essere una matrice
partizionata a blocchi di questo tipo:

R = [BABAZB|...|A"B] (4.2)
SeB ha dimensione x m ed A ha dimension@ x n, alloraR ha dimension& x (n - m). Detto
range o immagine di M l'insieme Ra(M) = {Mxj}, allora si dimostra che:
Teorema X;(r) = RaR) per ognir > 0.
Dimostrazione Per verificare I'enunciato del teorema, dimostreremo equivalentemente-¢he=
Ra(R)*. ! Gli stati raggiungibili sono esprimibili come da:

X = f \IBY(o)do
0

pertanto si ha:
.
X+ (1) = {z: z' f e\ I)BY)do = 0, Vu(-)}
0
Possiamo calcolare lo spazio ortogonale usando il seguente risultato:

f 27 fIBY(o)do = OVU() = Z'eAIB=0 (4.3)
0

L'implicazione verso sinistra ovvia. L'implicazione verso destra nondaltrettanto. Denotiamo
conW(o) = Z'eAt=9)B. Dato che l'uguaglianza a zero deve valere per ogni ingreé3oé
possibile scegliera(c) = W' (), ed ottenere:

’ = ’ g T o )uo = ! g 2 g =
fo W(o)u()dor = fo W)W (0)d fo IW(o)Pdor = 0 (4.4)

Dato che il valore della normig || € sempre non negativo @dzero solo se I'argomentoil vettore
nullo,deduciamo ch#V/(o) = Z'e"-)B =0, Vo € [0, 7].

1Questo si pa fare edk equivalente in spazi a dimensione finita; se si lavorasse con spazéagione infinita, ¢
non sarebbe possibile (pe&hortogonale dell’'ortogonale di un sottospazio non ritornerebbe il qudizie stesso).
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Ricordando I'espressione dell’esponenziale per una matrice, possiaivera:

+00 Ak k +00 _T Ak
A(r-o z' A“B
Z ;)%}BEO:;) o (t-o)=0 (4.5)

Sfruttando ora il principio di identit delle serie di potenze, si ottiene:
T Akp _
zZA'B=0 Vk=>0 (4.6)

Poiclte sié visto che le potenza conk > n sono esprimibili come combinazione lineare delle
prime n potenze diA, la precedente condizione deve valere solament&k pel0, 1, ..., n— 1.
Riassumendo il tutto si ha

[zTB|zTAB|zTA2|3|...|zTA”-1B] =0
=7 [BlABlAZB| .. |A”‘1B]
=7ZR = 0 (4.7

Questo ci porta a dire che ogni & ortogonale alle colonne &, e quindiz € RaR)*, cioe
X+(r) = RAR)* e quindiX;(r) = RaAR).

Usando lo stesso filo logice, possibile definire lo spazio:
Xc(1) = {X & controllabile a zero if0, 7]}

Gli elementi di tale insieme sono tali che:

0=ex%+ f A IBY)do
0
Sfruttando linvertibilitx di et (la cui inversad pari ae™™) si ottiene:

X=—eA f I)Bu)do = - f e A" Bu(o)do
0 0

Utilizzando la stessa procedure utilizzata nella dimostrazione del teoremedpree, anche in
guesto caso si giunge alla conclusione ¥he) = RAR).

Un punto fondamentale che emerge da questa dimostragioheX; € indipendente da, in
guanto il sottospazio generato dalle colonne della maRicen dipende dall'intervallo di tempo
considerato. @i significa, per esempio, che lo stato raggiungibile di un aereo (come ttaploe
in qualunque tempo, anche piccolissimoo Gvviamente in contrasto con la natura limitata degli
attuatori presenti nell'aereo; tuttavia il teorema non pone alcuna limitazigrexiete ai valori
assunti dall'ingresso del sistema. Questa dimostrazione, dunque, vavistattica leggermente
diversa, e cie quella di permettere la ricerca degli stati non raggiungibili dal sistema.
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4.2 Decomposizione di Kalman per la raggiungibili&

Abbiamo appena visto che i sottospagie X; non sono dipendenti dal tempo e che i vettori
appartenenti a tali insiemi sono generati dall'immagine della matrice di ragbitiregR.

Un sistema si diceompletamente raggiungibile (o controllabile)se tutti i possibili vettori
dello stato del sistema sono generabili dalle colonne della magride altre parole, il sistema
completamente raggiungibile se e solo se:

Rank(®) = n (4.8)

cioe le colonne diR sono un insieme di generatori linearmente indipendenti (baB8)diQuesto
risultatoe certamente notevole, peichermette di trasformare un problema analitico (la ricerca di
uno stato raggiungibile o controllabile) in un problema algebrico, e la maggite gei problemi
algebricie facilmente risolubile al calcolatore.

La cosiddettadecomposizione di Kalmaninterviene invece quando nel sistema manca la
completa raggiungibilé. Supponiamo, a questo proposito, éhabbia ranga < n; esistono
pertantar colonne linearmente indipendenti che formano una base dell'inskgneeche possono
essere poste in una matrite = [fl, t, ..., fr]. Si consideri ordl , = [le, trio, ..., fn], dove
t1,....th sono linearmente indipendenti fra loro e conrglettori precedenti e quindi tali da com-
pletare la bas@&,. Si ottiene pertanto una matridedi dimensionen x n, che risulta base d&R",
cos composta:

T = [fl’ f29 ey fI’lfH—le fr+2, ey f:I']:l = [Tflan] (49)

Si noti comeTy, sia una base del sottospazio complementare rispett@"adiel sottospazio
raggiungibile.

Ogni vettorex € R" & allora esprimibile come combinazione lineare della base appena trovata:

A

x:[T,an][ %

Xnr

(4.10)

ed, in particolare, ogni vettore appartenente all'insieme degli stati ragipiline esprimibile
come:

x=[Tr | Tor ]l’;l (4.11)

Se applichiamo la trasformazioiieal sistema lineare autonomo, otteniamo il sistema

AX(t) + Bu(t)
CX(t) + Du(t)

K(t)
y(t)
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dove
A = TAT
B = T1B
¢ = CT
D =D

Piu precisamente possiamo scrivere forma:

d

dt

(4.12)

% (t) }:{Ar Ace
>A(nr(t) $1 | Anr

[%®}+[BN®
Xnr (t) &2

Dimostriamo ora ché1 e ¢» sono matrici identicamente nulle. Se si parte da una situazione in cui
le condizioni iniziali sono pari a zero, dopo un tentps 0O si giunge, in ogni caso, ad uno stato
raggiungibile del tipo:

X:T[xml
0

Questo significa chen(t) = Xur(t) = 0 Vt; per cui, considerando la seconda equazione del sistema
sopra riportato, si ottiene:

)A(nr = ¢1)A(r + Anr)A(nr + ¢ou (4.13)
=0 = ¢1X + U (4.14)

che, scritto in forma matriciale, risulta:

| ¢1 ][ ijr(i;) l= 0 (4.15)

Questa relazione validaY u(-) eV X(t). Di conseguenzas; e ¢» sono matrici nulle, ed il sistema
puod essere scritto in questa forma:

df %@ | _ | A A || X® |, | B
dtf Xoe® | | O] Anr || Xnr(®) 0
X (1)
Y(t) = [ Cr ‘ Chr ][ )A(nr(t) l

(4.16)

Esiste un teorema dell’algebra lineare il cui enuncidierana che se una matriédriangolare
a blocchi allora il suo determinante pari al prodotto dei determinanti dei blocchi posti sulla
diagonale principale. Applicando tale risultato, si ottiene:

det(sl — A) = det(sl — A) det(sl — Ay) (4.17)

Gli autovalori diA sono dunque quelli d& e di A,;; pill precisamente, essi formano due insiemi
distinti:
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e A3, A2 ..., A; sono gli autovalori dA, e sono dettmodi raggiungibili;
® Ari1, Ari2 ..., An SONO gli autovalori dA,; € sono dettimodi non raggiungibili.

Questo risultato fondamentale permette di fare una breve considerazion@sgentuale controllo
da applicare ad un sistema. Si vaduccessivamente che un controllore in retroazeimegrado
di modificare la posizione sul piano complesso degli autovalori raggiiingita non dei modi
non raggiungibili. Di conseguenza, se il sistema presenta dei modi ggiurgibili instabili, ad
esso nore applicabile nessun tipo di controllore in grado di stabilizzarne il comportame

Lo schema a blocchi corrispondente al sistema scritto in forma di étafmrtato in figura

(4.1).
At

Figura 4.1: Decomposizione di Kalman per la raggiungibilit

Dallo schema si osserva la mancanza dell'interazione fra ingreﬁﬁo ehe dovrebbe essere
data dag,, e dell'interazione dX; a X, data dap;. La parte costituita da#(, B, C;) € detta
sottosistema raggiungibile mentre quella costituita da{;, O, Cy;) € dettasottosistema non
raggiungibile. Lo schema a blocchi semplificagorappresentato in figura (4.2).

u Sottosistema y
raggiungibile

Sottosistema
non
raggiungibile

Figura 4.2: Schema a blocchi semplificato della decomposizione di Kalman

In ambedue gli schemi, si osservi che norevalcuna freccia che davada verso il sotto-
sistema non raggiungibile, in accordo con la definizione data di stato ngiuragpile. Inoltre,
non c'& nessuna freccia che va dal sottosistema raggiungibile a quello nonrgijpjjer se cos
fosse, infatti, si realizzerebbe una raggiungibilitdiretta, in cui le informazioni sull’ingresso del
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sistema potrebbero arrivare al sottosistema non raggiungibile dop@ ¢ssesitate attraverso il
sottosistema raggiungibile.

Si noti tuttavia che il sottosistema non raggiungil@léen grado di influenzare il sottosistema
raggiungibile e l'uscita del sistema: in quest'ottica, allora, meglio si comprendecessi di
studiare anche l'asintotica stakdlitlel sottosistema non raggiungibile, in quanto se questa venisse
a mancare non sarebbe possibile applicare un controllore in retroazigredio di stabilizzare il
sistema.

Si pw dimostrare che la funzione di trasferimeritdegata al sistema raggiungibile dalla
seguente espressione:
W(s) = C(sl - A)1B = C,(sl - A) !B, (4.18)

poiché avvengono delle cancellazioni relative agli autovalori associati aita pan raggiungibile
del sistema. D’altra parte @ie ovvio perck la funzione di trasferimento rappresenta il legame
tra l'uscita del sistema e I'ingresso quando le condizioni iniziali sono nulfgeredefinizione il
sottosistema non raggiungibile non risente dell'ingresso applicato.

Esempio

Si consideri il sistema con le seguenti matrici:

A:l_ll _H,B:“l,c:[l 0].D=[0]

La matrice di raggiungibil& e pari a:

10
R=|B|AB |=
8[as]-| ] o)
Si nota dunque che il rango della matrice di raggiungdipari a 1, e quindi minore di= 2. Di
conseguenza il sistema nercompletamente raggiungibile. L'insieme dei vettori raggiungbili
facilmente interpretabile dal punto di vista geometrico come l'insieme dei vettoui ldirezione
e la retta passante per la bisettrice del primo e terzo quadrante del pitesiazzo.

Si pw completare la base data da una colonn® dion la scelta di un vettore qualsiasi,
ovviamente non linearmente dipendente dalla colonif& tHer esempio, si guscegliere:

11
10
Proseguendo nell'analogia geometrica, il vettore scelto per completarsda haello con com-
ponente pari a uno lungo l'asse delle ascisse, e zero lungo I'asse dbilate. E’ risaputo che

dalla combinazione lineare di due vettori non linearmente dipendgussibile generare qualsiasi
vettore del piandR?.

T=

Si scrive ora l'espressione della funzione di trasferimento, calcol@d numeratore ed il
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denominatore con le formule note:

d(s) = det(sl-A) =5 +2s
s+1 -1 -1
|- A| -B;
nis) = det S Jl:det -1 s+1 -1|=s+2
G 1D 1 0 0
S+ 2 1
W = —_—
= W(S s(s+2) s

Si pw facilmente verificare che la matride= T~1AT, calcolata per un@ generica (non solo
guella riportata sopra), ha una forma del tipo:

0| X
0|-2

dove lo zero sottolineat® la matrice identicamente nuila mentre 0 e -2 sulla diagonale sono gli
autovalori della matricé. L'elementox in alto a destra dipende dalla matri€eutilizzata per la
trasformazione per similitudine. Similmente, anéhe T~!B ha una forma del tipo:

dove lo zero sottolineaté la matrice identicamente nullg ey € il termine dipendente dalla
matriceT utilizzata.

4.3 Raggiungibilita nei sistemi a tempo discreto

Le definizioni date in precedenza di stato raggiungibile e controllabileigtens a tempo contin-
uo possono essere estese anche al caso di sistemi discreti del tipo:

x(k + 1) = AX(K) + Bu(K)
y(K) = Cx(K) + Du(k)

Uno statox si diceraggiungibile da zeroin un intervallo[0, T] se3du(...) tale chex(0) =0 =
X(T) =X

Uno statax si dicecontrollabile a zeroin un intervallo[0, T] se3u(...) tale chex(0) =X =
x(T) =0.

Sived®a che contrariamente a quanto accade per i sistemi a tempo continuo, I'insiestter
raggiungibili e I'insieme di vettori controllabili non coincide.

Inizialmente, comunque, si consideri I'espressione dello stato del sistenratd al passk:
k-1

x(k) = AX(0) + > A 1Bu(h)
h=0
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Se lo stat@ raggiungibile, si ha:

T-1
X(T) =% =0+ > AT-"1Bu(h) (4.19)
h=0

e questa espressionefpessere scritta in forma matriciale:

[ u(T -1) |
uT -2)
X=[ B|AB|...|AT-B | : = RmUm (4.20)
u(1)
u(0)

Dato che il vettordJ(t) puo essere arbitrario, si ottiene che 'insieme di raggiung#ihitT passi
e dato da:
X:(T) = Ra(R(m)) (4.21)

Emerge gi una prima dferenza tra sistemi a tempo continuo e sistemi a tempo discreto: I'insieme
di raggiungibilié, che risulta comunque un sottospazio, dipende dal tempa € sempre pi
grande all'aumentare di:

Xr(1)
Xr(2)

Ra([B])
Ra(| B| AB |) (4.22)

Si noti cheX;(T) € X, (T + 1) Y T. Questce un risultato ovvio per@uno stato raggiungibile in
T passi loeé sicuramente i + 1 passi (basta, al passo 0, non fare nulla e per i restapéissi
applicare I'ingresso precedente).

Il punto fondamentalé che il sottospazio di raggiungib#itnon aumenta di dimensione oltre
aT = n, doven rappresenta I'ordine del sistema. Questo accade peddi criterio di Hayley-
Hamilton, le colonne dAKB conk > n sono combinazione lineare delle prirkgotenze K =
0,1, ..., k=1). Inaltre parole, la matricg, & la pii piccola ad avere rangp perclé ogni matrice
Rn+i coni > 0, piu grande diR,,, presenta colonne linearmente dipendenti ed ha comunque rango
minore o uguale a.

Possiamo dunqueffermare che, in un sistema a tempo discreto, l'insieme di tutti gli stati
raggiungibilie:

Xr = RAR) (4.23)

e solo in questo senso&canalogia al caso continuo.

Esempio

Si consideri il sistema con le seguenti matrici:

010 0
A=10 0 1|, B=|0
0 0O 1
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L'insieme degli stati raggiungibili in un passo

0
X:(1) = Ra([B]) = Ra|| 0
1

e pw essere geometricamente interpretato come l'insieme dei vet®fi praralleli all'asse delle
z L'insieme degli stati raggiungibili in due pagsi

X(2)=Ra(| B| AB |)=Ra

= O O
O+ O

e, geometricamente,interpretabile come I'insieme dei vettoriR? giacenti sul piangz Infine,
I'insieme degli stati raggiungibili in tre passi

X(3)=Ra(| B| AB| A’B |)=Ra

= O O
o - O
o O

e geometricamenteinterpretabile come tutti i vettori @3,

Analogamente al caso continuo, possiamo dire che il sistema a tempo diggr&og(com-
pletamente raggiungibile se e soloRaR) = R", e quindi se e solo se rark) = n. Inoltre, si
puo dire che se uno statoraggiungibile, I in al pii n passi.

Il problema della controllabili richiede un po’ pi di attenzione. E’ stato infatti gianticipato
che l'insieme degli stati controllabili nel caso di sistemi disceetliverso da quello degli stati
raggiungibili come si pa vedere dal seguente esempio.

Esempio
Sia dato il sistema con le seguenti matrici:

a0 1] g_|o0
00 0

La matrice di raggiungibila e pari a:

R:[BAB]:[SH
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da cui si evince che l'insieme degli stati raggiungikilfinsieme nullo. Tuttavia, I'insieme degli
stati controllabilié pari a tuttdR,, dato che ponenda(k) = 0,

x(k) = A =0 perk>2 perch%A":[g 8] perk > 2

e controllabile a zero in al pi2 passi. La matricé& di questo esempié dettanilpotente; si pu
dimostrare che una matriéenilpotente se e solo se tutti i suoi autovalori sono nulli.

L'esempio precedente pone in luce I'aspetto fondamentalé obgponsabile della discrepanza
fra gli insiemi X; e Xc. In generale, infattiX, € X, ma si pw dimostrare che sa & invertibile
(cioé non ha autovalori nulli) allor, = Xc.

Si conclude questa discussione introducendo brevemente il modo perettamsieme degli
stati controllabili. Non esiste una formula generale come per I'insieme deglraggiungibili,
pertanto I'unica cosa che si pdlareé studiare I'equazione:

T-1
0=ATX+ » AT-"'Bu(h)
h=0

che deriva dalla definizione stessa di controllailit

4.4  Altri criteri di raggiungibilit a

Si torna ora al caso dei sistemi continui, per dimostrare il seguente:

Teorema Un sistemaA, B) e raggiungibile (o controllabile) se e solo se)
Rank| 1l -A|B |=n VvieC (4.24)

e cio e verificato se e solo se():

Rank| 1l —A|[B |=n Vieo(A) (4.25)
Dimostrazione Si parte dall'implicazione«=). Se Ranl{ Al —A ‘ B ] < n, non tutte le colonne
di questa matrice sono linearmente indipendenti. Pertanto esiste un éttofetale che:

[ a-AlB|=0

Dalle proprieh delle matrici a blocchi, possiamo dunque scrivere:

Z7(A1-A) =0
Z’B=0



52 Capitolo 4. Raggiungibilita ed osservabilia

e quindi risulta che & autovettore sinistro della matriée Ma allora possiamo scrivere:

Z'A yri
'A% = A A=ZTA=2%
A = ZTAA?Z= A% = 23

= ZTAC = kAT

ed anche:
Z’AB=%"B=0

Per cui risulta:
Z[B|AB|...|A™B |=[ ZB|ZAB|...|ZA™B |=0
cioé la matrice di raggiungibilitR non ha rangm, ossia il sistema noé@ completamente raggiun-
gibile.
Limplicazione opposta=) e dimostrabile applicando al sistema una trasformazione tale da

porlo nella forma di Kalman. Dato chiedimostrabile che Rar{k/ll -A ‘ B ] = Rank[ A -A ‘ B ]
si ottiene una matrice di questo tipo:

et | A=A -An | B
| n-A|B]= o Ti-aTo

Se il sistema dfettivamente non raggiungibile, la matridg none identicamente nulla e pertanto
ad essa sono associati gli autovalori non raggiungibili del sistema. Scelieo proprio uno di
questi autovalori e sostituito nell’espressione della matrice sopra ripaitatiene che le ultime
n —r righe sono identicamente nulle. Dadiscende che il rango della matrieeninore din per
tutti gli autovalori non raggiungibilidriterio di Popov).

Questo criteria molto utile per verificare la fattibitdi un controllore da applicare al sistema.
Supponendo che quest’ultimo abbia una matAce cui sono associati autovalori con parte reale
positiva,e possibile sostituire tali autovalori nella matr[cell -A ‘ B ] ed osservare che:

¢ se il rango della matriceé minore din, I'autovalore positivee non raggiungibile e non &’
modo di realizzare un controllore che stabilizzi il sistema;

¢ se il rango della matrice pari adn, I'autovalore positiva raggiungibile e pertanto, in linea
teorica,e possibile realizzare il controllore.

Per i sistemi a tempo discreto, il teorema sopra enunéiaimile:

Teorema Il sistema discretod, B) € completamente raggiungibile seesol@ieRank[ Al —A ‘ B ] =
n Yaeo(A).
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ll sistema discretoA, B) & completamente controllabile se e soleseRank| Al - A | B | =
n Yaieo(A), 1+0.

Esempio

Sivuole calcolare l'insieme degli stati raggiungibili del sistema con le seponerici:

0 -2 1 2
A= -3 1 -3}|, B=| 0
-2 2 -3 -1

La matrice di raggiungibilé risulta essere:

-1 -1 -1
R=| 0 -3 3
2 -1 5

Per verificare il rango di questa matrice, si utilizza il cosiddetto metodo ds&per la triango-
larizzazione. In sostanza, attraverso moltiplicazioni per uno scalanmmasadra le righe si cerca
di giungere ad una forma in cui la parte in basso a destra della matrio#a; queste operazioni
non cambiano il rango della matrice stessa. In questo caso, moltiplicando lanmarzer 2 e
sommandola all'ultima, si ha:

-1 -1 -1
0 -3 3
0 -3 3

e moltiplicando la seconda riga per -1 e sommandola all’'ultima, si ottiene:

-1 -1 1
0 -3 3
0 0 O

Il numero di righe non tutte nulle rappresenta il rango della matrice, ed istquasce pari a
2. Una base degli stati raggiungibéi allora ottenibile considerando due colonne linearmente
indipendenti della matric®, come ad esempio:

i

guesto insieme si gucompletare con un’ulteriore colonna linearmente indipendente alle altre due,
per formare una base BP:
2 -1 1
T= 0 -3 0
-1 -1 0
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Questa matrice infatti invertibile, e pertanto si ha:

1 0O -1 3
T1==
= 0O 1 o0
-3 3 -6
Si pw facilmente verificare che risulta:

0 2 1 1
A=T*AT=|1 -1 1|, B=T'B=|0
00 -1 0

Gli zeri sottolineati non sono un caso, ma risultano dalla decomposizionadiat appena attua-
ta. Infatti, dato che il rango della matrice di raggiungibifit pari a 2, deve risultare una matrice
Anr di dimensione X 1 e quindi una riga di zeri nella matride

Come ga detto in precedenza, gli autovalori disono uguali a quelli diA e sono pari
all'insieme somma degli autovalori & e di Ay:

s -2 -1
detsl-A) = | -1 s+1 -1 |=
0 0 s+1

(s+1)(s(s+1)—2) = (s+1)(S° + s—2)

da cui si ricava facilmente che gli autovalori sohp= 1, 1, = -2, 13 = —1; l'autovalorels
associato alla parte non raggiungibile del sistemagchsintoticamente stabile. Se fossimo partiti
dalla conoscenza degli autovalori ed avessimo voluto constatare la fattdiilin controllore in
retroazione da applicare al sistema, avremmo dovuto verificare la raggliiagdell’autovalore
positivo 11, responsabile dell'instabifit del sistema. Ci viene in aiuto il criterio di Popov es-
posto in precedenza, secondo il quale la matiicle -A ‘ B ] , sostituendo un autovalore non
raggiungibile, ha rango minore di Si ha allora:

1 2 -1]2
[a-AlB][_=|3 0 3|0
T2 2 4]

Utilizziamo ancora una volta il criterio di triangolarizzazione di Gauss. Mol@pldo la prima
riga per -2 e sommandola all’'ultima, e moltiplicando la prima riga per -3 e sommandola alla
seconda, si ottiene:

1 2 -1|2

0O -6 6|-6

0 -6 6|-5
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e moltiplicando la seconda riga per -1 e sommandola all'ultima, si ha:

1 2 -1|2
0O 6 6|-6
0 0 0|1

dunque il rango della matrigepari a 3= n. Di conseguenza, I'autovalorg = 1 & raggiungibile,
e pertanto si pditeoricamente realizzare un controllore in grado di stabilizzare il sistema.

Esempio

Si consideri il circuito in figura (4.3).

4 ©
11(t) 12(t)
R1 §l R2 §l
v(t)
+ +
Ct — vi(t) C2 — v2(t)
e

Figura 4.3: Circuito per un esempio di raggiungiailit

Essoe governato dalle seguenti equazioni:

v(t)
v(t)

Rul1(t) + va(t) = RiCqva(t) + va(t)
Rolo(t) + vo(t) = RoCova(t) + va(t)

Postov(t) = u(t) e scelto il vettore di stato:

[ xa(t) }:[ vi(t) l
xe® | | v®

il sistema po essere scritto nella seguente forma matriciale:

X (t -1 0 t =1
R T

Xa(t) o
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La matrice di raggiungibila pw essere calcolata facilmente:

R =

1 __ 1
RiCy (RiC1)?
1 __ 1
R.C> (RC2)2

Per avere rango pieno pari a 2, la matitdeve avere determinante non nullo. Pertanto si ha:

det®) = —— + 1 1
" RiC1(RC2)?  RC2(RiC1)2
1 1 (1 1
_ - #0
RiC1 R.C (R1C1 RzCz)

da cui risultaR;C1 # RyC». Se infatti risultasse 0, sarebbe presente una simnii@a = R,C,
tale che non sarebbe possibile controllare la tensione sui singoli catdend.a situazione che

si presenta& del tutto analoga al caso di due serbatoi d’acqua perfettamente wgualino stesso
tubo di scolo, e riempiti da uno stesso rubinetto, con la stessa portata issagver entrambi.

E’ intuitivo che none possibile sbilanciare il livello di un serbatoio rispetto all'altro; se invece i
serbatoi sono diversi, con un’opportuna sequenza di ingreggssibile portare un serbatoio ad
un livello diverso dall’altro.

Esempio

Si considerino due sistemi\{, B1), (A2, By), in cui B; e B, sono singole colonne, ed il sistema
ottenuto ponendo in parallelo i due sistemi precedenti. Si ricava facilmeatdbrma di stato
del sistema in parallel® la seguente:

xa(t) l:[ Al O H xa(t) H By lU(t) (4.26)
Xa(t) 0 ‘ Az || %(t) B2 '

Sivuole dimostrare il seguente:

Teorema Consideriamo due sistemi con una sola variabile di ingresso. |l sistematotigiu
loro paralleloe raggiungibile se e solo se( i sistemi che lo compongono sono raggiungibili e
non hanno autovalori in comune.

Dimostrazione Dimostriamo I'implicazione#£). Supponendo ch&; abbia dimensionga; x n;
e cheA, abbia dimensiona; x ny, se il sistema in parallele raggiungibile allora la matrice

By

B>

Al —Aq 0
0 Al = Ay

ha rango pienay; + np, secondo il criterio di Popov. Questo significa che il numero di righe
linearmente indipendenti nella matriegoari proprio a; + ny: quindi se si prende la sottomatrice

[/ll—Al o\Bl]
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essa ha le; righe linearmente indipendenti, e lo stesso numero di colonne linearmentenindipe
denti. Ovviamente le colonne linearmente dipendenti dalle altre sanatdonne di zeri, pertanto
eliminandole si ottiene la sottomatrice

| A1 -A| By |

con ranga, che ci conferma la raggiungibiitdel sistemaA;, B;). Analogo ragionamento vale
per il sistemafy, Bp).

Inoltre, &€ necessario ché\{, By) e (A2, B,) abbiano autovalori distinti. Se infatti suppones-
simo l'esistenza di un autovalorkein comune, proprio in corrispondenza di tale autovalore le

matrici
Al —Aq
0 b

avrebbero rango rispettivamente minoregde din,. Cio significa che, nel casoipfavorevole, la
sottomatrice

0
Al = Ay

Al = Ag 0
0 Al = Ay

presenterebbe al massimo un numero di colonne linearmente indipenderdimpa+ ny — 2,
cosiccle I'aggiunta della colonna
B1
[ B2 }

porterebbe al massimo il rangona + n, — 1. Conseguenza di questo faticche il sistema in
parallelo sarebbe non raggiungibile, & sarebbe in contrasto con l'ipotesi.

Dimostriamo ora I'implicazione inversa=). Se i due sistemi sono raggiungibili e non hanno
autovalori in comune, allora in corrispondenza di un autovalog di ha che:

| A=A | By |
ha rangan; percte il sistemae raggiungibile. D’altra parte anche la matrice:
| -4 |
ha ranga, percte A noné autovalore di,; di conseguenza, la matrice:

Al = Aq 0
0 Al - Ao

B:
B2

ha rango massimn; + ny, percle la conformazione della matriéetale da rendere linearmente
indipendenti i due gruppi dn; edny colonne. Analogo ragionamento vale se consideriamo un
autovalore diAy; pertanto, il sistema formato dal parallelo & ( B;) e (A2, By) risulta raggiun-
gibile.
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4.5 Osservabilit e ricostruibilit a

Il problema dell’'osservabilit tratta il legame esistente tra stato del sistema ed uscita. Supponiamo
di avere un sistema lineare autonomo a tempo continuo in cui sono note le rAaBicC, D e i
segnaliy(t), u(t) in un intervallo[0, 7]. Il problema che si porremo in questa seziérieseguente

“E’ possibile conoscere lo stato del sistema nell'intervallo di tempe][05i possono allora dare

le seguenti definizioni:

Definizione Il sistemaé osservabilenell'intervallo [0, 7] se notiu(t) ed y(t) pert € [0, 7] €
possibile determinarenivocamentex(0).

Definizione 1l sistemae ricostruibile nell'intervallo [0, 7] se notiu(t) ed y(t) pert € [0, 7] &
possibile determinarenivocamentex(r).

Prima di proseguire nei calcoli e nelle considerazioni, possiamo da sulsit® [p matriceD
pari a zero. Infatti, poichy(t) = Cx(t) + Du(t) puo essere letta anche comig) — Du(t) = Cx(t),
none restrittivo porreD = 0.

Ci si chiede ora se il problema dell'osservakiliossa essere risolto considerando solamente
le relazioni puntuali, ci® valide istante per istante, come I'espressigi® = Cx(0). La risposta
e evidentemente negativa, peeda matriceC, essendo la maggior parte delle volte non quadrata
e quindi non invertibile, non permette di determinare univocamg@g E’ allora necessario
considerare anche i legami dinamicagioti:

X(t)

t
e\'x(0) + f I)Bu()do
0

t
y(t) CeMx(0) + f ce=I)Bu(r)dor
0
Da questa espressione emerge chiaramente un particolare: dato chenhsistampo continué
reversibile,e possibile trovare(0) e successivamente calcolare angfd, o viceversa. Dunque
nel caso di sistemi a tempo continuo il problema dell’osservalglgquivalente al problema della
ricostruibilita.

Si noti inoltre che il problema dell’osservabilie concettualmente diverso da quello della
raggiungibili. discusso in precedenza. Quest'ultimo, infaitiun problema che concerne I'e-
sistenza di uno stato, mentre qui I'esisteBzeerta ma se ne vuole discutere I'uréciin questo
tipo di problemi, solitamente, si osserva cosa accade se manca Bgpieitquesto motivo, detto
git) =C fot eAt=7)Bu(o-)do-, supponiamo che esistano due skatée X» tali che:

Ce%y + g(t)
Ce'%, + g(t)

y(t)
y(t)

(4.27)
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ossia che producano la stessa uscita a fronte di uno stesso ingretssaerislo membro a membro
le equazioni, si ottiene:
0=CeM(X —%1)+0 (4.28)

e quindi non ¢ unicitx se e solo se<)3X = X — X; # 0 tale cheCe'x = 0. L'implicazione da
destra a sinistra presto verificata, se si considerano le equazioni:

0 = Cé'x
y(t) = CeMx(0)+g(t) (4.29)
e si sommano fra loro, ottenendo:
y(t) = CEN(X(0) + X) + g(t) (4.30)

dunque i vettorix(0) e x(0) + X producono la stessa uscita, €ibunicita manca. Il problema
dell'osservabilia & allora risolubile se e solo sex) non esistono vettoi # 0 tali cheCe\'x =
OVtelO, 7].

Definizione Un vettoreX € r", X # 0 e dettonon osservabile (indistinguibile da zeronell'in-
tervallo[0, 7] seCe®x =0Vt e [0, 7].

L'insieme dei vettori non osservabifi,, € un sottospazio vettoriale, peéchsuoi vettori ap-
partengono al nucleo @€ cheé un sottospazio. Dalle equazioni sopra ricav@fegcile rendersi
conto che uno stato non osservabile scelto come condizione iniziale petamaisoru(t) = 0,
produce un’uscita nulla. Alla luce di questa definizione, il problema deipgbilits ha soluzione
se e solo se»> X0 = {0}.

L’espression€ e*\'x pud essere ovviamente espansa utilizzando lo sviluppo in serie dell’espo-
nenziale:

+00  Akek +00 k<
At CA
Cefx=c|> T |x= Y Z =0 vte[o 1] (4.31)
217k S

Utilizzando ancora una volta il principio di ideriitlelle potenze, possiamo dire che
CAX=0 Vk>0 & CA%X=0 perk=0,1,...,n-1 (4.32)

in cui si e utilizzato il criterio di Cayley-Hamilton. Analogamente a quagtstato fatto nel
problema della raggiungibifit possiamo incorporare tutte le espressioni in una matrice:

Cx=0 C
CAX=0 CA

= X=0 = O%x=0 (4.33)
CA™1x=0 CAv1

dove sie introdotta la matric® dettamatrice di osservabilita.



60 Capitolo 4. Raggiungibilita ed osservabilia

Teorema Il sistemae osservabile> ker(O) = {0}.

La matriceO ha dimensioner(- p) x n, ede quadrata sp = 1 (uscita unica). Se kad) = 0,
allora deve essere ra®( = n; se accadesse infatti cli® = 0 conX # 0 significherebbe che
le colonne diO sarebbero linearmente dipendenti, con la conseguenza ch&jaakd. Si ha
dunque:

Corollario Il sistemae osservabile> rank©) = n.

Ancora una volta un problema analitiéostato trasformato in un problema algebrico. Si os-
servi che la matric® non interviene nella determinazione dell’osservabili¢l sistema; nemmeno
7 influenza la matrice di osservabiite quest@ in qualche modo analogo a quaetstato trovato
nel problema della raggiungibiit Questo significa che se sidrisalire allo stato di un sistema,
cio e possibile in qualunque periodo di tempo arbitrariamente piccolo.

Ancora una volta questo deve far riflettere sull'ideatielle ipotesi del teorema e sulla prat-
ica delle situazioni reali. Ogni misura ft), infatti, & certamenteféetta da disturbi esterni non
sempre quantificabili esattamente. Di conseguenzd]| ggmpo di osservazioneridotto, pl alta
e la probabilid di influenza negativa dell’errore, pe&in un intervallo molto piccolo il rumore
potrebbe irrimediabilmente invalidare la misuray). Nella real&, dunque, si procede ad op-
erazioni di filtraggio del segnale da misurare, e si procede all’cazi@mnve del medesimo in un
intervallo di tempo non certo infinitesimo.

4.6 Decomposizione di Kalman per I'osservabila

In analogia a quanto visto per il problema della raggiungdilite kerQ) # 0 allorae possibile
prendere una base del nucleo@ie chiamarlaly, = [fl, to, ..., fr] (per qualche esempio in
proposito si rimanda all'appendice A). E’ altigmssibile completare tale base con un’altra base
di R™', denominatd, = [le, fraos ..., fn], in modo da ottenere una baseRrfidel tipo:

T=| Tho| To | (4.34)

Ogni vettore dR" e dunque esprimibile come:

X
X:[TnoTo][ Aol (435)
Xo
In particolare, ogni vettore non osservali#lesprimibile come:
X
X:[TnoTo][ °l (4.36)
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da cui risulta ch&no = {[ Tro ‘ To ] [go} %no arbitrario}. Si noti la dualié rispetto al prob-

lema della raggiungibild: in quel caso, la base B, € data dal numero di colonne linearmente
indipendenti diR, per cui se il sistema raggiungibile basta prendere come base I'intera matrice
di raggiungibilig.. Qui, invece, se il sistentosservabile, la matrie ha rango pari ad e nucleo
di dimensione zero, per cui la baseRi & creata considerando I'intero spazio complementare allo
spazio dei vettori non osservabili.

T, € inoltre una base del cosiddetto spazio osservabile, ma tale nomenégiuramente
convenzionale, peréhse esiste un vettore non osservabile I'intero problema di osseraatnlit
ha soluzione.

Utilizzando la matricel per applicare una trasformazione al sistema, si ottiene una forma di
stato di questo tipo:

E ),Zno(t) AnO AnO,O ),Zno(t) Bno
dt[ (0 } - [ o | Ao H R6l) H By l”(t)
YO = [ ¢2]Co ]{ );r:’((tt)) l (4.37)

in cui le matricigs e ¢, si dimostrano essere identicamente nulle. Per quanto riggardafatti,
se si poneal(t) = 0 ed una condizione iniziale pari a

«0) = [ Xno() }

0

si deve ottenere, per costruzioryt) = 0 Yt > 0, e questa possibile solo se, & pari ad una
matrice identicamente nulla. Lo schema strutturale dei sisterrtato in figura (4.4).

X0 X0
: Bno /+\ /
Ano,c Ang
T
Bo % & & Co ?
AO «——

Figura 4.4: Decomposizione di Kalman per 'osservadbilit

Si osservi come la componente non osservabile del sistema non influggtditdy (sarebbe
infatti il contributo della sottomatrice-); inoltre gli stati non osservabili non producono alcuna
influenza sugli stati osservabili (sarebbe infatti il contribut@gipercte altrimenti si otterrebbe
un’influenza indiretta sull’'uscita da parte degli stati non osservabili.

La parte costituita da,, By, Co) € dettasottosistema osservabilementre quella costituita
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da (Ano, Bno, 0) € dettasottosistema non osservabilell sottosistema osservabitg per quanto
detto, I'unica in grado di influenzare l'uscita.

Lo spettro della matricé ottenuta dopo la decomposizione di Kalman ha gli autovalokigi
e di A,, percte per costruzioné una matrice triangolare a blocchi. Analogamente al problema
della raggiungibili&, allora,e possibile parlare di modi osservabili e modi non osservabili; inoltre,
si pw verificare la seguente espressione:

W(s) = C(sl — A)IB = Co(sl — As) By (4.38)

Si pw intuitivamente capire che dal punto di vista dell'interazione ingressitaLissottosistema
non osservabilé completamente inesistente.

4.7 Osservabili dei sistemi discreti

Il problema dell’osservabilit nei sistemi a tempo discreto si formula nel medesimo modo del caso
continuo. In questo caso, l'uscita del sistegnpari a:

k-1
y(K) = CAX(0) + Z CAM1Byh) = CAX(0) + g(K)
h=0
e supponendo di operafeosservazioni in istanti diversi con lo scopo di risalire univocamente ad
x(0), si ottiene il seguente sistema:

y(0) c 5(0)
YO 1l ca L Ix0+] g (4.39)
y('I; B 1) CAT1 L.g(T-1)
in forma pu compatta, si pdiscrivere:
Y(t) = Oryx(0) + G(T) (4.40)

che costituisce un esperimento di osservazion& jpassi. E’ intuitivo rendersi conto che per
T grande si ottengono piinformazioni sul sistema e maggiori vincoli s{0), aumentando la
probabilitx di determinarlo univocamente. In questo caso, dunque, potrebhdesieche non si
ottengano soluzioni pef — k passi, ma che peF — k + 1 ci siano delle soluzioni accettabili.
Ovviamente non si prosegue pEr> n, percle come ga pit volte detto ogni potenza successiva
allan-esima risulta combinazione lineare delle precedenti.

Un altro modo di interpretare questo fattoche aumentando il numero di passi si cerca di
aumentare il rango della matri¢g allo scopo di restringerne il nucleo, sperando di ridurlo all'in-
sieme vuoto. In conclusione, il problema dell’'osservadbiti soluzione im passi oppure non ne
ha; pertanto si piudire che:

Teorema |l sistemag osservabiles rankQ) = n.
La condizione sopra espostda medesima dei sistemi a tempo continuo.
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Analogamente a quanto accadeva per i problemi della raggiungibitibntrollabili& nei sis-
temi a tempo discreto, anche in questo caso I'ossenalbilia ricostruibilid non sono equivalenti
in generale. L'unico caso in cui essi sono equivaléntjuando il sistema reversibile, cié la
matriceA e invertibile.

Esempio

Si consideri il seguente sistema a tempo discreto:

xuk+1) | [0 1] xk
Xok+1) | | 0 0] x(K

x1(K) }

v =0 O][ (k)

Non ottenendo da esso nessuna informazionglkjanon si pw in nessun modo ricavare(0) ed
x2(0). Tuttavia, essenda una matrice nilpotente, p&r> 2 ogni vettore di stateé pari al vettore
nullo, per cui il problema della ricostruibiditha soluzione. Da questo semplice caso si osserva
come il problema della ricostruibidéitsia diverso da quello dell'osservalilinel caso di sistemi a
tempo discreto.

Esempio

Si riconsideri il sistema della macchina elettrica a corrente contiraurajtata in precedenza:

) | [-R - ool [ 2
o) |=| M L ol w® [+| O |va®)
() 0 1 0]l ¢® 0

Per semplica, sié supposta nulla la coppia resistiva esterna data dal carico. Questo sistema
pud essere usato come azionamento elettrico, ma per essere utilizzato in tal mddesso
sono necessarie delle misurazioni di posizione o velaniigolare. Supponendo di scegliere come
uscita I'angolo del sistema, la matri€eassume la form% 0 0 1 ] da cui siricava la seguente
matrice di osservabibt
0
0= 1

1O O

=~
(1)
—_

© o

J
Questa matrice ha rango pieno, per ewossibile risalire @(0) ed alle altre variabili di stato a
partire dalla misurazione della posizione angolare.

<

Viceversa, se si sceglie come uscita la veboaihgolare, la matrice € pari a[ 010 ] e
la matrice di osservabibite la seguente:

0O 1 0

_| Ke _f
O=|% -3 0
a B O
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dovea e B sono due cocienti diversi da zero. Qui si nota che il rango della matéqeari a 2,
mentre il nucleo ha dimensione 1 e contiene tutti i vettori del tipo:

0
X=|0
1

Conseguentemente, dalla misurazione della veloaitgolare nore possibile risalire alla po-
sizione; d’'altra parte éié ben noto, visto che dalla derivata si riesce a determinare una primitiva
a meno di una costante.

Con calcoli analoghi, si puvedere che neanche osservando la corrente d’armatura espu
servare la posizione angolare. In conclusione, dato I'angqlassibile risalire a veloéitangolare
e corrente d’armatura, ma date queste ultime due variabili di stato il proceinnearso nore
possibile.

Esempio

Un modo per risalire alla veloéitangolare (ma non l'unico, come si aumodo di vedere) da-
ta la posizione del sistema considerato nell’lesempio precedergalizzare un blocco pseudo-
derivatore. Supponendo (nerrestrittivo)y(0) = 0, i legami nel dominio del tempo e nel dominio
della trasformata di Laplace sono i seguenti:

o) = S
W9 = sp(9

La funzione di trasferimento sopra riportata rofisicamente implementabile, peéchone pro-
pria. Tuttavia, si pa alterare il diagramma di Bode ad alta frequenza del derivatore psesgindo
due poli lontano dalla banda del sistemao Siiottienee un diagramma del tipo riportato in figura
(4.5), dove

Biodte Magritude Diagram

B0 T T T

Magnitude ()

10" 10° 10’ 10° 10° 10° 10°

Freguency (radisec)

Figura 4.5: Diagramma di Bode di un derivatore reale, con palo=al0® %d
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e rappresentata una funzione di trasferimento strettamente propria del tipo

__ s 1 s 5 s
W(S)_(1+rs)2_T2(s+%)2_ (s+42)

Una rappresentazione di stato a tempo continuo che realizzi tale funitrasfdrimentce data
dalle seguenti matrici:

A=

_32 _;l,sz[il,cz[o 22 |

e per realizzare il corrispondente sistema a tempo discreto si possonacatgillezformule g
note:

Ao = €T
.
Bp = fef‘fdgs
0
Cb = C

Questo tipo di pseudo-derivatore funziona in maniera soddisfacecdécalatore.

Esempio

Esistono dei sistemi che, tramite degli accelerometri, possono risalire alaigmosizione.
Questo problema di osservakiljtper quanto visto negli esempi precedenti, Baiisolubile; in

realf, peb, in questi casi sono note la posizione e la veboalt’istante iniziale, in modo che il
problema diferenziale sia risolubile:

v(t)

f t a(o)do + v(0)
0

X(t) fo t v(t)dt + x(0)

Il punto deboleg che un piccolo errore di misurazione&t) si ripercuote sul calcolo esatto della
posizionex(t). Supponendo, ma nanrestrittivo,x(0) = x’(0) = 0, si ottiene infatti:

y() = u() + w(t)

dovew(t) € I'errore sulla misura da(t). Operando una doppia integrazione si ha una stima della

posizione:
t t
(t) = fo f: uE)dz dor + fo f w(&)dé dor

in cui I'errore si amplifica sempre picausando unfietto di deriva. Per questo tipo di sistemi, oggi
non piu molto in uso in seguito all'introduzione di sistemi satellitériprevisto che ad intervalli
regolari I'accelerometro sia resettato, precisamente in punti in cui sscaremn esattezza (e per
altre vie, ovviamente) la posizione del sistema.
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4.8 Dualita

Si e visto come il problema della raggiungildlie quello dell’osservabibitpresentino molti punti
in comune. Questa interazioneassere formalizzata introducendo il concetto di sistema duale,
che risulta un puro artificio matematico senza significato fisico, ma molto utile peidadre le
propriets comuni ai due problemi.

Dato un sistemg (A, B, C, D), in cui le matrici sono di congrua dimensione, si definisce
sistema dualeil sistema rappresentato g&“ = (AT, CT, BT, D). Dal punto di vista delle
equazioni, si ha:

_ ] x(®) = AX(t) + Bu(t) = Ay = ATZ(t) + CTw(t)
Z - { y(t) = Cx(t) + DU(t) = Z - { W(t) — BTZ(t) + DTV(t) (441)

Un modo semplice per ricordarsi come ricavare le matrici del sistema dugderare la trasposta

della seguente matrice:
A B| T |AT CT
R w2

Si osservi come il numero degli ingressi nel sistema duale sia gaciae il numero delle uscite
del sistema primario, e che il numero delle uscite nel sistema @upsgi adm, cioé il numero
degli ingressi del sistema primario. Lo stato del sistema duale, invecetieppasempre aR",
come nel sistema primario.

Si osservano inoltre le seguenti relazioni:

e il problema della raggiungibilit tratta le matrici A, B) per il sistema primario, A", CT)
per il sistema duale;

o il problema dell'osservabilit tratta le matrici4, C) per il sistema primario AT, B) per il
sistema duale.

Considerando allora la matrice di raggiungilailR* del sistema duale:
R*=| CT | ATCT | (AT)%CT | ... | (AT)™ICT | (4.43)

si nota come essa sia pari proprio alla matdedel sistema primario:

C C
ATCT T
gTo| BCT L CA L, (4.44)
(( ATY™1CT )T CA-1

e dunquerR* = O'. Analogamente, se si considera la matideper il sistema duale e se ne
calcola la trasposta, si ha:

BT
o = BTAT =0" =[ B|AB|...|A¥1B | =R (4.45)

BT (A‘I’l)n—l
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e dunqued* = RT. Questa dualité molto utile sotto il profilo matematico, perelogni algoritmo
che si utilizza per risolvere problemi di raggiungildlinel sistema primarié valido, con qualche
modifica, per la risoluzione di problemi di osservahilitel sistema duale.

Sussistono dunque le fondamentali progriet

e Y & completamente raggiungibite >* € osservabile;
e > e osservabile> }* € completamente raggiungibile.

Una possibile applicazione della dualéappena introdotta riguarda il criterio di Popov. €Si
gia visto che}, € completamente raggiungibile se e soIo[sH -A ‘ B ] ha rangon per ogni
autovalore diA; per dualid possiamo allora dire ché € osservabile se e solo se:

rank =n (4.46)

C

/lI—Al

per ogni autovalore dA. E’ sufficiente infatti applicare il criterio di Popov al sistema duale,
ricordando che il rango di una matrieégari a quello della matrice trasposta, e che lo spettfo di
e diAT & il medesimo.

Un’altra applicazione riguarda un esempio trattato in precedenzediiostrato che, dati due
sistemi @1, B1) e (A2, By), conB; e B, matrici colonna, il sistema generato ponendo in parallelo
i precedentié raggiungibile se e solo se i sistemi che lo compongono sono raggiungilzh e n
hanno autovalori in comune. Applicando lo stesso teorema al sistema duatdizthndo le
propriet di dualif, € possibile dire che dati due sistemy( C1) e (A2, C2), conC;y e C, matrici
riga, il sistema generato ponendo in parallelo i precedentiservabile se e solo se i sistemi che
lo compongono sono osservabili e non hanno autovalori in comune.

4.9 Rappresentazione di stato e funzione di trasferimento

Si supponga ora di aver studiato la raggiungi@iét'osservabila di un sistema generico, e di aver
univocamente ottenuto i sottospagi = Ra(R) e X, = ker(@). Introduciamo allora i seguenti
sottospazi:

o Xy =X 1 Xno;

e X; e tale cheX; = X3 P Xz (completamento dX; in X;);

e X3 & tale cheXyo = X1 € X3 (completamento dX; in Xno);
o XyetalecheX; P X, P X3P X4 = R".

Si ha inoltre cheXy; @ Xo P X3 = X + Xno. Sappiamo inoltre che i sottospaXi, e X, sono
complementari &; e X rispetto adR"; pertanto possiamo dire che:

b an=X3@X4
° Xo:XZGBX4.
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raggiungibile— X1 Xo
non raggiungibile— X3 X4
T T

non osservabile osservabile

Tabella 4.1: Relazioni tra i sottospazi

Le relazioni tra ogni sottospazio possono essere riassunte nella tabg)leche va letta secondo
la direzione delle frecce.
E’ ora possibile scegliere una baseRfiformata nel seguente modo:
T=[Te|T2|Ts| T4 (4.47)

in cui le colonne delle matridi formano una base del corrispondente sottospézi®gni vettore
x € R" & rappresentabile come:

X
X=[T1‘T2‘T3‘T4] ):(2 (4.48)
X3
X4
Ogni vettore raggiungibilé esprimibile come:
X4
X
Xr=[T1‘T2‘T3‘T4] 0 (4.49)
0
mentre quelli non osservabili si esprimono come:
X4
0
Xno=[T1‘T2‘T3‘T4] )2 (450)
3
0
Analogamente, i vettori non raggiungibili si esprimono come:
0
an=[T1‘T2‘T3‘T4] 9 (451)
X3

~

X4
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mentre i vettori osservabili sono del tipo:

0
X
0

X4

Xo=| T | T2 | Ta| Ta | (4.52)

Utilizzando la matricel per operare una trasformazione al sistema, si ottiene una forma di
stato con matricA = TXAT, B= T~!B, C = CT di questo tipo:

)fl At Az Az Aug >:(1 B1
d >fz _ 0 A 0 Ay >A(2 N B, y
dt| X3 0 0 Az Az X3 0
X4 0 0 0 Al X4 0
X1
Y = [0C 0 G X2 (4.53)
X3
X4

Tutti gli zeri presenti nelle matrici sono ovviamente non casuali, ma deridalie definizioni di
sistema raggiungibile, non raggiungibile, osservabile e non osservabiles&no riconoscere in
particolare i seguenti sottosistemi:

e Y 1(A1) € il sottosistema raggiungibile - non osservabile;

e > ,(A) e il sottosistema raggiungibile - osservabile;

e Y3(A3) € il sottosistema non raggiungibile - non osservabile;
e > 4(A4) € il sottosistema non raggiungibile - osservabile.

Si pw inoltre dimostrare che:
W(s) = C(sl — A)71B = Cy(sl - A)!B, (4.54)

cioe che la funzione di trasferimenéodata solamente dalla parte del sistema raggiungibile ed os-
servabile. Le componenti non raggiungibili, infatti, non risentono dell'ingog mentre le compo-
nenti non osservabili non danno nessun contributo in uscita. &inmlire osservare che, nel caso
generaleWV(s)* = W' (s); pertanto sen = p = 1 il sistema primario ed il sistema duale presentano
la stessa funzione di trasferimento. L'unic&f@ienza in quest’ultimo casoche le cancellazioni
dovute a modi non raggiungibili nel sistema primario sono invece cancellaieate a modi non
osservabili nel sistema duale.

4.10 Cancellazioni

Si supponga il caso pisemplice di sistema dinamico, incoi = p = 1eD = 0 e quindi
W(s) = C(sl - A !B = %. Il denominatorel(s) € il polinomio caratteristico della matrids e
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pertanto ha grado.
Si dice chen(s) e d(s) sonoprimi fra loro o coprimi sefiA € C tale chen(1) = 0 ed(1) = 0.
Se cb accade, allora si ha(s) = (s— A)fi(s) ed(s) = (s— A)d(s). Si pwd enunciare il seguente:

Teorema Dato un sistem& (A, B, C) conm = p = 1, il numeratoren(s) ed il denominatore
d(s) della funzione di trasferimento sono coprigi (A, B, C) & raggiungibile ed osservabile.

Dimostrazione Dimostriamo I'implicazione£) per assurdo. Supponendo ai{g) e d(s) siano
coprimi ed il sistema non raggiungibile e non osservabile, la funzione detnaento, per quanto
visto in precedenza, dipenderebbe solamente dalla parte raggiungib8sexdabile del sistema:

W(s) = C(sl - A)71B = Cy(sl - A») "B,

in cui, peo, dim(A;) < dim(A). Cio significa che sono state operate delle cancellazion{gjee
d(s), e quindi che numeratore e denominatore non sono primi fra loogainti ad un assurdo.

Dimostriamo ora I'implicazione«). Supponendo il sistema raggiungibile ed osservabile con
n(s) ed(s) non primi fra loro, si ottiene che la funzione di trasferimeatemplificabile attraverso
cancellazioni; scritto in maniera formale, si ha:

d(s)

n(s)

detsl-A)=0 per s=21
det sl-A|-B
C 0

l =0 per s=41 (4.55)

Cio comporta dunque che il numeratore della funzione di trasferintent@a matrice degenere, e
come tale essa ammette un nucleo non nullo:

A-Al-B|[ x|
SIS s

in cui X han componenti & ne ha una sola. Lo stesso discorso vale per il denominatore della
matrice:

| -Alx=0 = [M—AB][~}=O (4.57)

dove l'ultima uguaglianz& sempre vera, dalle propretielle matrici partizionate a blocchi. Si
presentano ora due casi distinti:

e U= 0: in questo caso si osserva che i due vettori:

o) Lo

sono linearmente indipendenti: pertanto dim({karl -A ‘ B ]) > 2. Dato che il numero di
colonne di[ Al —A ‘ B ] e pari an + 1, ne consegue che il rango della matmcminore di
n, per cui si giunge all’'assurdo che il sistema roraggiungibile.

cl xI



4.10. Cancellazioni 71

e u=0:intal caso, si ha

C 0 0

A -A _B}[R]:o (4.58)

per cui, considerando solo le primeolonne, si ottiene:

C

/“_A}Y:O (4.59)

Dal criterio di osservabild enunciato in precedenza (in occasione della discussione sul
sistema duale), ne consegue che la matrice ha rango minoyre giertanto il sistema nan
osservabile: anche in questo caseé giunti ad un assurdo.

Il caso di sistemi coom > 1 ep > 1 & senz'altro pi complicato. Si consideri, come prova, il
seguente esempio.

Esempio

Sia dato il sistema con le seguenti matrici:

3] w50 e[ ]

Le matrici di raggiungibili ed osservabilithanno la seguente forma:

R

Il
—
|
[EN—
Il
—
|
[EN—

ed hanno ambedue rangpper cui il sistema raggiungibile ed osservabile. Tuttavia, la matrice
delle funzioni di trasferimento assume questa forma:

_0 s+l
(st1f  (st1y

s+l 0
W(9) =l (S+01)2 (s+1)? l

e quindi ogni singolo elemento subisce una cancellazione.éNain dunque vero che un sistema
raggiungibile ed osservabile ha funzioni di trasferimento con numeratdeaominatore primi fra
loro.

Il caso di sistemi multidimensionali non saqui analizzato in dettaglio, tuttavia i risultati
fondamentali a cui si giunge sono:

e se manca la raggiungibilito I'osservabilia di un sistema, sono sicuramente presenti delle
cancellazioni nella matrice delle funzioni di trasferimento (ma non viceyemae ga
visto);

e se la matricéA ha autovalori distinti, allora il sistem@&araggiungibile ed osservabite non
ci sono cancellazioni.
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4.11 Stabilita esterna

Il rapporto ingresso-uscita ed il legame con la rappresentazione diditatosistema dinamico
pud essere studiato anche introducendo la seguente definizione.

Definizione Postax(0) = 0, un sistema,(A, B, C, D) eesternamente stabileo BIBO (Bound-
ed Input, Bounded Output) stabile se, assunttu(t)|| < M, 3N tale che|ly(t)|| < N.

A questo proposito, sussiste il seguente:

Teorema Un sistemaé esternamente stabite il sottosistema raggiungibile ed osservalile
asintoticamente stabile. Se l'intero sistemaaggiungibile ed osservabile, allora la stahilit
asintotica implica e@ implicata dalla BIBO stabili.

Invece di dimostrare il teorema,utile e costruttivo far vedere che, nel case p = 1, se la
matriceA e asintoticamente stabile allora il sistem8IBO stabile. Posta(0) = 0 e|ju(t)|| < M,
si ha:

<

y(t)

t t
f W(t — o)u(o)do = |y(t)| = ‘ f W(t — o)u(o)do
0 0

IA

t t
f W(t — o)u(o)|do = f W(o)| u(t — o)|do <
0 0

IA

t +00
Mf(; (W(o)| do < Mf(; \W(o)| do =

—+00
M f |Ce" Bl do = Mya B,c) (4.60)
0

dOVG/J(A B,C) = ||(A, B, C)”l-

La dimostrazione costruttiva appena esposita gasere utile per calcolare la limitazione del-
l'uscita in presenza di un disturbo limitato in ingresso, dovuto a fenomenguantificabili ma di
cui si conosce almeno la limitazione in ampiezza.

Si tenga presente che la propéieti BIBO stabilii non dire nessun tipo di garanzia sul buon
funzionamento del sistema, qualora questo non sia raggiungibile oppuir@seervabile. Infatti
i modi non osservabili (che per definizione non influiscono sull'uscitgleli non raggiungibili
(che nella definizione di BIBO stabiitpartono dx(0) = 0 e tali rimangono) potrebbero dar luogo
a risposte esponenziali crescenti nel tempo, sotto opportune condigmaii.

4.12 Forma canonica di controllo

Si consideri un sistemg (A, B) conA di dimensionen x n e B di dimensionen x 1, ossia con un
ingresso scalare. E’ possibile verificare che, se la coppi8) e raggiungibile, esiste una matrice
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T di trasformazione tale ch& = T-1AT e B = T~1B siano nella forma:

0 1 o ... 0 | [ 0 |
0 0 1 ... 0 0
A=| ... ... ... ... ... |, B=|.. (4.61)
0 0 o ... 1 0
| —ap —ap —a ... —an-1 | | 1 |

Pw essere interessante calcolare la maffiohe permette di eseguire questa trasformazione:
a tale proposito, consideriamo la matrice di raggiunggbilie! sistema posto nella nuova forma di
stato:
R = | B

=

AB| ... \ A-1p ] = [ T-1B \ T—lAB\ \ T-1A-1B ]
TR (4.62)

»,r—1
Il

In maniera del tutto analoga, per dualié facile osservare ch® = OT. Se, come ipotizzato,
m = 1 ed il sistema raggiungibile, le matrici di raggiungibititsono quadrate ed invertibili, per
cui e possibile scrivere:

TR=R=T=RR! (4.63)

Dunque per trovare la matrice si deve passare attraverso il calcolo della matfcenssiae
necessario conoscere l'ultima riga della matrsehe presenta gli unici elementi veramente
incogniti.

Tuttavia, noi sappiamo che la trasformazione per similitudine operata non raoglifiguto-
valori della matriced, per cui il polinomio caratteristico di deve essere il medesimo di quello di
A. Sviluppando il determinante éﬁ;l - A) secondo gli elementi dell’ultima riga, si pdiacilmente
verificare che risulta:

det(sl —A) —ay+ S+ &L +... +a S+ S (4.64)

Si osserva allora che gli elementi incognitilsono pari ai coiicienti del polinomio caratteristi-
co, chee uguale a quello d\. Pertanto siamo in grado di trovare la matricattraverso i seguenti
passi:

1. calcolare defsl — A) e considerarne i cdigcienti;

N

. calcolarer;
3. calcolareR:
4. calcolareT = RR1.

Una matrice del tipo dA si dice informa di Frobenius. Questa forma molto importante
fondamentalmente per tre motivi, di cui due saranno analizzatayanti. 1l terzo motivee che
una matrice in forma di Frobenius costituisce il passaggio alla forma di stato’ejuazione
differenziale generica di ordime Se, per esempio, si ha:

YO + an-1y™ D) + ...+ ary®(t) + agy(t) = u(t) (4.65)
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e suficiente introdurre le seguenti variabili di stato:

x® = ¥
%) = y)
XM = yY"U) (4.66)

e, riscrivendo I'equazione fierenziale in un sistema diequazioni diferenziali del primo ordine,

Si ottiene:
X1(t)

X2(t)

Xn— 1 (t)
Xn(t)

Xo(t)
x3(t)

Xn(t)
—aoX1(t) — axe(t) — ... — @n-1Xa(t) + U(t) (4.67)

La matriceA associata a questo sistema di equaziofiedinziali del primo ordiné proprio una

matrice in forma di Frobenius.

E chiaro che per duaditpossiamo definire una forma canonica di osservabilitcui A e C
sono le trasposte delle matrigie B poste in forma canonica di controllo.



Capitolo 5

Realizzazione

5.1 Il problemain generale

Finora,e stato visto che la soluzione delle equazioni di un sistema lineare autonohanmeio
del tempoce pari a:

y(t) = Cx(t) + Du(t)

che, applicando la trasformata di Laplace diventano

{ X(t) = eMx(0) + [ A Du(o)dor

X(s) = (sl = Ax(0) + (sl — A)~1BU(s)
y() = C(sl — A)~1x(0) + C(sl — A1BuU(s)

dove sie suppostd = 0. Inoltre, & noto che ponendg&(0) = 0 e ricavando la funzione di
trasferimento
y(s) = C(sl = A)™1BuU(s) = W(s)u(s)

non si perdono informazioni sull’evoluzione libera del sistema, peicdenominatore div(s)
contiene il polinomio caratteristico della matriée
Si vuole ora focalizzare la discussione sulla possibitit ricavare una rappresentazione di
stato a partire da una funzione di trasferimento assegnata. Nel cegerprale, cod # 0 eme
p diversi da 1, la matrice delle funzioni di trasferimegtpari a:
W(s) = % =C(sl- A)'B+D = [W(9)] = [
No + Nis+ N2$2+ ...+ N¢

= 51
do+ diS+ b2 +...+d,s (-1)

dis |~

in cui Nk sono matrici generiche di dimensiope m. Si noti come gli elementiVjj(s) siano delle
funzioni razionali proprie, peréhsolo in tal modo la matrice di funzioni di trasferimento sarebbe
ottenibile dalle quattro matridh, B, C, D.

Studiare il problema della realizzaziogeutile sia dal punto di vista teorico, per capire il
legame tra le matrich, B, C, D e W(s), sia dal punto di vista pratico, perelpermette di imple-
mentare fisicamente i controllori progettati utilizzando solo la teoria sulla faeziotrasferimen-
to vista nel corso di Controlli Automatici.

75
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Esempio

| controllori PID non sono implementabili seguendo la loro funzione di érd@sento teorica:

K K K K
G(s) = Go(9) + Ko + o = D§+Sﬁ+'

percte ne risulta una funzione razionale non propria, quindi non descrivittifaverso quat-
tro matrici A, B, C, D. Limplementazione fisica avviene allora introducendo uno o due poli di
abbattimento nella funzione di trasferimento:

&9 = K, + Kps+ Kps?
 s(1+719)?2

in cui i poli artificialmente introdotti si trovano lontano dalla banda di frequeetipica del sistema
da controllare.

Il primo passo da compiere per la soluzione del problema della realizzazigomello che
permette di ricavare la matride. E’ sufficiente, a questo proposito, scomporre la funzione di
trasferimento propria nella somma di una matrice costante e di una funzidrestdirimento
strettamente propria:

W = N,s' + N,_181+...+ N _
do+dis+...+9
N,(do + diS+...+8) + (N,_1 — N,d,_1)s" 1+
do+disS+...+ 9

+(Ny_2 - Nydv_z)sv_2 +...+ (No - Nvdo) _

do+diS+...+ & B
- N+ Nv_lsv‘l +...+ No
do+dis+...+9

=D +W(s) (5.2)

Si verifica facilmente che la matrice costanteicsavatae proprio la matricd della rappresen-
tazione di stato.

Proseguendo nella soluzione del problema, siamo ora in grado di detezeinaatriciA, B, C
a partire dalla funzione di trasferimento strettamente propria:

No+ Nis+...+ N,_;91
do+dis+...+ 9

(5.3)

Si verifica infatti facilmente che la soluziogedata dalle seguenti matrici in una forma simile a
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guella di Frobenius:

0 | 0 ... 0
0
o o0 I .. o0 o
A = o o o0 .. 1 |, B= :
| —dol —chl —dal ... —dy_ql |
C =[No Ni N2 ... Ny (5.4)

dovel e la matrice identica di dimensiomex m. Per dimostrare che le matricffettivamente
restituiscondN(s), e suficiente scrivere:

#(3) = (sl - AIB= (sl - Ag(s) = B (5.5)
da cui si ricava che:
E
#(s) = i £l (5.6)

e verificare poi I'equazione:
W(s) = Co(9) (5.7)

Si osservi che questa realizzazione ha una makide dimensionim x v, maggiore rispetto al
gradov del polinomio caratteristico. Da questo siparesupporre che essa noana realizzazione
minima dal punto di vista dell’ordine dh.

5.2 Realizzazione minima

In generale, la terna di matrich( B, C) si dicerealizzazione minima diW(s) seW(s) = C(sl —
A)~1B, e non esiste una tern&’( B’, C’) con dim@’) < dim(A) tale chew(s) = C’(sl - A")'B'.
In pratica, la ricerca di una realizzazione minima focalizza sul problema dimzizare I'ordine
della matriceA, dato che non si puprescindere dal numero di colonneRipari adm) e dal
numero di righe dC (pari ap). Sussiste allora il seguente:

Teorema La realizzazioneA, B, C) di W(s) € minimas (A, B, C) € raggiungibile ed osserv-
abile.

Dimostrazione Limplicazione= ¢ gia stata discussa, pe&ke la realizzazioreeminima allora
non ci sono parti non raggiungibili e non osservabili nel sistema. Limpidee <, invece,e un

po’ difficile da dimostrare e si rimanda a testi specializzati. Il teorema, tuttavia, ci dadeaga

di piu: se la ternaA, B, C) non e una realizzazione minima, il sottosistema raggiungibile ed
osservabile &;, By, C) da luogo alla stessa funzione di trasferimentoeedna realizzazione
minima.
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Si supponga ora di aver ottenuto due realizzazioni minife By, C1) ed (A2, By, Cy), evi-
dentemente con le matriéy, A, dell stesso ordine. Esiste un legame fra le due realizzazioni, ed
e dato dal seguente:

Teorema (A, Bi, C1) e (A2, By, Cp) sono due realizzazioni minime W(s) < 3T invertibile
tale cheT AT = Ay, T1B; = B,CiT = Cy, 0ssia che le realizzazionif6ériscono per una
trasformazione di stato.

Dimostrazione Limplicazione < e semplice, perdéhse f;, B1, C;) € una realizzazione mini-
mae suficiente applicare una trasformazione di stato per ottenere una terna tessla finzione
di trasferimento e stessa dimensione, che risulta dunque a sua volta lireapé@ane minima.

Limplicazione= € invece pi difficile da provare e non viene qui discussa.

In definitiva, si pw dire che dalla funzione di trasferimento non si riesce a risalire al sotto-
sistema non raggiungibile e non osservabile, permdlle realizzazioni minime, non univoche, i
valori superflui sono sistemati casualmente. Inoltrea) & impossibile determinare univo-
camente una realizzazione minima, @éheeterminata invece a meno di una trasformazione di
stato.

5.3 Realizzazione minimapem=p=1

La funzione di trasferimento, nel caso di ingresso ed uscita scalpaii a:

No+NiS+...+n,191
W(s) = do + dis+ Jvr s D (5-8)

doveD e nulla se e solo 94/ & strettamente propria. Secondo quanto discusso prima, una possibile
realizzazione data dalle matrici, questa volta in forma di Frobenius:

0 1 o ... 0 0
0 0 1 ... 0 0
A = 0 0 o ... 1 , B= )
| —dy -d; -dp ... —d,q |
C =[n0 ng np ... nv_]_] (59)

Inoltre, dato chen = 1 si ottiene che questa realizzaziananche minima se e solo se non ci sono
cancellazioni inlV(s). Questa rappresentazione di statd pssere implementata in digitale od in
analogico seguendo lo schema a blocchi presentato in figura (5.1).
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P %

v-1 v-2

|
D
u JL X, S X, g Xoog S X, S X

Figura 5.1: Schema a blocchi della realizzazione minimanenp = 1

Lo schema facilmente interpretabile se si considera che, dalle matrici, si ottengorguierse
ti espressioni:

Xi = X411 VYi=1l...,n-1
v=1
Xn = —[Zdixi+1]+u
i=0
y=1
y = anxj+1+Du (5.10)
=0

Fisicamente, ogni blocco sopra propost® @ma esempio essere implementato attraverso amplifi-
catori operazionali.

5.4 Realizzazione di sistemi a tempo discreto

Il problema della realizzazione di sistemi a tempo disceettel tutto analogo al problema della
realizzazione per sistemi a tempo continuo. Per essi, la funzione di inasfdoée ricavata utiliz-
zando la trasformata Zeta. Ricordiamo che la trasformata&ataoperatore che associa ad una
successiond (k) una funzione di variabile complesB4z) definito come segue

+00

) -S>F@ =) f(k)z—i

k=0

Tale operatore lineare e vale la seguente propaiet
z
f(k+1) = zF(2) — zf(0)
Ponendo(0) = 0, si ha che a ogni sistema a tempo discreto

x(k+ 1) = AX(K) + Buk), y(K) = Cx(K) + Du(k)
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e possibile associare la funzione di trasferimento discreta
W(2) =C(zI - A B+ D

che ha la stessa forma dei sistemi a tempo continuo. Pertanto il problema défiaazone si
risolve esattamente nello stesso modo indicato nel caso di sistemi a tempo continuo



Capitolo 6

Regolazione di sistemi

6.1 Considerazioni generali

Il problema della regolazione consiste, in termini generici, nel portare téra in un stato
desiderato e qui mantenerlo agendo opportunamente sull’ ingressotidilkmon.

Si parla dicontrollo a catena apertase al processo viene applicato un ingreg@ppredefini-
to, sintetizzato sulla base di qualche criterio che non prevede la corzestie(t) o y(t). Qualora,
invece, I'ingresso al processo sia generato istante per istante da tithadgti controllo che tenga
conto dell’'uscita &ettiva del sistema, si parla dbntrollo in retroazione. Lo scopo principale
della retroazione& quello di poter modificare la dinamica di un sistema rendendolo stabile o pi
semplicemente rendendolaipreloce in termini di convergenza. In questa sede si téatteaso
di retroazione di sistemi lineari. In generale, gli ingressi e le uscite gracesso lineare possono
essere divisi secondo lo schema riportato in figura (6.1).

d% —

Uu ——= —

Figura 6.1: Suddivisione di ingressi ed uscite in un sistema

Le componenti del vettore(t) rappresentanmgressi esterninon modificabili dall’'utente. In
guesta categoria ricadono, per esempio, i disturbi. Il vetifijeinvece ¢ il vettore deglingressi
di controllo, su cui si po efettivamente agire al fine di modificare la dinamica del processo. Le
componenti del vettore(t) sono dettaiscite di prestazione per le quali solitamente si danno delle
specifiche, mentre le componentiyqt) sono leuscite di misura, ossia quelle misurate tramite
sensori per generare la legge di controllo. Gli ingregdicorrispondono dunque all'azione degli
attuatori, mentre le uscitgt) provengono da sensori applicati al sistema. In generale, il process
retroazionato assume la forma riportata in figura (6.2). Il primo scopo detifeazione ¢ la
stabilizzazionedel processo qualora il sistema non sia gtabile. Anche nel caso di processi
stabili, la retroazione puo’ averdetti benefici nel “migliorare la dinamica del processo. Nel caso

81
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SISTEMA

REG.

Figura 6.2: Sistema lineare retroazionato

dei sistemi lineari questo essenzialmente si traduceatieltazione degli autovalorial fine di
modificare i modi del sistema stesso, e quindi la sua dinamica. Lallocazegieaditovalorie
possibile solamente con controllori in retroazione, péeriatontrollori a catena aperta non sono in
grado di alterare i modi del sistema.

Il processo generico da controllagelel tipo:

X(t) = AX(t) + Bu(t) + Ed(t)
y(t) = CX(t) (6.1)
e(t) = Lx(t)

dove, per studiare la stabditsi poned(t) = O e si trascur&(t). Anche il controllore po essere a
sua volta un sistema dinamico:

2(t) = Fz(t) + Gy(t) (6.2)
u(t) = Hz(t) + Ky(t) '
Connettendo i due sistemi, trascurarg) e ponendal(t) = O, si ottiene:
X(t) = Ax(t) + B[Hz(t) + Ky(t)]
Z(t) = Fz(t) + Gy(t)
X(t) = (A + BKC)x(t) + BHZAt) 6.3)
Z(t) = GCXt) + Fz(t) '
Il sistema complessivo diventa
d | xt A+BKC| BH || x(t) E
dt| z0 | cc | F ||| |0 (V)
o) = [LO][ :g))} (6.4)

I modi del sistema retroazionato sono dunque associati agli autovaefaoho parte dello
spettro della nuova matric& del processo. Solitamente, la realizzazione del controllore si pro-
pone, come primo scopo quello di modificare opportunamente la dinamicatdetaidl problema
basilareg il seguente

Assegnazione degli autovalorfissato un insiema di dim(A) + dim(F) autovalori, deter-
minare le matrici incognit&, G, H, K che danno origine a un controllore che produce un sistema
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ad anello chiuso avent; come insieme degli autovalori.

Un principio fondamentale nellfirontare il problema dell’allocazione degli autovaleril
seguente: gli autovalori dei sottosistemi non raggiungibidi Bon osservabili sono invarianti
per retroazione, c® non possono essere modificati. Di conseguenza, un procedsespere
stabilizzato se e solo se le sue parti non raggiungibili e non osservallirspimsecamente stabili.

Per studiare I'allocazione degli autovalori, dunque, poniamo I'ipotesi siema} (A, B, C)
sia raggiungibile ed osservabile (le sue parti non raggiungililnen osservabili vengono even-
tualmente eliminate ponendo il sistema nella forma di Kalman). La prima fase ndiizagzéone
del controlloree lo studio della cosiddettatroazione dello statq essa prevede che all'ingresso
del processo sia riportato lo stato steg), secondo le equazioni:

(6.5)

X(t) = AX(t) + Bu(t)
u(t) = Kx(t)

Lo schema a blocchi corrispondemteappresentato in figura (6.3).

B umXE X

L

Figura 6.3: Studio della retroazione dello stato

Si noti che I'eventuale realizzazione pratica della retroazione dello stdiiedie un sensore
per ogni variabile di stato, e @ipu essere sconveniente dal punto di vista economico. Questo
porta alla seconda fase del progetto, nota catitea dello statg secondo quanto riportato in
figura (6.4). Il blocco stimatore non fa altro che restituire una stima agprasga dello stato

uBmf(ngy

L3

L

x>

OSSERVATORE —

Figura 6.4: Osservatore dello stato

X(t) del processo, e questo valore viene utilizzato successivamentegrar®fa retroazione. Gi
puo risultare conveniente dal punto di vista economico qualora i sensola pariabili di stato
abbiano un prezzo elevato, oppure quando una variabile di stato riatitiglarmente dficile da
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misurare. Nelle sezioni successive studieremo separatamente e in dettdgkdesi di progetto
sopra riportate.

6.2 Retroazione dello stato

Il progetto di un controllore in retroazione nasce con la scelta del vekegé autovalori del sis-
tema ad anello chiuso, e prosegue con lo studio della retroazione dello statwalfente, pos-
siamo dire che dato I'insiem&; = {11, A2, ..., Ay} € C (il pedice C sta per compensatore) con
il vincolo del coniugio (ci@ per ogni autovalore compless@resente anche il suo coniugato, e
guesto per poter trattare problemi reali), si cerca la maKitale che il sistema:

{ X(t) = At + Bult) _ () = (A + BK)X(t) (6.6)

u(t) = Kx(t)

abbia insieme degli autovalari A+ BK) = A¢. La matriceK e di dimensionmxn, per cui ci sono
m-n parametri liberi da assegnare per poter risolvere il problema. Qaest@aso pi generale di
guello ga noto del luogo delle radici, in cui la posizione degli autovalori si modificatiraverso
I'applicazione di un unico guadagno complessivo. Con quel tipo di smiezdel problema, gli
autovalori erano comunque vincolati a rimanere sui punti di un luogonge@o ben definito,
diversamente da questo nuovo caso. %i pra formulare il seguente:

Teorema Il problema ha soluzione cof. arbitrariamente fissates il sistema}(A, B) e rag-
giungibile. Invece, se il sistema nérraggiungibile, il problema ha soluziore A contiene tutti
gli autovalori non raggiungibili del sistema.

Dimostrazione Se il sistema no® raggiungibileg possibile utilizzare una trasformazione tale
da renderlo in forma di Kalman. Lequaziong) = Kx(t) si trasforma inu(t) = KTX(t) = KX(t)
(si noti cheK ha la stessa trasformazione della matfijee si ottiene:

Y A | A B |1 o |
A+BK = 0 A + o}[ 2 | =
_ Ar*‘éA Arnr"‘BrKZl (6.7)
o | A

Si tratta allora di una matrice triangolare a blocchi, il cui spettato dar(A, +B, K1)uo(Ay). La
parte dello spettro derivante dalla matrice del sottosistema non raggiurgji@leanto invariante,
e non pw essere modificata con la retroazione.

Supponendo ora che il sistema sia raggiungibile, consideriamo ilmasad e discutiamo su
come si possano assegnare arbitrariamente gli autovalori al sistenszi@tato. Se il sistema
raggiungibile,e sempre possibile trovare una matricéale che la trasformazione di stafg =
T-1AT e Br = T-!Brestituisca la forma di Frobenius. Dato die= KT, si ottiene che la matrice
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del sistema retroazionato in forma di Froberdysari a:

0 1 0 0
0 0 0
A|:+B|:R= (68)
0 0 0 1
»—a0+R1 —a1+R2 —a2+R3 —an_1+Rn_

e risulta quindi ancora una matrice in forma di Frobenius €gnifica che il polinomio carat-
teristico del sistema retroazionato, che comedgtto in precedenza dipende daiftiegenti del-
I'ultima riga della matrice, p& essere modificato attraverso i singoli eleméati Il problema
dell'arbitraria assegnazione degli autovaloromssere ricondotto aéissegnazione del polinomio
caratteristicole cui radici sono gli autovalori desiderati, seguendo i seguenti:pass

1. scelta diA¢ = {1, o,..., A} e calcolo del polinomio caratteristico che si desidera in

retroazione: N

e =] [(s-W) = +as+...+ B8+ &

i=1

2. calcolo dei vecchi cdgcienti ag, a3, ..., a,-1, facenti parte del polinomio caratteristico
della matriceA non retroazionata;

3. calcolo degli elemenf; utilizzando le espressioni:

B = ag-k =k =a-a
a3 = al—R2$R2=a1—5.1
1 = ar1-kn=ke=an1-a.

(6.9)

4. ritorno dalla forma di Frobenius alla forma generale, applicando laotrasizione inver-
sa: K = KT™L. Questo passaggi@ necessario peréha forma di Frobeniug solo uno
strumento per agevolare la soluzione del problema.

Nel caso in cui il sistema presemti > 1, le cose si complicano notevolmente ma il teorema
pud essere comungue dimostrato in diversi modi. Innanzitutto, possiamo @irseci sistema
risulta completamente raggiungibile da un singolo ingresso fra tutti quelliptiesiesi pw ricon-
durre alla dimostrazione precedente. Se invece la raggiungibiitmpleta si ottiene solamente
considerando la totakitdegli ingressi, le strade sono due:

e si pw dimostrare che esiste una pre-reazione in grado di rendere il sistenpdetamente
raggiungibile da un solo ingresso, riconducendosi poi alla dimostrapi@oedente;

e in alternativa, per ogni ingresso preso singolarmente si trova la pdrgestEma non rag-
giungibile dall'ingresso precedentemente considerate (p&r il secondo ingresso si trova
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la parte non raggiungibile dal primo, e ¢aga). Una volta trovato tale sottosistema, per
esso (e soltanto per esso) si fissano gli autovalori desiderati.

Si & visto come I'assegnazione degli autovalori possa essere arbitralisigsemaé com-
pletamente raggiungibile. Questosempre vero da un punto di vista matematico. Nella pratica
bisogna scegliere gli autovalori compatibilmente con le limitazioni fisiche degéatatiuapplicati
al processo.

6.2.1 Un semplice algoritmo pe I'assegnazione

Consideriamo ora un caso molto comune nella pratica che permette di risolperbléma della
reazione dello stato senza passare per la forma di Frobenius. Assumiamb ed un sistema
> (A, B) raggiungibile, con matric8 nella seguente forma:

B= (6.10)

Se la matriceB non & nella forma suddetta& sempre possibile trovare una matricaale che,
applicando una trasformazion®,= T-1B sia nella forma voluta. Tale matrice pessere presa
come

T=[BB]

doveB & una matrice arbitraria che complemeBtavvero renddl invertibile.
AssuntaB nella forma indicata, calcolando il polinomio caratteristico del sistema retraazion
to, si ottiene:

det@sl- (A + BK)) =
S—ajr—biki —ap—-bike ... —an—biks
— det —ao1 S—ay?2 .. —aon _
—am ~ap ... S—am
= ag(ke, ko, ..., k) +aa(Ke, ko, ..., Ka)S+ ... +
+  an-1(ky, ko, ..., kn)Sn_l +9" (6.11)

Il polinomio caratteristica allora dipendente dagli elementi incoghitin maniera lineare. E’
ora suficiente uguagliare i cdicientia; con quelli desiderati dopo la retroazione:

ao(k, ko, ..., kn) = &

ai(ke, ko, ..., ko) =a1 (6.12)

an-1(Ka, ko, ..., kn) =an-1
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Risolvendo questo sistema lineare, si ricavano gli elenigmtecessari per la retroazione dello
stato.

Esempio

Si consideri il sistema instabile descritto dalle equazioni:

21
A= , B= 1
1 2 0
Applicando un controllo in retroazione, si ottiene il seguente polinomio casdite:

s-2-k -1-k

det(sl — (A + BK)) = det
et~ (A+BK) = det| ° " T

}:sz—(4+k1)s+3+2k1—k2

Supponendo di voler stabilizzare il sistema con autovalpri= -1 e 1, = -2, il polinomio
caratteristico del sistema retroazionato deve essere

p(s) = (s+1)(s+2) = + 35+ 2

da cui si ricava il seguente sistema lineare:
-4-k =3 ke = -7
=
3+2k1—k2=2 k2=—13
6.3 Osservatore dello stato

L'osservatore dello state di fondamentale importanza quando le variabili di stato non sono tutte
accessibili, 0 non si vogliono misurare per ragioni economiche. Si censtlora lo schema
presentato in figura (6.5).

u

Figura 6.5: Schema generale di un sistema

Il caso pii favorevole che si gupresentaré quanddC & la matrice identica: questo significa
che le uscite sono proprio le variabili di stato, e quindi sb puocedere con la retroazione dello
stato come visto in precedenza. QuandoddarmatriceC € generica, bisogna agire in modo
diverso. Una prima idea potrebbe essere quella di replicare un sistenia stesse matrici del
processo da controllare, secondo le equazioni:

(1) = AX(t) + Bu(t) (6.13)
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In questo caso si parla dsservatore banale (a catena apertajn cui X(t) costituisce una stima
delle variabili di stato del sistema da controllare. Per giudicaf@daxia di questa soluzione
introduciamo l'errore di stima

e(t) = X(t) - x(t)
Dato che il sistema descritto dalle equazioni
(1) = AX(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t)

e possibile operare una sottrazione tra lo stato e la stima dello stato. Si ottiene:

dgt(ﬁ(t) = X(1)) = AX(t) - x(1)) + Bu(t) - Bu(t) = AX(t) — (1)) (6.14)

owvvero che I'errore di stima descritto dall'equazione:

&(t) = Ad(t) (6.15)

ossia evolve in risposta libera. Si osserva subito il problema fondamentgigesto tipo di
osservatore: esso ne@nvalido per sistemi instabili, perélerrore diverge.

In realf, si pw vedere che anche per sistemi stabili questo osservatore banalernisogo
buoni risultati. Lo statok(D) deve essere infatti inizializzatox0), di cui non sappiamo nulla.
La scelta pii ovvia dal punto di vista della simmetria del problemnporrex{0) = 0; ma questo
significa cheg(0) = X(0) — x(0) = —x(0). Supponendo, per esempift) = O, si ottiene:

X

&(t)

AX(t)
Ae(t) (6.16)

in cui I'errore ha le condizioni iniziali opposte dello stato. L'evoluzion#’deore e dello stat@
riportata in figura (6.6).

Figura 6.6: Evoluzione dello stato (linea continua) e dell’errore (linea tmgitiea) con
I'osservatore banale

Si osserva che I'errore ha la stessa ampiezza dello stap(t)|| = ||e(t)||, ovvero I'erroree
pari al 100 %.
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Cio che in reah si vorrebbe realizzame un osservatore in grado di generare una stima dello
stato che converga adt), anche nel caso di sistemi instabili e, in caso di stabdiinverga “pi
velocemente del sistema, come qualitativamente riportato in figura (6.7).

Figura 6.7: Evoluzione qualitativa dell’'errore nel caso di buon osdere: evoluzione dello stato
(linea continua), della stima (linea tratteggiata) e dell’errore (linea puntata)

La soluzione consiste nell’'uso delkservatore di Luemberger Esso, al contrario dell'osser-
vatore banale che tratta solo le informazioni forniteu{ty, considera le informazioni del sistema
provenienti sia dall’ingresso che dall’'uscita del processo. L'equazdiferenziale che governa
la stima dello stat@ la seguente:

1) = AX(D) + Bu(t) — LC(X() - x(t)) =
(A - LO)X(t) + Bu(t) + LCX(t) =

(A - LC)X(t) + Bu(t) + Ly(t) (6.17)

dove la matriceL di dimensionin x p € costituita da parametri liberi a scelta del progettista.
E’ interessante osservare che il termix(® = x(t) &€ ancora incognito, ma non B il termine
C(X(t) — x(t)) percte X(t) € noto dall'osservatore @x(t) = y(t) € noto dall'uscita del sistema. Lo
schema generale dell’'osservatore di Luembeggappresentato in figura (6.8).

UB +/)O(SXC)/

Figura 6.8: Schema generale dell'osservatore di Luemberger
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Si noti che pell = 0 si ottiene nuovamente I'osservatore banale. Possiamo ricavare nuova-
mente I'espressione dell’errore, sottraendo lo stato dalla stima dello stato:

dﬂt(k(t) X)) = (A-LC)K() + But) + Ly(t) — Ax(t) — Bu(t) =
(A - LO)R(t) — AX(t) + LCX(t) =
(A - LC)X(t) — (A— LC)x(1)

(A— LC)(X(t) — x(1))

otteniamo cois
&t) = (A- LC)e(t)

Si osserva dunque che I'errore non dipendeuftq ed evolve in riposta libera secondo i modi
della matrice A — LC). La matriceL, dunque, ha un ruolo simile alla matrikenella retroazione
dello stato. In analogia a quel tipo di problema, allora, sarebbe intetessgporre un insieme
di autovaloriA, (la O sta per osservatore) per la matriége- LC) in modo che I'errore possa
convergere a zero pio meno velocemente, a seconda delle scelte progettuafioffnalmente, il
problemae il seguente.

Assegnazione degli autovalori dell'osservator®ato

AO = {Zla z29 LR zI"I}

con il vincolo del coniugio, si determini la matri¢ein modo tale che I'insieme degli autovalori
di A— LCrisulti (A - LC) = Ao.
Vale il seguente risultato.

Teorema Ag € arbitrariamente assegnabile con il vincolo del coniugio (A, C) € completa-
mente osservabile. Se manca 'osservabditl sistema, il problem@comunque risolubile puréh
Ao contenga tutti gli autovalori del sottosistema non osservabile.

Dimostrazione La dimostrazione del teorema si esegue sfruttando le pragdietualiti. Con-
sideriamo allora il duale del sistema chéeldogo alla matriceA — LC):

A* — AT
B* — CT
K* = -LT (6.18)

Si ottiene che il duale della matricA ¢ LC) € pari a:
(A-LC)T = (AT —CTL") = (A* + B'KY) (6.19)

e si ricorda che lo spettro delle due matrici rimane il medesimo. Pertanto,diesgene degli
autovaloriA, nel sistema primarié stata ricondotta allo studio della retroazione dello stato duale;
ma in questo caso noi sappiamo che il problénmrasolubile se il sistema duatecompletamente
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raggiungibile. Per dualit, possiamo allora dire che il sistema primario deve essere osservabile, ed
il teoremae dimostrato.

Le strette relazioni che esistono tra il problema della retroazione dello statbesskervatore
di Luemberger, dovute alle propréetli dualit, permettono di sfruttare gli stessi algoritmi per
ricavare le matriciK ed L. Supponendo, infatti, di avere una procedura che, dati in ingresso
A, B, A restituisca la matric& per la retroazione dello state,possibile anche dare in ingresso
AT, CT, A, ed ottenere in uscita la matride* per la retroazione dello stato del sistema duale.
Dalle relazioni sopra riportate, allora, si ottiene ¢he (—K*)T.

Esempio

Si consideri un servocomando come in figura (6.9), in&cuiportato lo schema di un semplice
posizionatore. Assumendb = 0 I'angolo di riferimento, poniamoci il problema di portare |l
sistema allo stato nullé = 6 = 0.

QG

Figura 6.9: Sistema di posizionamento

L'equazione che descrive questo sistedria seguente:

JO(t) = Ci(t) = 6(t) = CmT(t) = u(t)

Ponendox (t) = 6(t) e xo = 6(t), si ottiene una rappresentazione di stato con le seguenti matrici:

A:01,B:O
00 1

Supponiamo di avere un sensore sia per la posizione che per la&el@pigtrando una retroazione
dello stato del tipo:
xa(t) l

u) =| ki ke ][ o)



92 Capitolo 6. Regolazione di sistemi

si ottiene la seguente matrice:
0 1

(A+ BK) = [ o ko

Essendo gi nella forma di Frobenius, tuttotcche bisogna faré imporre che; e ky siano uguali
ai codficienti del polinomio caratteristico voluto, con il segno cambiato. Supponédirgtegliere
p(s) = (s+ 1)(s+2) = % + 3s+ 2, si ottiene immediatamente che deve eskere -2 ek, = —3.
Impiegare sia sensori di velogithe di posizione noa peb sempre conveniente dal punto
di vista economico. Si puallora pensare di avere un sensore per una variabile di stato, ed un
osservatore per calcolare la stima dell’altra variabile di stato non misurata.
Se si possiede solo un sensore di velndé matriceC risulta pari a:

cC=[0 1]

e, con un brevissimo calcolo, si @unotare che il sistema nanosserbvabile (cora’noto, dalla
velocita non si riesce a risalire alla posizione). Inoltre, 'autovalore della panteraggiungi-
bile € pari a zero, e quindi no@ asintoticamente stabile: dunque lo spettroAli-(LC) deve
per forza contenere I'autovalore nullo, e questo ram bene peréhl’errore risulta stabile non
asintoticamente.

Se, invece, si considera solo il sensore di posizione, la m&rassume la forma:

C=[1 0]

ed in questo caso la matrice di osservabitia rango pieno. Possiamo allora calcoldye (C):

01 l1 -, 1
- 1 0=

A-LC) =
( ) 00 I

Il polinomio caratteristica pari a:

S+ |1 -1

det(sl - A+ LC):det{ = +115+15

2

Supponendo di voler imporré; = -3 ey = -4, si hap(s) = % + 7s + 12 da cui risulta
immediatamente chg = 7 el, = 12.

Si noti che l'osservatore genera una stima del vetigfecomposto dalla posizione, che in
realta abbiamo @i in uscita grazie al sensore, e dalla velactPuesta considerazionetpportare
al cos dettoosservatore di ordine ridottohe non viene trattato nel corso.

6.4 Sintesi del regolatore

Dopo aver operato la retroazione dello stato e la stima dello stato (necesdarie jualche
variabile di stato nore misurata e s€ e diversa dalla matrice identica), il passo successivo
sintetizzare il controllore. Verificheremo che egssemplicemente costituito dalla retroazione
della stima dello stato, cosome riportato in figura (6.10).
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Lot

Figura 6.10: Schema a blocchi del controllore basato sull’'osservatore

E’ abbastanza intuitivo che le cose funzionino correttamente. Tuttavibzzamo il sistema
complessivo ottenuto, per verificare la strategia. Le equazioni deégsoala controllare sono:

X(t) = AX(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t)

mentre quelle del blocco costituito dall'osservatone ipregolatore sono:

(1) = (A= LC)K(t) + Bu(t) + Ly(t)
u(t) = KX(t)

Il sistema complessivo che si viene a formare consta dunqoe-di = N variabili di stato, in-
trodotte dal processo e dal controllore. Per svolgere i calcoli ssiegdsttavia,e pii conveniente
operare una trasformazione di stato, in modo da ottenere un vettore dondpdis variabili di
stato del processo e dall’errore del controllore. Matematicamente, si ha:

X(t)
[ 0 } (6.20)

I |0
=1 |1

X(t) }
&t)

La matrice di trasformazione dalla nuova alla vecchia leaakora:

T=

: ? } (6.21)

cioe I'inverso di quella sopra utilizzata. Dato che il sistema complessivo risultergato dalle
seguenti equazioni:
X(t) = AX(t) + Bu(t)
Y(®) = Cx(t)
K(t) = (A - LC)X(t) + Bu(t) + Ly(t)
u(t) = KX(t)

(6.22)

applicando la trasformazione di stato (ossia manipolando opportunamenta#ad, ricordando
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cheX{t) = x(t) + &(t)) si perviene facilmente alle equazioni:

X(t) = (A + BK)X(t) + BKe(t) (6.23)
&(t) = (A- LC)e(t) '
In forma matriciale abbiamo
d x| [ A+BK| BK X(t)
d_t[e(t)}_ 0 A—LCHe(t)l (6:24

=Acl

Si osserva che la matrickc, (CL sta perclosed loop e triangolare a blocchi di dimensione
2nx2n, pertanto il suo spettro di autoval@rpari all’'unione degli spettri dei blocchi sulla diagonale
principale:

o(AcL) = o(A+ BK)U o(A- LC) (6.25)

Sotto ipotesi di raggiungibilit ed osservabilit del sistema da controllare, dungq@epossibile
assegnare ad arbitrio gli autovaloriAli, , attraverso le tre fasi seguenti:

1. progetto del regolatore per la retroazione dello stato ed assegndrioffe+ BK);
2. progetto dell’osservatore per la stima dello stato ed assegnaziotia diLC);
3. realizzazione del controllore come retroazione dello stato stimato, ossia

()
u(t)

(A— LO)X(t) + Bu(t) + Ly(t)
KK(t)

Dato che le assegnazioni degli autovalori nelle prime due fasi sono imdBpé fra loro, questo
modus operand® anche ricordato con il nome gdrincipio di separazione Nella reald spesso
si richiede che le prestazioni dell'osservatore siano superiori a gielllsistema retroazionato;
pertantog usuale imporre agli autovalori dh\(- LC) una parte reale negativalpgrande in valore
assoluto (anche di 3 0 4 volte) rispetto a quella degli autovaloidi BK).

Il controllore, costituito dall'osservatoretpil regolatore ¢ dunque governato dalle equazioni:

X(t) = (A= LC)X(t) + Bu(t) + Ly(t)
u(t) = KX(t)

e sostituendo la seconda equazione nella prima si giunge ad una semplitiécszigne matem-
atica, ma molto importante dal punto di vista fisico:

(6.26)

(1) = (A= LC + BK)X(t) + Ly(t)
u(t) = KX(t)

Osservando gli schemi precedenti, infatti, ci si accorge che il sistetmezéonato non deve pi
possedere sensori in grado di misurare I'ingragspper poi spedirlo all’osservatore, pegchin-
gresso stesse generato all’'uscita del regolatore. Il controlloreicsitenuto po essere realizza-
to in pratica con un circuito analogico, oppure implementando al calcolatoistahsa discreto
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equivalente, con matrici:

FD — eFT :e(A—LC+BK)T
T T

oo = [[rant= [ e
0 0

Ho = K

Nel caso di implementazione al calcolatore, I'algoritmo di massima per il conmegbia essere
di questo tipo:

1. calcolareFp, Gp, Hp con passd fissato;

2. inizializzarex{0);

3. calcolarau(T) = HpX(T);

4. porre il valore du(T) nella locazione di memoria in cui saprelevato dal convertitore/B;
5. leggere il valore dy(T) dalla locazione di memoria in ceiposto dal convertitore/D);

6. calcolare la stima al passo successi{D + 1) = FpX(T) + Gpy(T);

7. tornare al punto 3 se si vuole continuare il controllo del sistema, altrimscitie.

Un'ultima considerazione riguarda la funzione di trasferimento del sistein@azionato. Si
pud dimostrare facilmente che, se I'ingresso del sisterpari a:

u(t) = KK( + v(t) (6.27)

dovev(t) & un segnale di riferimento (spesso costante), la funzione di trasfearman(t) edy(t)
guando si ha sia I'osservatore che la retroazione della stima delleed@atoedesima di quella tra
v(t) edy(t) quandcé solamente presente la retroazione dello stato, aéia Kx(t) + v(t).

Esempio

Si riconsideri 'esempio precedente, in cui si sono ricavati i parardetié matriciK edL per il
posizionatore. Per quanto ora esposto, I'implementazione del contrellommediata:
01 0 7

[2 3]-| |l o]
00 1 12

T
Il

A—LC+BK:[ +

-7 1
-14 -3

Il
—

I
Il
X
Il
|
N
|
w
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Il sistema retroazionato complessivo ha dunque modi derivanti daghialatol; = -1, 1, = -2

(detti modi del regolatore) e modi derivanti dagli autovalorly = -3, 14 = —4 (detti modi
dell’'osservatorg. Si pw facilmente verificare che si ottiene lo stesso spettro di autovalori se,
al posto diu(t) = KX(t), si implementa, in questo semplice esempio, un ingresso p#t) a

kix; + koXo, in cui la prima variabile di stato nola stimata ma proviene direttamente dall’'uscita
del sistema (si ricordi infatti la forma della matri€g.

6.5 Disturbi esterni

| sistemi da controllare sono spesdidetti da disturbi dovuti ad agenti esterni o ad errori di
misurazione. In questo caso, il sistemdescritto da un’equazione del tipo:

X(t) = AX() + Bu(t) + Ed(t) (6.28)

e la situazione diversa a seconda cHé) sia misurabile 0 meno. Nel primo casougiemplice,
basta implementare un osservatore con I'equazione:

(1) = (A— LO)K(t) + Bu(t) + Ly(t) + Ed(t) (6.29)

ed in questo modo, sottraendo le due espressioni, si ottiene il medesimo atolaeléerrore
vista in precedenza. Nel caso, invece, in cui il disturbo non sia misuyaibieé possibile
aggiungere alcun termine all’osservatore, e di conseguenza |'draana’espressione del tipo:

&(t) = (A- LC)e(t) — Ed(t) (6.30)
Molto spess@ possibile fornire una stima per 'ampiezzaddi
ld@®ll < @

Essendo il sistema osservatore asintoticamnete stabile a regime potremo@arantimitazione
del tipolle(t)]| < 8, ma non la convergenza a zero. Questa situazimaegettabile se ci si assicura
che I'errore assuma valori ragionevolmente piccoli. Un esempio realetdriolisnon misurabile
che diligge l'uscita di un sistemaj(t) = Cx(t) + Nw(t), pud essere I'errore di quantizzazione di
un encoder che legge la posizione angolare. In questo caso I'eqealgtherrore diventa

&(t) = (A— LC)e(t) — Ed(t) + LNw (6.31)

Assunto|w(t)|| < y si puo’ sempre pervenire ad una stima del tjjgft)|| < 3, sotto ipotesi di
asintotica stabild di A — LC.

Un ultimo accenno riguarda i sistemi a tempo discreto. Per egmssibile considerare uno
stimatore dello stato nel seguente modo:

u(k)
f(k+ 1)

Kx(K)
(A - LO)X(K) + Bu(K) + Ly(K) (6.32)
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e si pw dimostrare, come per i sistemi a tempo continuo, che I'egarevernato dall’equazione:
ek+1)=(A-LC)eKk) (6.33)

La teoria della retroazione di un sistema a tempo discreto procede allora papso a quella dei
sistemi a tempo continuo. L'unica accortezzahe I'assegnazione degli autovalori deve tenere
presente che un modostabile sely| < 1.






Capitolo 7

Sistemi non lineari

7.1 Considerazioni generali

La maggior parte dei sistemi che costituiscono la galnon lineare, e questo ha limitato la
portata della teoria dei sistemi peécircasi risolubili in modo analitico sono molto pochi, e spesso
sono anche molto particolari. | sistemi per i quali r®possibile uno studio analitico possono,
tuttavia, essere trattati in modo numerico ottenendo una soluzione approsseti@taquazioni
diffrenziali.

Dal punto di vista concettuale, unafférenza sostanziale tra i sistemi lineari e quelli non
lineari &€ 'omogeneid del comportamento. Per i primi, infat&, possibile parlare di funzioni
modali, analisi in frequenza, stabdit.. Per i sistemi non lineari ciascuna progieti fatto solo
attribuibile a determinati punti di equilibrio. Ovvero un sistema non lineace gasere stabile
0 meno, sensibile al rumore 0 meno, oscillante 0 meno ecc. a seconda teldpequilibrio
nel qualee analizzato. La teoria globale dei sistem lineri ioim generale estendibile e bisogna
considerare teorie locali.

Esempio: andamento di una popolazione

L'andamento di una popolazione, chedpessere una colonia di batteri od una specie animale,
pud essere modellata da equazioni pimeno sofisticate. Una di queste, molto semplice e di tipo
lineare, prevede che la popolaziox(® evolva secondo I'equazione:

X(t) = ax(t)

dovea > 0 & un codficiente scalare. La soluziogedunque il classico esponenziale) = €'x(0);
tuttavia questo modello non tiene conto delle limitazioni sulle risorse dell’ambientestarde.

Nel caso in cui si voglia modellare anche la dipendenza dalle risorsenilidpain modello
ampiamente accetta®il seguente:

X

xt)=a C } X(t)

99
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X(t)

Si nota infatti che pex(t) <« C il termine —= & trascurabile ed il modell® quasi lineare; quando,
invece,x(t) cresce, lo stesso termine rappresenta una limitazione al tasso dienatalitito alla
scarsezza delle risorse. Addirittura,»® > C si verifica un’inversione di tendenza, con numero
di nascite inferiore al numero di morti.

Il sistema, in questo mode@, diventato non lineare; tuttavia esso rappresenta un caso én cui
possibile dare la soluzione analitica, che risulta:

ex(0)

X(t) =
(1— @) + %O)eat

Si ribadisce, tuttavia, che in generale& @oca speranza di trovare soluzioni esprimibili come
guasta. Dall'equazione del sistema, comun@uagssibile trarre delle informazioni qualitative:

e perx(t) > C, x(t) <O0;
e perx(t) < C, x(t) > 0;
e ci sono due punti che annullano la derivata, patfta= C e x(t) = 0.

Studiando I'andamento della soluzione con i metodi appresi nei corsndiigh Matematicag
possibile disegnare I'evoluzione della popolazione con diverse condiniaiali, come riportato
in figura (7.1).

Figura 7.1: Evoluzione di una popolazione per diverse condizioni inizia

Si osserva in particolare che la soluziox{® = C e un punto di equilibrio stabile, perehvi
convergono tutte le soluzioni con condizioni iniziali maggiori di zero. Vesa,x(t) = 0 € un
punto di equilibrio instabile, peréogni piccola variazione delle condizioni iniziali da zero porta
all'allontanamento dalla rettg = 0. In real&, quello che si ptivedereg che tutte le consider-
azioni che abbiamo ricavato dalla soluzione analitica sono deducibili ddiagaalitativa che
verra trattata in seguito.

Lo studio dei sistemi non lineari vienéfeontata considerando i sistemi continui autonomi:

X(t) = £(x(), u(®)) 7.1)
y(t) = g(x(t), u(v)) '



7.2. Punti di equilibrio 101

ed i sistemi a tempo discreto autonomi:

(7.2)

x(k+ 1) = f(x(K), u(k))
y(k + 1) = g(x(k), u(k))

Si evita il caso in cui ci sia una diretta dipendenza dal tempg(fJio x(k + 1), percle esso
rappresenta un caso complicato e relativamente poco importante neba realt

7.2 Punti di equilibrio

Vale la seguente definizione.

Definizione Dato un vettorex € R", essoé unpunto di equilibrio se3U dettoingresso di
equilibrio tale che, posta(0) = X eu(t) = U, si hax(t) = X. In tal caso, la coppiax( U) € R"x R™
e dettacoppia di equilibrio.

Le condizioni di equilibrio di un sistema non lineare si ricavano facilmereeghg se deve
accadere che(t) = X eu(t) = U & anche vero che si ha= 0 nel caso di sistemi continui, e
x(k + 1) = x(k) nel caso di sistemi discreti. Pertanto, le coppie di equilibrio dei sistemi actemp
continuo si trovano ponendo:

f(x,uy=0 (7.3)

e per i sistemi a tempo discreto ponendo:

X = (X, U) (7.4)

Esempio

Riconsiderando I'equazione per I'evoluzione della popolazione trattpmaledente esempio,
possiamo facilmente trovarne i punti di equilibrio:

X
1-2|X=0=%=0,%=C
C]X =X=0, X

E’ interessante osservare cosa succede se all’equazione si aggiutgrmine che tiene conto di
un ingresso esterno (puessere la caccia di una popolazione di animali, o la predazione):

[1_3

X+T=0
CX+U

dovel < 0. In tal caso, i punti di equilibrio sono soluzioni dell’equazione dioseo grado sopra
riportata, e risultano pari a:

7(1,2=——i - +=U

Cla az a
al2 2 C

L'andamento della soluzione per questa nuova situazangortata in figura (7.2).

Si osserva che, per condizioni iniziali superiobiza si ha una mortali superiore alla natadit
dovuta alla carenza di risorse. Nella fascia compresates X,, invece, si ha una ripopolazione;
mentre per condizioni iniziali al di sotto & si ha I'estinzione della specie. La soglia di estinzione
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Figura 7.2: Evoluzione di una popolazione con ingresso esterno; linsaghia estinzione; linea
B: soglia sovrappopolamento

X1 € stata introdotta a seguito dell'ingresso esterno minore di zero. Si noteicbku(t) pud avere
natura diversa: se essaiferito alla predazione; certamente influenzato dé) (cosa che va a
complicare ulteriormente il modello), mentre se si riferisce alla caccia esssostanzialmente
indipendente.

Esempio Si vuole ora fare una considerazione sull’approssimante discretoléicEdi un
sistema continuo. |l sistema di Eulero si ottiene approssimando la der{iatzon il rapporto
incrementale:

X(t) ~

X(t+7) — X(0)
— (7.5)

e quindi, sostituendo tale espressione nella formula generale di un sistema@dentinuo e
valutandola solamente pee 0O, 7, 27, ... si avrebbe il sistema discreto:

X(t+ 1) = x(t) + 7 (x(t), u(t) (7.6)

Questo metodo, noto conmeetodo di Eulero esplicitq costituisce una buona approssimazione se
il passor e suficientemente piccolo, mentre per scelte del passo troppo elevatmpiconvergere
alla soluzione continua.

Una verifica preliminare sulla baatdi qguesto metodée controllare se le condizioni di equi-
librio del sistema di Eulero coincidono con quelle del sistema di partenzeffdtii cos e. E
infatti molto facile verificare che i punti di equilibrio del sistema approssimdisgreto sono gli
stessi del sistema continuo di partenza. Ovviamente nulladsilpe sulla stabila. Infatti punti di
equilibrio stabili nel sistema continuo possono risultare instabili in quello agprante discreto
(in particolare se- > 0 noneé suficientemente piccolo).

Ulterori esempi di punti di equilibrio verranno considerati nel seguito.

7.3 Funzioni di Lyapunov
Come ga precedentemente accennato, un sistema non linearavpee punti di equilibrio di cui

si pw studiare lastabilita locale ossia per piccole perturbazioni intorno ai punti di equilibrio
stessi. Alcuni esempi di punti dei equilibrio stabili ed instabili sono ripoitdfigura (7.3).
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Instabile

O
Stabile

Figura 7.3: Esempi di punti di equilibrio stabili ed instabili

Si supponga allora di studiare un sistema non lineare con un punto di eguitiratterizzato
dalla condizione
0= f(x, U) (7.7)

Se assumiamo fissato possiamo studiare il sistema:

() = £(x(1), 1) = Fu(x(t)) (7.8)

che risulta dunque essere autonomo senza ingressi, con ovvio pugtoliire in X. Si opera ora
una traslazione di coordinate: si introduce allora la nuova variaft)le- x(t) — X, da cui risulta:

A1) = Fa(x(t)) = Fa(z(t) + %) (7.9)

Con queste nuova definizione, il punto di equilibrio si trovazie 0. DefiniamoGx y(z(t)) =
Fg(z(t) + X). Possiamo quindi ricondurci allo studio del sistema:

At) = Gru(b)) (7.10)

con punto di equilibrio 0= Gx 3(0). Si osservi come, con questo cambio di variabili, ci si sia
ricondotti allo studio di un solo sistema autonomo senza ingressi con un givedailibrio in 0,

e questa possibile per ogni punto di equilibrio del sistema originario pati 8i hanno allora le
seguenti:

Definizione |l sistema si dicestabile nel punto di equilibrio (N.P.E.) se, datae > 0,36 > 0
tale che s¢{x(0)l| < 6 = [Ix(®)Il < &.

La definizione, nelle variabili originali, prevedreblg(0) — X|| > 6 e ||x(0) — X|| = ¢, ma
abbiamo visto come ci si possa ricondurre allo studio di un sistema& eod.

Definizione Il sistema si diceasintoticamente stabile nel punto di equilibrio (N.P.E.)seée
stabile N.P.E. ed inoltre, p#i(0)|| < ¢, si ha||x(t)|| — O pert — +oo.

Lo studio dfettivo della stabilia di un punto di equilibrio di un sistema non lineare si basa
sulla teoria esposta da Lyapunov agli inizi del secolo XX, nella qualersrgdizza il concetto di
energia in un sistema.
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Si supponga, infatti, di avere una funzionefelienziabile con contindit(e C?) e definita
nello spazio degli staR" — R, con le propried di una funzione definita positiva in un intorno
dell’origine W (vedi figura (7.4)):

e V(0)=0;

e V(X) >0perxeW x#0.

Figura 7.4: Curve di livello per una funzione di Lyapunov

Si osserva che I'origine degli agsicontenuta in tutte le superfici di sottoliveWgx) > k della
funzione.

Il concetto espresso da Lyapunov, e che formalizzeremo tra brevercteorema, si basa su
guest'osservazione: se una traiettax{f) del sistema, cox(0) suficientemente piccolcg tale
cheV(x(t)) & una funzione non crescente, allora siamo costretti a rimanere su wéceami
sottolivello. Questa visione ha una giustificazione intuitiva se si consideragni sistema in
natura, da quelli elettrici a quelli meccanici, che sia composto da elemeniripasscuramente
stabile in un punto in cui si ha un minimo di energia.

Il problema fondamentalé che none possibile, nella maggioranza dei casi, conoscere la
traiettoriax(t) di un sistema non lineare, e quindi in prima istanza non saremmo in grade di os
servare s&/(x(t)) € una funzione non crescente. Tuttavia, questo ostactdoile da aggirare se
consideriamo la derivata della funzione di Lyapunov:

dgtV(x(t)) = V(X(t)) = VV(XX() = VV(X) f (x()) (7.11)
doveVv(x) =| 2L & . 2|

Cio che si nota che, se ad un certo istartté sistema attraversa uno staxpla derivatae
facilmente calcolabile:

= V(x(1))

X(t)=%

= W () (7.12)
X(t)=%

d
VOO
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e quindi noné piu necessario conoscere l'intera traiettorfg). Questa derivata, chiamata anche
derivata alla Lyapunov, e utile per determinare la stabdlitli un sistema: s¥(x) € una funzione
non crescente, si N4(x) < 0. Possiamo allora formalizzare queste idee con il seguente:

Teorema Se3dV e CL, V : R" — R, tale che in un intorn&V dell’'origine si haV(0) = 0 e
V(X) > 0 perx € W\{0}, seV(x) < 0 perx € W allora il sistema stabile N.P.E. in zero. Inoltre,
seV(x) < 0 perx € W\{0}, allora il sistema asintoticamente stabile N.P.E. in zero.

Dimostrazione Verifichiamo solamente la prima parte del teoremag abe s&/(x) < 0 allora
il sistemae stabile N.P.E. in zero. Fissiamo dunque una s&ra {x : ||X]| < &} nellinsieme
degli stati. None restrittivo prender&s, c W; sulla superficie esterna della sfefix|| = &,
fissiamo il valorem = minV(x), x € dS.. Consideriamo ora una sfera di raggie ¢ e definiamo
M = maxV(x), x € dSs, conM < m: se supponiamo, per assurdo, che il sistema non sia stabile,
allora sarebbe possibile, da una condizione iniziale de®jrmperare una traiettoria che faccia
fuoriuscire lo stato dalla sferg. In particolare, esisterebbe un istante di tertiggale chex(t’) €
S.; dato che le traiettorie sonoftirenziabili, ci sarebbe almeno un punto di attraversamento, e se
ne considera il primo:

t1 = minft > 0: X(t1) € S;} (7.13)

Tra listante 0 e l'istantd; la traiettoriaé contenuta irS,, e quindi inW, dove sappiamo che
V(x(t)) < 0. Tuttavia, per costruzione possiamo anche operare le seguenti naeyiir

V(x(t1)) > m> M > V(x(0)) (7.14)

per cui risulta anch&/(x(t1)) > V(x(0)), ossiaV(x) > 0 che risulta incompatibile con l'ipotesi
sostenuta. Pertanto, il sistema deve essere per forza stabile.

La seconda parte del problema, che prevede I'asintotica stahilin viene dimostrata, e si
rimanda a testi specializzati.

Esempio: il pendolo

Si vuole studiare la stabilitdi un punto di equilibrio del pendolo, rappresentato in figura (7.5).
Il sistemae descritto dall’equazione:

12.8(t) = —Img sindd(t)
che, dettix,(t) = 9(t) e x(t) = F(t), in forma di sistema:

{mm=mm

X2(t) = —sinxy(t)

La candidata ad essere una funzione energia per il peridaita quanto ci insegna la Fisica,
I'energia meccanica, pari alla somma dell’energia cinetica e dell’energiapale:

1
V(Xq, X2) = §x§ +1-cosxg
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-
Mg

Figura 7.5: Pendolo semplice

Essa possiede tutte le caratteristiche di una funzione di Lyapunowseletata in un intorno. Si
ottiene allora:

V(X1, X2) = [ sinxg  Xo ][ l = Xp SiNX; — X2 Sinxg = 0

—sinx;

e pertantd/(x1, X2) € semidefinita negativa, da cui si ricava la stabitiel sistema.

Esempio

Dimostriamo che il sistema
X1=—2X + X5 + X
%o =3 — 2% + X2

e asintoticamente stabile, se si sceilig, x2) = x% + xg La derivata alla Lyapunog infatti:

—2X1 + X5+ X¢
3 2
3x1 - 2%+ X]

V(X) vV f(X) = [ 2 2% ][

2 _ a2 2 2
—4x2 — A%5 + 2X1%5 + 25 + BX3X + 2X5%p

In unintorno stficientemente piccolo del punto di equilibrig (@), i termini al quadrato dominano
sul resto e pertanto la funzione risulta definita negativa) pi@va I'asintotica stabilit del sistema.
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Esempio

Consideriamo il sistema a due vasche le cui equazioni verranno priesealla sezione 9.7

hlz—% hl—h2+U
hy = & hl—hz—ﬂis\/h_z

e un punto di equilibrio generico im{, hy). Traslando il sistema cox = hy —h; e x> = hy — hy,
si ha:

Xl:_E X1—X2+H;|_—Ez+u

: 1 h . 1 h
XZZE Xl_x2+hl_h2_,3_5 X2+h2

Utilizzando la funzion&/(x1, X2) = X5 + X3, V(x1, Xo) risulta essere

V(% X) =
= 6005 VP + -l - o ) 3 g e + - )

Si vede facilemnte ch¥(x1, x2) < 0 (perxy, x2) # (0, 0), provando cdsl'asintotica stabilia
N.P.E..

E’ importante notare che una scelta errata della funziép® potrebbe non verificare le con-
dizioni anche se il sistema fosse asintoticamente stabibesignifica che, scelta una funzione di
Lyapunov la cui derivata sia anche maggiore di zero nell'intafhaon si puw concludere nulla
sulla stabilit del sistema.

EsempioSi consideri allora in sisterra= AxdoveA e la matrice:

A -1 «a

-1 -1
cone > 0. Tale sistema asintoticamente stabile (infatti, det¢ A) = s>+2s+1+a). Considerata
V(X) = x% + x%, tuttavia, ess@ una funzione di Lyapunov solamente per determinati valati di

per esempio, si pufacilmente vedere che per= 1 le condizioni del teorem di Lyapunov sono
verificate, mente per grande non lo sono.

Il problema fondamentale, dunque,la scelta di una funzione di Lyapunov in grado di di-
mostrarci la stabilé del sistema: essa deve possedere prépiaditda avere delle curve di livello
che in qualche modo siano adeguate allandamento delle traiettorie del sisteistan& dei teo-
remi inversi, i quali dimostrano, sotto opportune ipotesi, I'esistenza dfwmzone di Lyapunov
per ogni sistema asintoticamente stabile. Tali risultati sono teorici e in geneoalsono di aiuto
per quanto riguarda la determinazione/dk).
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Esempio: Il pendolo dissipativo

Si considerino nuovamente le equazioni del pendolo, a coi giesottrae un termine derivante da
un’azione viscosa proporzionale alla velacit

{mm=mm

Xo(t) = — sinxy(t) — axx(t)

Dato che il sistem& dissipativo, si sarebbe portati a sperare che la funzione di Lyapurssa
confermare l'asintotica stabilitdel sistema. Considerando péa stessa funzione di Lyapunov
usata precedentemente, si ottiene:

V(X1, Xo) = [ SinX; %o ]l X l = —ax5
—sinX; — aXo
Si ottiene dunque una funzione semidefinita negativa, nulla sia nell'oriieeswall'assex, = 0.
Questo, per inciso, significa che I'energia non varia quando la valecitulla, ossia non &
dissipazione nel punto di massima elongazione del pendolo. Tuttavia qakstii non ci sono
utili per confermare I'asintotica stabgitdel sistema, perémon siV(x) noné definita negativa.

Esiste un altro criterio che garantisce la stabifisintotica di un sistema: dgriterio di Kra-
sowskKii.

Teorema Supponiamo chdV € CL, V : R" - R conV(x) > 0 ¥ x € W\{0} e V(0) = 0, con
V(x) < 0 ¥ x € W. Considerando I'insiemdl = {x # 0 : V(x) = 0}, se non esistono traiettorie
del sistema interamente contenuteNm W (ossiax(t) ¢ Nn'W VYt > 0) allora il sistema
asintoticamente stabile.

Il criterio, in pratica, indica che se il sistema non sifeoma in zone dove €’ assenza di
dissipazione, prima o poi si ricaamel punto di equilibrio. Tale criterio si applica al caso del
pendolo.

Esempio

Si riconsideri il caso del pendolo dissipativo, e si osservi la figard)
In essa sono riportati I'intorn®V, I'insieme N e I'andamento del vettorg(t) calcolato dalle
equazioni del sistema a partire da una situazione irxcti O:

x|
X2
Cio che si nota che in ogni istante successivo alla situazione inxgui O la derivata ha la

direzione dix, per cui la traiettoria obbligata per forza ad uscire tlia ricadendo in stati in cui
c'e dissipazione. Intuitivamente, @psi riconosce I'asintotica stabiditdel sistema, attraverso il

0
—sin¥%
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Figura 7.6: Insiemi N e W e vettorgt)

criterio di Krasowskii. Per completezza, in figura (7.7) sono riportate lettogie di un pendolo
dissipativo.

Accanto ai criteri di stabil#, ovviamente, esistono anche dei criteri di instailit

Teorema (Criterio di Cetaev) Supponiamo ch®(x) € C! in un intornoW dell’'origine, e che
esista un insieme aperfotale che I'origine sia contenuta nella chiusuraddqossia sia all’interno
che sulla frontierdA). Se accade che:

e V(X)=0VxedANW,
e V(0) = 0;
e V(X)>0,V(X)>0V¥xe AnW

allora il sistema instabile N.P.E..

Di questo teorema si gudare una spiegazione intuitiva. Supponiamo, per sengliclie
I'origine appartenga alla frontiera 8i come riportato in figura (7.8). Si nota subito che qualunque
traiettoria che parte d&/ in prossimié della frontiera dA, ovverodANW, essendd eV positive
e continue, deve per forza fuoriuscire & per cui non po esserci stabilit locale.

Esempio

Si consideri il levitatore magnetico, riportato in figura (9.14) in sezione $8. trascuriamo
I'equazione elettrica, essodescritto da equazioni del tipo:

2

x1(t) = Xa(t)
%) =g- £

7
X
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15 T T T T T T

0.5

W
[}
1

RN 1

Figura 7.7: Traiettorie del pendolo dissipativo

0A

VV>0

Figura 7.8: Rappresentazione intuittiva del criterio di Cetaev
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Il punto di equilibrio del sistema pari a:

0= x(1)
_ k i2
0= g- mx—i

e cio significa avere velodtnulla e forza magnetica uguale e contraria alla forza di grasi
vuole ora dimostrare l'instabifitdel punto di equilibrio ottenuto con un valore di corrente costante

i = i. Per prima cosa operiamo la traslazione degli assi:

1 = X1—X%X
L = XX
{ 21:ZZ+)_(2:ZZ

=2
|

2=9-m (z1+%1)?

Il punto di equilibrioe ora spostato in (). Come candidata funzione di Cetaev prendiamo
V(X1, X2) = 2122 € A = {z1, Z» > O}; risulta allora:

-2
V(. 2)=| 2 Zl]{g_gzz P }=Z§+21[g—k—l ]

T G m(zy + X1)2

Il secondo termine pari a 0 sg; = 0, cice nel punto di equilibrio, ed maggiore di zero sg > 0
percle il termine negativo diminuisce all'aumentare del denominatore. Pefigipz,) > 0 in
ANW, e sono dunque verificate tutte le ipotesi del criterio di Cetaev: il siséeimstabile N.P.E..

7.4 Criterio di Lyapunov per sistemi discreti

La formulazione del criterio di Lyapunov per i sistemi discreti ricalcallquaata per i sistemi
continui, con qualche piccolo cambiamento. Il sistema discreto, ingati)la forma:

X(k+ 1) = f(x(Kk), u(k)) (7.15)
ed i punti di equilibrio si trovano ponendo:
X = f(X, 1) (7.16)

La traslazione avviene come per i sistemi continui, ponendox — X, e supponenda(k) = U
fissato si giunge allo studio di un sistema del tipo:

Z(k+ 1) = Fx u(z(k)) (7.17)

con punto di equilibrio in zero. Nel caso di sistemi discreti godefinita la derivata, per cui il
criterio di Lyapunov non pdi essere enunciato come per i sistemi continui. Al posto della derivata
viene presa in considerazioneddferenza di Lyapunovcos definita:

AV(X(K)) = V(x(k+ 1)) = V(X(K) = V(f(x(K))) = V(x(K)) (7.18)
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Si osservi come nell'ultimo passaggio si sia sostituita I'equazione cheidedgistema, elimi-
nando la necessitdi conoscere la traiettoria. L'idea di fonda@he se la dierenza non crescente,
il sistemag stabile. Ri formalmente:

Teorema Se esistéd/(Xx) continua in un intornd di 0 definita positiva inW (ossiav(0) = 0 e
V(X) > 0¥ x e W\{0}), si ha:

e seAV(X) <0V x e Wallora il sistema stabile N.P.E.;

e seAV(X) < 0V x e W\{0} allora il sistema asintoticamente stabile N.P.E..

7.5 Equazioni di Lyapunov per sistemi lineari

Abbiamo visto in precedenza che non esiste un metodo sistematico per asswedunzione
di Lyapunov ad un sistema non lineare. Tipicamente, la determinazione diuama candida-
ta e lasciata all'intuito e tipicamente basata su considerazioni sul sistema stessEs¢mpio
considerazioni di tipo fisico). Fanno, tuttavia, eccezione i sistemi linparii quali c& un modo
sistematico per individuare una funzione di Lyapunov opportuna indiasstemi asintoticamente
stabili.

Si consideri, a questo proposito, la seguente funzione quadratica:

V(X) = X' Px (7.19)

Se la matriceP risulta simmetrica e definita positiva, allo¥dx) € una candidata ad essere una
funzione di Lyapunov. Si pufacilmente verificare che risulta:

VV(X) = 2x"P (7.20)

in cui VV(X) € una vettore riga. Le funzioni quadratiche con matrici simmetriche e defirstévgo
sono senza dubbio le funzioni di Lyapunouvipisate. Se ora consideriamo un sistema lineare
X(t) = Ax(t) (lingresso none necessario per testare la stad)lie calcoliamo la derivata della
funzione di Lyapunov appena introdotta, si ottiene:

V(X) = VV(X) - f(x) = 2x" PAx= X" PAx+ X' PAX (7.21)

Gli ultimi due termini sono degli scalari, per adpossibile trasporre il primo senza che il risultato
cambi. Si ha allora:

V(X) = X ATP x+ x"PAx= x"ATPx+ x"PAx=

x"(ATP + PA)x = —x" Qx (7.22)

dove sie posto:
AP+ PA=-Q (7.23)

che viene dettaquazione di Lyapunov Si vede facilmente ch@ € una matrice simmetrica,
in quanto somma dA" P e della sua trasposta.



7.5. Equazioni di Lyapunov per sistemi lineari 113

Se ora supponiamo che il sistema sia asintoticamente stabile, potremmo percencach
unaQ tale da essere definita positiva, in modo 8Hg) sia definita negativa verificando le con-
dizioni del teorema di Lyapunov. In realguesto non funziona, pemoneé facile trovare la
matriceP tale da rendere definita positivaa E’ invece opportuno e utile ragionare al contrario,
fissando una matric® che verifichi le condizioni del teorema e calcolare la corrispondBnte
dell’equazione (7.23). Questo procedimeatsupportato dal seguente teorema.

Teorema Le seguenti condizioni sono equivalenti:
1. x(t) = Ax(t) e asintoticamente stabile;

2. ¥ Q simmetrica e definita positiva, la matriesoluzione dell’equazione di LyapunéJ P+
PA = —Q & simmetrica e definita positiva.

Dimostrazione Partiamo facendo vedere che 2 implica 1. Se fissiamo ad arbitrio una n@trice
e ne ricaviamo una matride simmetrica e definita positiva, allora la funzione quadra¥i¢e) =
xTPx & proprio una valida funzione di Lyapunov. Applicando i calcod giolti in precedenza,
risultaV(x) < 0 ¥V x # O percle Q & simmetrica e definita positiva, per cui sono verificate le
condizioni del teorema di Lyapunov.

Dimostriamo ora che 1 implica 2. Supponendo il sistedfta= Ax(t) asintoticamente stabile,
fissiamo ad arbitrio un® simmetrica e definita positiva. La soluzione dell’equazione di Lyapunov
e allora la seguente:

_ i Tt t
P_fo e Qe dt (7.24)

Infatti, sostituendo tale espressione nell'equazi@hB + PA = —Q, si ottiene:
too o too o
ATP+PA = ATf eAthth+f Qe dtA=
0 0
+00
- f [ATeA" Qe + A" QeMA dit (7.25)
0

dato che—e™ = A = eMA, edé uno dei pochi casi in cu indifferente la posizione della
matriceA nella derivata, l'integrando risulta proprio la derivata di un prodottaidgfoni:

ATP + PA= f " dgt |["1QeM] dt = ['QeM| " = 0-Q (7.26)
0

dove nell'ultimo passaggio & sfruttato il fatto che il sistema asintoticamente stabile, per cui

e =0.
t—+o0

Verificato cheP e data dall’'espressione sopra riportata, dimostriamo or& immetrica e
definita positiva.

e P e simmetrica e lo si vede molto faciimente p&dintegrandoe simmetrico, in quanto si
T
prova banalmente cr(eAt) — At
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o P e definita positiva, perépresd # 0 si ha:

—+00 —+00 +00
X f AtQeM dtx = f X A tQeMx dt = f X' (H)QX(t) dt (7.27)
0 0 0
dove sie introdottox(t) = eAx # 0 perche i modi non sono mai esattamente nulli. Risul-
ta allora che l'integrand@ maggiore di zero peréhQ e definita positiva, per cui anche
l'integrale e maggiore di zero provando cRe2 definita positiva.

L'equazione di Lyapunoe lineare inP, per cui nella si preferisce evitare di calcolare I'in-
tegrale come soluzione @, ed impostare invece un sistema lineare in cui le incognite sono gli

elementi del triangolo superiore (od inferiore Rjichee simmetrica. |l numero totale di incognite
(n+1)n

e diequazioné allorapariam+(n-1)+(nN-2)+...+ 1= >

Il caso dei sistemi discrefik + 1) = Ax(K) & analogo, in cui la funzione di Lyapunéwsempre
V(x) = x"Px ma invece della derivata si deve considerare ffedénza di Lyapunov. Si ottiene
allora:

AV(X) = V(x(K+ 1)) - V(x(K) = V(AX) — V(X) =
(AX)TP(AX) — X" Px= x" ATPAXx— x"Px =
x"(ATPA- P)x = —-x" Qx (7.28)

dove questa volta & posto:
ATPA-P=-Q (7.29)

che viene chiamataquazione di Lyapunov discreta Sussiste allora il seguente:

Teorema Le seguenti condizioni sono equivalenti:
1. x(k+ 1) = Ax(Kk) & asintoticamente stabile;

2. ¥ Q definita positiva, la soluzionB dell’equazione di Lyapunov discretd PA- P = -Q
e definita positiva.

Dimostrazione La dimostrazione ricalca in pieno quellaagprecedentemente esposta, con-
siderando al posto dell’integrale una sommatoria.

La discussione svolta fino ad ora ci permette di eseguire un test pecaerifiasintotica
stabilita 0 meno di un sistema; tuttavia, avendo trattato sistemi lineamaneée molto utile perch
la stabilita puwd essere studiata semplicemente analizzando gli autovalori della matriiepiu,
guasi tutti gli algoritmi che calcolano la matri€edall’equazione di Lyapunov continua e discreta
passano per il calcolo degli autovaloriAlirendendo quindi inutile la soluzione. Tuttavia, la teoria
appena espostadi importanza fondamentale per le coseguenze fra le quali la possibititare
un supporto rigoroso alla teoria della linearizzazione.
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Un’ultima considerazione sulla scelta della matrigenel caso si voglia trovare la matrice
P. Scegliere una matrice definita positigasemplice: o si prende la matrice identica, oppure si
considera una matrice quadrata ed invertiBile si consider®&' R. Quest'ultima infatti risulta:

e simmetrica percda(RTR)T -R'R

o definita positiva perda¥ x # 0 si hax"(RTR)x = (RXYT(RX = ||[RX[? > 0, in quantoR &
invertibile.

7.6 Linearizzazione

Gli argomenti trattati in questa e nella prossima sezione sono di notevole imgerizerck in
parte giustificano I'attenzione che abbiamo posto sulla teoria sviluppataiptgmslineari.

Per iniziare, si consideri una funzione non lineare qualsiasi in una diora del tipof ().
E’ ben noto che, sé ¢ differenziabile con continuitattraverso uno sviluppo in serie di Tayler,
possibile scrivere la funzione come segue

f(X) = f(x0) + '(X0)(X = X0) + R(X = Xo) (7.30)
doveR(x — Xp) € il resto. Tale resté un infinitesimo di ordine superiore

IR(X — Xo)|

— 0 perx — Xg 7.31
T p (7.31)

| primi due termini formano Bpprossimante lineare
T = f(x0) + F'(x0) (X — X0) (7.32)

e rappresentano una retta che passa per il pton pendenzd’(xo).

Nel caso di funzioni non lineari in due variabili, la situaziagnanaloga. Con uno sviluppo in
serie, si ottiene:

f, u) = f(x,Ug)+VF X:;‘Z + R(X = Xg, U= Up) =
of of
= f0o.w)+ 5| (x=x)+Z| (-
+R(X — Xg, U— Up) (7.33)

In questo caso, 'approssimante lineare risulta essere I'equaziongdinmche passa pexy, Up)
avente equazione:

(%, u) = f(Xo, Up) + a(X — Xo) + B(U — Ug) (7.34)

Queste considerazioni possono essere applicate al caso di sistdmeaoinx(t) = f(x(t), u(t)),
in cui lo sviluppo in serie viene eseguito con riferimento ad un particolaréopdinequilibrio
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identificato da G= f(X, U):

f(x, u) = f(X T) +

of . [of 3 B B
&Lj (Xx=X) + %L’U (U-TU)+R(X-X u-T1) (7.35)

of of
[5).4 %0 ou %.T

sono le matrici Jacobiane, i cui termini i-j sono pari a

o) qan
X |s g au;

e diventano dei semplici numeri una volta che le derivate vengono vaheaapeinti di equilibrio.

| termini

XU

E’ ora possibile introdurre le variabii{t) = x(t) — X e v(t) = u(t) — G, in modo da operare una
traslazione degli assi ed avere un punto di equilibriczjrv = (0, 0). Lo sviluppo in serie allora
diventa:

() = W)=+ g_;} oL %] V() + R, ()
= 0+ Aggz(t) + B gv(t) ’+ R(z(t), V(t))’ 736)
Il resto ha la propriét: .
IRz V)II
T~ © Per (v 1i2) — 0 (7.37)

Dunque per piccoli spostamenti intorno al punto di equilibrio i prascurare il termine del resto,
ottenendo un sistema linearizzato del tipo:

2(t) = Axuz(t) + By gv(t) (7.38)
Seé data una trasformazione d’'uscita,
y(t) = g(x(t), u(t))
e possibile linearizzarla nel punto di equilibrio. Assumiamo
y=9(X U)
quale uscita di equilirio. Allora si ha che

99

ou

99

o~ V() + S((t), V(1)) (7.39)

X, U

y(t) = G(x(®), u(t)) =y +

) Z(t) +

X,
doveS e il resto. Introducendo ora la variabigt) = y—y e trascurando il resto, si ha I'equazione:
E

g
oy O %LUV‘U +S(a(t), (t)

C)_Q UZ(t) + Dy(’UV(t) (740)

w(t)
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Ricapitolando, il sistema linearizzato nel punto di equilibrio risulta:

{ 553>==/ZZ§2>1EE>V53> (74
dove gli elementi delle matrici sono pari a:
(Al = j—xfij(xa)
[B]; = g—tfij(m)
Clj = Z—S;(m)
[D]ij = Z—S;(XU) (7.42)

Una volta ottenuto il sistema linearizzato nel punto di equilibrio, ci si ppasponre due proble-
mi.

e problema di analisi della stabdit si analizzex il sistema approssimanté) = Ag 5z(t);

e problema di sintesi: si costr@dirun regolatore, considerando I'approssimante lineare e le
tecniche studiate per sistemi lineari. Tale regolatore viene applicato al sisterads lo
schema riportato in figura (7.9).

u SISTEMA y
u W y
O—2" REG. ~— O=—

Figura 7.9: Controllore per sistema linearizzato in un punto di equilibrio

Esempio

Considerariamo il levitatore magnetico descritto nella sezione 9.8. Le equazédescrivono il

sistema sono:
X1(t) = x2(t)
1) =g k%0
XZ(t) - g m Xi(t)
Xa(t) = —Bxa(t) + u(t)

L'uscita e(t) € la tensione di un fotodiodo che rileva la posizione della sfera metallica, sidéa b
di quanta luce attraversa un diaframma e paoperta dalla sfera stessa. | punti di equilibrio del
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sistema sono dati da:
0=%
k%
0= g- E%l
0=-F%;+ LT

E’ usuale, in questo caso, fissare la posizigna cui si vuole controllare la sfera, e poi ricavare
X3 el di conseguenza. Postp = X1 — X1, Z» = X2 — X2 €23 = X3 — X3, Si ha il seguente sistema
linearizzato:

21(t) 0 1 0 Jtap| [o

. X X

) | = zr—kﬁj 0 -2#1% ) [+] 0 |v(t)
z3(t) o o -B [lz®] [{

Esso po essere anche scritto nel seguente modo:

Zl(t) 0 1 0 Z]_(t) 0
M) |=| 222 0 -B () |+] 0 V(i)
z3(t) 0 0 —y z3(t) 0
dove )
k X k X R 1
2_oR7B s o2 1R s_ =
a“ = )_(i Zm)_(i 0% 3 1) 1

Il punto di equilibrio risulta instabile perégli autovalori risultano posizionati iry, —a, +a. |l
semplice test di raggiungibiitdimostra che il sistem@ raggiungibile, dunqué possibile pro-
gettare un controllore a retroazione dello stato per stabilizzare il sistema toefitindel punto di
equilibrio.

Per quanto riguarda I'uscita del sistema, si ha&le= ¢(y(t)), per cui:

Al
0 0] z [+RY)-Y)

X1, X2, X3
Z3

o) - 8= ply() - ) = | 7

La derivata presente nella matriCg, %, x, Si puw ricavare dalla pendenza della caratteristica del
fotodiodo data dal costruttore. La matriCe del tipo

[# 0 0]

conu # 0 per cui il sistema osservabile, come facilmente verificabile. 1l sistema linearizzato
dunque stabilizzabile.

7.7 Analisi della stabilita del punto di equilibrio

L'approssimazione lineareriferita ad un particolare punto di equilibrio. Dungeéentuitivo che
essa pa darci delle informazioni sulla stabaitdi tale punto di equilibrio, ché una propriet
locale.
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Supponiamo allora chet) = 0, cice u(t) = T, ossia che il sistema non lineare da studiare sia:
X(t) = f(x(t), U) (7.43)
Utilizzando lo sviluppo in serie e la traslazione delle coordizétie= x(t) — X, si ha:
() = fa(z(t)) = Aoz(t) + R(z(t)) (7.44)
doveAy indica che il punto di equilibri@ inz = 0. Associamo ora il modello lineare al sistema:
Z(t) = AZAt) (7.45)

e ci chiediamo che informaziosiin grado di darci I'analisi della stab#itdel sistema lineare. Vale
il seguente risultato fondamentale.

Teorema Se il sistema lineare asintoticamente stabile, allora il sistema non lin@&aasintot-
icamente stabile N.P.E.. Se il sistema linearesponenzialmente instabile @81 € o(A) tale
cheR{1} > 0) allora il sistema non lineareinstabile N.P.E..

Dimostrazione Verifichiamo solo la primaféermazione, in quanto la seconéaiu complessa
da provare.

Per la dimostrazione servono due importanti proprieRicordiamo che la norma di una
matriceé definita come segue

M X 1
ii= sup X (maxo(MTM))? = 1M < Ml (7.46)

ixizo Xl
Si dimostra facilmente chiMNX| < |[M]||IN]|||x]]. Ricordiamo inoltre che vale disuguaglianza di
Schwartz, secondo la quale, se si indica eor, y > il prodotto scalare tra due vettaxiedy, si
ha:
| <x y> | <[yl (7.47)

Se il sistema lineareé asintoticamente stabil®,Q definita positiva la matric& soluzione
dell’equazione di Lyapunoe definita positiva. Assumiamo allo@ = | matrice identica, da cui
risulta che la soluzionP dell’equazione

ATP+PA= | (7.48)

da origine alla funzione di Lyapund¥(x) = x" Px. Vogliamo dimostrare ch¥(x) & funzione di
Lyapunov anche per il sistema non lineare, provandonklaasabilitx nel punto di equilibrio.
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Calcoliamo allora/(x) in riferimento al sistema non lineare:

V(X) VV(X) f(X) =
= 2X' P(Ax+ R(X)) = 2x" PAx+ 2x' PR(X) =
= X'PAx+ x"PAx+ 2x PR(X) =

= X'ATPx+ x"PAx+ 2x"PR(X) =

= X' (ATP+ PAX+ 2X' PR(X) =

= —X"Ix+2X"PR(X) =

= —[IX? + 2x" PR(X) (7.49)

Ritornando all’espressione ¥ix), si ottiene:

2xT PR(X)

ST
V() = I (1 o

) perx+0 (7.50)

Per far vedere ch¥(x) & definita negativa anche per il sistema non lineare, basta concenttarsi s
secondo termine, in quanto il prindosicuramente minore di zero. Dungusetficiente dimostrare
che esiste un intorn®/ di zero tale che:

2x"PR(X)

X (7.51)

e la disuguaglianza vale anche se calcoliamo il moduli di ambo i membritdttieapplicando la
disuguaglianza di Schwartz si ottiene:

2x"PR(X) XTPRY)| | < x PRX) > | -
KE X2 [IXI[2
2IXIIPROIN 2IPRX)II_ 2IPIIIR(X)II
T ] (7.52)
IR

Dato cheR(x) & un infinitesimo di ordine superiore al primo, e qui — 0 perx — 0,

esiste sicuramente un intorkid di zero tale che l'ultimo termine dell’espressione sia minore di 1,
ossia:
IRCYN _ 1

— 7.53
X 2P (7:53)

perx # 0. In tal caso, la derivat¥(x) risulta minore di zero e quindi sono verificate tutte le
condizioni del teorema di Lyapunov, provando la stabilit P.E. del sistema non lineare.

Il teorema non contempla il caso in cui il sistema lineare sia stabile non asintotitamé
caso in cui si abbia instabiitnon esponenziale, ovvero quando esistono degli autovalori anche
con parte reale uguale a zero e non ce ne sono di altri con parte reaj@nmeatj zero. Il teorema
in questi casi non ci guvenire in aiuto. Tuttavia, nella pratica, questeomunque una situazione
da evitare perdhpiccole perturbazioni sui parametri del sistema potrebbero portaatgiralori
ad assumere una parte reale maggiore di zero, con conseguente iastabilit
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Esempio

Si consideri il sistema(t) = ax3(t). Esso po avere comportamenti diversi a seconda dei valori di
a:

e sea > 0, allora perx(t) > 0 si hax(t) > 0, e perx(t) < 0 si hax < 0: in altre parole, il
sistemeae instabile N.P.E.;

e sea < 0, allora perx(t) > 0 si hax(t) < 0, e perx(t) < 0 si hax > 0: questa volta il sistema
€ asintoticamente stabile N.P.E., e lo sbpanche vedere con la funzione di Lyapunov
V(X) = x%;

e sea = 0, il sistemae stabile non asintoticamente.

Se operiamo una linearizzazione del sistema nel punto di equilb&o0, si ottiene facil-

mente:

X(t) = [g—)f( Ox+ R(xX) = 0+ R(X)

La matrice del sistema lineare approssimantdiora nulla indipendentemente dgAq = [0] e
quindi 'autovalore2 pari a zero) indipendentementeal&E dunque ovvio come questo non ci dia
nessun tipo di informazione sulla stakilidel sistema non lineare.

7.8 Stabilizzazione

Supponiamo di averfiettuato una linearizzazione in un punto di equilibrio per un sistema non
lineare (assumiamb = 0 per non complicare i calcoli):

{ 2(t) = AZt) + BU(t) + R((), V(1)) (7.54)

y(t) = CAt) + S((1). (b))

Trascurando i resti e lavorando solo con i sistemi lineari approssim@atdgico chiedersi se |l
progetto di un regolatore basato sul sistema lineare, permetta di stabiliet@unto di equilibrio
anche il sistema non lineare.
Il regolatore, ricavato con qualunque dei metodi disponibili per sistemalinsag espresso
da un sistema del tipo:
{ 2(t) = Fzc(t) + Gw(Y) (7.55)
v(t) = Hze(t) + Kw(t)

Supponiamo che esso stabilizzi il sistema lineare approssimante. Comptexsigda forma
matriciale del sistema lineare retroazionatdel tipo:

(7.56)

zc(t) GC F ol =@

(1) l

A+ BKC BHH z(t) l

Tale sistema stabile per costruzione.
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Il regolatore stesso, tuttavié applicato all'impianto vero, cheé un sistema non lineare.
Combinando quelle espressioni con quelle del regolatore, si ottiene:

Z = Az+BHz + BKW+R(z w) =
= Az+ BHz + BK(Cz+ S(2) +R(z v) =
= (A+BKC)z+ BHz + R(z V) + BKS(2)
Zc = Fzc+G(Cz+S(2) = Fzc + GCz+ GS(2 (7.57)

che pw essere scritto nella seguente forma vettoriale:

[ (1) }_{A+ BKC BH] (7.58)

20| | 6c F

(1) }+ { R(z V) + BKS(2) }
zc(t) GS(2)

resto infinitesimo superiore

Se ora applichiamo il teorema visto in precedenza sull’analisi della statditpunto di equilibrio,
dobbiamo studiare la stab#itdei modi associati alla matrice risultante dalla linearizzazione di
guesto sistema. Ma tale matrice @proprio quella nata dal progetto del regolatore per il sistema
lineare approssimante, precisamente

Acl =

A+ BKC BH
GC F

dunque il sistema risulta stabilizzato nel punto di equilibriod €iiconferma che il progetto di
un regolatore sul sistema lineare approssimante ci permette di ottenerdemmasison lineare
asintoticamente stabile N.P.E., come riportato schematicamente in figura (7.10)figNebagli
archi tratteggiati rappresentano la linearizzazione, quelli continuilicgepone del regolatore. Si
vede che invertendo le operazioni di linearizzazione e applicazioneglaatore si perviene allo
stesso sistema stabile.

sisternia nnedariZsdlo

N

sistema non lineare sistema lineare

. L

sistema retroazionato-~

Figura 7.10: Schema di principio di regolatore per un sistema non lineare

7.9 Robustezza della stabila

Nella maggior parte dei casi il modello di cui si dispone nella pragic#ifetto da incertezza.
Tipicamente tale incertezzadovuta ai seguenti fattori

e parametri non noti in quanto non misurabili;

e parametri varianti nel tempo;
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e inaccuratezza del modello.

In questi casi la stabibit deve essere garantita in modo robusto ovvero a fronte di tutte le possibili
variazioni. Consideriamo il modello

(1) = [A+ E(t, x(t), wO)]x(®) (7.59)

dove A rappresenta il modello nominale mentee la matrice di perturbazione. Tipicamente
guello che sis assuntgecheE sia ignota, ma soggetta al vincolo

IE(t, x(®), WD)l < p (7.60)

It seguente teorema ci garantisce che se il sistema nongrethibile, allora esiste un margine di
stabilita robusta.
TeoremaSe il modello nominale
X(t) = AX(t) (7.61)

e asintoticamente stabile, allora esjste 0 tale che il modello perturbato (7.58psintoticamente
stabile per ognk come in (7.60).
Dimostrazione Se (7.61) stabile asintoticamente, allora esiBtdefinita positiva tale che

ATP + PA= I
Applichiamo la funzione di LyapunoV(x) = x" Pxal sistema (7.59). La derivata di Lyapun@v

V(x) 2x"P[A+ E]x = X' (ATP + PA) + 2x' PEx= —x"Ix + 2x" PEx

—X"'x+ [2X"PEX < —||X|IP| + 2Ix" PEX < 2||IX/[|PEX|
< =X+ 2IKIIPIIENNX] = =I1XI? (1= 2/IPIIIEI)

IA

Quindi, applicando il theoerema di Lyapunov abbiamo che la derigatiefinita negative se
2|IPIIIE|l < 1 ovvero se

< [
T






Capitolo 8

Rudimenti di controllo ottimo

8.1 Considerazioni generali

Spesso, quando si vuole controllare un sistema dinamico attraversotuoollodan retroazione, in
gualche modo si vorrebbero assegnare degli autovalori con utearpale “molto negativa, in mo-
do da ottenere brevi transitori. &€pe® comporta che gli elementi della matrikedi retroazione
dello stato potrebbero assumere valori troppo elevati per poter essdesmiemati nella readt
a causa della limitazione fisica introdotta dagli attuatori. Questo probkedfaontabile con la
teoriacontrollo ottimo.

Ci sono essenzialmente due teorie fondamentali.

¢ |a teoria del minimo di Pontryagin;

¢ |la programmazione dinamica di Bellman;

La prima fornisce un controllo ottimo di tipo a catena aperta, mentre la secomisce un con-
trollo a catena chiusa e sarebbe, dunque, prefereibile se non fassearste complesse dal punto
di vista numerico. Per brevitintrodurremo solo la teoria della programmazione dinamica.

8.2 Programmazione dinamica
Consideriamo ora il problema minimizzare o massimizzare il seguedi®ee su orrizzonte in-

finito:

J= fom [(x(t), u(t)) dt (8.1)
con il vincolou(t) € U, un insieme di vincoli e
X(t) = f(x(), u(®)
Uno dei modi di procedere definire la funzione cost-to—go ovvero
¥(Xg) = valore ottimo del problema con condizioni iniziay

125
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Questa funzione deve avere la seguente praprigtat l'istante iniziale e sia(t + h) uno stato
intermedio della traiettoria ottima. Allora deve valere

t+h
Y(X(t)) = min I [(x(t), u(t)) dt+ w(x(t+ h))

u(t)eu
costo residu

costo parziale

(dove il minimoé da ritenersi vincolato dall’equazione del sistema). Siccomé)) non dipende
dau, abbiamo

- {w(x(t Hh) —yx®) 1
u(t)eu h h J

Facciamo I'assunzione che la funzionsia diterenziabile. Allora derivando abbiamo che

1(x(t), u(t)) dt} =0

min {F0¢0) + 100, u@)} = 0
e questo deve valere per ognConsiderando la derivata alla Lyapunowdtteniamo I'equazione

ur(gircJ (Ve () f(x,u) +1(x, u)} =0 (8.2)

detta equazione di Bellman della programazione dinamica. Se la funz{@hé nota il controllo
si pad derivare come l'elementa = u(x) che minimizza I'espressione sopra. Purtroppo tale
eguazione insolubile nella maggior parte dei casi.

8.2.1 Controllo lineare quadratico
Nel caso particolare di un sistergdineare e costo quadratico la soluzione del problérdater-

minabile facilmente. Consideriamo

X(t) = AX(t) + Bu(t)
X(0) = %o
3 = 1 f ) (X" (H)Qx(®) + u" (HRU)) dt (8.3)
2 Jo

La matriceQ e assunta semidefinita positiva, merf@@ assunta simmetrica e definita positiva.
AssumiamdJ = R". L'equazione (8.2) diventa

ur(girllJ {Wx(x)(Ax+ Bu) + %(XTQX+ uTRu)} =0 (8.4)

Tentiamo la soluziong(x) = x" Px/2 e sostituiamo

. 1
min {XT P(Ax+ BU) + =(x" Qx + uTRu)} =0 (8.5)
u(t)eu 2
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Il minimo ¢ ottenibile annullando le derivate parziali ovvero ponendo
xX'PB+u'R=0

ovvero
u=-R1B"Px

cheé un controllo lineare. Sostituendo nell'equazione si ha
x"PAx— x' PBR BT Px+ %(XTQX+ X' PBRIRRB"Px) = 0
ricordando che<" PAx= (X" PAx+ x" AT PX)/2 otteniamo
X'[ATP + PA- PBR'B'P+ Q]x=0
che dovendo valere per ogxici porta all’equazione di Riccati
AP+ PA-PBRIB'TP+Q=0 (8.6)

Si pw facilmente vedere che €@ ¢ definita positiva allora il sistema ad anello chiésasintoti-
camente stabile. Infatti la matrice ad anello chigg® — BR™1BTP) dalla (8.6) ricaviamo

(A-BRB'"P)'P+P(A-BRIB'P)+Q=0 (8.7)
quindi essend® definita positivax’ Px & una funzione di Lyapunov.

Un'ulteriore propried del controllo ottenuté che ha margine di guadagno infinito. Infatti se
prendiamo il controllo
u=—«RBTPx

conk > 1 arbitrariamente grande, il sistema rimane stabile. La edaailmente verificabile.

Una osservazione interessagtéa seguente. Consideriamo una uscita di prestazne-
Hx(t) e il costo

1™ 1>
J= éf (X" (HTHX(t) + u (t)u(t)) dt = éf (Il + [lu(t)li?) dt
0 0
Queste un caso particolare cdd= | e Q = H"H. Consideriamo “I'uscita aumentata
u(t) _ K X(t)
Z(t) H

e il corrispondente sistema

X(t) = [A+BK]x(t) + IA() (8.8)
ut) = Kx() (8.9)
Z2t) = Hx() (8.10)
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con ingressa. Si pw dimostrare che, deti/(t) la matrice delle risposte impulsive, il controllo
LQ & quello che mimimizza

1 (o)
I =5 f tr[W(t) "W(t)]dt
0
dovetr[S] indica la traccia della matric!. Si noti che

r[MTM] = tr[MMT] = > M3
]

L'equazione di Riccati da risolvere nel caso particokare

ATP+PA-PBB'P+HTH =0 (8.11)

8.2.2 Osservatore ottimo—Filtro di Kalman—Bucy

Consideriamo un osservatore per un sistema in presenza di rumore

X(t)
y(t)

AX(t) + Bu(t) + EV(t)
Cx(t) — w(t)

dovev(t) e w(t) sono rumori o disturbi non noti. Se consideriamo l'osservatore stdndar
(1) = (A= LO)X(t) + Bu(t) + Ly(t)
otteniamo che I'equazione dell’'errore, definito coere X — X, risulta essere

&(t)
n(t)

[A - LCJe(t) — Lw(t) — EV(t) (8.12)
elt) (8.13)

Si pw notare che (8.12)—(8.13® il sistema duale di(8.8)—(8.10), quindi la sua matrice delle
risposte impulsived la matrice trasposta della matrice delle risposte impulsive di (8.12)—(8.13).
Come abbiamo vista[MTM] = tr[MMT]. Quindi per minimizzare

Jy = % fo N tr[W(W(t) "]dt

possiamo avvalerci della dualisostituendd< con -LT, H con —ET e sostituendd conC".
Trasponendo .81, otteniamo cadd’'equazione di Riccati duale

PA" + AP-PC'CP+EE" =0 (8.14)

e il guadagno del filtro ottimo
L=PCT.

!la tracciag la somma degli elementi diagonalfS] = 3. S;;
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Esempi di sistemi dinamici

9.1 Macchina elettrica in corrente continua

Si osservi la figura (9.1). In esgarappresentato lo schema di una macchina elettrica in corrente

O—WNW
R, La .

Figura 9.1: Modello generale di un motore elettrico

continua, per la quale sono possibili due regimi di funzionamento:

e se si fornisce potenza meccanica, shpicavare potenza elettrica (la macchina funziona da
generatore);

e se sifornisce potenza elettrica, sigpticavare potenza meccanica (la macchina funziona da
motore).

La corrente che passa nel circuito d’armatura ed entra nel collettor®tded della macchina
interagisce con il flusso del circuito di interazione e crea una coppiaguazioni del circuito in
esame sono:

Liif(t) = —Reif(t) + ve (t) (9.1)

129
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per quanto riguarda il circuito di eccitazione;
Laia(t) = —Raia(t) — Kig(t)w(t) + va(t) (9.2)

per quanto riguarda il circuito di armatura; il termik(t)w(t) € una forza elettromotrice indotta.
Ci sono poi due equazioni di tipo meccanico:

Joo(t)
(1)

Kie(t) ia(t) — fw(t) — Cr(t)
w(t) (9.3)

dovek ig(t) ia(t) € la coppia prodotta dalla macchirfay(t) € una coppia viscosg; (t) € una coppia
dovuta al carico. Il sistema, caratterizzato da equazioni esatte dellarfisimzanica e da alcune
derivanti dal modello stesso, nendi tipo lineare. Possiamo assumere, come ingressi e variabili
di stato, i seguenti vettori:

ve(t) _ie(t)
u) =| va(t) |eR3 X(t) = fa(" e R (9.4)

Ci(t) )

o(t)

Per quanto riguarda l'uscita del sistema, essa dipende dal problemanie esahe in base ai
sensori utilizzati. Tipicamente, per sistemi di controllo sbparendere come uscita il seguente

vettore:
(1)
w(t)

E’ necessario ora decidere come interfacciare la macchina ed il circugocidazione con
I'esterno. Ci sono tre possibili collegamenti:

y(t) = (9.5)

e parallelo (figura (9.2)): in tal caso risulta = vy, e gli ingressi pertanto si riducono a due;

oA YN

E

Figura 9.2: Collegamento di tipo parallelo

i

e serie (figura(9.3)): in tal cadg(t) = ia(t);
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O—Mw/m\
AN &

Figura 9.3: Collegamento di tipo serie

—O

e collegamento indipendente (figura (9.4)): in quest’ultimo caso, si pgle= Ve costante,
ed il sistema diventa di tipo lineare.

Figura 9.4: Collegamento di tipo indipendente

OW

Infatti, 'equazione del circuito di eccitazione risulta slegata dalle altre goar

. Re. .
le = L—e|e(t)+L— (96)

e

= Ve
con un valore di regimg = R

Assumendo pertanto che il transitorio per la corrente di eccitazione sidgtesa che questa
si sia dunque portata al suo valore di regime, le restanti equazioni risulta

) = a(t) - ‘ie o) + Va“)

‘iela(t) Lo - Cf(t)

w(t) 9.7

0]
@(t)
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con le medesime uscite scelte in precedenza. E’ possibile scrivere il sistéamenamatri-
ciale, nel seguente modo:

ia(t)
_ | va® _ | e(®
X(t) = (:;((tt; : U(t)—[ (0 l y(t) = o) (9.8)
per quanto riguarda i vettori;
W | [~ o] [0 [& O
o) |=| ¥ _1 g oty | +| 0 -1 léa((?)}
o(t) 0 1 0f [ e® | 0 0 '
1| ia@® |
o(t) _[o 01 .
= (® (9.9)
w 010
© o |
per quanto riguarda le matriéi, B, C, D. Scritto in forma semplificata, il sistema risulta:
Xl(t) [ —a -8 0 1 1 Xl(t) ] e O
d% () |= v -6 0 X | +| 0 -u lﬁlggl
x® | | 0 1 0] | x| 0 0 g
] 1| x|
[“Eg =[8 2 é %o(t) (9.10)
Y2 | I % |

Si vogliono ora trovare i modi del sistema. A questo proposito, si cergéirautovalori della
matriceA:
s+a +8 0

defsl-A)=det|] —y s+ 0 |=9d(s+a)(s+9)+pBy]
0 -1 s

Una radice del polinomio caratteristiéogia presente, ed s = 0; gli altri due autovalori, per
macchine di questo tipo, sono di solito reali e negativi, ma dipendono ovitardel tipo di carico
e dai parametri utilizzati. | modi del sistema sono dunque dellgo e®?!, 1 dove I'ultimo modo
(dovuto ads = 0) € sempre presente per qualsiasi valore dei parametti asdociato al fatto che
una macchina ferma con un angolo iniziale non nullo in ingresso rimane fermia posizione.
La funzione di trasferimento risulta:

M1(s) Ni2A(s)

N21(s)  np2(S)

sl(s+ a)(s+ ) + Byl

dove il numeratore deve essere calcolato in base ai minori complemen(ati-diA), secondo

la formulaW(s) = C(sl — A)"1B. C’& tuttavia un modo pi semplice per calcolare ogni singolo
elemento al numeratore della matrice, che permette di evitare il calcolo delamyeperazione

W(s) = (9.11)
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solitamente sconveniente). La formélda seguente:

nij(s) = det[ SIC;A BB' } (9.12)
i ij

doveC; e la i-esima riga della matricg, e B; € la j-esima colonna della matri@ Per esempio,
ponendas, = 0 (nessuna coppia resistiva esterna) possiamo calogl@e= Wi1(s) ui(s), in cui:

s+a +8 0 -¢
-y s+6 0 O
ny1(s) = det = 9.13
11(S) 1 s 0 |T¥ (9.13)
0 0 1 0

Il calcolo degli altri elementn;; avviene in maniera analoga. La teoria fondata sullo studio della
funzione di trasferiment@ senz’altro potente e conserva le informazioni sulla risposta libera al
denominatore della matrid&/(s); tuttavia essa di difficile applicazione nel caso di sistemi con
piu ingressi e pi uscite, per i qualé piu conveniente uno studio basato sulla rappresentazione in
termini di stato.

9.2 Il braccio di un robot antropomorfo

Si considerila figura (9.5), rappresentante due schemi semplificddratstio di un robot antropo-
morfo.

Figura 9.5: Schemi di un braccio di robot antropomorfo

La scrittura delle equazioni di un sistema di questo tipo, con tre gradi didib@one semplice.
Si dimostra comunque chiepossibile giungere ad equazioni del tipo:

M(a(D)§(t) + H(q(®). a®)a(t) + K(a(®) = (1) (9.14)

doveq(t), g(t), g(t) sono rispettivamente gli angoli, le velagiangolari, le accelerazioni ango-
lari del sistema in esame. Ponendo l'ipotesi déh@(t)) sia una matrice non singolare e quindi
invertibile, si sceglie come legge di controllo la seguente espressione:

7(t) = H(q(t), a())4(t) + K(a(®)) + M(a()u(t) (9.15)
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doveu e un nuovo segnale di controllo. Si noti che perimplementare tale contr@dltaviecessit
di sensori in grado di rilevare gli angoli e le velacangolari. Sostituendo nelle equazioni iniziali
si perviene a:

M(q(D))§(t) = M(q(®)u(t) = M(q())[a(t) —u®] =0 (9.16)

Siccomee stato supposto chd(q(t)) sia non singolare, questo ci porta a dire che:
4(t) = u(t) (9.17)

Il sistema risultante (indicato dal rettangolo tratteggiato nella figura®lB)eare e pa essere
controllato con una delle numerose tecniche disponibili. Dunque, attraueescancellazione
delle non linearita e attraverso una successresroazione linearesi puw giungere ad unal&cace
azione di controllo del robot.

(o)

r
u Controllo |=< )

Lineare 'S

Figura 9.6: Schema del controllo di un braccio di robot antropomaréov sono i riferimenti di
posizione e velocit

In altre parole, la scelta della legge di controllo ha portateregfjuazioni disaccoppiaten(
e il numero di angoli considerati) di tipo lineare, secondo le gagdossibile agire sugli angoli
del braccio direttamente con gli ingressi del sistema. In generale, leesgpgiazione di statola
seguente:

qt) eR™,  u(t) €R™, x(t):[

da)
dt| g(t)

Q(t) } c RZm
q(t)

B EAEHE
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dovel € R™ e la matrice identica. Se il sistema ha dei sensori di posizione (encédesyale
prendere come uscita gli angq(it), per cui:

v =] 1 0][q(t)}

q(®)

Se, invece, sono anche presenti misuratori di velgsitpw scegliere come uscita

Yo = I][gm

cioe y(t) = x(t). Come sie gia visto, e possibile risparmiare i sensori di vel@cpercle si pw
risalire alla velocid angolare dalla sola misura degli angoli.

9.3 Il pagamento di un mutuo

Anche fenomeni di tipo economico possono essere studiati con la tedristiEmi dinamici.
Si supponga ad esempio che lo stato di un conto corrente possa essentialdalla seguente
equazione:

X(k + 1) = x(K) + r(k) +ix(k) (9.18)

dovex(k) rappresenta il saldo del conto corremig) cid che si versa o si preleva dal conto stesso,
edi la percentuale di interesse sullo stato del conto corrente (da cui haeotgirtontributo

di denaro positivo nel caso di saldo positivo, e negativo in caso aoir Il sistemae di tipo
discreto, ci@ gli istantik sono discretizzati (un giorno, un mese, ecc.), e l'ipotesi di fandhe

i versamenti o i prelievi (k) avvengano solamente in tali istanti. Risistemando I'equazione sopra
riportata, si ottiene:

xk+1)= (L+ixK+rK) = xK+1)=ax(K) +rK (9.19)

Secondo le formule ricavate nei paragrafi precedenti, consideréigdmme ingresso del sistema,
I'evoluzione del saldo del conto corrente risulta:

k-1
x(K) = a*x(0) + Z M 1r(h) (9.20)
h=0

Supponiamo ora che nel conto corrente sia presente il saldo negatimowdituo da restituire
(lo indicheremo cor-C) in un tempo prefissatll, attraverso il pagamento di una rata costdinte
Cio che si vuole sapere I'importo della rata costantdfmche il debito sia estinto con l'ultimo
pagamento al tempd.

A tal fine, & suficiente porrex(0) = —C come condizione iniziale, e considerare che all'istante
k=N sihax(k+1)=0:

N-1
0=aN(-C)+ ) N7 (9.21)
h=0
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n . a,n+1 -1
Dato che la sommatoriala classica serie geometrig a' = R si ottiene:
n a —
i=0
N AN
_ av(a-1) @a+i)
r= = - 9.22
aN -1 1+i)N-1 ( )

Si osserva una cosa interessante se si calcola la rata costante in bgseetiea evoluzione del
saldo del conto corrente:
T =—ix(k) + [x(k + 1) — x(K)] (9.23)

Infatti, le prime rate K prossimo a zero) il terminei x(k) > 0 € grande, e quindi, dovendo essere
costante la rata, il secondo termine deve risultare per forza piccolo. Laisiteasi inverte in
prossimit della fine del prestitok(prossimo aN); si pud dunque concludere che, nel caso di
rata costante, si restituiscaeupghteresse che capitale durante i primi pagamentiueapitale che
interesse negli ultimi.

9.4 Sistemi vibranti

Si consideri la figura (9.7), che riporta lo schema semplificato di un ed#atio azione sismica.

-

D
[/

Figura 9.7: Edificio sotto azione sismica

1?1, 92, U3 rappresentano gli spostamenti relativi dei piani rispetto alla verticale; ksena
My, My, Mg Si SUPPONYONO concentrate sui piani stessi. Questo sistgyuaernato dalle seguenti
equazioni:

mll?l(t) = —kgth(t) — k2 (91(1) — F2(1)) — ma(t)
mptla(t) = —kiz (F2(t) - F1(1)) — kea (F2(t) — F3(1)) — mpa(t) (9.24)
mgds(t) = —ko3(P3(t) — F2(1)) — msa(t)

Il termine ky91 rappresenta la forza di richiamo esercitata dal basso sul primo piandrenien
termini £k;; (ﬂi - ﬂj(t)) sono forze di richiamo relative esercitate tra un piano e I'altro. | termini
ma(t), invece, sono forzanti dovute alla forza apparente, originata dadst@mento del sistema
solidale al terreno a causa del sisrag¢t)(€ I'accelerazione del terreno).
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Questo sistema guessere scritto nella seguente forma matriciale:

m O 0 [ —(k1 + klz) klz 0
0 m 0 [d() = ki2 —(ki2+ko3) kaz [9(t) +
0 0 mg i 0 k23 —ka3
my
+ | —mp |a(t) (9.25)
| —Mg

In generale, un sistema vibrantedpessere scritto nella seguente forma:
MdI(t) = —Kd(t) + Rut) (9.26)

dove la matriceM & sempre definita positiva (infatti, I'energia cinetie&, = %{?T(t)M{S*(t) >0
se il sistema in movimento) e la matrick & semidefinita positiva (peréH’energia potenziale
Ep = %ﬁT(t)Kﬁ(t) > 0). Nel caso particolare dell’edificio sotto azione sismica, i gimostrare
che anche la matridé risulta definita positiva.

Per ottenere una valida rappresentazione di stato che permetta lo stusiistelelag neces-
sario premoltiplicare I'equazione precedente et Si ottiene:

() = —-M7IKI(t) + M~IRUY) (9.27)

Scelto come vettore di staidt) = [ () (L) ]T si ha:

d| 9@t 0 | 9(t) 0
Sl = . t 9.28
dt[ﬁ(t)l [—M‘lK OHﬁ(t) | mer MY (9.28)
PostoS = M~1K, dungue, si ottiene che la matriées del tipo:
0 |
A= 9.29
o ©.29)
Calcolando i modi del sistema, si ha:
px=axo| O oa @ (9.30)
-S 0 X2 X2

da cui, sviluppando la prima equazione del sistefixa,= AX;. guesto ci dice che il generi-
CO autovettore associato alla matriéee del tipox = [ X1 AXq ] . Sfruttando ora la seconda
equazione del sistema, si ottiene:

—SXy = X = A(AX1) = S¥X=-1% (9.31)

Si pw dimostrare che esiste sempre una trasformazione tale da ré&siemmetrica e semidefini-
ta positiva. Detti allorav?, w3, ..., w3 gli autovalori associati ad (tutti maggiori o uguali a
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zero), si ha:
wﬁ = —/lﬁ = k= -jwk (9.32)

Questo significa che il sistema vibrante presenta in generale dei modi ascidbtipo singukt) e
cosit) non smorzati; le pulsaziomy, sono dettgulsazioni di risonanza del sistema

Supponiamo ora di considerare solo la risposta libera del sistema costitiliddifiaio (cioe
si poneu(t) = 0); l'uscitas(t) ha allora la seguente espressione generale:

P3(t) = @1 COS1t + @1) + a2 COSWat + ¢2) + @3 COS(st + ¢3)

in cui i termini @; e ¢; sono determinati dalle condizioni iniziali del sistema. Ipotizziamo anche
di imporre la condizione inizialé(O) = 0 e®(0) = 91, doved, & un autovettore della matri&

Si verifica facilmente che l'uscita del sisteragari a(t) = J1 cost), percte I'equazione che
governa la risposta libera del sistema edifiila seguente:

I(t) —S9(t)
= —w3 91 CoS(t) —-S 91 cosit)

= 81_91 = (,4)551

cheé proprio verificata da#; autovettore dS. Questo significa che, sistemando ipoteticamente
I'edificio secondo gli spostamenti indicati dall’autovettore e ponet(@® = 0, una volta rilasciato

il sistema comincia ad oscillare permanentemente in risposta libera, senzaoasatpun ingres-

so. In particolare, esso evidenzia una componente armonica con posdaia dalla pulsazione
di risonanza associata all'autovettoresdécelto per le condizioni iniziali.

9.5 Circuiti elettrici

Una classe importante di circuiti lineagiquella rappresentata dai circuiti elettrici, in cui sono
considerati solo componenti resistive, induttive, capacitive e vengsclose mutue induttanze e
capacia parziali.

Possiamo infatti concepire ogni componente alla luce della teoria esposecedpnza. Le
resistenze, per esempio, possono essere considerate sistemi lingaslgyain cui non si hanno
variabili di stato, con una relazione ingresso-uscita data dalla leggendi Oh

V() = Ri(t) (9.33)

Le induttanze sono componenti in cui la variabile di stata corrente che vi scorre; la legge
di bipolo corrispondente la seguente:

Li(t) = v(t) (9.34)

| condensatori, infine, sono componenti in cui la variabile di stata tensione ai capi del
condensatore stesso. La legge di bipalo

i(t) = CU(t) (9.35)
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Utilizzando le leggi di bipolo sopra riportate ed applicando le leggi di Kif;he possibile
modellare secondo una rappresentazione di stato qualsiasi circuitcelimgiaingressi di questi
sistemi lineari sono i generatori ideali di corrente o di tensione collégajualche punto del
circuito stesso. Si consideri, come esempio, la figura (9.8).

o— AN ANN—

|
u(t) T L%
|

Figura 9.8: Esempio di circuito lineare

Applicando le leggi di Kirché alle maglie, si ottengono le seguenti due equazioni:

\Y

R1i1+VC

Vc R2i|_ + Li|_ (936)

mentre applicando al nodo centrale del circuito la legge di Kifichionodi, si ha:
i1=iL+iC:iL+CVC (937)

dove abbiamo assunto chesia entrante, mentii¢ eic siano uscenti. Sostituendo ad’espres-
sione appena trovata, e ponendo in forma canonica le equazitarediziali del primo ordine si
ottiene:

Ve = —L ye — Lj, 4+ L
[T e el TR (9.38)
IL = EVC - TIL
Postou(t) = v(t), x1(t) = ve(t), xo(t) = i(t), il sistema si presenta nella seguente forma
matriciale: . . .

d t == -2 t =

dpal) | mre g || 0 Re |y (9.39)

dt| xo(t) T T X(t) 0

L'uscita del sistema puessere scelta ad arbitrio. Per esempio, se volessimo in ugtitai
avrebbe: L L L L L

=iL+Cpc=iL+C|l-—=—=Vc—-=iL+ =—=V|=—-=Vc + =V 9.40

y=iL c=iL (R1CC ol Rlc) RCHR (9.40)

Si osservi come I'equazione per l'uscita sia stata elaborata in modo denpaes una dipen-
denza dalle variabili di stato, e non dalle derivate delle variabili di stateestds forma matriciale,
si ha:

y) =[ -4 0 ][ 28 l+[ L v (9.41)

Si puw facilmente calcolare il polinomio caratteristico della matAadel sistema. Si ha infatti:

~ 1 R 1 (R
det(sI—A)_32+(R1C+ L)s+ LC(R1+1) (9.42)
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Si osservi come il termine che moltiplicesia la traccia di-A, mentre il termine che moltiplica
< & il determinante dA. Le radici di questo polinomio sono negative, pérakgni valore di
resistenza, capaaitd induttanz& positivo per ragioni fisiche; d’altra parte questan risultato
che ci si doveva aspettare, in quanto un circuito passivo norcpe essere stabile.

Lo studio del circuito pa avvenire anche utilizzando la trasformata di Laplace. Ponendo
x(0) = 0 per semplici, si ha che le leggi di bipolo precedenti diventano:

e per le resistenzei(s) = Ri(s);
e per le induttanzev(s) = sLi(s);
e per i condensatori(s) = sC\Y9).

Si osservi che nel caso particolare in auE jw si ottengono le relazioni dei bipoli in regime
sinusoidale, secondo quanto visto in Elettrotecnica.

Queste relazioni, divenute lineari nel dominio della trasformata di Laplaagsono essere
utilizzate in tutto e per tutto come impedenze generalizzate su cui operare aluaii cli serie-
parallelo fra componenti. Nel caso del circuito in esame, I'intera reteaaged essere consider-
ata con un’impedenza equivalente con questa espressione:

1

1
Z(s) =Ry + =< I(Re+sh=Rs+ (9.43)

1

SC+ mpst

Per la scelta dell'uscita operata in precedeedacilmente verificabile che I'impedenza equiv-
alente cobkcalcolata rappresenta I'inversa della funzione di trasferim@ri{) = C(sl - A)-1B =
Z Y(s).

La rappresentazione in termini di stadocertamente poco conveniente per circuiti delle di-
mensioni qui considerate, per i quali i calcoli possono essere swdticemente utilizzando le
trasformate di Laplace. Tuttavia, per circuituptomplessi la forma di stato puessere molto
conveniente, peréhfacilmente implementabile al calcolatore.

9.6 Amplificatori operazionali

Gli amplificatori operazionali sono componenti elettronici il cui schema@iito equivalente
riportato in figura (9.9).

- - y=a(t -u)
U o u o +
o)
+ +
uto o—

O
L y u
Figura 9.9: Amplificatore operazionale

Il fattore a € un codiiciente molto grande, idealmente tendente all'infinito. Questo compo-
nente elettronico puessere utilizzato in retroazione, come per esempio nello schema circuitale
riportato in figura (9.10).
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Figura 9.10: Amplificatore retroazionato in configurazione invertente

Supponendo chg; = R; e Z, = R, (cioe impedenze puramente reali), 'equazione al nodo di
ingresso al morsetto negativo risulta:

R, + R =0 (9.44)
che pw essere riscritta nel seguente modo:
(1 1 y u
u (El-'-ﬁz)_ﬁz-kﬁl (945)
Dato cheu(t) = —%), e chea — +o0, si hau(t) — 0 da cui:
R
y(t) = —Ezu(t) (9.46)
1

Si nota dunque che I'amplificatore operazionale permette di operarmplifi@azione invertente
con guadagno variabile, dipendente dalle sole resistenze esterne @llmactiema circuitale
interno dell’'operazionale stesso.

Se si rimane nell’ambito del calcolo simbolico, e si utilizzano delle impedenzeaigkeela
configurazione precedente dell’amplificatore operazionale ritorna:

Z5(9)
) = -2 y(s 9.47
NS = -2 5o (9.47)
i .
Supponendo, per esempify, = ReZ, = =< cioe utilizzando una resistenza ed un condensatore,
si ottiene: 1
y(S) = —ﬁU(S) (948)

che, a meno di un fattore moltiplicative,la funzione di trasferimento di un blocco integratore.

1 . . . . . .
Analogamente, ponendty = — e Z, = R, e facile osservare che si ottiene la funzione di
trasferimento di un blocco derivatore.
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Un’altra interessante configurazione per un amplificatore operaziéngfgortata in figura
(9.11).

u R Ro
ot —
u 2

o

4@7 -
—L—0

u R, o— ¥ y

o

Figura 9.11: Amplificatore retroazionato sommatore

L'equazione al nodo dirrisulta:

Uu—-u u-u Un—-U"  y-u
R + Ry +..+ R + Ro =0 (9.49)

da cui, postat =0 eu= —g ~ 0, si ricava facilmente:
m
y=-) =u (9.50)

i=1

e P

Si osserva dunque che &irealizzato un circuito sommatore, in grado di restituire una combi-
nazione lineare degli ingressi. Il segno meno Boreramente un problema, peeah suficiente
posporre all’'operazionale od anteporre ad ogni ingresso uno stadivente.

Esiste anche un’ulteriore configurazione dell’amplificatore operazipimegeado di realizzare
un’amplificazione di tipo non invertente. Questi componenti, dunqueppossssere utilizzati per
realizzare in analogico dei blocchi amplificatori, integratori, derivat@emmatori, praticamente
tutto cio di cui si ha bisogno per implementare controllori in retroazione.

9.7 Sistema a due vasche

Si consideri la figura (9.12), che rappresenta un sistema costituito deadcige collegate fra loro
piu una vasca di raccolta in basso.

Le equazioni geometriche che descrivono la portata volumetriche ed iheatono:

Vi = Go—Ou
V2 = -G
vi = (hy—h10)S1
V2 = (h2 = hz0)S;
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Figura 9.12: Sistema costituito daipiasche

doveqp, g1, g2 sono le portate in ingresso, di collegamento fra prima e seconda vascsitdi
dalla seconda vasca. Dalla fluidodinamécpossibile inoltre ricavare le seguenti equazioni:

hh-h = o}
he = B3
da cui si ottiene:
1
. = a\/hl—hz

1
QZ:B\/h—Z

Quindi, dato che si ha anche = Slhl evy = Szhz, le equazioni di stato che descrivono il sistema

sono le seguenti:

) = &2 - aisl ha(®) ~ D

Pa(t) = — P ~ ol - ﬁ—;z N

ed e dunque un sistema non lineare. Per studiare la statica del prol#estéiciente cercare i
punti di equilibrio e porréh;(t) = 0 ehy(t) = 0, che significa anche porre in equilibrio la portata
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in ingresso con quella in uscita in ogni vasca:

0=& - -5 Vhi(® — ()
0= 55 V() —he() - 55; Vhe()

Svolgendo questi semplici conti, si ricava che:

hy
hy

Si(a? + B

S% ﬂZUZ

dovel = G,S;. Si osserva chb; > hy percte o e 8 sono costanti positive. Infietti, il modello
propostce valido pemh;(t) > hy(t); se si volesse studiare anche la possébilitavere (per esempio,
durante un transitorid),(t) > hy(t), il modello andrebbe modificato in questo modo:

Vha(t) = ha(t) = sign(t) — ha(t)) ViIha(t) — ha(t)]
In ogni modo, le coppie di equilibridh{, hy) sono una retta nel piarta — hy.

Questo modell@ una semplificazione della realin primo luogo peraabisogna gi decidere
sul significato dih(t), valore restituito da un galleggiante. Inoltre, la portata che costituisce l'in-
gresso del sistema pensata come continua, ma in raadssa pdl essere quantizzata (come nel
caso di un rubinetto aperto o chiuso). Tuttavia, quest’ultima considemmmmcostituisce un vero

e proprio problema, perési pw utilizzare la tecnica della segmentazione, come qualitativamente

riportato in figura (9.13).

af T 2T

Figura 9.13: Esempio di segmentazione

Per ottenere infatti la portata voluta, si pddeT = uT doveT e il passo di campionamento
del sistema; si ottiene allora = E. Questa tecnica permette dunque di ottenere un ingresso
guantizzato con lo stesso valor medio di quello continuo desiderato, e fianzene perdq de-
notando l'ingresso comét) = u(t) + w(t) dovew(t) € I'errore periodico di periodd, si verifica
immediatamente che(t) ha frequenze superiori a quelle di funzionamento del sistema, sesd pas
di campionamente suficientemente piccolo.
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9.8 Levitatore magnetico
Si consideri il levitatore magnetico, riportato in figura (9.14). Esslescritto da un’equazione del
tipo:
my(t) = mg— f(t)
dove f(t) e la forza di richiamo, in prima approssimazione ed in un certo range uguale a

i2

f(t) = k?
Risulta pertanto:
i -g- <
y - my2

Se introduciamo anche I'equazione elettrica del magnete, pilotato dalla teNsadi®amo che le
equazioni che descrivono il sistema sono:

Li) = —Ri(t)+ V()
. i2(t)

—k—2Z

my(t) 70

Introdottix; =y, Xo = yexz =i, Si ottiene il sistema:

X1(t) = %2(t)
. X2(t)
X(t) = g- n%%

x3(t) = —Bxa(t) + Lu(t)
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Figura 9.14: 1l levitatore magnetico



Appendice A

Richiami di matematica

In questa sezione si richiameranno brevemente i concetti fondamentaitdmatica necessari
per lo studio dei sistemi dinamici. In particolare saranno riportate le noztative all'algebra
vettoriale utili alla formalizzazione di concetti importanti.

A.1 Algebra lineare

In questa sezione si richiameranno brevemente i concetti fondamerahjetira lineare necessari
per la comprensione.

A.1.1 Spazi vettoriali

Uno spazio vettorial&X su un corpo numeric@ € un insieme avente le seguenti progriet
1. Sexe XedeCalloraix e X.
2. Sexy, X € Xallorax; + xo € X.

Noi considereremo esclusivamente spazi vettoriali aventi come @&®rpo
Definizione: Insieme di generatoriUn insieme di vettoriy, X, ..., Xm € X & dettoinsieme
di generatorise qualsiasi elementoe X e scrivibile come combinazione lineare di tali vettori,
cioe
X=A1X1 + A2Xo + -+« + AmXm
Definizione: Insieme di vettori linearmente indipendentiUn insieme di vettorky, Xo, ..., X, €
X e dettolinearmente indipendente la condizione

X1+ AXo+ -+ AmXm =0

implica ched; = 0 per ognii (cioé se I'unica loro combinazione lineare cheiguale al vettore
nullo & quella avente nulli tutti i cd@cienti).

Definizione: BaseUn insieme di vettorix;, X, ..., X, € X & dettobaseseé un insieme di
generatori linearmente indipendenti.

147
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Una base ha la proprégethe ogni vettore € esprimibile in modo unico come
X = A1Xy + AdoXo + + -+ + ApXp,

cioe i codlicienti A; sono univocamente determinati da
Assegnato uno spazio vettoriate una sua base nanunivocamente determinata. Ma se una
base diX e formata dan elementi, ogni altra base formata dan elementi. Tale numeré un
invariante ed ha una importanza notevole.
Definizione: DimensioneSi dice dimensione dello spazio vettoriafeil numero degli ele-
menti di ogni sua base e si indica con
Dim(X).

Esempio: spazio dei polinomi di ordine4 Consideriamo lo spazio dei polinomi reali di grado
4 o inferiore ovvero di funzioni del tipo

Po + PLX+ P2xX° + Pax® + pax’.
Si pw provare che si tratta di uno spazio vettoriale (farlo per eserciziokel&tenti
1, x, X%, X3, X

formano una base, quindi tale spazio ha dimensione 5.
Esempio: spazio euclidedConsideriamo lo spazio dei vettori a 3 componenti reali, del tipo
x = [a, B, ¥]T. Sitratta di uno spazio vettoriale (verificarlo per esercizio) di dimenstomefatti

una base
1 0 0
o, 1],/ 0].
0 0 1
Tale base viene detta basanonica

Esempio: spazio nullol'insieme X = {0}, che contiene il solo vettore nulk dettospazio
nullo o spazio banaled ha per definizione dimensione zero.

Definizione: SottospazidJn sottoinsiemeX; di X che sia a sua volta uno spazio vettoriale
dettosottospazioDati due sottospa(; e X,, le seguenti operazioni danno origine a sottospazi:

o Intersezione:
xlﬂxz ={X: Xe X, exe Xy}

e Somma:
X1+ Xo={X= X1+ X2, X1 € Xy, €X2 € Xp}

Definizione: Somma direttaDue sottospazi si dicona somma direttase qualsiasi elemento
X appartenente al sottospazio soménscrivibile comex = x; + o dovex; € X; € X2 € Xz Sono
univocamente determinati. Si dimostra che la soréndaetta se e solo se

xlﬂxz = {0).
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Quando la somma diretta si usa la notazione

x:xl@xz.

Fissata una base, v», ..., vV, Ogni vettore dello spazio spazio vettorid@escrivibile nella
forma
V= X1V1 + XoVo + - -+ + XnVh,

dove le componentiy, Xp, ..., X, SONO univocamente determinate. Pertanto esiste una corrispon-
denza biunivoca tra i vettovie le ennuple di numerig, ..., X,)

X1
X2

ve | 7 e RN
Xn

doveR" & l'insieme delle ennuple reali. Per esempio il polinomie 3x + x* & associabile alla
ennupla (35,0,0,1).

Per questo, senza perdita di geneaatibi considereremo lo spaziR" delle ennuple reali
(all'occorrenzaC", lo spazio delle ennuple complesse).

A.1.2 Matrici

Una applicazione lineare dallo spaZid' allo spazioR™ e rappresentabile da una matrioe n.
Essendd tale matrice g/ € RMex € R" si ha

y = AX
cioé
Y1 a1 a2 ... @aun X1
Yo | | @21 a2 an X2
Ym anl 8m2 ... 8mn Xn

dove i codlicientiy; si calcolano come

n
Yi = Z aij Xj.
j=1

La composizione di due applicazioni lineari rappresentate da matad

v A 2 B

Figura A.1: Mappe lineari
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R —» RM — RP
S~—— S~
A B

e lineare. S = Axez= By
z=By=B(AX) = (BAx=Cx

SeB ha dimensioni x m) e A ha dimensionirfx n), la matriceC ha dimensionif x n) e il suo
generico elemente dato da

m
[C]ijzcijzz bk akj, 1=12,....p, j=1,2,...,n
k=1

Definizione: Immagine Dicesiimmaginedi una matricerf x n) I'insieme
RAA) = {y=Ax xe R"} cR™

Tale insieme un sottospazio dR™, comee facile verificare.

Definizione: NucleoDicesinucleodi una matricefi x n) I'insieme
Ker(A) = {x: Ax=0} c R".

Tale insieme un sottospazio dR", comee facile verificare.

Esempio

Si vuole conoscere almeno un vettore facente parte del nucleo dellensegoatrice:

Nl e

N P, P WONDN
R O ON

Si nota facilmente che se si sottrae la seconda colonna alla prima, si ott@méodea terza
colonna. Dunque un possibile vettore appartenente al nucleo della mdtéqeari a:

| 2]
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Esempio

Si vuole calcolare il nucleo della seguente matrice:

1 2 01
M=|1 -1 11
2 1 1 2

Si osserva che l'ultima riga pari alla somma delle prime due, per cui il rangdvlie sicura-
mente pari a 2. Dato che la dimensione del nucleo di una matrineggenerale pari al numero
di colonne meno il rango della matrice, ci si aspetta che dimikBre& 1. Per ottenere una base
del sottospazio dei vettori appartenenti al nuckeg@ossibile operare una triangolarizzazione di
Gauss alla matrice; moltiplicando la prima riga per -1 e per -2 e sommandola rigpedtite alla
seconda e terza riga, si ottiene:

X1
12 0 1]
0 -3 10|l ?|=0
X3
0 -3 10
Xa

Semplicemente sommando la seconda riga alla terza si giunge infine a:

1 2]0 1 zl
0 -3/1 0] ?|=0
X3
0 0/0 O
X4

Si osserva che la sottomatrice in alto a sinistpuella che ritorna il rango della matrice, e riguarda
le incognitex; ed x,. Parametrizziamo allora le restanti incognite in questo modo: come primo
caso, poniamas = 1 edx4 = 0, ottenendo il seguente vettore:

Tali vettori costituiscono una base del nucleo della matkceSe durante la triangolarizzazione
ci si fosse imbattuti in un elemento pivot nullo, si sarebbe potuto operarsaambio di colonna,
con 'accortezza di modificare anche I'ordine delle incognite associatecalianne.

Determinante Se una matric&& quadratar{ x n) € possibile definire una funzione detta
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determinanteData la ennupla fondamentale 21.... ., n) e una permutazione

p:(jl,jZ,---,jn)

si dice che la permutazione ha classe pa# se il numero di scambi di oggetti per arrivare dalla
fondamentale pari, altrimenti si dice di classe disparil. DettoP l'insieme di permutazioni
della fondamentale il determinargedefinito come

Det(A) = > (-1)*P ayj,a5, ... agj,.
peP

Si dimostra che vale anche la

Det(A) = Det(A”) = > "(-1)"® aj1a,5... .
peP

Valgono le seguenti formule di calcolo del determinante per righe o penmeloDefiniamo
comeAij la matrice complementare all’elementojj ovvero la sottomatrice quadrata ottenuta da
A sopprimendo la riga—esima e la colonng-esima. Allora si ha che

deA) = ) (-1)*a; detA;). per ogni
=1

de(Ad) = > (-1)*Ia;detAy), perognij
i=1

Una matrice quadrata a determinante nullo (non nullo) si siisgolare(non singolarg. Valgono
le proprie& notevoli
det(AB) = dei(A)dei(B)

© 1
det(A™l) = delA)
Vale poi il seguente fondamentale risultato.
Teorema della caratteristica Si considerino i numern "= il massimo numero di colonne
linearmente indipendentim = il massimo numero di righe linearmente indipendenti="la

dimensione della massima sottomatrice quadrata avente determinante non nulvalkor
A=m=F.
Definizione: Rangoh = m = f & dettorangodella matrice e si indica con
RankA).

Se la matricem x n ha rango pari al massimo possibile @ibminimo tram e n, numero di righe
e di colonne) si dica rango pieno In particolare, una matrice quadrata ha rango pieno solo se il
suo determinante non nullo.
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Data la matriceA (m x n) la matrice traspostA” & la matricen x mi cui elementi sono
[AT];j = aji.
La trasposta del prodotiil prodotto delle trasposte in ordine contrario

(ABC...)" =(...CT BT A).

Per una matricen x n Avalgono le seguenti relazioni:

=]
Il

RankKA) + Dim(Ker(A))
RankA) + Dim(Ker(A")).

3
[

Data una matrice quadraa(mx n) e un vettord € R™, consideriamo il sistema di equazioni
Ax=h.
Tale sistema ha come insieme generale delle soluzioni I'insieme dei vettori
X+ X
dovex e una qualunque soluzionexes Ker(A).
Data una matrice quadrafa(n x n) e un vettoreb € R", consideriamo il sistema di equazioni
Ax=h.

Affinché tale sistema ammetta soluziomeica deve esser&er(A) = {0}. Quindi A deve avere
rango pieno ovvero deve esseie(A) # 0.

Definizione: matrice inversaData una matrice quadrafetale chedet(A) # 0, dicesimatrice
inversadi A la matriceB = A, che rappresenta I'operatore inverscAdivvero tale che per ogni
X

y=AXx = x=By.
La matrice inversa ha la propréethe
AB=BA=I

dovel e la matrice identica. Vale la seguente formula per la determinazione dell’eleBgiatio
B = A1 (si faccia attenzione all'inversione degli indici delle sottomatAfi

i detAy)
Lo (oqyiti 22
Bj = (-1) detA -

L'inversa del prodotta il prodotto delle inverse in ordine contrario

(ABC...)t=(..ctBtA™.
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Matrici partizionate In molte occasiong necessario considerare matrici di matrici ovvero
matrici i cui elementi sono a loro volta matrici o vettori. Per esempio una mairee@ensabile
come un vettore riga di vettori colonna

A=[5152 am]

oppure come un vettore colonna di vettori riga

by
B= 6.2
bn
In generale una matrice pwessere del tipo
Air A ... An

A A A
A= '21 .22 .2n
A Am2 ... Amn
dove Ajj sono sottomatrici.E di particolare interesse la regola del prodotto: date due matrici
partizionate

All A12 ce A]_n B]_]_ B]_2 cee Blm
A= A.21 A.22 e A.2n  B= B.21 B.22 . B.zm
Aml Am2 o Amn Bpl sz o Bpm

e assunto che il numero di righe di ogni sottomatdggcorrisponda al numero di colonne della
sottomatriceBj allora la matrice prodotto

C=BA= C.21 C-22 C-Zn

e partizionata e risulta

m
Cij=) BkAq i=12...p j=12....n
k=1

Nella rappresentazione dello spaZRd' noi facciamo implicitamente riferimento alla base
canonica. Infatti detto
0O ... 0 1 0... O T

&= ——
posizione kma
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cioe il vettore avente tutti gli elementi nulli trannekdmo che vale 1, possiamo dire che

X1
X n
X = _2 = Z xjej.
: =
Xn
Supponiamo ora di voler riferire il vettopead una nuova basg, to, ... ,t,. Formata la matrice
T=[t1t2 ... ty] abbiamo che
X1
L K
x=Y %=t o ... ]| |=T%
=1 '
Xn

doveXj sono le componenti rispetto alla nuova base. Tali componenti raccoltetietex’ sono
calcolabili secondo la regola
x=T&=%=Tx

Data una applicazione lineaye= Axi cambiamenti di bas& = TX ey = Sy portano alla
trasformazione
¥ =SIAT R

Se l'applicazionez da uno spazio in se stesso per cui la trasformazione (rappresentata da u
matrice quadratd) e comuneX = TX ey = T¥) abbiamo che la applicazione lineare si trasforma
come segue

§=TIAT = Ak

In questo caso la trasformazioaalettatrasformazione per similitudineData una potenza di
di A, conk intero positivo, abbiamo che

A= TIAT T7IAT ... T7IAT = T1AT.
k volte

SeA & invertibile (e allora anchA lo &), la propried vale anche pétnegativo.

A.1.3 Autovalori e autovettori

Definizione Autovettore e autovaloriData una matrice quadrafase esistono un vettore+ 0 e
uno scalarel complesso tali che
AX = AX,

X viene dettoautovettoredella matriceA, mentreld viene dettcautovalore
L'equazione precedente pessere scritta nella forma

(A= A)x = 0.

Percte questa equazione abbia soluzione non banakxessario che la matricg-{ A1) non abbia
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rango pieno ovvero sia singolare il ceequivalente alla condizione
defal - A) =0.
Tale funzione dil & un polinomio
def(dl — A) = p(A) = A"+ ap_ 14" + - + aat + &g

detto polinomio caratteristicodi A. Tale polinomioe monico, ovvero il co@iciente di grado
massimoe pari a 1. Gli autovalori sono dunque le radici (eventualmente compldssele
polinomio.

L'autovettorex # 0 che soddisfa la relazioreanche chiamatautovettore destroUn vettore
z # 0 tale che
Z(A-a)=0

e dettoautovettore sinistroSe trasponiamo la relazione abbiamo che
(AT - a)z=0

ovvero un autovettore sinistéoun autovettore destro della trasposta (gli autovalori della trasposta
sono i medesimi di percle det(1l — A) = det((1l — A)T) = dei(al — AT).

L'insieme degli autovalori dA ovvero I'insieme delle radici dp(1) € dettospettrodi A e si
indica con
o(A)={1€C: p) =0}

Assumiamo che la matrick ammettan autovalori distinti, ovvero che le radici ¢(1) siano
distinte
oA ={A1, 22, ..., An}.

In questo caso si puprovare che gli autovettori corrispondetjtsono linearmente indipendenti.
ChiamiamoT la matrice le cui colonne sono questi vettori

T=[t b ... ]
Allora vale la seguente relazione
A1 0 ... O

Alu 2 ... )=t t tn | oA O
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Se poniamd = T~ allora valgono tutte le relazioni seguenti

AT = TA
SA = AS
A = TAS
A = SAT
Si noti che partizionand8 per righe
T
o
s=| %
g

la relazioneS A= AS ci dice che le righe db sono autovettori sinistri.
Nel caso in cui la matricé non sia diagonalizzabile il problema risulta molta gomplicato.
Si pw dimostrare che che esiste una matfice R™" tale cheA = TJT1, & diagonale a blocchi
della forma
J=diag(Js,..., ),

Dove il k-esimo bloccal, di dimensionegu x uy, € della forma

[« 1 0 O
0O & 1 O
Jk= 0 0 A - O
O |
| 0 0 O ... A |

Una matrice] della form indicata si dice iforma di Jordan
E possibile ottenere una decomposizionddiel tipo

[J; 0 O O
S1
o J 0 O S
2
A=[TT,..T]| 0 0 3 0 ... |7 (A1)
ool .o s,
0o 0 0 ... J |

doveTy € RMH« eSI € R#N L a forma di Jordam unica a meno di permutazioni sui blocchi.
Il numero di blocchi e le loro dimensioni sono caratteristici della matrice.
Per ogni autovalorg multiplo si possono definire tre parametri fondamentali.

Molteplicit & algebrica : & la molteplicit di A come radice del polinomio caratteristico.
Molteplicit a geometrica : € il numero di blocchi dit come radice del polinomio caratteristico.

Grado : € la dimensione del bloccolpgrande associatoa
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In grado di un autovalore di particolare importanza. Esiste un modo molto semplice per
calcolarlosenza passare per la forma di Jordan

Calcolo del grado dit € o(A)

per calcolare il grado definiamo i seguenti numeri:

p1 = rank(al - A)!
po = rank(ll — A)?
pg = rank(al — A)9

Si dimostra che; > pi.1. Si prosegue nel calcolo finemon si verifica 'uguaglianza:

P1>pP2>...Pg = Pg+1

il coefficient pil piccolo per cui vale 'uguaglianzail gradog di A (formalmenteg = min; : p; =
Piv1)-
Vale la seguente proprithe riguarda I'invarianza degli autovalori.

Proprieta Una trasformazione di similitudine conserva il polinomio caratteristico e dunque
gli autovalori. Infatti seA = T-AT

det(sl - A) det(sT 2T = T2AT) = defT (sl - AT] =

det(T Ydet(sl — A)de{(T) = dei(sl — A).

Gli autovettori si trasformano come ogni altro vettore.

A.1.4 Prodotto scalare

Dati un vettorex in C" definiamo il coniugatot! come il vettore che si ottiene trasponendo e
prendendo gli elementi coniugati

H

2+ =[2-j 3+j4|

3-j4

Chiaramente se il vettoredefinito inR" il coniugato altro nore che il trasposta™ = xT.

Dati due vettorix, y in C" definiamo prodotto scalare

(xy) = xy

Chiaramente, per vettori iR"
(xy) =xy



A.1. Algebra lineare 159

Se consideriamo la lunghezza ovvero la norma euclidea del vettore

n

X = 4[> %

i=1

come caso particolare quenge: y abbiamo che
n
2 2
(%) = IXP = > %
i=1

ovvero la norma euclidea al quadrato.
Dati due vettorix ey questi si dicon@rtogonali se il loro prodotto scalare nullo

(xy)=0

Dato un sottospaziX di R", I'insieme di tutti i vettori ortogonale un sottospazio eé detto il
sottospazio ortogonale

Xt={y: (xy)=0)

Infine ricordiamo che dato un vettose# O & sempre possibile normalizzarlo considerando il

versore
X

V= —
1]

che ovviamente ha lunghezza unitaria. La quar(&tv) & la componente di lungo la direzione

V.

A.1.5 Matrici simmetriche

Data una matricd € C™" con element[dij], la suatraspostaé definita come la matricA" di
dimensionin x n con element[dji]. Si definisce anche la stermitiana come la matrice\" di
dimensionin x n con element[d]i}].

Esempio
. . H 2-j 3+j4
2+ 1 1+ 3] .
3_i4 2_92i 4 = 1 2+ 2j
: A 1-3] -4

Si possono verificare facilmente le seguenti propriet
e (AB)T =BTAT;
e (ABH =BHAH,

Una matrice si dickermittiana seP = P, Nel caso delle matrici reali una matriBes R™"
si dicesimmetrica seP = PT. Si pw ora dimostrare il seguente:
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Teorema Un matrice hermitiana (simmetrica se reale) ha tutti gli autovalori reali.

Dimostrazione Considerando le espressioni valide per qualunque matrice

Px = Ax

si pw premoltiplicare la prima pex™, e trasporre la seconda. Si ottiene:

xMPx = axtx

xTPT = xTr = xHpH =X
Postmoltiplicando la seconda equazione xesi ottiene infine:

xHPx = axtx

xHPHx = a*xMx

Le operazioni svolte fino a questo punto possono essere applicatéuaguexmatrice. Ora Si
utilizza I'ipotesi di matrice hermitiana, cdP = P"; si possono allora uguagliare i secondi membri
delle due ultime equazioni sopra riportate, ottenendo:

AxHx = 1 xHx

Hy — 5N yiy. — SN [y ]2 & ; ; ¢
dato chex"'x = i1, X'X = XL, x| &€ sempre maggiore di zero peéck # 0, allora deve per
forza accadere che= 1%, cioe gli autovalori della matric® sono reali.

Si pw anche dimostrare che se la matgcgimmetrica, gli autovettori associati a due autoval-
ori distinti sono ortogonali, ossig q; = quqi =0.

A.1.6 Matrici semidefinite e definite
Data una matric® simmetrica, essa si dicemidefinita positiva(o negativa) se:
xX'Px>0 (<0) Vx
Data una matric® simmetrica, essa si digefinita positiva (o negativa) se:
X' Px>0 (<0) VYx#0

Si pw anche dire ch@® & una matrice definita positiva se e solo-g@ & una matrice definita
negativa,; lo stesso vale B& semidefinita positiva. Se si rappresenta in tre dimensioni la funzione
quadraticaV(x) = x' Px si ottiene il paraboloide ellittico riportato in figura (A.2), le cui curve di
livello sono riportate in figura (A.3).
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Figura A.3: Curve di livello della funzione quadratiggx)



162 Capitolo A. Richiami di matematica

La propriet fondamentale posseduta da questo tipo di matrici, facilmente utilizzabile in sede
di calcolo con programmi appositi come Matl&da seguente:

Teorema

e se P e semidefinita positiva, allora ogni suo autoval@rénaggiore o uguale a zero, e
viceversa;

¢ seP é definita positiva, allora ogni suo autoval@enaggiore di zero, e viceversa.

Dimostrazione Supponiamo che la matridesia diagonalizzabile mediante trasformazione per
similitudine secondo la formul@Q = QA, doveQ & la matrice degli autovettori incolonnati. Dato
cheP e simmetrica per definizion& € una matrice ortogonale, ossia con ogni colonna ortogonale
alle altre. Supponendo di operare umarmalizzazione della matriceQ, cioe di calcolare gli
autovalori in modo chdgi|| = 1 (cosa sempre possibile, dato che gli autovalori sono definiti a
meno di una costante), si ha cediventa una matricertonormale,che gode della propriat
Q! = Q. Premoltiplicando la trasformazione per similitudine @gr, si ottiene:

Q'PQ=A

Se dunqueP & matrice definita positiva, per definiziod&Px > OV x, da cui risulta che ogni
autovalore deve essete> 0. Viceversa, s € maggiore di zero, possiamo scrivere:

X'Px= x"Ax = Ax" x

ed essenda’ x = 3!, |x|? > 0 percte x # 0, risulta chex” Px > 0 cic P & definita positiva.

Un ulteriore metodo per verificare se una matRaedefinita positiva il criterio di Sylvester:
indicando conPy ogni sottomatrice formata dall'intersezione delle prikneghe ek colonne, la
matriceP e definita positiva se e solose dg@t>0v¥k=1,2,...,n.

A.1.7 Polinomi e serie di potenze

Come noto un polinomio nella variabile complessgauna funzione del tipo
P(S) = Po+ P15+ P2s™+ -+ + P S

Dicesiserie di potenzen polinomio di grado “infinito”

(o)

f(s) = fo+fls+f232+---+fhsh+---:z fi &'

h=0

Una funzione di questo tipe definita in un certo dominio di convergenzafds) del tipo

D={s: |d<p}
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dovep, dettoraggio di convergenzalipende dai ca@cienti{f,}. Le funzioni esprimibili tramite
serie di potenze sono dettmalitiche ed hanno propriét notevoli, che tralasciamo per bréuit
Vale il seguente principio.

Principio di identit a delle serie di potenzésial una curva continua (arbitrariamente piccola)
avente un estremo nell'origine e contenente punti diversi da 0. Dateetiigeds potenzef (s) =
Yo th Seqg(s) = Yo 9h s" abbiamo che (s) = g(s) per ogni punto di se e solo sen = f,
per ognih > 0.

Tramite serie di potenzepossibile definire funzioni di matrice. Siés) una funzione analitica
e M una matrice. Si assuma che l'insieme degli autovalofiidsia contenuto nel dominio di
convergenza df. Allora si pw definire la funzione di matrice corrispondenté a

f(M) = > fy M",
h=0
Per semplici consideriamo il caso dil diagonalizzabile per cui
MM = TET2,
conX = diag{o1,02,...,0n} diagonale. Allora
(M) = f TS T =T fush T
h=0 h=0
dove

oht = diag|f(c). f(02). ... f(on)}.
0

(9]
h h
AN

[> 2" = diagl
h=0 h=0 h=0 h

(9] (9]

Un caso particolare di serie di poterzquello dei polinomi. Dato un polinomia(s) = po+ p1S+
P2S% + - + prS possiamo definire il polinomio di matrice
P(M) = pol + piM + poM? + ... p;M".

Vale la seguente propriznhotevole.

Identit a di Cailey-Hamilton Sia A matrice quadrata e sia
det(sl - A) = p(s) = ag + &S+ &S +--- + .
Allora il corrispondente polinomio di matrice calcolatoAre la matrice nulla ossia

P(A) = agl + aA+ @A% +---+ A" = 0.

La dimostrazione di questo fat® semplice nel caso in ci sia diagonalizzabile, ovvero

lquesta ipotesi si gurimuovere grazie alla tecnica del prolungamento analitico
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A = TAT ! percte, come abbiamo visto,

P(A) = Tdiagp(41), p(A2), . .., p(An)I T =0

in quantop(4;) = 0.
L'identita di Cailey-Hamilton ha come conseguenza il seguente fatto:

Dipendenza delle le potenze dA Ogni potenza diA & combinazione lineare delle primme
potenze
I, A, A2, .., AL

Per verificarlog suficiente scrivere l'identit di Cailey-Hamilton come
A" = —a, AT apAZ — g A al.

Questo significa chA" € combinazione lineare delle primgootenze. Procedendo per induzione,
supponiamo che questo sia vero gef n

A= —an AT - - pA? — g A - agl,
moltiplichiamo perA ottenendo

At = g A == A — A% — oA =
—a/n_l[—an_lAn_l — = a/2A2 —mA - apl]
— = A3 — A2 — oA =

_ * n-1 * A2 x Al *
= =, AT = aAT =g A - gl

(dove glia]f sono calcolabili facilmente) quin@i vero pek + 1.

A.2 Larispostaimpulsiva

Un concetto di facile intuizione ma di non facile descrizione matematiearisposta all'impulso
unitario. Intuitivamente, un impuls® un fenomeno di altissima intergsi¢ brevissima durata. Per
rappresentarlo possiamo fare le seguenti considerazioni. Prendiaumziarfes.(t) come segue

0 se t<-5
s)={ 1 se -5<t<s
0 se t>53

Pere che si riduce, abbiamo che il supporto di questa funzione (I'intervali@ éonon—nulla),
precisamente-{e/2, €/2], diventa sempre pistretto mentre il valore della funzione in tale inter-
vallo, 1/¢, diventa sempre pigrande. Da notarsi che I'integrale di questa funzione sull’asse reale
e sempre pari a 1. Staun punto interno dell’intervallod, b] e siae un valore tale per cui la fun-
zioned(t) assume valori non—nulli solo all'interno di,[b] (to — €/2 ety + €/2 devono entrambi
appartenere ad]b]).
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Figura A.4: L'impulso pw essere pensato come il limite di una successione di funzioni.

Intuitivamente, la “funzione impulso” iy, o6(t — to) €, il “limite” per e tendente a 0 della
funzioned(t — tg). Questo oggetto noa in reald una funzione ma una distribuzione, e una
trattazione formale viene omessa per sempliciQuella che segué una spiegazione intuitiva.
Consideriamo il seguente integrale

b
f F(t) o.(t - to)dt.

dove f & una qualunque funzione continua. Abbiamo che

fth f(t) 6e(t - to)dt =

Io—%

b
f F(t) 5 (t — to)dt

ftm £ Zdt= Lt(r)e = f(r)
t € €

€
0-3

dover & un punto interno ad - 5,t + 5] che esiste per il teorema del valor medio. Essehdo
continua abbiamo che pettendente a zero

b
f f(t) 5e(t — to)dt — f(to).

Quindi la funzione limites(t — tp)viene definita come quella “funzione” avente la progriethe per
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ogni funzione continud definita sull’intervallo B, b] aventety quale punto interno si ha che

f i £(t) (t — to)dt = f(to). (A.2)

Consideriamo ora il caso di un sistema lineare ad un ingresso ed una usuiiarigposta
forzatae data dalla convoluzione

t

y(t) = f(; W(t — o)u(o)do-.

Se prendiamo come ingresso la funzione impudlgo— tg) pero > 0 abbiamo che

t
Yimp(t) = fo W(t - 0)5(c — to)dor = W(t — to),

pert > to (mentreyimp(t) = 0 pert < t). Si noti infine che per considerare I'impulso nell'istante
0 dobbiamo considerare il prodotto di convoluzione

t
y(it) = L W(t — o)u(o)do-.

A.3 Trasformate di Laplace

La trasformata di Laplaceé uno strumento di grande utditper lo studio dei sistemi lineari e
invarianti. Se ne riportano qui le propréefondamentali.

A.3.1 Definizione e proprieta fondamentali

Data una funzionef (t) a supporto positivo (ci® definita per ognt e nulla pert < 0) dicesi
trasformata di Laplacéa funzione (se esiste)

F(9) = L[f(1)] = fo " HeSidt (A.3)

dovese unavariabile complessa. Se tale funzione esiste la funfiénietta Laplace—trasformabile.
Con un certo abuso di notazione (ma con gran coradatlitappresentazione) si usa rappresentare
la funzione e la sua trasformata con la medesima lettera

f(s) = f f(t)e S'dt.
0
L'espressione (A.3¢ definita in un oppostuno dominio gliprecisamente in un dominio del tipo
Doms = {s: R(s) > c}.

Il piu piccolo valorecs di ¢ per cui la convergenza garantitag detta ascissa di convergenza
(relativamente &).

La trasformata di Laplace gode di una serie di progriehe ora illustriamo. Siand e
g funzioni continue e derivabili per > 0. SiaDom = Domy (| Doy il dominio comune
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di convergenza. Allora abbiamo le seguenti propriindamentali. Siand(s) = L[f(t)] e
a(s) = Lg(t)]

Linearit a
Llaf(t) +B9(t)] = af(s) +py(s).

Trasformata della derivata
L[ ()] = sf(s) — f(0).

Teorema del limite finale Ammesso che i limiti scritti di seguitesistano e siano entrambi finiti
abbiamo che
lim f(t) = lim sf(s).
t—oo s—0

Teorema del limite iniziale Ammesso che i limiti scritti di seguitesistano e siano entrambi finiti
abbiamo che
lim f(t) = lim sf(s).
lim £(t) = lim sf(s)

Teorema della convoluzione

t t
L fo g(t—cr)f(o-)dcr] :1:[ fo 9@ f(t - o)dor | = F(99(9).

Teorema della traslazione
Lft-1)] =€ 1(9).

Teorema della moltiplicazione pert
L] = - 1(9
~ods "

A.3.2 Trasformate principali

In questa sottosezione ci occupiamo di calcolare le trasformate delle fiideidipotket cosgut)
e tkeft sin(wt) e tutti i casi particolarig¢ = 0, w = 0, k = 0). Cominciamo appunto dal casaipi
semplice L
t

Lle"] = —
La propriet sopra vale nel caso direale o complesso congefacilissimo verificare. Consideri-
amo ora il problema della determinazione della trasfornfdtas(wt)]. Il modo pit semplice per
il calcolo & considerare la funzior@“! = cosgt) + j sin(wt). Calcolandome la trasformata, parte
reale e immaginaria ci forniranno, per linearite trasformate delle funzioni sinf) e cost).
Abbiamo che

i 1 S+jw 1
Jwt = = =
L[e ] S—jw S+ jwsS—jw
S+ jw S

= +i
r? FraR VFra?
N —— ————
L[cos(t)] L[cos(wt)]
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e quindi
Llcost)] = ———
@ L+ w?
. w
.E[Sln(a)t)] = m

Usando lo stesso “trucco” e ponendle- £ + jw, trasformando la relazione
el = é*iolt = eél(cost) + j sin(wt))

otteniamo le trasformate

t s-¢
.L:[ef Cos@t)] (S—é‘-‘)—2+(4)2
t _ w
L[ sint)] = s

Consideriamo ora la trasformata della funzide&. Questa si ottiene considerando il teorema

della moltiplicazione pet.
d 1 1

Lte"] = Tdss—1  (s— )2

Dal fatto banale ch&e!t = t(tk-1e'!) & possibile dimostrare ricorsivamente che

k!

kdty — :
Lt e/l] - (s— kL’

Una trasformata importantequella dell'impulsai(t — 7). Abbiamo che
L[o(t-1)] = f St—r)esSdt=e~
0

in particolare perr = 0 questa relazione ci dice che la funzione impulso nell’origine ha come
trasformata
L5(t)] = 1.

La trasformata dell'ingresso a gradinozin

0O per t<rt
1 per t>r7

gr(t—r):{

€ ottenibile con una sostituzione di variahite=t — v

t=00 =00
Llgrt-1)] = f gr(t - r)eS'dt = f gr(o)e ¥ do =
t=0 o=—T1
= g% f":“’ e¥do = e
o=0 s’

In particolare, la trasformata del gradino i®0

Lgr] = ¢
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A.3.3 Antitrasformate di funzioni razionali proprie

Abbiamo visto nella sezione precedente alcune delle trasformate principatjuelsta sezione
ci occupiamo del problema inverso, eidell’antitrasformazione. In particolare ci occupiamo di
antitrasformate di funzioni razionali proprie, del tipo

(e = No+ MS+ M +---+n,s
o do+ 1S+ G4+

Si noti che abbiamo posto il ciciente dis” al denominatoral, = 1 il che noné restrittivo
percte, qualora sid, # 1, e sempre possibile ricondursi a questa situazione dividendo numeratore
e denominatore pet,. Una funzione del tipd (s) pud essere sempre trasformata nella somma di
una costante e di una funzione strettamente prépria

No+MsS+Mms+---+n,8  n(do+diS+ s+ +9)
do+diS+hP+--+9  dp+diS+hSP+---+ 9
(no — n,do) + (ny — n,dh)s+ -+ + (N,—1 — n,dy_1)s"*
do+dis+ S+ -+ + &
fio + MS+ M + -+ - + 1,191

= y =Ty f
A do+diS+ hS+---+ & v+ 19

f(s)

dove f(s) & strettamente propria. Fatta questa operazione, abbiamo che
L9 = no(t) + L7f(3)],

quindi il problemae quello di determinare I'antitrasformata della funzione razionale strettamente
propriaf.

Allora consideriamo una funzione strettamente prop(g. Una funzione strettamente pro-
pria avente poli (radici del denominatore) distinti, A2, ..., 1, pud essere sempre scritta nella
forma

9=, 575 (A4)

i=1
dove i codficientir; sono dettresidui | residui sono calcolabili come limite

ri = lim (s—4)(s),

comee facile dedurre dall’espressione (A.4). Se fattorizziamo il denominatoreadof come

3 n(s)
C(s—A)(5-12)...(s—- 4)

vediamo che la formula si riduce al calcolo

£(9)

_ (s
ERITRICEND .

2dicesi strettamente propria una funzione razionale in cui il grado deleratoreé inferiore a quello del
denominatore

i
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In modo alternativo possiamo procedere con un sistema di equazioni.li@mrsideriamo I'e-
spressione (A.4) e portiamo gli addendi a denominatore comune, ottenendo

ns)  Ziafillz(s—-45) X n%i(9)
d(s (s—A1)(s-1A2)...(s-4)  d(9

f(s) =
guesta espressione ci dice che deve valere l'identit
n(s) = > rwi(s),
i=1
dove entrambi i membri sono polinomi di gradan s. Applicando il principio di identi& dei

polinomi abbiamo che i cdicientir; sono determinabili tramite un sistema lineare (si tratta di
uguagliare i cofficienti dei termini grado uguale).

EsempioConsideriamo la funzione

f(s) = s+4 _n N ro N rs
C(s+1)(s+2)(s+3) s+1 s+2 s+3
Abbiamo che
oo s+4 _§
V7 (s+2)s+3)le, 2
S s+4 )
2 (5+1)(S+3)len
S s+4 _1
7 G+D)GE+le, 2

Se vogliamo procedere con il metodo del sistema lineare abbiamo che

(s+4) ri(s+2)(s+3)+ra(s+1)(s+3)+rz(s+1)(s+2)
r1(s* + 55+ 6) + ro(s* + 4s+ 3) + r3(s* + 3s+ 2)

(FL+ T2 +13)S + (51 + 4rp + 3r3)s+ 6ry + 3rp + 2r3

da cui il sistema di equazioni

MM+ra+rz3 =
5r1+4r2+3r3

6ri+ 3ro + 2r3

Il
N

che fornisce gli stessi valori pef, r, r3.

Questo modo di procedere areare dei problemi se alcuni pdlisono complessi. Se dos
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si puw decidere di lavorare in termini reali. Fattorizziamo il denominatore comeesegu

3

d(s)

[]s- M]‘[(s2 2%is+ £ + wf)

[~ M]‘[((s &)° + w?)

i=1

3!—‘

dove i fattori (- A;) sono associati allm radici reali mentre i fattori §—&)2 + wiz) sSono associati
alle q coppie di radici complesse coniugdte jw; (Cchiaramenten+ 2q = v). Allora abbiamo che

LS 4 as+b
f(s)zé = +Z( Sy

| codficientir; sono determinabili con la formula del limite. Per calcolare tutti ifioentir;, g;
eb;j possiamo procedere scrivendo I'espressione con il denominatorenearaalcolando tramite
un sistema lineare i ciécienti.

EsempioConsideriamo la funzione razionale

253+ 1
(s+1)(s+2)((s+ 12+ 4)

f(s) =

Tale funzione pa essere scritta come

ns ro 1S+ by

fe = d(s) s+l s+2 (2 +2s+5)

Allora, dopo aver posto I'espressione sotto denominatore comune, lismaagi numeratori abbi-
amo

253 + 1 =r1(S+ 2)(S° + 25+ 5) + ra(s+ 1)(& + 25+ 5) + (@15 + by)(s+ 1)(s + 2)

Tramite il principio di identi& dei polinomi possiamo ricavare i déeientiry, rp, a; eb;. Uguaglian-
do i codficienti dei termini di ciascun grado si ottiene il sistema lineare

ri+rp+a; =
41+3ro+3a+bp =
Orq+7r,+2a;+3b; =

10ry +5r0+2b; =

R O O DN

risolvendo il quale si ha
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B 1
rn = _Z
rrp = 3
a = —§
23
by 7

Consideriamo ora brevemente il caso di funzioni razionali con poli multipdi. fdrma pu
generale di decomposizioge

doveg; e la molteplicia del poloJ;. | valori ri; sono ottenibili tramite sistema, come possiamo
vedere nel seguente esempio.

Esempio
f+s+1
f = — A.5
® = Gripsrop (A-5)
T M2 21 22 23 (A.6)

s+1 (s+172 s+2 (s+272  (s+2P

Con la solita tecnica del denominatore comune, uguagliando i denominatoiaatteche

f+s+1 = ry(s+1)(s+2)° +r1a(s+ 23 +rai(s+ 1)%(s+ 27 +

+ roo(S+ 12(S+ 2) + rag(s+ 1)

da cuié possibile ricavare i cdigcientiry1, r12, 21, 22 €r3. Uguagliando i cofficienti dei termini
di ciascun grado si ottiene il sistema lineare

fi+rz =

Tri1+ri2+06rp1+ryp =

18r17 +6r1o+ 13ro1 + 4rop + I3 =
20’11 + 12’12 + 12['21 + 5r22 + 2r23 =

8I’11 + 8r12 + 4r21 + 2r22 +ro3 =

P B P O O

risolvendo il quale si ha
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rg = -4
o =
1 =

oo =

|
W w b

Moz =

Una volta calcolata la decompaosizione, il problema dell’antitrasformazdaeilmente sol-
ubile. Infatti, essendo la trasformata e, dunque, I'antitrasformata opeliatari, basta anti-
trasformare termine a termine. Abbiamo che per gli addendi il cui denom@atdi primo
grado

st [5 _ret,
mentre per quelli di secondo grado scriviamo
as+b  a(s-¢) (b+ag)
(5—eP+w?  (5-¢P+a? " (- +a?
per cui
L1 (s—a?)—:-?w? = a &' cospt) + b+Ta§ el sin(wt).

Nel caso di autovalori multipli abbiamo che il generico termine di gkegld e trasformabile come
segue
ot o ket
(s— k1] K

doveA & reale o complesso.

A.4 Trasformata Zeta

La trasformata Zet& lo strumento analogo alla trasformata di Laplace per I'analisi dei sistemi
a tempo discreto. Vista la stretta analogia se n@ dato un breve cenno. Data la sucessione o
funzione a tempo discretd(k), definita perk > 0, la trasfomata df € la funzione di variabile
complessa definita come segue

(o9

zZ[f1= )" f(k)z—lk =12

k=0
Tale funzione ha come dominio di convergenza un insieme del tipo
D=A{z: 14> ps

(il complemento del disco di raggjex > 0) dove il raggigo+ dipende dalla funzione considerata.
La trasformata Zeta ha propréetel tutto analoghe alla trasfomata di Laplace. Ricordiamo
solamente le principali.
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Linearita : Z[af + Bg] = aZ[f] + BZ[q].
Trasformata di f anticipata : Z[f(k + 1)] = zZ f] — zf(0).

Trasformata della convoluzione :

k-1

Z1>" f(k-hg] = Z[f1Z[g].
h=0

Le alte propried quali il limite finale iniziale vengono omesse. L'utilitlella trasformata Zeta
nello studio dei sistemi a tempo discretadel tutto paragonabile a quella della trasformata di
Laplace nello studio dei sistemi a tempo continuo.



