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Prefazione

Questi appunti diTeoria dei Sistemisono una versione rivista degli appunti redatti dal Dott. Luca

Peretti durante il corso tenuto dal Prof. Franco Blanchini nell’anno accademico 2002-2003.

Vista la loro natura, questi appuntiNON sono da considerarsi come un sostituto di un buon

libro di testo ma servono solo per fornire una traccia sugli argomenti svolti.
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Capitolo 1

Introduzione

Il titolo della materiaTeoria dei Sistemiin realt̀a omette un termine importante. Per essere più

precisi si dovrebbe infatti parlare diTeoria dei Sistemi Dinamici. Con il termine “sistemi dinamici

ci riferiamo genericamente a tutte quelle entità, che evolvono nel tempo secondo leggi di causalità.

Tali enti⁀‘a interagiscono con l’ambiente secondo un principio di causa–effetto.

Dal punto di vista esterno un sistema dinamicoè caratterizzato da un insieme di funzioni di

ingresso che costituiscono in qualche modo la causa e un certo numero di funzioni di uscita che

sono l’effetto (figura (1.1)). La caratteristica fondamentale di un oggetto di questo tipo è che il

legame tra ingresso e uscita nonè di tipo statico màe intrinsecamente legato al tempo.

Figura 1.1: Schema generale di un sistema dinamico

Ad esempio, consideriamo un sistema la cui uscitay(t) è legata all’ingressou(t) tramite l’e-

quazione differenziale

y′′(t) + ay′(t) + by(t) = u(t)

Quandou(t) è assegnato, la soluzione dell’equazione descrive l’evoluzione nel tempo di y(t). Se

consideriamo un ingresso costanteu(t) = ū, questa equazione differenziale ammette una soluzione

di tipo statico che pùo essere facilmente individuata ponendoy′′(t) = y′(t) = 0. Tale soluzionèe

y =
ū
b

Ovviamente, limitandoci a considerare solo soluzioni di questo, perderemmodi vista un aspetto

fondamentale, ciòe la risposta transitoria del sistema in relazione ad un ingresso assegnato. Il

fatto che ad un singolo ingresso possano corrispondere pi‘r̆isposte del sistemàe una caratteristica

peculiare dei sistemi dinamici.

La Teoria dei Sistemi nota dagli inizi del 900 siè sviluppata profondamente intorno agli an-

ni ’50 - ’60 con l’intento cercare di spiegare il funzionamento dinamico diuna ampia classe di
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2 Capitolo 1. Introduzione

oggetti. In realt̀a, tale teoriàe in grado di dire qualcosa di veramente significativo solo in casi

molto particolari, quale quello dei sistemi dinamici regolari ovvero esprimibili tramite equazioni

differenziali.

Un sottocaso molto interessanteè dato daisistemi lineari invariantiper i quali sono stati

studiati degli strumenti molto potenti. Alcune delle tecniche sviluppate per questotipo di sistemi

si possono applicare, tramite la tecnica della linaerizzazione, allo studio di altri tipi di sistemi.

Questoè un aspetto estremamente importante, e giustifica il fatto che la maggior parte del corso

sar̀a dedicata allo studio di sistemi lineari invarianti.

Esempio: la bilancia

La bilancia costituisce un semplice esempio di sistema lineare invariante. Consideriamo la figura

(1.2).

����������
����������
����������
����������

����������
����������
����������
����������

M

Figura 1.2: Esempio di sistema lineare invariante: la bilancia

Supponendo che la massa del piatto della bilancia sia trascurabile rispetto a quella dell’oggetto

da pesare e assunto che l’attrito viscoso sia di tipo lineare, si può facilmente ricavare l’equazione

differenziale che governa il sistema:

Mÿ(t) + hẏ(t) + ky(t) = Mg

y(t) rappresenta lo spostamento verticale del piatto mentreM, h, k e g rappresentano rispettiva-

mente la massa dell’oggetto, la costante di attrito, la costante elastica della molla e l’accelerazione

gravitazionale. E’ possibile ottenere il valore diy(t) quando il sistema sìe assestato ponendo

ÿ(t) = ẏ(t) = 0. Si ricava quindi

y =
Mg
k

Prima di giungere a questa relazione statica, la bilanciaè comunque sottoposta ad un transitorio

che dipende dal valore del coefficiente di attrito, secondo quanto qualitativamente riportato in

figura (1.3).

Chiaramente nel caso della bilancia l’aspetto più interessantèe la condizione di regime. Es-

istono per̀o altri casi in cui il comportamento dinamico del sistema ha un ruolo fondamentale. Un

esempio di questo tipòe dato dalla progettazione di un edifici. Questi vengono normalmente pro-
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Figura 1.3: Grafico qualitativo del transitorio di una bilancia

gettati per sostenere dei carichi che vengono considerati statici. Limitarsi a questo tipo di studiòe

corretto solo se la struttura non risente di carichi che variano nel tempo in modo sostanziale. Quan-

do l’ubicazione dell’edificiòe in una zona sismica o dove ci sono forti ventiè quindi necessario

progettare l’edificio modellandolo come un sistema dinamico.





Capitolo 2

Sistemi di equazioni differenziali e alle
differenze

In questo capitolo verrano brevemente presentate nozioni fondamentali che serviranno da sup-

porto tecnico per lo studio che seguirà. Il materiale presentato dovrebbe essere oggetto di cor-

si precedenti al presente. Tuttavia, vista la sua importanza,è opportuno richiamarne gli aspetti

fondamentali.

2.1 Sistemi di equazioni differenziali

La classe che tratteremo maggiormenteè quella dei sistemi descritti da equazioni differenziali,

detti sistemi regolari. Un sistema regolare presenta un certo numero di variabili dette ingressi e un

certo numero di variabili dette uscite, in numero non necessariamente uguale. Indicheremo con

u(t) ey(t) rispettivamente ilvettore degli ingressie il vettore delle uscite:

u(t) =





u1(t)

u2(t)

...

um(t)





∈ Rm y(t) =





y1(t)

y2(t)

...

yp(t)





∈ Rp (2.1)

Il sistemaè internamente rappresentato da un certo numero divariabili di stato x(t), anch’esse

riportate in un vettore:

x(t) =





x1(t)

x2(t)

...

xn(t)





∈ Rn (2.2)

Consideriamo, per esempio il motore elettrico descritto nella Sezione 9.1. Questoè un sistema

dinamico in cui possiamo assumere:

• vettore degli ingressi:

u(t) =





vf (t)

va(t)

Cm(t)





5
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• vettore delle uscite:

y(t) =





ϕ(t)

ω(t)





• vettore di stato:

x(t) =





I f (t)

Ia(t)

ω(t)

ϕ(t)





Si noti come alcune variabili di stato coincidano con le uscite desiderate. Ingenerale le variabili

di stato sono legate agli ingressi secondo equazioni differenziali. Se tali equazioni sono del primo

ordine ed esprimibili nella forma






ẋ1(t) = f1(t, x1(t), . . . , xn(t),u1, . . . ,um(t))

. . .

ẋn(t) = fn(t, x1(t), . . . , xn(t),u1, . . . ,um(t))

(2.3)

il sistema si dice in forma normale. E’ ovviamente auspicabile cercare una forma compatta che

permetta di maneggiare le equazioni in modo più agevole. Consideriamo quindi il vettore delle

derivate delle variabili di stato

ẋ(t) =
d
dt

x(t) =





ẋ1(t)

ẋ2(t)

...

ẋn(t)





∈ Rn (2.4)

Le equazioni precedenti si riducono alla seguente relazione di tipo vettoriale:

ẋ(t) = f (t, x(t), u(t)) (2.5)

Questa equazione rappresenta il generico sistema regolare din equazioni differenziali del primo

ordine conm ingressi. Esso rappresenta un legame istantaneo tra le derivate delle variabili di stato

con lex(t) stesse e gli ingressi del sistema.

Esempio: sistema di 3 equazioni differenziali del primo ordine





ẋ1(t) = x2(t) + 2 x3(t)2 + u1(t)

ẋ2(t) = x1(t) u2(t)

ẋ3(t) = x1(t) + cos(x2(t)) + u1(t) u2(t)

Si osservi come non sia strettamente necessario che tutti gli ingressi o le variabili di stato compa-

iano nelle singole equazioni.

Secondo la teoria delle equazioni differenziali, per risolvere l’equazione (2.5), noti il valore

degli ingressou(t), è necessario conoscere le condizioni iniziali ad un certo istantet0. Ciò significa

che per ottenere una soluzionex(t) si deve conoscere la condizione iniziale del sistemax(t0).
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Esempio: il pendolo

θ
mg

l

Cm

Figura 2.1: Modello di un pendolo

Si consideri la figura (2.1), in cuiCm è la coppia motrice (ingresso del sistema) ey = θ è

l’angolo in riferimento rispetto alla verticale (uscita del sistema). L’equazioneche regola tale

sistema in assenza di attritoé

θ̈(t) = −g
l

sin(θ(t)) +
1

ml2
Cm(t)

Per conoscere il valore dell’uscita al generico istantet non è sufficiente sapere l’evoluzione

temporale della coppia motrice:è necessario anche fissare la posizione e la velocità iniziali del

pendolo. Note entrambe queste grandezzeè possibile risalire alla funzioneθ(t) che ne descrive la

traiettoria integrando l’equazione differenziale.

Il sistema descritto dall’equazione (2.5) si diceinvariante o autonomose non dipende diret-

tamente dal tempo (tuttavia ne dipende indirettamente, tramite l’argomento dix e diu):

ẋ(t) = f (x(t), u(t)) (2.6)

Esempio





ẋ1(t) = −t x2(t)

ẋ2(t) = u(t)

è un sistema non invariante.

Il sistemaè dettolineare seè lineare rispettox(t) edu(t), edè quindi esprimibile come:

ẋ(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) (2.7)
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Un sistema si dice invecelineare invariante se possiede tutte le due precedenti proprietà:

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) (2.8)

In quest’ultimo caso, le matrici A (dimensionen× n) e B (dimensionen×m) non dipendono dal

tempo in maniera diretta.

Le grandezze di uscita nei sistemi regolari sono rappresentate dalle componenti di un vettore

y(t). Esse sono definite dal seguente sistema di equazioni algebriche:






y1(t) = g1(t, x1(t), . . . , xn(t),u1(t), . . . ,um(t))

. . .

yp(t) = gp(t, x1(t), . . . , xn(t),u1(t), . . . ,um(t))

(2.9)

che pùo essere scritto in forma compatta:

y(t) = g(t, x(t),u(t)) (2.10)

Questa equazione vettorialèe dettatrasformazione di uscita. Se il sistemàe invariante, la

trasformazione d’uscitàe del tipo:

y(t) = g(x(t),u(t)) (2.11)

mentre se il sistemàe lineare, si ha:

y(t) = C(t)x(t) + D(t)u(t) (2.12)

Se, infine, il sistemàe lineare invariante, la trasformazione d’uscita assume questa forma:

y(t) = Cx(t) + Du(t) (2.13)

dove C (dimensionep× n) e D (dimensionep×m) sono matrici indipendenti dal tempo.

2.2 Soluzione generale del sistema

Ponendo insieme le equazioni per le variabili di stato e per le uscite, si ottieneil sistema seguente:






ẋ(t) = f (t, x(t),u(t))

y(t) = g(t, x(t),u(t))
(2.14)

che è la forma pìu generale per descrivere l’evoluzione temporale di un sistema dinamico. In

questa sede si tratteranno in particolare i sistemi lineari invarianti, per cuile equazioni saranno del

tipo:





ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t) + Du(t)
(2.15)

Per tale classe di sistemi,è possibile determinare una soluzione analitica, cosa che risulta impos-

sibile per maggior parte dei sistemi se non si usano tecniche numeriche. Tuttavia, la soluzione

che ricaviamo non sarà utilizzata numericamente ma qualitativamente. Precisamente, da tale
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soluzione ricaveremo una serie di informazioni che ci permetteranno di formulare considerazioni

estremamente utili sul sistema considerato.

Supponiamo cheu(t) e x(0) siano noti (dato che il sistemaè invariante,̀e stato sceltot0 = 0,).

Da un’attenta osservazione delle equazioni,è facile convincersi che basta ricavarex(t) per risolvere

l’intero sistema, dato chey(t) è legata adx(t) da semplici equazioni di tipo algebrico. Lo scopoè

quindi risolvere il seguente sistema:






ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)

x(0) noto
(2.16)

Una propriet̀a fondamentale applicabile a questa classe di sistemiè il principio di sovrap-
posizione degli effetti. In questo caso, seu(t) e x(0) sono un ingresso e un vettore di condizioni

iniziali esprimibili come segue

u(t) = αu∗(t) + βu∗∗(t)

x(0) = αx∗(0)+ βx∗∗(0) (2.17)

allora la soluzione del sistema, data la linearità delle equazioni, si ricava dalla combinazione lin-

eare delle soluzioni date dalle singole componenti diu(t) e x(0). Precisamente, associamo al

simbolo−→ il significato di “danno origine alla soluzione” si hanno le seguenti relazioni

x∗(0), u∗(t) −→ x∗(t)

x∗∗(0), u∗∗(t) −→ x∗∗(t)

αx∗(0)+ βx∗∗(0), αu∗(t) + βu∗∗(t) −→ αx∗(t) + βx∗∗(t) (2.18)

In particolare,̀e possibile scomporrex(0) eu(t) nel seguente modo:

x(0) : x∗(0) = 0, x∗∗(0) = x(0)

u(t) : u∗(t) = u(t), u∗∗(t) = 0

in maniera di dividere il problema del calcolo della risposta in due sotto–problemi:

• Problema della risposta libera(condizioni iniziali assegnate, ingresso nullo):






ẋL(t) = AxL(t)

xL(0) = x(0)
(2.19)

• Problema della risposta forzata(condizioni iniziali nulle, ingresso assegnato):






ẋF(t) = AxF(t) + Bu(t)

xF(0) = 0
(2.20)

Applicando il principio di sovrapposizione degli effetti conα = 1 eβ = 1 si ottiene:

x(t) = xL(t) + xF(t) (2.21)
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2.3 La risposta libera

Come abbiamo già visto, la risposta liberàe la soluzione del sistema






ẋL(t) = AxL(t)

xL(0) = x(0)

Se si considera il caso scalare, si ottiene:






ẋL(t) = axL(t)

xL(0) = x(0)
⇒ x(t) = x(0)eat

Infatti, pert = 0 l’esponenzialèe pari a 1, e ˙x = a x(0)eat = ax(t). E’ facile allora immaginare che

la soluzione inRn sia in qualche modo simile a quella del caso scalare. A questo scopo definiamo

l’esponenziale di una matrice:

eAt = I + At+
1
2

A2t2 +
1
3!

A3t3 + . . . =
+∞∑

k=0

Aktk

k!
(2.22)

Questa risulta essere una serie convergente (il fattoriale domina sull’elevamento a potenza per

k→ +∞) 1. Si pùo allora facilmente verificare che la risposta libera del sistemaè pari a:

x(t) = eAtx(0) (2.23)

Infatti, pert = 0 si ha

eA0x(0) = Ix(0) = x(0) (2.24)

mentre si pùo anche vedere che:

d
dt

(eAtx(0)) = A(eAtx(0))⇒ ẋL(t) = AxL(t) (2.25)

2.4 La risposta forzata

La risposta forzatàe la soluzione del sistema






ẋF(t) = AxF(t) + Bu(t)

xF(0) = 0
(2.26)

Si pùo dimostrare che la soluzioneè pari a:

xF(t) =
∫ t

0
eA(t−σ)Bu(σ)dσ (2.27)

cioè un prodotto di convoluzione. Ciò è facilmente verificabile se si applica la trasformata di

1si noti che l’espressionèe diversa dalla matrice ottenuta facendo l’esponenziale di ogni singolo elemento della
matrice
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Laplace all’equazione del sistema:

s xF(s) − xF(0) = AxF(s) + Bu(s)

⇒ (sI − A) xF(s) = Bu(s)

⇒ xF(s) = (sI − A)−1Bu(s) (2.28)

Ricordando che la trasformata di Laplace di un prodotto di convoluzioneè pari al prodotto delle

singole trasformate, si ha:

u(σ)
L−→ u(s)

eAt L−→ (sI − A)−1

⇒ L
[ ∫ t

0
eA(t−σ)Bu(σ)dσ

]

= L[

eAtB
]L[u(t)] =

= (sI − A)−1B u(s) (2.29)

Si noti che la trasformata di Laplace dell’esponenziale di una matrice nonè altro che una general-

izzazione della trasformata di Laplace dell’esponenziale scalare:

eat L−→ 1
s− a

2.5 La soluzione completa del sistema

Dato chex(t) = xL(t) + xF(t), sommando le espressioni ottenute per la risposta libera e per quella

forzata si ottiene:

x(t) = eAtx(0)+
∫ t

0
eA(t−σ)Bu(σ)dσ (2.30)

Per quanto riguarda le uscite del sistema,

y(t) = CeAtx(0)+C
∫ t

0
eA(t−σ)Bu(σ)dσ + Du(t) (2.31)

Supponiamo per ipotesix(0) = 0 eD = 0; in questo caso si ottiene:

y =
∫ t

0
CeA(t−σ)Bu(σ)dσ (2.32)

e tale rapporto ingresso-uscita, molto importante dal punto di vista concettuale, porta alla definizione

dellamatrice delle risposte impulsiveW(t) di dimensionep×m:

W(t) = CeAtB (2.33)

Il nome si giustifica se consideriamo come ingresso del sistema la distribuzionedelta di Dirac, la

cui propriet̀a rivelatriceè qui riportata:

∫ b

a
f (t)δ(t − t0)dt = f (t0) (2.34)
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Il significato degli elementi della matriceW(t) è allora il seguente:l’elemento Wi j (t − t0) rapp-

resenta la risposta all’istante t dell’uscita i-esima, dovuta ad un impulso all’istante t0 applicato

all’ingresso j-esimo (figura (2.2)).

1
2

j

2
1

i

m p

W(t−  )τ

Figura 2.2: Sistema conm ingressi ep uscite

Esempio: impulso su una struttura elastica

y

δ

Figura 2.3: Schema di una semplice struttura elastica

La figura (2.3) rappresenta un semplice esempio di struttura elastica, formata da tre piani in

grado di traslare l’uno rispetto all’altro e poggiati su una base fissa. Assumiamo come ingressi le

forzeu1,u2,u3 agenti sui piani e come uscite le posizioni dei piani stessiy1, y2, y3. Immaginando

un ingresso impulsivo inu1(t) = δ(t − t0), (rappresentato in figura dal proiettile) l’elemento della

matriceW31 ci indica come il piano numero 3 evolve una volta che l’impatto ha avuto luogo.

2.6 Calcolo dell’esponenzialeeAt

Per poter ottenere informazioni qualitative sulla soluzione generale del sistemaè necessario cal-

colare l’esponenzialeeAt, cheè una matrice di dimensionen× n.



2.6. Calcolo dell’esponenzialeeAt 13

Dal calcolo degli autovalori e degli autovettori destri e sinistri diA è possibile ricavare un’e-

spressione pereAt senza utilizzare la serie di potenze precedentemente introdotta. Supponendo

il caso di matriceA conn autovalori distinti, ad essa corrispondonot1, . . . , tn autovettori linear-

mente indipendenti formanti una base; pertanto, dettaΛ la matrice degli autovalori diA posti sulla

diagonale, si pùo verificare che

eAt = TeΛtS =
n∑

i=1

Zi eλi t (2.35)

Le Zi sono matrici quadrate di dimensionen× n e cos̀ı costruite:

Zi = ti s
T
i (2.36)

doveti è una colonna della matrice degli autovettori destriT = [t1 t2 . . . tn] e sT
i è una riga della

matriceS = T−1. Si pùo dimostrare chesT
k A = λksT

k , cioè che le righe della matriceS sono gli

autovettori sinistri della matriceA.

Si noti che il prodotto di un vettore colonna per un vettore riga (a differenza del prodotto di un

vettore riga per un vettore colonna) da una matrice. Per esempio se prendiamo i vettori:

ti =





−1

2



 sT
i =

[

1 2
]

Risulta allora:

Zi = ti s
T
i =





−1 −2

2 4





mentresT
i ti = [3].

Esempio: calcolo dieAt

CalcoliamoeAt doveA è la matrice:

A =





−4 −1

2 −1





Il polinomio caratteristicòe dato da

det(sI − A) = det





s+ 4 1

−2 s+ 1



 = s2 + 5s+ 6 = (s+ 2)(s+ 3)

da cui risulta che gli autovalori sonoλ1 = −2, λ2 = −3. Ad essi si associano i rispettivi autovalori:

(A− λ1I )t1 = 0⇒




−4+ 2 −1

2 −1+ 2









t1
t2



 = 0⇒ t1 =





1

−2





e

(A− λ2I )t2 = 0⇒




−4+ 3 −1

2 −1+ 3









t1
t2



 = 0⇒ t2 =





1

−1




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A questo punto si trovano facilmente le matriciT edS = T−1:

T =





1 1

−2 −1



 , S = T−1 =





−1 −1

2 1





L’esponenziale si pùo esprimere come

eAt = TeΛtS =





1 1

−2 −1









e−2t 0

0 e−3t









−1 −1

2 1



 =

=





1

−2





[

−1 −1
]

e−2t +





1

−1





[

2 1
]

e−3t =

=





−1 −1

2 2



 e−2t +





2 1

−2 −1



 e−3t =

=





−e−2t + 2e−3t −e−2t + e−3t

2e−2t − 2e−3t 2e−2t − e−3t





Gli esponenziali scalarieλi t sono dettimodi del sistema. Se l’autovalorei-esimoè complesso,

allora si ha

λi = ξi + j iωi ⇒ eλi t = e(ξi+ jωi )t = eξi t(cos(ωi t) + j sin(ωi t)) (2.37)

Seè presente un autovalore di tipo complessoλ alloraè presente anche il suo complesso coniugato

λ∗. Si pùo inoltre verificare che, se aλ è associata la matriceZi , a λ∗ è associata la matriceZ∗i .

Di conseguenza, l’esponenzialeeAt può essere decomposto in due sommatorie che evidenziano il

contributo degli autovalori reali ed il contributo degli autovalori complessi:

eAt =

r∑

i=1

Zie
λi t +

n−1∑

i=r+1, passo2

(Zie
λi t + Z∗i eλ

∗
i t) (2.38)

dover è il numero di autovalori reali. SostituendoZi = Mi + jNi eλ = ξ + jω si ottiene:

eAt =

r∑

i=1

Zie
λi t + 2

n−1∑

i=r+1, passo2

eξt(Mi cos(wi t) − Ni sin(wi t)) (2.39)

e quindi si pùo osservare che l’esponenziale di una matriceè comunque sempre reale.

In conclusione, dall’analisi degli autovalori di una matriceè possibile ricavare informazioni

importanti sulla risposta libera del sistema, che dipende proprio dall’esponenzialeeAt. Nel caso in

cui la matriceA non presenti autovalori distinti, il problema si complica. Infatti, mentre nel caso
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di autovalori distinti la matriceA si pùo diagonalizzare nel seguente modo:

A = TΛT−1, Λ =





λ1 0 0 0

0 λ2 0 0

0 0
. . . 0

0 0 0 λn





ciò nonè più vero in generale in presenza di autovalori coincidenti. In questo casosi pùo ottenere

una rappresentazione della matriceA nella forma

A = T J T−1, J =





J1 0 0 0

0 J2 0 0

0 0
. . . 0

0 0 0 Jn





(2.40)

dove i singoliJk sono

Jk =





λk 1 0 0

0 λk 1 0

0 0
. . . 1

0 0 0 λk





(2.41)

La matriceJ è dettamatrice in forma di Jordan .

Esempio

La seguente matricèe in forma di Jordan:

A =





2 0 0 0 0 0 0 0

0 2 1 0 0 0 0 0

0 0 2 1 0 0 0 0

0 0 0 2 0 0 0 0

0 0 0 0 3 0 0 0

0 0 0 0 0 3 0 0

0 0 0 0 0 0 3 1

0 0 0 0 0 0 0 3





In presenza di autovalori coincidenti, assume importanza fondamentale ilgrado di λk, definito

come la dimensione del massimo blocco associato aλk nella matrice in forma di Jordan (nell’e-

sempio precedente, si ha deg(2)= 3 e deg(3)= 2). In questo caso, l’esponenzialeeAt assume la

seguente espressione:

eAt =

m∑

k=1

deg(λk)−1∑

j=0

Zk j t
j eλkt (2.42)

dovem è il numero di autovalori distinti.
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Esempio

I modi associati alla matriceA dell’esempio precedente sono:

• e2t, t e2t, t2e2t

• e3t, t e3t

Esempio

Data la matrice in forma di Jordan

A =





−4 1 0 0 0 0

0 −4 0 0 0 0

0 0 −4 1 0 0

0 0 0 −4 1 0

0 0 0 0 −4 1

0 0 0 0 0 −4





i modi ad essa associati sonoe−4t, t e−4t, t2e−4t, t3e−4t.

Come considerazione finale, ritornando al caso di autovalori distinti si ottiene:

W(t) = CeAtB =
n∑

i=1

Qi eλi t, Qi = CZi B (2.43)

e quindi gli autovalori intervengono pesantemente sia nella risposta libera che in quella forzata del

sistema.

2.7 Studio tramite trasformata di Laplace

Un altro modo per studiare i sistemi dinamiciè quello che prevede l’uso della trasformata di

Laplace. Applicando questa trasformata






ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t) + Du(t)

L−→





s x(s) − x(0) = Ax(s) + Bu(s)

y(s) = Cx(s) + Du(s)
(2.44)

Per poter operare tale trasformazione,è fondamentale che le matriciA, B, C, D siano costanti

nel tempo, ciòe che il sistema sia lineare invariante. Possiamo quindi ottenere

(sI − A)x(s) = x(0)+ Bu(s)

⇒ x(s) = (sI − A)−1x(0)+ (sI − A)−1Bu(s) (2.45)
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che risulta essere l’espressione dello stato del sistema in termini di trasformata di Laplace. Con-

frontando il risultato ottenuto nel dominio del tempo, si osservano le seguenti corrispondenze:

eAt L−→ (sI − A)−1

∫ t

0
eA(t−σ)Bu(σ)dσ

L−→ (sI − A)−1Bu(s) (2.46)

L’uscita trasformatàe data da

y(s) = C(sI − A)−1x(0)+
[

C(sI − A)−1B+ D
]

u(s) (2.47)

Se si considera solo la risposta forzata, cioè si ponex(0) = 0, si ha

y(s) =
[

C(sI − A)−1B+ D
]

u(s) =W(s)u(s)

doveW(s) =
N(s)
d(s)

(d(s) nonè altro che il polinomio caratteristico della matriceA).

Le funzioni razionaliche costituiscono gli elementi diW(s) sonoproprie , ovvero, il grado del

numeratorèe minore o uguale a quello del denominatore. In realtà vale l’uguaglianza solamente

se Di j , 0, altrimenti deg(ni j ) < deg(d). In questo caso le funzioni sono dettestrettamente
proprie . W(s) prende il nome dimatrice delle funzioni di trasferimento. La matrice delle

funzioni di trasferimentòe strettamente propria (ha tutte le componenti strettamente proprie) se e

solo seD = 0.

2.8 Stabilità

Si consideri un sistema lineare invariante, con condizioni iniziali ed ingresso fissati:






ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)

x(0) noto

Ad esso corrisponde una soluzionex(t). Si supponga ora di perturbare la condizione iniziale: ci si

chiede allora quale sia la soluzionex(t) , x(t) del sistema






ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)

x(0)+ ∆x(0) noto

Intuitivamente, tutto si ricongiunge allo studio della differenza tra le soluzionix(t) − x(t) = z(t),

edè interessante capire se essaè convergente a zero pert → +∞ (figura (2.4)).

Derivando l’espressione diz(t) si ottiene la seguente relazione:

ż(t) = ẋ(t) − ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) − Ax(t) − Bu(t) = A(x(t) − x(t)) = Az(t) (2.48)

e quindi si osserva chela differenza tra soluzione nominale e perturbata evolve come la
risposta libera, indipendentemente dall’ingressou(t).

Si pùo ora introdurre il concetto di stabilità di un sistema:
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δ

z

z
2

1

z(0)

ε

Figura 2.4: Convergenza diz(t) pert → +∞

• il sistema si dicestabile se∀ ε > 0 ∃ δ > 0 tale che se‖x(0) − x(0)‖ = ‖z(0)‖ < δ ⇒
‖x(t) − x(t)‖ = ‖z(t)‖ ≤ ε. Graficamente, la situazionèe riportata in figura (2.5); da essa

si evince che se la perturbazione si trova in una sfera di raggioδ, la soluzionèe comunque

limitata entro la sfera di raggioε.

δ

z

z
2

1

z(0)

ε

Figura 2.5: Stabilit̀a di un sistema

• il sistema si diceasintoticamente stabileseè stabile e per‖z(0)‖ < δ si ha lim
t→+∞

‖z(t)‖ = 0;

• il sistemaè instabile se noǹe stabile.

La stabilit̀a di un intero sistema ha senso solamente per sistemi lineari, mentre per quelli non

lineari si pùo parlare solamente di stabilità in alcuni punti. Questo argomento sarà trattato in

dettaglio in seguito.
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Figura 2.6: Pendolo e pendolo rovesciato

Esempio: il pendolo

Nella figura (2.6) a sinistràe raffigurato il classico pendolo. Tale sistema, per piccole oscillazioni,

può essere considerato lineare, ed inoltre per piccole perturbazioni risultastabile. Viceversa, nella

parte destra della figuràe rappresentato un pendolo rovesciato posto nella sua posizione di equi-

librio: questo sistemàe instabile, perch́e per ogni piccola perturbazione la differenza tra soluzione

nominale e soluzione perturbata esce dalla sfera di raggioε.

Dato che la differenza tra soluzione nominale e soluzione perturbata evolve come la risposta

libera, la stabilit̀a pùo essere studiata analizzando i modi del sistema. Più precisamente, definendo

lo spettro del sistemacome l’insieme degli autovalori diA

σ(A) = {λ1, . . . , λn}

si hanno le seguenti proprietà fondamentali:

• il sistemaèasintoticamente stabilese e solo se∀ λ ∈ σ(A) si haℜ{λ} < 0;

• il sistemaèstabilese e solo se∀ λ ∈ σ(A) si haℜ{λ} ≤ 0, e seλ ∈ σ(A) è tale cheℜ{λ} = 0

allora deg(λ) = 1;

• il sistemaè instabile se∃ λ ∈ σ(A) conℜ{λ} > 0 oppure∃ λ ∈ σ(A) conℜ{λ} = 0 e

deg(λ) > 1.

La semplice stabilit̀a nonè solitamente sufficiente nei problemi, perché perturbazioni infini-

tamente piccole sui parametri del sistema possono portare gli autovalori con parte reale nulla nel

semipiano instabileℜ{λ} > 0. Inoltre, la semplice stabilità non garantisce lo smorzamento dei

modi, ovvero la convergenza, ma solo la loro limitatezza.
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Esempio

Si consideri la seguente matrice in forma di Jordan:





−2 0 0 0 0 0

0 −3 0 0 0 0

0 0 − j4 1 0 0

0 0 0 − j4 0 0

0 0 0 0 j4 1
0 0 0 0 0 j4





Il grado degli autovalori con parte reale nullaè pari a 2: di conseguenza il sistemaè instabile. Se

sostituiamo gli “1 con due zeri il sistema diventerebbe stabile (marginalmente).

2.9 La risposta in frequenza

Si consideri un sistema con 1 ingresso ed 1 uscita. Ponendox(0) = 0 eD = 0, si ha:

y(t) =
∫ t

0
W(t − σ)u(σ)dσ

L−→ y(s) =W(s)u(s)

Si supponga ora di sollecitare il sistema con un ingresso di questo tipo:

u(t) =






eσt set ≥ 0

0 set < 0
(2.49)

Si osservi che nel casoσ = 0 il segnale in ingresso restituisce il gradino unitario; se inveceσ = jω,

si ha

ejωt = cos(ωt) + j sin(ωt)

Dalle note propriet̀a della trasformata di Laplace, si ha:

uσ(s) =
1

s− σ

Supponendo cheσ < σ(A), si ottiene:

y(s) =W(s)
1

s− σ =W(σ)
1

s− σ + (W(s) −W(σ))
1

s− σ (2.50)

Si pùo dimostrare che sviluppando tale equazione si giunge a:

y(s) =W(σ)
1

s− σ + W̃(s) (2.51)
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doveW̃(s) =
ñ(s)
p(s)

, con p(s) polinomio caratteristico della matriceA. Antitrasformando questa

espressione, si ottiene:

y(t) =W(σ)eσt + W̃(t) (2.52)

e, visto cheW̃(t) risulta essere una combinazione lineare dei modi del sistema, si ha che nel caso

di autovalori distinti

y(t) =W(σ)eσt +

n∑

i=1

q̃i eλi t (2.53)

Il primo termineè denominatorisposta a regime, mentre il secondòe larisposta transitoria che

dipende solamente dai modi. Supponendo che il sistema sia asintoticamente stabile, la risposta

transitoria tende a zero pert → +∞, e di conseguenza la risposta a regime perσ = jω è:

y jω(t) = W( jω)ejωt = |W( jω)|ejωt+ϕ( jω) =

= |W( jω)| cos(ωt + ϕ( jω)) + j|W( jω)| sin(ωt + ϕ( jω)) (2.54)

Ciò significa che se in ingresso al sistema si pone una sinusoide di pulsazioneω, in uscita si ottiene

una sinusoide con la stessa pulsazione, amplificata di un fattore|W( jω)| e sfasata di un angolo pari

aarg{W( jω)}. La rappresentazione in termini di fasoriè riportata in figura (2.7).

ϕ e
j t

W(jω

ω

)

Im

Re

e
j ω t

Figura 2.7: Fasori della risposta in frequenza di un sistema

2.10 I sistemi a tempo discreto

I sistemi a tempo discreto sono analoghi a quelli continui ma presentano una sostanziale differenza:

le equazioni che li descrivono non sono differenziali, ma sono equazioni alle differenze in cui

u, y, x sono definiti perk ∈ Z.

Esempio

y(k+ 2) = y(k+ 1)+ y(k) + 1

è un’equazione alle differenze che descrive un sistema a tempo discreto.
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In generale,̀e possibile definire i vettorix(k) ∈ Rn, u(k) ∈ Rm, y(k) ∈ Rp; in forma vettoriale,

le relazioni che descrivono un sistema discreto sono:





x(k+ 1) = f (k, x(k),u(k))

y(k) = g(k, x(k),u(k))
(2.55)

dove le singole equazioni sono del tipo:

xi(k+ 1) = fi(k, x1(k), . . . , xn(k), u1(k), . . . , um(k)) per i = 1, . . . , n

y j(k) = g j(k, x1(k), . . . , xn(k), u1(k), . . . , um(k)) per j = 1, . . . , p

Esempio





x1(k+ 1) = 3x2(k) + 2x2
3(k) − u1(k)

x2(k+ 1) = x3(k)

x3(k+ 1) = kx1(k) − u2

è un sistema a tempo discreto di tipo non lineare.

Un sistema discretòe invariante o autonomose le funzionif eg non dipendono direttamente

dak: 




x(k+ 1) = f (x(k),u(k))

y(k) = g(x(k),u(k))
(2.56)

Un sistema discretòe lineare se f eg sono lineari rispetto ax eu:






x(k+ 1) = A(k)x(k) + B(k)u(k)

y(k) = C(k)x(k) + D(k)u(k)
(2.57)

Un sistema discretòe lineare ed invariantese sono verificate ambedue le precedenti condizioni:






x(k+ 1) = Ax(k) + Bu(k)

y(k) = Cx(k) + Du(k)
(2.58)

Trovare la soluzione di un sistema discretoè semplice, utilizzando la ricorsività. In questa

sede per̀o si vogliono estrarre informazioni qualitative, e in analogia a quanto fatto per i sistemi

continui dividiamo il problema in due parti distinte:






x(k+ 1) = Ax(k)

x(0) noto
(2.59)

cheè il problema dellarisposta libera, e






x(k+ 1) = Ax(k) + Bu(k)

x(0) = 0
(2.60)
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cheè il problema dellarisposta forzata. Si pùo verificare che la soluzione generale risulta:

x(k) = Akx(0)+
k−1∑

h=0

Ak−h−1Bu(h)

y(k) = CAkx(0)+
k−1∑

h=0

CAk−h−1Bu(h) + Du(k) (2.61)

Si supponga ora che la matriceA abbian autovalori distinti (ciòe ci sianon autovettori linearmente

indipendentit1, t2, . . . , tn). DettaT la matrice degli autovettori (che risulta invertibile) eS = T−1

la matrice degli autovettori sinistrisT
1 , sT

2 , . . . , sT
n , risulta:

Ak =

n∑

i=1

Zi λ
k
i (2.62)

doveZi = ti sT
i . Gli autovaloriλk

i sono dettimodi del sistema, e come ci si poteva aspettare essi

influiscono sia sulla risposta libera che su quella forzata. In particolare, se λ ∈ R si ottengono

delle successioni crescenti (se|λ| > 1) o decrescenti (se|λ| < 1), mentre seλ ∈ C si ha

λk = |λ|kejθk = |λ|k[ cos(θk) + j sin(θk)
]

E’ importante sottolineare quanto la teoria per i sistemi continui e per i sistemi discreti sia analo-

ga, con l’unica differenza che nel primo caso si considera la parte reale ed immaginaria degli

autovalori, mentre nel secondo il modulo e la fase degli autovalori.

E’ possibile anche definire lamatrice delle risposte impulsiveW(k) = CAkB, in cui ogni

elementoWi j (k) = CiAkBj è la risposta dell’uscitai-esima quando all’ingressoj-esimoè applicato

un impulso discreto (ad esempio la successione{1, 0, 0, . . . , 0}).
Nel caso in cui la matriceA presenti autovalori coincidenti, si ha invece:

Ak =

m∑

i=1

deg(λi )−1∑

h=0

Zih





k

h



 λ
k
i (2.63)

Se per esempio consideriamo

J =





3 1 0 0 0

0 3 0 0 0

0 0 3 1 0

0 0 0 3 1

0 0 0 0 3





a questa matrice in forma di Jordan sono associati i seguenti autovalori:

• e3t, t e3t, t2 e3t nel caso di sistemi continui;

• 3k, p1 3k, p2 3k nel caso di sistemi discreti.
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Si pùo facilmente dimostrare che, elevando ad una potenzak una matrice in forma di Jordan, ciò

che ne risultàe una matrice a blocchi simile a quella di partenza, in cui i singoli blocchi sono la

potenzak-esima dei blocchi della matrice di partenza.

Ricordiamo infine le seguenti proprietà fondamentali relative alla stabilità dei sistemi lineari

discreti:

• un sistema discretòeasintoticamente stabilese e solo se∀ λ ∈ σ(A) si ha|λ| < 1;

• un sistema discretòe stabile se e solo se∀ λ ∈ σ(A) si ha |λ| ≤ 1, e qualora|λ| = 1 si ha

deg(λ) = 1;

• un sistema discretòe instabile se noǹe stabile.

2.11 Trasformazione di stato

Per motivi che risulteranno chiari nel seguitoè spesso opportuno effettuare un cambiamento di

base nella rappresentazione naturale di un sistema. Presa una matrice invertibile

T =
[

t1, t2, . . . , tn
]

detta matrice di cambiamento di base (le cui colonne formano la nuova base),definiamo la trasfor-

mazione 




x̂ = T−1x

x = Tx̂

Applicando tale trasformazione ad un sistema lineare autonomo, si ottiene:






ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t) + Du(t)
⇒






T ˙̂x(t) = ATx̂(t) + Bu(t)

y(t) = CTx̂(t) + Du(t)

⇒





˙̂x(t) = T−1ATx̂(t) + T−1Bu(t)

y(t) = CTx̂(t) + Du(t)
(2.64)

Dunque il sistema ha una nuova rappresentazione:






ẋ(t) = Âx(t) + B̂u(t)

y(t) = Ĉx(t) + D̂u(t)
(2.65)

in cui le matrici assumono le seguenti espressioni:

Â = T−1AT (2.66)

B̂ = T−1B (2.67)

Ĉ = CT (2.68)

D̂ = D (2.69)
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Si noti che la matriceD non è cambiata. Questo era d’altra parte prevedibile, perché per la

relazione tray(t) edu(t) nonè stata proposta alcuna trasformazione.

Si osservi inoltre che, nel passaggio alla nuova rappresentazione, lamatriceA subisce una

trasformazione per similitudine. Si dimostra che per tali trasformazioni rimane inalterato il

polinomio caratteristico e con esso gli autovalori, con la conseguenza che lepropriet̀a di stabilit̀a

del sistema sono invariate.

2.12 I sistemi a tempo campionato

Al giorno d’oggi, l’elaborazione di segnali avviene quasi sempre attraverso l’uso di calcolatori, che

come noto evolvono a tempo discreto. Lavorare con sistemi di tipo discreto non è un problema

in quanto la teoria dei sistemi continui e dei sistemi discreti hanno forti analogie. Quando sistemi

a tempo continuo devono interagire con sistemi a tempo discreto un aspetto fondamentalèe la

conversione di segnali a tempo continuo (provenienti dal mondo esterno) a segnali a tempo discreto

(all’interno del calcolatore) e viceversa.

2.12.1 La conversione analogico-digitale

La prima operazione che si consideraè la conversione di un segnale analogico in uno digitale,

secondo lo schema a blocchi rappresentato in figura (2.8).

KTt

A/D

Figura 2.8: Conversione analogico-digitale

Il blocco contrassegnato conA/D è un convertitore analogico-digitale, e l’operazione attuata

è dettacampionamento. Si suppone in questa sede che il campionamento del segnale avvenga

con un passo fissoT, anche sèe possibile che segnali vettoriali (cioè più canali in ingresso) siano

campionati con passi diversi (si parla allora disistemi multi-rate). L’operatore di campionamento

è lineare, e quindi un sistema continuo lineareè trasformato in un sistema discreto lineare:

f (t)
A/D−→ f (kT)

α f (t) + βg(t)
A/D−→ α f (kT) + βg(kT) (2.70)

Un esempio del funzionamento di un convertitore analogico-digitaleè rappresentato in figura (2.9).

Quando il segnale START passa allo stato 1 viene attivato il generatore di rampa ed il contatore

che viene bloccato quando il segnalesraggiunge il livellor. Il contatore fornir̀a dunque un numero

intero s∗ proporzionale (a meno dell’arrotondamento) as. E’ necessario che il tempo di quantiz-

zazione del segnale analogico sia molto più piccolo del passo di campionamento, ed inoltre che il

segnale in ingresso non abbia frequenza troppo elevata.
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r
s

s*

COMPARATORE

LIVELLO

CONTATORE

SEGNALE

GENERATORE

RAMPA

 if r >s STOP

START

Figura 2.9: Funzionamento qualitativo di un convertitore analogico-digitale

2.12.2 La conversione digitale-analogica

Questo tipo di operazionèe senz’altro pìu delicata da trattare rispetto alla conversione analogico-

digitale. In linea di principio, tramite interpolazioneè possibile trovare una funzione (per esempio

polinomiale di gradoN − 1) che passi perN punti dati. Nel caso di polinomìe infatti sufficiente

impostare le seguenti equazioni lineari (problema dell’interpolazione)

a0 + a1xi(kT) + a2x2
i (kT) + . . . + anxn−1

i (kT) = f (kT) ∀ i = 1, . . . ,N (2.71)

per determinare i coefficienti. Tuttavia ci si rende conto che, e ciò è determinante ai fini dell’ap-

plicazione di questo metodo,è necessario operare l’interpolazionefuori linea , cioè si deve essere

in possesso di tutti gliN campioni per trovare la funzione polinomiale. Ciò ovviamente noǹe fat-

tibile nella quasi totalit̀a delle applicazioni. E’ dunque necessario trovare un sistema per operare

una conversionein linea, elaborando i campioni volta per volta in tempo reale.

Un modo semplice per operare una conversione in lineaè usare il cosiddettomantenimento
di ordine zero. Il metodo consiste nel creare una funzione costante a tratti, il cui valoreè pari al

valore del campione precedentemente inviato (vedi figura (2.10)).

KT t

D/A

Figura 2.10: Mantenimento di ordine zero

Con questa operazione, dai campionif (kT) si crea una funzione costante a tratti il cui valore

è f̂ (kT) = f (kT) per kT ≤ t ≤ (k + 1)T. Esistono anche mantenimenti di ordine superiore

(vedi figura (2.11) per l’ordine 1), ma al giorno d’oggi il tempo di campionamentoè cos̀ı basso

che l’informazione persa utilizzando un mantenimento di ordine zeroè praticamente trascurabile

(dato che l’errore cala al diminuire diT, come riportato in figura (2.12)). Di fatto, dunque, i metodi

basati sul mantenimento di ordine superiore non sono utilizzati.
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KT t

D/A

Figura 2.11: Mantenimento di ordine uno

Figura 2.12: Errore con mantenimento di ordine zero

2.12.3 L’aliasing

Si espone ora brevemente il problema dell’aliasing, trattato nel caso di un segnale sinusoidale. Ciò

nonè restrittivo, in quantòe noto che funzioni periodiche possono essere approssimate mediante

uno sviluppo in serie di Fourier, che consta appunto di funzioni armoniche.

Si consideri allora il segnale a tempo continuo cos(ω1t), e lo si campioni con passoT ottenendo

una successione di valori cos(ω1kT). Si vede facilmente che la stessa successione può essere

ottenuta se si campiona, con lo stesso passoT, un segnale del tipo cos(ω2t) tale da verificare la

seguente uguaglianza:

cos(ω2kT) = cos(ω1kT +mk2π)

⇒ ω2 = ω1 +m
2π
T
= ω1 +mΩC (2.72)

doveΩc è dettopulsazione di campionamento. Dunque si pùo dire che se il segnale in ingres-

so ha due componenti armoniche tali da verificare l’espressioneω2 − ω1 = mΩC, esse risultano

indistinguibili all’atto del campionamento, con la conseguenza che nonè possibile interpretare ed

eventualmente ricostruire correttamente il segnale.

E’ noto che solitamente i segnali trattati nei problemi reali hanno banda limitata,come qual-

itativamente riportato in figura (2.13). Affinch̀e un segnale a banda limitata compresa tra−ω eω

risulti correttamente interpretato e ricostruibile dopo il campionamento,è dunque necessario che

qualunque frequenza componente il segnale risulti distinguibile dalle altre. Questo significa, in

particolare, che non deve esistere alcuna frequenza di valore pari osuperiore a−ω+mΩC, che nel

caso peggiore, perm= 1, restituisce la seguente espressione:

ω < −ω + ΩC ⇒ 2ω < ΩC (2.73)
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|f|

ω

−ω ω

Figura 2.13: Segnale a banda limitata

Sostituendoω = 2π f e Ωc = 2π fc, dove f è la frequenza massima utile del segnale efC è la

frequenza di campionamento, si ottiene:

f <
fC
2

oppurefC > 2 f (2.74)

Questo risultato fondamentaleè conseguenza delteorema del campionamento, il quale permette

anche di stabilire che il segnale a tempo continuoè completamente ricostruibile, almeno in linea

di principio, a partire dai singoli campioni, seè verificata la condizione sopra riportata.

La dimostrazione del teorema del campionamento, avvenuta nel 1949 ad opera di Shannon,

si è rivelata un passo importante per la teoria dei segnali e le comunicazioni elettriche, perch́e

ha permesso il passaggio dall’elaborazione di segnali analogici a quelladi segnali digitali con

notevole miglioramento in termini di immunità ai disturbi.

Un’ultima considerazione riguarda le condizioni necessarie per verificare l’espressionef <
fC
2

. E’ facile immaginare che nella realtà, essendo i segnali imprevedibili, non siè in grado di

dire a priori quale sia la banda del segnale, o perfino se esso risulti limitato omeno. In questi casi,

dovendo comunque fissare la frequenza di campionamento all’interno deicircuiti elettronici del

convertitore analogico-digitale, si rende necessaria un’operazione di filtraggio del segnale stesso,

atta ad eliminare le componenti frequenziali spurie superiori al valore
fC
2

. Tale effetto filtrante

spesso avviene naturalmente nel sistema, come nel caso di un microfono, dispositivo che gìa di

per śe costituisce un filtro del segnale.

Esempio

Le frequenze udibili dall’orecchio umano possono arrivare fino a circa 20kHz; ciò significa che

ogni componente superiore a questo valore nonè umanamente rilevabile. Per questo motivo,

dovendo essere verificata l’espressionefC > 2 f , la frequenza di campionamento delle tracce

sonore dei CD musicalìe solitamente pari a 44,100kHz.

2.13 Equivalente discreto di un sistema continuo

Si consideri la situazione rappresentata in figura (2.14).
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D/A A/D

PROCESSO

REGOLATORE

Figura 2.14: Controllo discreto per processo continuo

In essàe rappresentata una tipica situazione in cui un processo a tempo continuo viene con-

trollato mediante calcolatore, e quindi con un controllore a tempo discreto. I convertitori A/D e

D/A in figura servono per il passaggio dal mondo continuo a quello discreto eviceversa.

Se si vuole studiare l’intero sistema costituito dal processo più il controllore, è necessario,

per avere equazioni consistenti, calcolare l’analogo discreto del processo continuo, o l’analogo

continuo del controllo discreto. In questa fase calcoleremo l’equivalentediscreto di un processo

a tempo continuo. Si assume che il segnale in uscita dal convertitore digitale-analogico ottenuto

mediante mantenimento di ordine zero, e quindi risulta costante a tratti:

u(t) = u(kT) per kT ≤ t ≤ (k+ 1)T

Nel processo lineare a tempo continuo governato dalle equazioni






ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t) + Du(t)

si ha allora un ingresso costante a tratti, ma niente ci autorizza a dire che anche x(t) edy(t) siano

costanti a tratti. L’unica cosa che si può dimostrarèe chex(t) risulta non derivabile nei puntix(kT).

Tuttavia, l’uscitay(t) del processo a tempo continuo entra nel convertitore analogico-digitale,e

per questo essa viene solamente considerata in istanti multipli del passo di campionamentoT. Ci

poniamo dunque il problema di trovare una relazione trau(kT), x(kT), x((k+ 1)T).

Supponendo notiu(kT) e x(kT), possiamo valutare l’espressione della soluzione del sistema

continuo proprio negli istantikT:

x(t) = eA(t−kT)x(kT) +
∫ t

kT
eA(t−σ)Bu(σ)dσ (2.75)

dove siè partiti dall’istante inizialekT invece che da zero: questa operazioneè lecita in quanto il

sistemàe tempo invariante. Se valutiamo tale espressione pert = (k+ 1)T, si ottiene:

x((k+ 1)T) = eATx(kT) +
∫ (k+1)T

kT
eA((k+1)T−σ)Bu(kT)dσ (2.76)
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in cui siè postou(σ) = u(kT) perch́e all’interno dell’intervallo[kT, (k+ 1)T) l’ingressoè costante.

Ciò significa anche che esso non entra nel calcolo dell’integrale:

x((k+ 1)T) = eATx(kT) +

[∫ (k+1)T

kT
eA((k+1)T−σ)Bdσ

]

u(kT) (2.77)

Il termine fra parentesi pùo essere semplificato. Con un semplice cambio di variabili si ottiene:

∫ (k+1)T

kT
eA((k+1)T−σ)Bdσ =

∫ 0

T
eAξB(−dξ) =

∫ T

0
eAξBdξ (2.78)

e pertanto non dipende dak. In definitiva, si ottiene:

x((k+ 1)T) = eATx(kT) +

[∫ T

0
eAξBdξ

]

u(kT)

e quindi possiamo scrivere






x((k+ 1)T) = ADx(kT) + BDu(kT)

y(kT) = CDx(kT) + DDu(kT)
(2.79)

dove

AD = eAT, BD =

∫ T

0
eAξBdξ, CD = C, DD = D (2.80)

La rappresentazione grafica dell’equivalenza ottenuta fra sistemi a tempocontinuo e sistemi a

tempo discretòe riportata in figura (2.15).

D/A A/D
u(t) y(t) y(kT)SISTEMA

(A,B,C)

u(kT)

Figura 2.15: Equivalenza sistema continuo - sistema discreto

Si osservi come la rappresentazione di stato trovata per il sistema a tempo discreto siaesatta-
mente equivalentea quella per il sistema a tempo continuo al quale sono stati applicati i conver-

titoriconsideratii in ingresso e uscita. Inoltre, si noti che le matriciC e D non sono cambiate nel

passaggio al mondo discreto, perché rappresentative di legami algebrici e non differenziali.

I risultati appena ottenuti sono molto importanti per la Teoria dei Sistemi e dei controlli, in

quanto permettono indifferentemente di progettare un controllore sia pensandolo nel dominio con-

tinuo che in quello discreto. Al giorno d’oggi, la realizzazione digitaleè altamente preferita per

la sua flessibilit̀a e convenienzaeconomicaa. Si può dimostrare che se il sistema a tempo con-

tinuo rappresentato dalle matriciA, B, C, D è asintoticamente stabile, questaè una condizione

necessaria e sufficiente per affermare che il sistema a tempo discreto con matriciAD, BD, CD, DD

è asintoticamente stabile. Ciò è dimostrabile perch́e seA ha autovalori{λ1, λ2, . . . , λn} allora

AD = eAT ha autovalori{eλ1T , eλ2T , . . . , eλnT}.



2.13. Equivalente discreto di un sistema continuo 31

Esempio: calcolo dell’integrale
∫ T

0
eAξBdξ

Utilizzando le regole gìa note, si ottiene:

∫ T

0
eAξBdξ =

∫ T

0
TeΛξS Bdξ = T

[∫ T

0
eΛξdξ

]

S B

e quindi si tratta solamente di calcolare gli integrali di singoli esponenziali,posti sulla diagonale

maggiore.

Esempio: verifica dell’espressione
∫ T

0
eAtdt = A−1

[

eAT − I
]

La verificaè presto fatta se si considera che:

d
dt

eAt =
d
dt

+∞∑

k=0

(At)k

k!
=

+∞∑

k=0

Ak

k!
k tk−1 =

+∞∑

k=1

Ak

(k− 1)!
tk−1 =

= A
+∞∑

k=1

Ak−1

(k− 1)!
tk−1 = A

+∞∑

h=0

(At)h

h!
= A eAt

Infatti, si ha che
d
dt

[

A−1eAt
]

= eAt, e quindi l’integrale definito tra 0 eT è provato.

Esempio: realizzazione discreta di un controllore

Si vuole trovare l’equivalente discreto del controllore:

Kp + KI
1
s

cioè di un regolatore proporzionale-integrale. Supponendo che l’ingresso siae(t) e l’uscitau(t),

ciò che si hàe u(s) =

(

Kp + KI
1
s

)

e(s). Si verifica facilmente che la rappresentazione di stato nel

mondo continuòe pari a:





ẋ(t) = e(t)

u(t) = KP e(t) + KI x(t)

Le matrici di questo sistema continuo sono pari a:

A = [0] , B = [1] , C = [KI ] , D = [KP]

Pertanto, la rappresentazione equivalente nel mondo discreto ha le seguenti matrici:

AD =
[

eAT
]

=
[

e0T
]

= [1]

BD =

[∫ T

0
eAξBdξ

]

= [T]

CD = [KI ]

DD = [KP]
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Si ottiene allora: 




x((k+ 1)T) = x(kT) + T e(kT)

u(kT) = KI x(kT) + KP e(kT)

Per implementare effettivamente questo controllore al calcolatore,è necessario il seguente

algoritmo di massima:

1. lettura die(kT);

2. calcolo diu(kT);

3. scrittura diu(kT) nel convertitore digitale-analogico;

4. calcolo dix((k+ 1)T);

5. aspettare il prossimo passo di campionamento;

6. tornare ad 1 se il processoè ancora attivo.



Capitolo 3

I sistemi dinamici

3.1 Considerazioni generali

Sebbene i sistemi considerati nel corso sono prevalentemente quelli descritti da equazioni dif-

ferenziali e alle differenzeè opportuno introdurre una definizione generale di sistema dinamico.

Prima di procedere ad una definizione formaleè opportuno introdurre un esempio. Consideriamo

i due sistemi in Fig. 3.1), in cui sono rappresentate due diverse tipologie di circuito elettrico: una

semplice resistenza e un circuito R-L. Dalle note leggi dell’elettrotecnica, possiamo scrivere:

L

RRv v

Figura 3.1: Diverse tipologie di sistema

• per il primo sistema:i(t) =
v(t)
R

;

• per il secondo sistema:Li̇(t) = v(t) ⇒ i(t) = i(t0) +
1
L

∫ t

t0
vσdσ

In ambedue i casi,̀e possibile associare una causa (la tensione) all’uscita desiderata (la corrente),

e per calcolare l’uscitàe necessario conoscere la funziona del tempo della causav(t). Tuttavia, il

secondo sistemàe governato da un’equazione differenziale e la conoscenza del valore div(t) non

è sufficiente a determinare univocamente il valore della corrente: si deve ancheconoscere il valore

di i(t0), la condizione iniziale del sistema. Questi tipi di sistemi, per cuiè necessario conoscere

anche lo stato in un istante iniziale, sono dettisistemi dinamici.
Una domanda che subito ci si potrebbe porreè la seguente:̀e necessario conoscere tutta la

storia passata dell’evoluzione del sistema per calcolare la sua evoluzione futura? La rispostàe

ovviamente no:è sufficiente conoscere il comportamento del sistema in un istantet0, perch́e le

33
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informazioni negli istanti precedenti sono ridondanti. Questo concetto introduce la definizione di

stato del sistema, cheè l’informazione interna del sistema, proveniente dal passato, sufficiente a

calcolarne l’evoluzione nel futuro. Matematicamente il valore all’istante inizialepuò essere cosı̀

specificato:

i(t) =
1
L

∫ t

−∞
v(σ)dσ =

1
L

∫ t0

−∞
v(σ)dσ +

1
L

∫ t

t0
v(σ)dσ = i(t0) +

1
L

∫ t

t0
v(σ)dσ (3.1)

dove siè postoi(−∞) = 0. Si noti cheè possibile arrivare allo stesso valore dii(t0) seguendo

strade diverse, ma questo non conta ai fini dell’evoluzione futura.

3.2 Sistemi dinamici causali

Si considerino i seguenti insiemi:

• l’insieme dei tempiT totalmente ordinato (ciòe set1 , t2 è possibile dire chìe più grande

dell’altro). Nell’astrazione matematica, spesso si prendeT = R oppureT = Z, come ad

esempio quando si considera il clock di un calcolatore;

• l’insieme degli statiX (che pùo essereRn);

• l’insieme degli ingressiU (che pùo essereRm);

• l’insieme delle usciteY (che pùo essereRp);

• l’insieme delle funzioni di ingressoΩ = {U(. . .) : T → U | condizione} (ad esempio, per

un attuatore sono possibili solo funzioni di ingresso comprese tra il minimo edil massimo

valore ottenibili dall’attuatore stesso);

• l’insieme delle funzioni di uscitaΓ = {Y(. . .) : T → Y| condizione} (ad esempio, per un

sensore sono possibili solo funzioni di uscita comprese tra il minimo ed il massimo valore

ottenibili dal sensore stesso).

Si definisce allora lafunzione di transizioneϕ come






ϕ : T × T × X ×Ω→ X

x(t) = ϕ(t, τ, x(τ), u(·))
(3.2)

dove u(·) indica l’intera funziona del tempo e non solo il suo valore in un punto dell’asse dei

tempi. Per definire un sistema dinamico, la funzione di transizione deve possedere le seguenti

quattro propriet̀a:

• consistenza:
ϕ(τ, τ, x, u(·)) = x ∀ τ ∈ T, x ∈ X, u ∈ Ω (3.3)

In sostanza, nell’istante di tempot = τ si deve ottenere lo stato iniziale della funzionex(τ);
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• composizione:

x(t3) = ϕ(t3, t1, x1, u(·)) = ϕ(t3, t2, x2, u(·)) (3.4)

= ϕ(t3, t2, ϕ(t2, t1, x1, u(. . .)),u(. . .))

∀ t1 ≤ t2 ≤ t3 ∈ T, x ∈ X, u ∈ Ω (3.5)

Conoscendo lo stato in un certo istante non ci occorre conoscere la storiapreceente del

sistema;

• definizione in avanti la funzioneϕ deve essere definita sempre pert ≥ τ ∀ x ∈ X, u ∈ Ω.

Ciò significa che pert < τ la funzione di transizione potrebbe non essere definita. Questoè

un caso che si pùo verificare nella realtà molto frequentemente; se però è possibile risalire

al passato dell’evoluzione di un sistema, allora essoè dettoreversibile;

• causalità: date due ingressiu1(t) e u2(t) che coincidono pert1 ≤ t ≤ t2 (e che possono

differire al di fuori di tale intervallo). Allora si ha:

ϕ(t, t1, x,u1(. . .)) = ϕ(t, t1, x,u2(. . .)), ∀ t nell’intervallo (3.6)

In pratica, se ci interessa lo stato nell’intervallo [t1, t2], dato lo stato int1, le informazione

relative agli istanti precedenti at1 e successive at2 non hanno alcun ruolo.

Per quanto riguarda l’uscita di un sistema, introduciamo la seguente funzione:






η : T × X × U → Y

y(t) = η(t, x(t), u(t))
(3.7)

Sey(t) = η(t, x(t)) il sistema si dicestrettamente proprio (nel caso di sistemi lineari, ciò significa

porre la matriceD pari a zero).

Le propriet̀a sopra enunciate possono essere verificate per la nota espressione dei sistemi

lineari invarianti:

x(t) = eA(t−t0)x(t0) +
∫ t

t0
eA(t−σ)Bu(σ)dσ

Infatti si ha:

• x(t0) = Ix(t0) perch́eeA(t0−t0) = I e l’integrale si annulla. E’ cosı̀ verificata la consistenza;

• dati gli istantit1 ≤ t2 ≤ t3,

x(t3) = eA(t3−t1)x(t1) +
∫ t3

t1
eA(t3−σ)Bu(σ)dσ

e

x(t3) = eA(t3−t2)x(t2) +
∫ t3

t2
eA(t3−σ)Bu(σ)dσ

Sostituendo ax(t2) la sua espressione rispetto at1 ottenuta con la stessa formula, si ottiene

l’uguaglianza voluta provando cosı̀ la propriet̀a di composizione;
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• x(t) è sicuramente definita pert ≥ t0 perch́e anche l’integralèe definito per questi valori;

• seu1(t) = u2(t) in un intervallo[t1, t2], allora l’integrale, calcolato a partire dat1, presenta

sempre lo stesso ingresso in ambedue i casi. Pertanto il risultatoè il medesimo, ed̀e cos̀ı

verificata la propriet̀a di causalit̀a.

Le propriet̀a della funzione di transizione sono verificate anche per i sistemi a tempo discreto.

Inoltre, in questo caso il calcolo esatto diϕ è possibile per ricorsione. Nel caso di sistemi a tempo

discreto pùo venire a cadere un proprietà cheè tipicamente verificata per quelli a tempo continuo,

ovvero la reversibit̀a. Per esempio il sistema descritto dall’equazione





x1(k+ 1)

x2(k+ 1)



 =





0 1

0 0









x1(k)

x2(k)





è un sistema non reversibile, perché la matrice A noǹe invertibile.

E’ lecito chiedersi anche se le soluzioni di equazioni non lineari nella forma






ẋ(t) = f (t, x(t), u(t))

x(t0) noto

possano verificare le proprietà della funzione di transizione, descrivendo pertanto dei sistemi di-

namici. In generale, noi considereremo solamente la classe dei sistemi non lineari con soluzione

unica, dipendente dalle condizioni iniziali e dagli ingressi noti. Dunque, inlinea di principio es-

iste edè definita una funzionex(t) = ϕ(t, t0, x(t0), u(. . .)), che risulta proprio essere la funzione di

transizione, anche se la maggior parte delle volte essaè impossibile da calcolare analiticamente,

senza fare ricorso a qualche tecnica numerica.

Un problema di carattere matematico che si presenta quando abbiamo a che fare con equazioni

diffrenzialiè che, in casi patologici, può cadere l’unicit̀a della soluzione. Per esempio, l’equazione

differenziale 




ẋ(t) =
√

x(t)

x(0) = 0

ha infinite soluzioni, e cìo perch́e la funzione in oggetto noǹe Lipschitziana. Essa noǹe dunque

candidata a descrivere un sistema dinamico. l’equazione differenziale






ẋ(t) = x(t)2

x(0) = 1

ha soluzione unica ma noǹe definita per ognit > 0. Anche essa noǹe dunque candidata a

descrivere un sistema dinamico.
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3.3 Gli automi come sistemi dinamici

Una classe di sistemi dinamici di un certo interesse sono gli automi finiti, in cuigli insiemiX, U, Y

sono di tipo finito:

U = {u1, u2, . . . , un}
Y = {y1, y2, . . . , yp}
X = {x1, x2, . . . , xm} (3.8)

Un automàe tipicamente rappresentato da una funzione del tipo

x(k+ 1) = F(k, x(k), u(k)) (3.9)

che definisce lo stato futuro come funzione dello stato e dell‘ingresso correnti. Nel caso di automi

tempo–invarianti possiamo scrivere

x(k+ 1) = F(x(k), u(k)) (3.10)

Esistono fondamentalmente due modi per rappresentare efficacemente un automa descritti da

questa relazione: una tabella oppure un grafo di flusso rappresentativi della funzioneF.

La tabella noǹe altro che una matrice in cui sulle righe sono riportati glim ingressi del sistema,

e sulle colonne glin stati possibili assunti dal sistema stesso. Ogni elementoFi j di questa matrice,

dettatabella di transizione, rappresenta lo stato futuro nel caso in cui ci si trovi nello statox j ed

il sistema venga sollecitato con l’ingressoui

x1 x2 . . . xn

u1 f11 f12 . . . f1n

u2 f21 f22 . . . f2n

um fm1 fm2 . . . fmn

La descrizione completa dell’automa può essere anche data, come già detto, in termini di grafo di

flusso. Si consideri per esempio la figura (3.2), in cuiX = {1, 2, 3, 4}, U = {1, 2, 3}, Y = {0, 1}.
Tale grafo corrisponde alla tabella

x1 x2 x3 xn

u1 1 1 3 2

u2 1 1 4 4

um 3 2 2 2

I quattro possibili stati assunti dal sistema sono rappresentati con dei cerchi suddivisi a met̀a:

nella parte altàe riportato l’indice dello stato, in quella bassa il valore in uscita associato a tale

stato. Ogni sollecitazione in ingresso fa cambiare stato al sistema secondo la direzione degli

archi. Ad ogni arcòe associato il valore dell’ingresso che provoca la transizione. E’ importante

sottolineare che in questo caso l’uscitaè legata solamente allo stato corrente da un’equazione del

tipo y = g(x), e che quindi il sistemàe strettamente proprio. Sono possibili anche automi in cui
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1

3

1,2

3

0 0

2

1,3

1

2

31,2 1
2

43

1

Figura 3.2: Grafo di flusso per automi finiti

l’uscitaè legata sia allo stato che agli ingressi, realizzando un legame del tipoy = g(x,u). Anche le

uscite di un sistema possono essere rappresentate graficamente tramite unamatrice, con le stesse

considerazioni gìa fatte per la tabella di transizione. Si sottolinea inoltre che la rappresentazione

mediante grafo di flusso può risultare piuttosto complessa se il sistema prevede un numero di stati

abbastanza elevato.

Esempio: il riconoscimento di una stringa

Si supponga di voler realizzare una macchina a stati finiti che permetta di riconoscere la stringa

358 all’interno di una stringa più grande. Gli insiemiU, Y, X sono:

U = {0, 1, 2, . . . , g}
Y = {0, 1}
X = {1, 2, 3, 4}

dove per l’uscita si intende 0 se la stringa nonè riconosciuta ed 1 se la stringaè riconosciuta. Il

grafo di flussòe riportato in figura (3.3).

00 0

U

1

U−{8}

U−{3}

53 8

3

U−{5,3}

Figura 3.3: Esempio di automa: riconoscimento di una stringa
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Esempio: somma binaria di due sequenze di bit

Si supponga di voler calcolare la somma di due sequenze di bit che giungano alla macchina, a

partire dal bit meno significativo. Gli insiemiU, Y, X sono:

U =










0

0



 ,





1

0



 ,





0

1



 ,





1

1










Y = {0, 1}
X = {A, B, C, D}

Come esercizio si deriva il grafo di un automa a quattro stati che esegue lasomma binaria.





Capitolo 4

Raggiungibilit à ed osservabilit̀a

4.1 Raggiungibilità nei sistemi a tempo continuo

Si consideri un sistema lineare autonomo a tempo continuo:






ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t) + Du(t)

In questo paragrafo ci porremo il seguente problema: dato uno statox1, è possibile agire sul-

l’ingressou in modo tale da raggiungere uno statox2? Se la rispostàe affermativa,x2 si dice

raggiungibile dax1, o equivalentemente chex1 è controllabile ax2. Le definizioni formali sono

riportate qui di seguito per i sistemi a tempo continuo, per i quali si considera solitamente la

raggiungibilit̀a e l’osservabilit̀a rispetto allo stato nullo.

Definizione Lo statox è raggiungibile (da zero)nell’intervallo di tempo[0, τ] se∃ u(·) tale che

sex(0) = 0 ⇒ x(τ) = x.

Definizione Lo statox è controllabile (a zero) nell’intervallo di tempo[0, τ] se∃ u(·) tale che

sex(0) = x ⇒ x(τ) = 0.

Definizione Dati due statix1 e x2, si dice chex1 è controllabile a x2 e chex2 è raggiungibile
da x1 nell’intervallo di tempo[0, τ] se∃ u(·) tale che sex(0) = x1 ⇒ x(τ) = x2.

In seguito, vedremo che sex1 è controllabile a zero ex2 è raggiungibile da zero, allorax2 è

raggiungibile dax1.

Definiamo ora il seguente insieme:

Xr (τ) =
{

x raggiungibile in[0, τ]
}

Xr (τ) risulta essere un sottospazio diRn. Questo perch́e sex1 è raggiungibile in[0, τ] con ingresso

u1(. . .) e x2 è raggiungibile in[0, τ] con ingressou2(. . .), alloraαx1+ βx2 è raggiungibile in[0, τ]

con ingressoαu1(. . .) + βu2(. . .), data la linearit̀a del sistema. Se si vuole un verifica più formale,

41
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possiamo dire che gli stati raggiungibili da zero sono tutti quelli esprimibili conl’equazione:

x(τ) = 0+
∫ τ

0
eA(t−σ)Bu(σ)dσ (4.1)

per cui l’insieme degli stati raggiungibiliè:

Xr (τ) =

{

x : x =
∫ τ

0
eA(t−σ)Bu(σ)dσ

}

Da questa espressione, data la linearità dell’integrale, si nota che l’insiemeXr (τ) è effettivamente

un sottospazio diRn.

Introduciamo ora la matriceR dettamatrice di raggiungibilit à, che risulta essere una matrice

partizionata a blocchi di questo tipo:

R =
[

B|AB|A2B| . . . |An−1B
]

(4.2)

SeB ha dimensionen × m ed A ha dimensionen × n, alloraR ha dimensionen × (n · m). Detto

rangeo immagine di M l’insiemeRa(M) = {Mx}, allora si dimostra che:

Teorema Xr (τ) = Ra(R) per ogniτ > 0.

Dimostrazione Per verificare l’enunciato del teorema, dimostreremo equivalentemente cheX⊥r (τ) =

Ra(R)⊥. 1 Gli stati raggiungibili sono esprimibili come da:

x =
∫ τ

0
eA(τ−σ)Bu(σ)dσ

pertanto si ha:

X⊥r (τ) =

{

z : zT
∫ τ

0
eA(τ−σ)Bu(σ)dσ = 0, ∀ u(·)

}

Possiamo calcolare lo spazio ortogonale usando il seguente risultato:

∫ τ

0
zTeA(τ−σ)Bu(σ)dσ = 0 ∀u(·) ⇐⇒ zTeA(τ−σ)B ≡ 0 (4.3)

L’implicazione verso sinistràe ovvia. L’implicazione verso destra non loè altrettanto. Denotiamo

con W(σ) = zTeA(t−σ)B. Dato che l’uguaglianza a zero deve valere per ogni ingressou(·), è

possibile scegliereu(σ) =WT(σ), ed ottenere:

∫ τ

0
W(σ)u(σ)dσ =

∫ τ

0
W(σ)WT(σ)dσ =

∫ τ

0
‖W(σ)‖2dσ = 0 (4.4)

Dato che il valore della norma‖ · ‖ è sempre non negativo edè zero solo se l’argomentòe il vettore

nullo,deduciamo cheW(σ) = zTeA(τ−σ)B = 0, ∀σ ∈ [0, τ].

1Questo si pùo fare ed̀e equivalente in spazi a dimensione finita; se si lavorasse con spazi a dimensione infinita, cìo
non sarebbe possibile (perché l’ortogonale dell’ortogonale di un sottospazio non ritornerebbe il sottospazio stesso).
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Ricordando l’espressione dell’esponenziale per una matrice, possiamo scrivere:

zT





+∞∑

k=0

Ak(τ − σ)k

k!




B ≡ 0⇒

+∞∑

k=0

zTAkB
k!

(τ − σ)k ≡ 0 (4.5)

Sfruttando ora il principio di identità delle serie di potenze, si ottiene:

zTAkB = 0 ∀k ≥ 0 (4.6)

Poich́e si è visto che le potenzeAk conk ≥ n sono esprimibili come combinazione lineare delle

prime n potenze diA, la precedente condizione deve valere solamente perk = 0, 1, . . . , n − 1.

Riassumendo il tutto si ha

[

zT B| zTAB| zTA2B| . . . | zTAn−1B
]

= 0

⇒ zT
[

B|AB|A2B| . . . |An−1B
]

= 0

⇒ zTR = 0 (4.7)

Questo ci porta a dire che ognizT è ortogonale alle colonne diR, e quindiz ∈ Ra(R)⊥, cioè

X⊥r (τ) = Ra(R)⊥ e quindiXr (τ) = Ra(R).

Usando lo stesso filo logico,è possibile definire lo spazio:

Xc(τ) = {x è controllabile a zero in[0, τ]}

Gli elementi di tale insieme sono tali che:

0 = eAτx+
∫ τ

0
eA(τ−σ)Bu(σ)dσ

Sfruttando l’invertibilit̀a dieAt (la cui inversàe pari ae−At) si ottiene:

x = −e−Aτ
∫ τ

0
eA(τ−σ)Bu(σ)dσ = −

∫ τ

0
e−AσBu(σ)dσ

Utilizzando la stessa procedure utilizzata nella dimostrazione del teorema precedente, anche in

questo caso si giunge alla conclusione cheXc(τ) = Ra(R).

Un punto fondamentale che emerge da questa dimostrazioneè cheXc è indipendente daτ, in

quanto il sottospazio generato dalle colonne della matriceR non dipende dall’intervallo di tempo

considerato. Cìo significa, per esempio, che lo stato raggiungibile di un aereo (come una rotta) loè

in qualunque tempo, anche piccolissimo. Ciò ovviamentèe in contrasto con la natura limitata degli

attuatori presenti nell’aereo; tuttavia il teorema non pone alcuna limitazione superiore ai valori

assunti dall’ingresso del sistema. Questa dimostrazione, dunque, va vistain un’ottica leggermente

diversa, e ciòe quella di permettere la ricerca degli stati non raggiungibili dal sistema.
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4.2 Decomposizione di Kalman per la raggiungibilit̀a

Abbiamo appena visto che i sottospaziXr e Xc non sono dipendenti dal tempoτ, e che i vettori

appartenenti a tali insiemi sono generati dall’immagine della matrice di raggiungibilit àR.

Un sistema si dicecompletamente raggiungibile (o controllabile)se tutti i possibili vettori

dello stato del sistema sono generabili dalle colonne della matriceR. In altre parole, il sistemàe

completamente raggiungibile se e solo se:

Rank(R) = n (4.8)

cioè le colonne diR sono un insieme di generatori linearmente indipendenti (base diRn). Questo

risultatoè certamente notevole, perché permette di trasformare un problema analitico (la ricerca di

uno stato raggiungibile o controllabile) in un problema algebrico, e la maggior parte dei problemi

algebriciè facilmente risolubile al calcolatore.

La cosiddettadecomposizione di Kalmaninterviene invece quando nel sistema manca la

completa raggiungibilit̀a. Supponiamo, a questo proposito, cheR abbia rangor < n; esistono

pertantor colonne linearmente indipendenti che formano una base dell’insiemeXr , e che possono

essere poste in una matriceTr =
[

t1, t2, . . . , tr
]

. Si consideri oraTnr =
[

tr+1, tr+2, . . . , tn
]

, dove

t1, . . . .tn sono linearmente indipendenti fra loro e con glir vettori precedenti e quindi tali da com-

pletare la baseTr . Si ottiene pertanto una matriceT di dimensionen × n, che risulta base diRn,

cos̀ı composta:

T =
[

t1, t2, . . . , tr |tr+1, tr+2, . . . , tn
]

= [Tr |Tnr] (4.9)

Si noti comeTnr sia una base del sottospazio complementare rispetto adRn, del sottospazio

raggiungibile.

Ogni vettorex ∈ Rn è allora esprimibile come combinazione lineare della base appena trovata:

x =
[

Tr Tnr

]




x̂r

x̂nr



 (4.10)

ed, in particolare, ogni vettore appartenente all’insieme degli stati raggiungibili è esprimibile

come:

x =
[

Tr Tnr

]




x̂r

0



 (4.11)

Se applichiamo la trasformazioneT al sistema lineare autonomo, otteniamo il sistema

x̂(t) = Âx̂(t) + B̂u(t)

y(t) = Ĉx̂(t) + D̂u(t)
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dove

Â = T−1AT

B̂ = T−1B

Ĉ = CT

D̂ = D

Più precisamente possiamo scrivere forma:

d
dt





x̂r (t)

x̂nr(t)



 =





Ar Ar,nr

φ1 Anr









x̂r (t)

x̂nr(t)



 +





Bru(t)

φ2



 (4.12)

Dimostriamo ora cheφ1 eφ2 sono matrici identicamente nulle. Se si parte da una situazione in cui

le condizioni iniziali sono pari a zero, dopo un tempot > 0 si giunge, in ogni caso, ad uno stato

raggiungibile del tipo:

x = T





x̂r (t)

0





Questo significa che ˆxnr(t) = ˙̂xnr(t) = 0 ∀t; per cui, considerando la seconda equazione del sistema

sopra riportato, si ottiene:

˙̂Xnr = φ1X̂r + AnrX̂nr + φ2u (4.13)

⇒ 0 = φ1X̂r + φ2u (4.14)

che, scritto in forma matriciale, risulta:

[

φ1 φ2

]




X̂r (t)

u(t)



 = 0 (4.15)

Questa relazionèe valida∀ u(·) e∀ x̂r (t). Di conseguenza,φ1 eφ2 sono matrici nulle, ed il sistema

può essere scritto in questa forma:

d
dt





X̂r (t)

X̂nr(t)



 =





Ar Ar,nr

0 Anr









X̂r (t)

X̂nr(t)



 +





Br

0





Y(t) =
[

Cr Cnr

]




X̂r (t)

X̂nr(t)



 (4.16)

Esiste un teorema dell’algebra lineare il cui enunciato afferma che se una matriceè triangolare

a blocchi allora il suo determinantèe pari al prodotto dei determinanti dei blocchi posti sulla

diagonale principale. Applicando tale risultato, si ottiene:

det(sI − Â) = det(sI − Ar ) det(sI − Anr) (4.17)

Gli autovalori diÂ sono dunque quelli diAr e di Anr; più precisamente, essi formano due insiemi

distinti:
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• λ1, λ2 . . . , λr sono gli autovalori diAr e sono dettimodi raggiungibili ;

• λr+1, λr+2 . . . , λn sono gli autovalori diAnr e sono dettimodi non raggiungibili .

Questo risultato fondamentale permette di fare una breve considerazione su un eventuale controllo

da applicare ad un sistema. Si vedrà successivamente che un controllore in retroazioneè in grado

di modificare la posizione sul piano complesso degli autovalori raggiungibili, ma non dei modi

non raggiungibili. Di conseguenza, se il sistema presenta dei modi non raggiungibili instabili, ad

esso noǹe applicabile nessun tipo di controllore in grado di stabilizzarne il comportamento.

Lo schema a blocchi corrispondente al sistema scritto in forma di statoè riportato in figura

(4.1).  
 

 

rx̂

nrx̂
nrx�̂

rx�̂ y 
Cr Br 

Ar,nr Ar 

� 

Cnr 

Anr 

� 

u 
  

 

Figura 4.1: Decomposizione di Kalman per la raggiungibilità

Dallo schema si osserva la mancanza dell’interazione fra ingresso e˙̂Xnr, che dovrebbe essere

data daφ2, e dell’interazione dâXr a ˙̂Xnr, data daφ1. La parte costituita da (Ar , Br , Cr ) è detta

sottosistema raggiungibile, mentre quella costituita da (Anr, 0, Cnr) è dettasottosistema non
raggiungibile. Lo schema a blocchi semplificatoè rappresentato in figura (4.2).

Sottosistema
raggiungibile

Sottosistema

raggiungibile
non

u y

Figura 4.2: Schema a blocchi semplificato della decomposizione di Kalman

In ambedue gli schemi, si osservi che non viè alcuna freccia che dau vada verso il sotto-

sistema non raggiungibile, in accordo con la definizione data di stato non raggiungibile. Inoltre,

non c’̀e nessuna freccia che va dal sottosistema raggiungibile a quello non raggiungibile: se cos̀ı

fosse, infatti, si realizzerebbe una raggiungibilità indiretta, in cui le informazioni sull’ingresso del
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sistema potrebbero arrivare al sottosistema non raggiungibile dopo essere transitate attraverso il

sottosistema raggiungibile.

Si noti tuttavia che il sottosistema non raggiungibileè in grado di influenzare il sottosistema

raggiungibile e l’uscita del sistema: in quest’ottica, allora, meglio si comprendela necessit̀a di

studiare anche l’asintotica stabilità del sottosistema non raggiungibile, in quanto se questa venisse

a mancare non sarebbe possibile applicare un controllore in retroazione ingrado di stabilizzare il

sistema.

Si pùo dimostrare che la funzione di trasferimentoè legata al sistema raggiungibile dalla

seguente espressione:

W(s) = C(sI − A)−1B = Cr (sI − Ar )
−1Br (4.18)

poich̀e avvengono delle cancellazioni relative agli autovalori associati alla parte non raggiungibile

del sistema. D’altra parte ciò è ovvio perch́e la funzione di trasferimento rappresenta il legame

tra l’uscita del sistema e l’ingresso quando le condizioni iniziali sono nulle, eper definizione il

sottosistema non raggiungibile non risente dell’ingresso applicato.

Esempio

Si consideri il sistema con le seguenti matrici:

A =





−1 1

1 −1



 , B =





1

1



 , C =
[

1 0
]

, D = [0]

La matrice di raggiungibilit̀a è pari a:

R =
[

B AB
]

=





1 0

1 0





Si nota dunque che il rango della matrice di raggiungibilità è pari a 1, e quindi minore din = 2. Di

conseguenza il sistema nonè completamente raggiungibile. L’insieme dei vettori raggiungibiliè

facilmente interpretabile dal punto di vista geometrico come l’insieme dei vettori lacui direzione

è la retta passante per la bisettrice del primo e terzo quadrante del piano cartesiano.

Si pùo completare la base data da una colonna diR con la scelta di un vettore qualsiasi,

ovviamente non linearmente dipendente dalla colonna diR. Per esempio, si può scegliere:

T =





1 1

1 0





Proseguendo nell’analogia geometrica, il vettore scelto per completare la baseè quello con com-

ponente pari a uno lungo l’asse delle ascisse, e zero lungo l’asse delle ordinate. E’ risaputo che

dalla combinazione lineare di due vettori non linearmente dipendentiè possibile generare qualsiasi

vettore del pianoR2.

Si scrive ora l’espressione della funzione di trasferimento, calcolandone il numeratore ed il
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denominatore con le formule note:

d(s) = det(sI − A) = s2 + 2s

n(s) = det





sI − A −Bj

Ci Di j



 = det





s+ 1 −1 −1

−1 s+ 1 −1

1 0 0





= s+ 2

⇒W(s) =
s+ 2

s(s+ 2)
=

1
s

Si pùo facilmente verificare che la matricêA = T−1AT, calcolata per unaT generica (non solo

quella riportata sopra), ha una forma del tipo:

Â =





0 x

0 −2





dove lo zero sottolineatòe la matrice identicamente nullaφ1 mentre 0 e -2 sulla diagonale sono gli

autovalori della matriceA. L’elementox in alto a destra dipende dalla matriceT utilizzata per la

trasformazione per similitudine. Similmente, ancheB̂ = T−1B ha una forma del tipo:

B̂ =





y

0





dove lo zero sottolineatòe la matrice identicamente nullaφ2 e y è il termine dipendente dalla

matriceT utilizzata.

4.3 Raggiungibilità nei sistemi a tempo discreto

Le definizioni date in precedenza di stato raggiungibile e controllabile per sistemi a tempo contin-

uo possono essere estese anche al caso di sistemi discreti del tipo:






x(k+ 1) = Ax(k) + Bu(k)

y(k) = Cx(k) + Du(k)

Uno statox si diceraggiungibile da zero in un intervallo[0, T] se∃ u(. . .) tale chex(0) = 0 ⇒
x(T) = x.

Uno statox si dicecontrollabile a zero in un intervallo[0, T] se∃ u(. . .) tale chex(0) = x ⇒
x(T) = 0.

Si vedr̀a che contrariamente a quanto accade per i sistemi a tempo continuo, l’insieme di vettori

raggiungibili e l’insieme di vettori controllabili non coincide.

Inizialmente, comunque, si consideri l’espressione dello stato del sistema discreto al passok:

x(k) = Akx(0)+
k−1∑

h=0

Ak−h−1Bu(h)
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Se lo statòe raggiungibile, si ha:

x(T) = x = 0+
T−1∑

h=0

AT−h−1Bu(h) (4.19)

e questa espressione può essere scritta in forma matriciale:

x =
[

B AB . . . AT−1B
]





u(T − 1)

u(T − 2)
...

u(1)

u(0)





= R(T)U(T) (4.20)

Dato che il vettoreU(T) può essere arbitrario, si ottiene che l’insieme di raggiungibilità in T passi

è dato da:

Xr (T) = Ra(R(T)) (4.21)

Emerge gìa una prima differenza tra sistemi a tempo continuo e sistemi a tempo discreto: l’insieme

di raggiungibilit̀a, che risulta comunque un sottospazio, dipende dal tempoT, ed è sempre pìu

grande all’aumentare diT:

Xr (1) = Ra([B])

Xr (2) = Ra
([

B AB
])

(4.22)

Si noti cheXr (T) ⊆ Xr (T + 1) ∀T. Questòe un risultato ovvio perch́e uno stato raggiungibile in

T passi loè sicuramente inT + 1 passi (basta, al passo 0, non fare nulla e per i restantiT passi

applicare l’ingresso precedente).

Il punto fondamentalèe che il sottospazio di raggiungibilità non aumenta di dimensione oltre

a T = n, doven rappresenta l’ordine del sistema. Questo accade perché, dal criterio di Hayley-

Hamilton, le colonne diAkB con k ≥ n sono combinazione lineare delle primek potenze (k =

0, 1, . . . , k−1). In altre parole, la matriceRn è la pìu piccola ad avere rangon, perch́e ogni matrice

Rn+i con i > 0, più grande diRn, presenta colonne linearmente dipendenti ed ha comunque rango

minore o uguale an.

Possiamo dunque affermare che, in un sistema a tempo discreto, l’insieme di tutti gli stati

raggiungibili è:

Xr = Ra(R) (4.23)

e solo in questo senso c’è analogia al caso continuo.

Esempio

Si consideri il sistema con le seguenti matrici:

A =





0 1 0

0 0 1

0 0 0





, B =





0

0

1




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L’insieme degli stati raggiungibili in un passoè:

Xr (1) = Ra([B]) = Ra









0

0

1









e pùo essere geometricamente interpretato come l’insieme dei vettori inR3 paralleli all’asse delle

z. L’insieme degli stati raggiungibili in due passiè:

Xr (2) = Ra
([

B AB
])

= Ra









0 0

0 1

1 0









e, geometricamente,è interpretabile come l’insieme dei vettori inR3 giacenti sul pianoyz. Infine,

l’insieme degli stati raggiungibili in tre passiè:

Xr (3) = Ra
([

B AB A2B
])

= Ra









0 0 1

0 1 0

1 0 0









e geometricamentèe interpretabile come tutti i vettori diR3.

Analogamente al caso continuo, possiamo dire che il sistema a tempo discreto (A, B) è com-

pletamente raggiungibile se e solo seRa(R) = Rn, e quindi se e solo se rank(R) = n. Inoltre, si

può dire che se uno statòe raggiungibile, lòe in al pìu n passi.

Il problema della controllabilit̀a richiede un po’ pìu di attenzione. E’ stato infatti già anticipato

che l’insieme degli stati controllabili nel caso di sistemi discretiè diverso da quello degli stati

raggiungibili come si pùo vedere dal seguente esempio.

Esempio

Sia dato il sistema con le seguenti matrici:

A =





0 1

0 0



 , B =





0

0





La matrice di raggiungibilit̀a è pari a:

R =
[

B AB
]

=





0 0

0 0




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da cui si evince che l’insieme degli stati raggiungibiliè l’insieme nullo. Tuttavia, l’insieme degli

stati controllabiliè pari a tuttoR2, dato che ponendou(k) = 0,

x(k) = Akx = 0 perk ≥ 2 perch́e Ak =





0 0

0 0



 perk ≥ 2

è controllabile a zero in al più 2 passi. La matriceA di questo esempiòe dettanilpotente; si pùo

dimostrare che una matriceè nilpotente se e solo se tutti i suoi autovalori sono nulli.

L’esempio precedente pone in luce l’aspetto fondamentale cheè responsabile della discrepanza

fra gli insiemi Xr e Xc. In generale, infatti,Xr ⊆ Xc, ma si pùo dimostrare che seA è invertibile

(cioè non ha autovalori nulli) alloraXr = Xc.

Si conclude questa discussione introducendo brevemente il modo per ottenere l’insieme degli

stati controllabili. Non esiste una formula generale come per l’insieme degli statiraggiungibili,

pertanto l’unica cosa che si può fareè studiare l’equazione:

0 = AT x+
T−1∑

h=0

AT−h−1Bu(h)

che deriva dalla definizione stessa di controllabilità.

4.4 Altri criteri di raggiungibilit à

Si torna ora al caso dei sistemi continui, per dimostrare il seguente:

Teorema Un sistema (A, B) è raggiungibile (o controllabile) se e solo se (⇔):

Rank
[

λI − A B
]

= n ∀ λ ∈ C (4.24)

e ciò è verificato se e solo se (⇔):

Rank
[

λI − A B
]

= n ∀ λ ∈ σ(A) (4.25)

Dimostrazione Si parte dall’implicazione (⇐). Se Rank
[

λI − A B
]

< n, non tutte le colonne

di questa matrice sono linearmente indipendenti. Pertanto esiste un vettorezT
, 0 tale che:

zT
[

λI − A B
]

= 0

Dalle propriet̀a delle matrici a blocchi, possiamo dunque scrivere:






zT(λI − A) = 0

zT B = 0
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e quindi risulta chezT è autovettore sinistro della matriceA. Ma allora possiamo scrivere:

zTA = λzT

zTA2 = zTA · A = λzTA = λ2zT

zTA3 = zTA · A2 = λzTA2 = λ3zT

⇒ zTAk = λkzT

ed anche:

zTAkB = λkzT B = 0

Per cui risulta:

zT
[

B AB . . . An−1B
]

=
[

zT B zTAB . . . zTAn−1B
]

= 0

cioè la matrice di raggiungibilit̀aR non ha rangon, ossia il sistema noǹe completamente raggiun-

gibile.

L’implicazione opposta (⇒) è dimostrabile applicando al sistema una trasformazione tale da

porlo nella forma di Kalman. Dato cheè dimostrabile che Rank
[

λI − A B
]

= Rank
[

λI − Â B̂
]

,

si ottiene una matrice di questo tipo:

[

λI − Â B̂
]

=





λI − Ar −Ar,nr Br

0 λI − Anr 0





Se il sistemàe effettivamente non raggiungibile, la matriceAnr nonè identicamente nulla e pertanto

ad essa sono associati gli autovalori non raggiungibili del sistema. Sceltoa caso proprio uno di

questi autovalori e sostituito nell’espressione della matrice sopra riportata,si ottiene che le ultime

n− r righe sono identicamente nulle. Da ciò discende che il rango della matriceè minore din per

tutti gli autovalori non raggiungibili (criterio di Popov).

Questo criteriòe molto utile per verificare la fattibilità di un controllore da applicare al sistema.

Supponendo che quest’ultimo abbia una matriceA a cui sono associati autovalori con parte reale

positiva,è possibile sostituire tali autovalori nella matrice
[

λI − A B
]

ed osservare che:

• se il rango della matricèe minore din, l’autovalore positivòe non raggiungibile e non c’è

modo di realizzare un controllore che stabilizzi il sistema;

• se il rango della matricèe pari adn, l’autovalore positivòe raggiungibile e pertanto, in linea

teorica,è possibile realizzare il controllore.

Per i sistemi a tempo discreto, il teorema sopra enunciatoè simile:

Teorema Il sistema discreto (A, B) è completamente raggiungibile se e solo se⇔ Rank
[

λI − A B
]

=

n ∀ λ ∈ σ(A).
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Il sistema discreto (A, B) è completamente controllabile se e solo se⇔ Rank
[

λI − A B
]

=

n ∀ λ ∈ σ(A), λ , 0.

Esempio

Si vuole calcolare l’insieme degli stati raggiungibili del sistema con le seguenti matrici:

A =





0 −2 1

−3 1 −3

−2 2 −3





, B =





2

0

−1





La matrice di raggiungibilit̀a risulta essere:

R =





−1 −1 −1

0 −3 3

2 −1 5





Per verificare il rango di questa matrice, si utilizza il cosiddetto metodo di Gauss per la triango-

larizzazione. In sostanza, attraverso moltiplicazioni per uno scalare e somme tra le righe si cerca

di giungere ad una forma in cui la parte in basso a destra della matriceè nulla; queste operazioni

non cambiano il rango della matrice stessa. In questo caso, moltiplicando la primariga per 2 e

sommandola all’ultima, si ha:




−1 −1 −1

0 −3 3

0 −3 3





e moltiplicando la seconda riga per -1 e sommandola all’ultima, si ottiene:





−1 −1 −1

0 −3 3

0 0 0





Il numero di righe non tutte nulle rappresenta il rango della matrice, ed in questo casòe pari a

2. Una base degli stati raggiungibiliè allora ottenibile considerando due colonne linearmente

indipendenti della matriceR, come ad esempio:

Xr =










2

0

−1









−1

−3

−1










questo insieme si può completare con un’ulteriore colonna linearmente indipendente alle altre due,

per formare una base diR3:

T =





2 −1 1

0 −3 0

−1 −1 0




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Questa matricèe infatti invertibile, e pertanto si ha:

T−1 =
1
−3





0 −1 3

0 1 0

−3 3 −6





Si pùo facilmente verificare che risulta:

Â = T−1AT =





0 2 1

1 −1 1

0 0 −1





, B̂ = T−1B =





1

0

0





Gli zeri sottolineati non sono un caso, ma risultano dalla decomposizione di Kalman appena attua-

ta. Infatti, dato che il rango della matrice di raggiungibilità è pari a 2, deve risultare una matrice

Anr di dimensione 1× 1 e quindi una riga di zeri nella matricêA.

Come gìa detto in precedenza, gli autovalori diÂ sono uguali a quelli diA e sono pari

all’insieme somma degli autovalori diAr e di Anr:

det(sI − A) =





s −2 −1

−1 s+ 1 −1

0 0 s+ 1





=

= (s+ 1)(s(s+ 1)− 2) = (s+ 1)(s2 + s− 2)

da cui si ricava facilmente che gli autovalori sonoλ1 = 1, λ2 = −2, λ3 = −1; l’autovaloreλ3 è

associato alla parte non raggiungibile del sistema, cheè asintoticamente stabile. Se fossimo partiti

dalla conoscenza degli autovalori ed avessimo voluto constatare la fattibilità di un controllore in

retroazione da applicare al sistema, avremmo dovuto verificare la raggiungibilit à dell’autovalore

positivo λ1, responsabile dell’instabilità del sistema. Ci viene in aiuto il criterio di Popov es-

posto in precedenza, secondo il quale la matrice
[

λI − A B
]

, sostituendo un autovalore non

raggiungibile, ha rango minore din. Si ha allora:

[

λI − A B
] ∣∣
∣
∣
λ=1
=





1 2 −1 2

3 0 3 0

2 −2 4 −1





Utilizziamo ancora una volta il criterio di triangolarizzazione di Gauss. Moltiplicando la prima

riga per -2 e sommandola all’ultima, e moltiplicando la prima riga per -3 e sommandola alla

seconda, si ottiene:




1 2 −1 2

0 −6 6 −6

0 −6 6 −5




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e moltiplicando la seconda riga per -1 e sommandola all’ultima, si ha:





1 2 −1 2

0 −6 6 −6

0 0 0 1





dunque il rango della matricèe pari a 3= n. Di conseguenza, l’autovaloreλ1 = 1 è raggiungibile,

e pertanto si pùo teoricamente realizzare un controllore in grado di stabilizzare il sistema.

Esempio

Si consideri il circuito in figura (4.3).

Figura 4.3: Circuito per un esempio di raggiungibilità

Essoè governato dalle seguenti equazioni:

v(t) = R1I1(t) + v1(t) = R1C1v̇1(t) + v1(t)

v(t) = R2I2(t) + v2(t) = R2C2v̇2(t) + v2(t)

Postov(t) = u(t) e scelto il vettore di stato:





x1(t)

x2(t)



 =





v1(t)

v2(t)





il sistema pùo essere scritto nella seguente forma matriciale:





ẋ1(t)

ẋ2(t)



 =





− 1
R1C1

0

0 − 1
R2C2









x1(t)

x2(t)



 +





1
R1C1

1
R2C2



 u(t)
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La matrice di raggiungibilit̀a pùo essere calcolata facilmente:

R =




1
R1C1

− 1
(R1C1)2

1
R2C2

− 1
(R2C2)2





Per avere rango pieno pari a 2, la matriceR deve avere determinante non nullo. Pertanto si ha:

det(R) = − 1
R1C1

1
(R2C2)2

+
1

R2C2

1
(R1C1)2

=

=
1

R1C1

1
R2C2

(

1
R1C1

− 1
R2C2

)

, 0

da cui risultaR1C1 , R2C2. Se infatti risultasse 0, sarebbe presente una simmetriaR1C1 = R2C2

tale che non sarebbe possibile controllare la tensione sui singoli condensatori. La situazione che

si presentàe del tutto analoga al caso di due serbatoi d’acqua perfettamente uguali,con uno stesso

tubo di scolo, e riempiti da uno stesso rubinetto, con la stessa portata in ingresso per entrambi.

E’ intuitivo che nonè possibile sbilanciare il livello di un serbatoio rispetto all’altro; se invece i

serbatoi sono diversi, con un’opportuna sequenza di ingressoè possibile portare un serbatoio ad

un livello diverso dall’altro.

Esempio

Si considerino due sistemi (A1, B1), (A2, B2), in cui B1 e B2 sono singole colonne, ed il sistema

ottenuto ponendo in parallelo i due sistemi precedenti. Si ricava facilmente che la forma di stato

del sistema in parallelòe la seguente:





ẋ1(t)

ẋ2(t)



 =





A1 0

0 A2









x1(t)

x2(t)



 +





B1

B2



 u(t) (4.26)

Si vuole dimostrare il seguente:

Teorema Consideriamo due sistemi con una sola variabile di ingresso. Il sistema ottenuto dal

loro paralleloè raggiungibile se e solo se (⇔) i sistemi che lo compongono sono raggiungibili e

non hanno autovalori in comune.

Dimostrazione Dimostriamo l’implicazione (⇒). Supponendo cheA1 abbia dimensionen1×n1

e cheA2 abbia dimensionen2 × n2, se il sistema in parallelòe raggiungibile allora la matrice





λI − A1 0 B1

0 λI − A2 B2





ha rango pienon1 + n2, secondo il criterio di Popov. Questo significa che il numero di righe

linearmente indipendenti nella matriceè pari proprio an1+ n2: quindi se si prende la sottomatrice

[

λI − A1 0 B1

]
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essa ha len1 righe linearmente indipendenti, e lo stesso numero di colonne linearmente indipen-

denti. Ovviamente le colonne linearmente dipendenti dalle altre sono len2 colonne di zeri, pertanto

eliminandole si ottiene la sottomatrice

[

λI − A1 B1

]

con rangon1, che ci conferma la raggiungibilità del sistema (A1, B1). Analogo ragionamento vale

per il sistema (A2, B2).

Inoltre, è necessario che (A1, B1) e (A2, B2) abbiano autovalori distinti. Se infatti suppones-

simo l’esistenza di un autovaloreλ in comune, proprio in corrispondenza di tale autovalore le

matrici 



λI − A1

0



 ,





0

λI − A2





avrebbero rango rispettivamente minore din1 e din2. Ciò significa che, nel caso più favorevole, la

sottomatrice 



λI − A1 0

0 λI − A2





presenterebbe al massimo un numero di colonne linearmente indipendenti pari a n1 + n2 − 2,

cosicch́e l’aggiunta della colonna




B1

B2





porterebbe al massimo il rango an1 + n2 − 1. Conseguenza di questo fattoè che il sistema in

parallelo sarebbe non raggiungibile, e ciò sarebbe in contrasto con l’ipotesi.

Dimostriamo ora l’implicazione inversa (⇐). Se i due sistemi sono raggiungibili e non hanno

autovalori in comune, allora in corrispondenza di un autovalore diA1 si ha che:

[

λI − A1 B1

]

ha rangon1 perch́e il sistemàe raggiungibile. D’altra parte anche la matrice:

[

λI − A2

]

ha rangon2 perch́eλ nonè autovalore diA2; di conseguenza, la matrice:





λI − A1 0 B1

0 λI − A2 B2





ha rango massimon1 + n2, perch́e la conformazione della matriceè tale da rendere linearmente

indipendenti i due gruppi din1 ed n2 colonne. Analogo ragionamento vale se consideriamo un

autovalore diA2; pertanto, il sistema formato dal parallelo di (A1, B1) e (A2, B2) risulta raggiun-

gibile.



58 Capitolo 4. Raggiungibilità ed osservabilit̀a

4.5 Osservabilit̀a e ricostruibilit à

Il problema dell’osservabilit̀a tratta il legame esistente tra stato del sistema ed uscita. Supponiamo

di avere un sistema lineare autonomo a tempo continuo in cui sono note le matriciA, B, C, D e i

segnaliy(t), u(t) in un intervallo[0, τ]. Il problema che si porremo in questa sezioneè il seguente

“E’ possibile conoscere lo stato del sistema nell’intervallo di tempo [0, τ]. Si possono allora dare

le seguenti definizioni:

Definizione Il sistemaè osservabilenell’intervallo [0, τ] se notiu(t) ed y(t) per t ∈ [0, τ] è

possibile determinareunivocamentex(0).

Definizione Il sistemaè ricostruibile nell’intervallo [0, τ] se notiu(t) ed y(t) per t ∈ [0, τ] è

possibile determinareunivocamentex(τ).

Prima di proseguire nei calcoli e nelle considerazioni, possiamo da subito porre la matriceD

pari a zero. Infatti, poich̀e y(t) = Cx(t) + Du(t) può essere letta anche comey(t) − Du(t) = Cx(t),

nonè restrittivo porreD = 0.

Ci si chiede ora se il problema dell’osservabilità possa essere risolto considerando solamente

le relazioni puntuali, ciòe valide istante per istante, come l’espressioney(0) = Cx(0). La risposta

è evidentemente negativa, perché la matriceC, essendo la maggior parte delle volte non quadrata

e quindi non invertibile, non permette di determinare univocamentex(0). E’ allora necessario

considerare anche i legami dinamici già noti:

x(t) = eAtx(0)+
∫ t

0
eA(t−σ)Bu(σ)dσ

y(t) = CeAtx(0)+
∫ t

0
CeA(t−σ)Bu(σ)dσ

Da questa espressione emerge chiaramente un particolare: dato che il sistema a tempo continuòe

reversibile,è possibile trovarex(0) e successivamente calcolare anchex(τ), o viceversa. Dunque

nel caso di sistemi a tempo continuo il problema dell’osservabilità è equivalente al problema della

ricostruibilità.

Si noti inoltre che il problema dell’osservabilità è concettualmente diverso da quello della

raggiungibilit̀a discusso in precedenza. Quest’ultimo, infatti,è un problema che concerne l’e-

sistenza di uno stato, mentre qui l’esistenzaè certa ma se ne vuole discutere l’unicità. In questo

tipo di problemi, solitamente, si osserva cosa accade se manca l’unicità; per questo motivo, detto

g(t) = C
∫ t

0
eA(t−σ)Bu(σ)dσ, supponiamo che esistano due statix1 e x2 tali che:

y(t) = CeAtx1 + g(t)

y(t) = CeAtx2 + g(t)

(4.27)
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ossia che producano la stessa uscita a fronte di uno stesso ingresso. Sottraendo membro a membro

le equazioni, si ottiene:

0 = CeAt(x2 − x1) + 0 (4.28)

e quindi non c’̀e unicit̀a se e solo se (⇔)∃ x = x2 − x1 , 0 tale cheCeAtx = 0. L’implicazione da

destra a sinistràe presto verificata, se si considerano le equazioni:

0 = CeAtx

y(t) = CeAtx(0)+ g(t) (4.29)

e si sommano fra loro, ottenendo:

y(t) = CeAt(x(0)+ x) + g(t) (4.30)

dunque i vettorix(0) e x(0) + x producono la stessa uscita, cioè l’unicità manca. Il problema

dell’osservabilit̀a è allora risolubile se e solo se (⇔) non esistono vettorix , 0 tali cheCeAtx =

0 ∀ t ∈ [0, τ].

Definizione Un vettorex ∈ rn, x , 0 è dettonon osservabile (indistinguibile da zero)nell’in-

tervallo[0, τ] seCeAtx = 0 ∀ t ∈ [0, τ].

L’insieme dei vettori non osservabiliXno è un sottospazio vettoriale, perché i suoi vettori ap-

partengono al nucleo diCeAt cheè un sottospazio. Dalle equazioni sopra ricavate,è facile rendersi

conto che uno stato non osservabile scelto come condizione iniziale per un sistema, conu(t) = 0,

produce un’uscita nulla. Alla luce di questa definizione, il problema dell’osservabilit̀a ha soluzione

se e solo se⇔ Xno = {0}.
L’espressioneCeAtx può essere ovviamente espansa utilizzando lo sviluppo in serie dell’espo-

nenziale:

CeAtx = C





+∞∑

k=0

Aktk

k!




x =

+∞∑

k=0

CAkx
k!

tk = 0 ∀ t ∈ [0, τ] (4.31)

Utilizzando ancora una volta il principio di identità delle potenze, possiamo dire che

CAkx = 0 ∀ k ≥ 0 ⇔ CAkx = 0 perk = 0, 1, . . . , n− 1 (4.32)

in cui si è utilizzato il criterio di Cayley-Hamilton. Analogamente a quantoè stato fatto nel

problema della raggiungibilità, possiamo incorporare tutte le espressioni in una matrice:






Cx = 0

CAx = 0

. . .

CAn−1x = 0

⇒





C

CA

. . .

CAn−1





x = 0 ⇒ Ox = 0 (4.33)

dove siè introdotta la matriceO dettamatrice di osservabilità.
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Teorema Il sistemaè osservabile⇔ ker(O) = {0}.

La matriceO ha dimensione (n · p) × n, edè quadrata sep = 1 (uscita unica). Se ker(O) = 0,

allora deve essere rank(O) = n; se accadesse infatti cheOx = 0 con x , 0 significherebbe che

le colonne diO sarebbero linearmente dipendenti, con la conseguenza che rank(O) < n. Si ha

dunque:

Corollario Il sistemaè osservabile⇔ rank(O) = n.

Ancora una volta un problema analiticoè stato trasformato in un problema algebrico. Si os-

servi che la matriceBnon interviene nella determinazione dell’osservabilità del sistema; nemmeno

τ influenza la matrice di osservabilità, e questòe in qualche modo analogo a quantoè stato trovato

nel problema della raggiungibilità. Questo significa che se si può risalire allo stato di un sistema,

ciò è possibile in qualunque periodo di tempo arbitrariamente piccolo.

Ancora una volta questo deve far riflettere sull’idealità delle ipotesi del teorema e sulla prat-

ica delle situazioni reali. Ogni misura diy(t), infatti, è certamente affetta da disturbi esterni non

sempre quantificabili esattamente. Di conseguenza, più il tempo di osservazionèe ridotto, pìu alta

è la probabilit̀a di influenza negativa dell’errore, perché in un intervallo molto piccolo il rumore

potrebbe irrimediabilmente invalidare la misura diy(t). Nella realt̀a, dunque, si procede ad op-

erazioni di filtraggio del segnale da misurare, e si procede all’osservazione del medesimo in un

intervallo di tempo non certo infinitesimo.

4.6 Decomposizione di Kalman per l’osservabilit̀a

In analogia a quanto visto per il problema della raggiungibilità, se ker(O) , 0 alloraè possibile

prendere una base del nucleo diO e chiamarlaTno =
[

t1, t2, . . . , tr
]

(per qualche esempio in

proposito si rimanda all’appendice A). E’ altresı̀ possibile completare tale base con un’altra base

di Rn−r , denominataTo =
[

tr+1, tr+2, . . . , tn
]

, in modo da ottenere una base diRn del tipo:

T =
[

Tno To

]

(4.34)

Ogni vettore diRn è dunque esprimibile come:

x =
[

Tno To

]




x̂no

x̂o



 (4.35)

In particolare, ogni vettore non osservabileè esprimibile come:

x =
[

Tno To

]




x̂no

0



 (4.36)
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da cui risulta cheXno =






[

Tno To

]




x̂no

0



 , x̂no arbitrario





. Si noti la dualit̀a rispetto al prob-

lema della raggiungibilit̀a: in quel caso, la base diRn è data dal numero di colonne linearmente

indipendenti diR, per cui se il sistemàe raggiungibile basta prendere come base l’intera matrice

di raggiungibilit̀a. Qui, invece, se il sistemaè osservabile, la matriceO ha rango pari adn e nucleo

di dimensione zero, per cui la base diRn è creata considerando l’intero spazio complementare allo

spazio dei vettori non osservabili.

To è inoltre una base del cosiddetto spazio osservabile, ma tale nomenclaturaè puramente

convenzionale, perché se esiste un vettore non osservabile l’intero problema di osservabilità non

ha soluzione.

Utilizzando la matriceT per applicare una trasformazione al sistema, si ottiene una forma di

stato di questo tipo:

d
dt





x̂no(t)

x̂o(t)



 =





Ano Ano,o

φ1 Ao









x̂no(t)

x̂o(t)



 +





Bno

Bo



 u(t)

Y(t) =
[

φ2 Co

]




x̂no(t)

x̂o(t)



 (4.37)

in cui le matriciφ1 eφ2 si dimostrano essere identicamente nulle. Per quanto riguardaφ2, infatti,

se si poneu(t) = 0 ed una condizione iniziale pari a

x(0) =





X̂no(t)

0





si deve ottenere, per costruzione,y(t) = 0 ∀ t > 0, e questòe possibile solo seφ2 è pari ad una

matrice identicamente nulla. Lo schema strutturale dei sistemaè riportato in figura (4.4). 
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Figura 4.4: Decomposizione di Kalman per l’osservabilità

Si osservi come la componente non osservabile del sistema non influenzi l’uscitay (sarebbe

infatti il contributo della sottomatriceφ2); inoltre gli stati non osservabili non producono alcuna

influenza sugli stati osservabili (sarebbe infatti il contributo diφ1),perch́e altrimenti si otterrebbe

un’influenza indiretta sull’uscita da parte degli stati non osservabili.

La parte costituita da (Ao, Bo, Co) è dettasottosistema osservabile, mentre quella costituita
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da (Ano, Bno, 0) è dettasottosistema non osservabile. Il sottosistema osservabilèe, per quanto

detto, l’unica in grado di influenzare l’uscita.

Lo spettro della matricêA ottenuta dopo la decomposizione di Kalman ha gli autovalori diAno

e di Ao, perch́e per costruzionèe una matrice triangolare a blocchi. Analogamente al problema

della raggiungibilit̀a, allora,̀e possibile parlare di modi osservabili e modi non osservabili; inoltre,

si pùo verificare la seguente espressione:

W(s) = C(sI − A)−1B = Co(sI − Ao)−1Bo (4.38)

Si pùo intuitivamente capire che dal punto di vista dell’interazione ingresso-uscita,il sottosistema

non osservabilèe completamente inesistente.

4.7 Osservabilit̀a dei sistemi discreti

Il problema dell’osservabilit̀a nei sistemi a tempo discreto si formula nel medesimo modo del caso

continuo. In questo caso, l’uscita del sistemaè pari a:

y(k) = CAkx(0)+
k−1∑

h=0

CAk−h−1Bu(h) = CAkx(0)+ g(k)

e supponendo di operareT osservazioni in istanti diversi con lo scopo di risalire univocamente ad

x(0), si ottiene il seguente sistema:





y(0)

y(1)

. . .

y(T − 1)





=





C

CA . . .

CAT−1





x(0)+





g(0)

g(1)

. . . g(T − 1)





(4.39)

in forma pìu compatta, si pùo scrivere:

Y(t) = O(T)x(0)+G(T) (4.40)

che costituisce un esperimento di osservazione inT passi. E’ intuitivo rendersi conto che per

T grande si ottengono più informazioni sul sistema e maggiori vincoli sux(0), aumentando la

probabilit̀a di determinarlo univocamente. In questo caso, dunque, potrebbe accadere che non si

ottengano soluzioni perT − k passi, ma che perT − k + 1 ci siano delle soluzioni accettabili.

Ovviamente non si prosegue perT > n, perch́e come gìa più volte detto ogni potenza successiva

allan-esima risulta combinazione lineare delle precedenti.

Un altro modo di interpretare questo fattoè che aumentando il numero di passi si cerca di

aumentare il rango della matriceO, allo scopo di restringerne il nucleo, sperando di ridurlo all’in-

sieme vuoto. In conclusione, il problema dell’osservabilità ha soluzione inn passi oppure non ne

ha; pertanto si pùo dire che:

Teorema Il sistemaè osservabile⇔ rank(O) = n.

La condizione sopra espostaè la medesima dei sistemi a tempo continuo.
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Analogamente a quanto accadeva per i problemi della raggiungibilità e controllabilit̀a nei sis-

temi a tempo discreto, anche in questo caso l’osservabilità e la ricostruibilit̀a non sono equivalenti

in generale. L’unico caso in cui essi sono equivalentiè quando il sistemàe reversibile, ciòe la

matriceA è invertibile.

Esempio

Si consideri il seguente sistema a tempo discreto:





x1(k+ 1)

x2(k+ 1)



 =





0 1

0 0









x1(k)

x2(k)





y(k) =
[

0 0
]




x1(k)

x2(k)





Non ottenendo da esso nessuna informazione day(k), non si pùo in nessun modo ricavarex1(0) ed

x2(0). Tuttavia, essendoA una matrice nilpotente, perk > 2 ogni vettore di statòe pari al vettore

nullo, per cui il problema della ricostruibilità ha soluzione. Da questo semplice caso si osserva

come il problema della ricostruibilità sia diverso da quello dell’osservabilità nel caso di sistemi a

tempo discreto.

Esempio

Si riconsideri il sistema della macchina elettrica a corrente continua già trattata in precedenza:





i̇a(t)

ω̇(t)

ϕ̇(t)





=





−Ra
La
− kie

La
0

kie
J − f

J 0

0 1 0









ia(t)

ω(t)

ϕ(t)





+





1
La

0

0





va(t)

Per semplicit̀a, si è supposta nulla la coppia resistiva esterna data dal carico. Questo sistema

può essere usato come azionamento elettrico, ma per essere utilizzato in tal modo sudi esso

sono necessarie delle misurazioni di posizione o velocità angolare. Supponendo di scegliere come

uscita l’angolo del sistema, la matriceC assume la forma
[

0 0 1
]

, da cui si ricava la seguente

matrice di osservabilità:

O =





0 0 1

0 1 0
kie
J − f

J 0





Questa matrice ha rango pieno, per cuiè possibile risalire aϕ(0) ed alle altre variabili di stato a

partire dalla misurazione della posizione angolare.

Viceversa, se si sceglie come uscita la velocità angolare, la matrice C̀e pari a
[

0 1 0
]

, e

la matrice di osservabilità è la seguente:

O =





0 1 0
kie
J − f

J 0

α β 0




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doveα e β sono due coefficienti diversi da zero. Qui si nota che il rango della matriceè pari a 2,

mentre il nucleo ha dimensione 1 e contiene tutti i vettori del tipo:

x =





0

0

1





Conseguentemente, dalla misurazione della velocità angolare noǹe possibile risalire alla po-

sizione; d’altra parte ciò è ben noto, visto che dalla derivata si riesce a determinare una primitiva

a meno di una costante.

Con calcoli analoghi, si pùo vedere che neanche osservando la corrente d’armatura si può os-

servare la posizione angolare. In conclusione, dato l’angoloè possibile risalire a velocità angolare

e corrente d’armatura, ma date queste ultime due variabili di stato il procedimento inverso noǹe

possibile.

Esempio

Un modo per risalire alla velocità angolare (ma non l’unico, come si avrà modo di vedere) da-

ta la posizione del sistema considerato nell’esempio precedenteè realizzare un blocco pseudo-

derivatore. Supponendo (nonè restrittivo)y(0) = 0, i legami nel dominio del tempo e nel dominio

della trasformata di Laplace sono i seguenti:

ω(t) =
d
dt
ϕ(t)

ω(s) = sϕ(s)

La funzione di trasferimento sopra riportata nonè fisicamente implementabile, perché nonè pro-

pria. Tuttavia, si pùo alterare il diagramma di Bode ad alta frequenza del derivatore puro, inserendo

due poli lontano dalla banda del sistema. Ciò si ottienèe un diagramma del tipo riportato in figura

(4.5), dove

Figura 4.5: Diagramma di Bode di un derivatore reale, con polo aω = 103 rad
s
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è rappresentata una funzione di trasferimento strettamente propria del tipo:

W(s) =
s

(1+ τs)2
=

1
τ2

s

(s+ 1
τ
)2
= λ2 s

(s+ λ2)

Una rappresentazione di stato a tempo continuo che realizzi tale funzione di trasferimentòe data

dalle seguenti matrici:

A =





0 1

−λ2 −2λ



 , B =





0

1



 , C =
[

0 λ2
]

e per realizzare il corrispondente sistema a tempo discreto si possono utilizzare le formule gìa

note:

AD = eAT

BD =

∫ T

0
eAξdξ B

CD = C

Questo tipo di pseudo-derivatore funziona in maniera soddisfacente alcalcolatore.

Esempio

Esistono dei sistemi che, tramite degli accelerometri, possono risalire alla propria posizione.

Questo problema di osservabilità, per quanto visto negli esempi precedenti, nonè risolubile; in

realt̀a, per̀o, in questi casi sono note la posizione e la velocità all’istante iniziale, in modo che il

problema differenziale sia risolubile:

v(t) =
∫ t

0
a(σ)dσ + v(0)

x(t) =
∫ t

0
v(t)dt+ x(0)

Il punto debolèe che un piccolo errore di misurazione sua(t) si ripercuote sul calcolo esatto della

posizionex(t). Supponendo, ma noǹe restrittivo,x(0) = x′(0) = 0, si ottiene infatti:

ÿ(t) = u(t) + ω(t)

doveω(t) è l’errore sulla misura dia(t). Operando una doppia integrazione si ha una stima della

posizione:

ŷ(t) =
∫ t

0

∫ ξ

0
u(ξ)dξ dσ +

∫ t

0

∫ ξ

0
ω(ξ)dξ dσ

in cui l’errore si amplifica sempre più causando un effetto di deriva. Per questo tipo di sistemi, oggi

non pìu molto in uso in seguito all’introduzione di sistemi satellitari,è previsto che ad intervalli

regolari l’accelerometro sia resettato, precisamente in punti in cui si conosca con esattezza (e per

altre vie, ovviamente) la posizione del sistema.
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4.8 Dualità

Si è visto come il problema della raggiungibilità e quello dell’osservabilità presentino molti punti

in comune. Questa interazione può essere formalizzata introducendo il concetto di sistema duale,

che risulta un puro artificio matematico senza significato fisico, ma molto utile per individuare le

propriet̀a comuni ai due problemi.

Dato un sistema
∑

(A, B, C, D), in cui le matrici sono di congrua dimensione, si definisce

sistema dualeil sistema rappresentato da
∑∗ =

∑

(AT , CT , BT , DT). Dal punto di vista delle

equazioni, si ha:

∑

=






ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t) + Du(t)
⇒

∗∑
=






ż(t) = ATz(t) +CTv(t)

w(t) = BTz(t) + DTv(t)
(4.41)

Un modo semplice per ricordarsi come ricavare le matrici del sistema dualeè operare la trasposta

della seguente matrice:




A B

C D





T−→




AT CT

BT DT



 (4.42)

Si osservi come il numero degli ingressi nel sistema duale sia pari ap, cioè il numero delle uscite

del sistema primario, e che il numero delle uscite nel sistema dualeè pari adm, cioè il numero

degli ingressi del sistema primario. Lo stato del sistema duale, invece, appartiene sempre adRn,

come nel sistema primario.

Si osservano inoltre le seguenti relazioni:

• il problema della raggiungibilit̀a tratta le matrici (A, B) per il sistema primario, (AT , CT)

per il sistema duale;

• il problema dell’osservabilit̀a tratta le matrici (A, C) per il sistema primario, (AT , BT) per il

sistema duale.

Considerando allora la matrice di raggiungibilitàR∗ del sistema duale:

R∗ =
[

CT ATCT (AT)2CT . . . (AT)n−1CT
]

(4.43)

si nota come essa sia pari proprio alla matriceOT del sistema primario:

R∗T =





C

(ATCT)T

. . .
(

(AT)n−1CT
)T





=





C

CA

. . .

CAn−1





= O (4.44)

e dunqueR∗ = OT . Analogamente, se si considera la matriceO∗ per il sistema duale e se ne

calcola la trasposta, si ha:

O∗ =





BT

BTAT

. . .

BT(AT)n−1





⇒ O∗T =
[

B AB . . . An−1B
]

= R (4.45)
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e dunqueO∗ = RT . Questa dualit̀a è molto utile sotto il profilo matematico, perché ogni algoritmo

che si utilizza per risolvere problemi di raggiungibilità nel sistema primariòe valido, con qualche

modifica, per la risoluzione di problemi di osservabilità nel sistema duale.

Sussistono dunque le fondamentali proprietà:

• ∑

è completamente raggiungibile⇔ ∑∗ è osservabile;

• ∑

è osservabile⇔ ∑∗ è completamente raggiungibile.

Una possibile applicazione della dualità appena introdotta riguarda il criterio di Popov. Siè

già visto che
∑

è completamente raggiungibile se e solo se
[

λI − A B
]

ha rangon per ogni

autovalore diA; per dualit̀a possiamo allora dire che
∑

è osservabile se e solo se:

rank





λI − A

C



 = n (4.46)

per ogni autovalore diA. E’ sufficiente infatti applicare il criterio di Popov al sistema duale,

ricordando che il rango di una matriceè pari a quello della matrice trasposta, e che lo spettro diA

e di AT è il medesimo.

Un’altra applicazione riguarda un esempio trattato in precedenza. Siè dimostrato che, dati due

sistemi (A1, B1) e (A2, B2), conB1 e B2 matrici colonna, il sistema generato ponendo in parallelo

i precedentìe raggiungibile se e solo se i sistemi che lo compongono sono raggiungibili e non

hanno autovalori in comune. Applicando lo stesso teorema al sistema duale edutilizzando le

propriet̀a di dualit̀a, è possibile dire che dati due sistemi (A1, C1) e (A2, C2), conC1 eC2 matrici

riga, il sistema generato ponendo in parallelo i precedentiè osservabile se e solo se i sistemi che

lo compongono sono osservabili e non hanno autovalori in comune.

4.9 Rappresentazione di stato e funzione di trasferimento

Si supponga ora di aver studiato la raggiungibilità e l’osservabilit̀a di un sistema generico, e di aver

univocamente ottenuto i sottospaziXr = Ra(R) e Xno = ker(O). Introduciamo allora i seguenti

sottospazi:

• X1 = Xr
⋂

Xno;

• X2 è tale cheXr = X1
⊕

X2 (completamento diX1 in Xr );

• X3 è tale cheXno = X1
⊕

X3 (completamento diX1 in Xno);

• X4 è tale cheX1
⊕

X2
⊕

X3
⊕

X4 = Rn.

Si ha inoltre cheX1
⊕

X2
⊕

X3 = Xr + Xno. Sappiamo inoltre che i sottospaziXnr e Xo sono

complementari aXr e Xno rispetto adRn; pertanto possiamo dire che:

• Xnr = X3
⊕

X4

• Xo = X2
⊕

X4.
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raggiungibile→ X1 X2

non raggiungibile→ X3 X4

↑ ↑
non osservabile osservabile

Tabella 4.1: Relazioni tra i sottospazi

Le relazioni tra ogni sottospazio possono essere riassunte nella tabella (4.1), che va letta secondo

la direzione delle frecce.

E’ ora possibile scegliere una base diRn formata nel seguente modo:

T =
[

T1 T2 T3 T4

]

(4.47)

in cui le colonne delle matriciTk formano una base del corrispondente sottospazioXk. Ogni vettore

x ∈ Rn è rappresentabile come:

x =
[

T1 T2 T3 T4

]





X̂1

X̂2

X̂3

X̂4





(4.48)

Ogni vettore raggiungibilèe esprimibile come:

xr =
[

T1 T2 T3 T4

]





X̂1

X̂2

0

0





(4.49)

mentre quelli non osservabili si esprimono come:

xno =
[

T1 T2 T3 T4

]





X̂1

0

X̂3

0





(4.50)

Analogamente, i vettori non raggiungibili si esprimono come:

xnr =
[

T1 T2 T3 T4

]





0

0

X̂3

X̂4





(4.51)
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mentre i vettori osservabili sono del tipo:

xo =
[

T1 T2 T3 T4

]





0

X̂2

0

X̂4





(4.52)

Utilizzando la matriceT per operare una trasformazione al sistema, si ottiene una forma di

stato con matricîA = T−1AT, B̂ = T−1B, Ĉ = CT di questo tipo:

d
dt





X̂1

X̂2

X̂3

X̂4





=





A1 A12 A13 A14

0 A2 0 A24

0 0 A3 A34

0 0 0 A4









X̂1

X̂2

X̂3

X̂4





+





B1

B2

0

0





u

Y =
[

0 C2 0 C4

]





X̂1

X̂2

X̂3

X̂4





(4.53)

Tutti gli zeri presenti nelle matrici sono ovviamente non casuali, ma derivano dalle definizioni di

sistema raggiungibile, non raggiungibile, osservabile e non osservabile. Si possono riconoscere in

particolare i seguenti sottosistemi:

• ∑

1(A1) è il sottosistema raggiungibile - non osservabile;

• ∑

2(A2) è il sottosistema raggiungibile - osservabile;

• ∑

3(A3) è il sottosistema non raggiungibile - non osservabile;

• ∑

4(A4) è il sottosistema non raggiungibile - osservabile.

Si pùo inoltre dimostrare che:

W(s) = C(sI − A)−1B = C2(sI − A)−1B2 (4.54)

cioè che la funzione di trasferimentoè data solamente dalla parte del sistema raggiungibile ed os-

servabile. Le componenti non raggiungibili, infatti, non risentono dell’ingresso, mentre le compo-

nenti non osservabili non danno nessun contributo in uscita. Si può inoltre osservare che, nel caso

generale,W(s)∗ =WT(s); pertanto sem= p = 1 il sistema primario ed il sistema duale presentano

la stessa funzione di trasferimento. L’unica differenza in quest’ultimo casòe che le cancellazioni

dovute a modi non raggiungibili nel sistema primario sono invece cancellazioni dovute a modi non

osservabili nel sistema duale.

4.10 Cancellazioni

Si supponga il caso più semplice di sistema dinamico, in cuim = p = 1 e D = 0 e quindi

W(s) = C(sI − A)−1B = n(s)
d(s) . Il denominatored(s) è il polinomio caratteristico della matriceA, e
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pertanto ha gradon.

Si dice chen(s) ed(s) sonoprimi fra loro o coprimi se∄ λ ∈ C tale chen(λ) = 0 ed(λ) = 0.

Se cìo accade, allora si han(s) = (s− λ)ñ(s) ed(s) = (s− λ)d̃(s). Si pùo enunciare il seguente:

Teorema Dato un sistema
∑

(A, B, C) con m = p = 1, il numeratoren(s) ed il denominatore

d(s) della funzione di trasferimento sono coprimi⇔ (A, B, C) è raggiungibile ed osservabile.

Dimostrazione Dimostriamo l’implicazione (⇒) per assurdo. Supponendo chen(s) ed(s) siano

coprimi ed il sistema non raggiungibile e non osservabile, la funzione di trasferimento, per quanto

visto in precedenza, dipenderebbe solamente dalla parte raggiungibile ed osservabile del sistema:

W(s) = C(sI − A)−1B = C2(sI − A2)−1B2

in cui, per̀o, dim(A2) < dim(A). Ciò significa che sono state operate delle cancellazioni dan(s) e

d(s), e quindi che numeratore e denominatore non sono primi fra loro: siè giunti ad un assurdo.

Dimostriamo ora l’implicazione (⇐). Supponendo il sistema raggiungibile ed osservabile con

n(s) ed(s) non primi fra loro, si ottiene che la funzione di trasferimentoè semplificabile attraverso

cancellazioni; scritto in maniera formale, si ha:

d(s) = det(sI − A) = 0 per s= λ

n(s) = det





sI − A −B

C 0



 = 0 per s= λ (4.55)

Ciò comporta dunque che il numeratore della funzione di trasferimentoè una matrice degenere, e

come tale essa ammette un nucleo non nullo:




λI − A −B

C 0









x

−u



 = 0 (4.56)

in cui x ha n componenti eu ne ha una sola. Lo stesso discorso vale per il denominatore della

matrice:
[

λI − A
]

x̃ = 0 ⇒
[

λI − A B
]




x̃

0



 = 0 (4.57)

dove l’ultima uguaglianzàe sempre vera, dalle proprietà delle matrici partizionate a blocchi. Si

presentano ora due casi distinti:

• u , 0: in questo caso si osserva che i due vettori:





x

u



 ,





x̃

0





sono linearmente indipendenti: pertanto dim(ker
[

λI − A B
]

) ≥ 2. Dato che il numero di

colonne di
[

λI − A B
]

è pari an+ 1, ne consegue che il rango della matriceè minore di

n, per cui si giunge all’assurdo che il sistema nonè raggiungibile.
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• u = 0: in tal caso, si ha




λI − A −B

C 0









x

0



 = 0 (4.58)

per cui, considerando solo le primen colonne, si ottiene:





λI − A

C



 x = 0 (4.59)

Dal criterio di osservabilit̀a enunciato in precedenza (in occasione della discussione sul

sistema duale), ne consegue che la matrice ha rango minore din, e pertanto il sistema noǹe

osservabile: anche in questo caso siè giunti ad un assurdo.

Il caso di sistemi conm > 1 e p > 1 è senz’altro pìu complicato. Si consideri, come prova, il

seguente esempio.

Esempio

Sia dato il sistema con le seguenti matrici:

A =





−1 0

0 −1



 , B =





1 0

0 1



 , C =





1 0

0 1





Le matrici di raggiungibilit̀a ed osservabilità hanno la seguente forma:

R =
[

I −I
]

, O =
[

I −I
]

ed hanno ambedue rangon, per cui il sistemàe raggiungibile ed osservabile. Tuttavia, la matrice

delle funzioni di trasferimento assume questa forma:

W(s) =





s+1
(s+1)2

0
(s+1)2

0
(s+1)2

s+1
(s+1)2





e quindi ogni singolo elemento subisce una cancellazione. Nonè più dunque vero che un sistema

raggiungibile ed osservabile ha funzioni di trasferimento con numeratoree denominatore primi fra

loro.

Il caso di sistemi multidimensionali non sarà qui analizzato in dettaglio, tuttavia i risultati

fondamentali a cui si giunge sono:

• se manca la raggiungibilità o l’osservabilit̀a di un sistema, sono sicuramente presenti delle

cancellazioni nella matrice delle funzioni di trasferimento (ma non viceversa, come gìa

visto);

• se la matriceA ha autovalori distinti, allora il sistemàe raggiungibile ed osservabile⇔ non

ci sono cancellazioni.
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4.11 Stabilità esterna

Il rapporto ingresso-uscita ed il legame con la rappresentazione di statodi un sistema dinamico

può essere studiato anche introducendo la seguente definizione.

Definizione Postox(0) = 0, un sistema
∑

(A, B, C, D) èesternamente stabileo BIBO (Bound-
ed Input, Bounded Output) stabilese, assunto‖u(t)‖ ≤ M, ∃N tale che‖y(t)‖ ≤ N.

A questo proposito, sussiste il seguente:

Teorema Un sistemaè esternamente stabile⇔ il sottosistema raggiungibile ed osservabileè

asintoticamente stabile. Se l’intero sistemaè raggiungibile ed osservabile, allora la stabilità

asintotica implica ed̀e implicata dalla BIBO stabilit̀a.

Invece di dimostrare il teorema,è utile e costruttivo far vedere che, nel casom = p = 1, se la

matriceA è asintoticamente stabile allora il sistemaè BIBO stabile. Postox(0) = 0 e‖u(t)‖ ≤ M,

si ha:

y(t) =
∫ t

0
W(t − σ)u(σ)dσ⇒ |y(t)| =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∫ t

0
W(t − σ)u(σ)dσ

∣
∣
∣
∣
∣
∣
≤

≤
∫ t

0
|W(t − σ)u(σ)|dσ =

∫ t

0
|W(σ)| |u(t − σ)|dσ ≤

≤ M
∫ t

0
|W(σ)|dσ ≤ M

∫ +∞

0
|W(σ)|dσ =

= M
∫ +∞

0

∣
∣
∣CeAσB

∣
∣
∣ dσ = Mµ(A, B,C) (4.60)

doveµ(A, B,C) = ‖(A, B, C)‖1.

La dimostrazione costruttiva appena esposta può essere utile per calcolare la limitazione del-

l’uscita in presenza di un disturbo limitato in ingresso, dovuto a fenomeni nonquantificabili ma di

cui si conosce almeno la limitazione in ampiezza.

Si tenga presente che la proprietà di BIBO stabilit̀a non offre nessun tipo di garanzia sul buon

funzionamento del sistema, qualora questo non sia raggiungibile oppure non osservabile. Infatti

i modi non osservabili (che per definizione non influiscono sull’uscita) equelli non raggiungibili

(che nella definizione di BIBO stabilità partono dax(0) = 0 e tali rimangono) potrebbero dar luogo

a risposte esponenziali crescenti nel tempo, sotto opportune condizioniiniziali.

4.12 Forma canonica di controllo

Si consideri un sistema
∑

(A, B) conA di dimensionen× n e B di dimensionen× 1, ossia con un

ingresso scalare. E’ possibile verificare che, se la coppia (A, B) è raggiungibile, esiste una matrice
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T di trasformazione tale chêA = T−1AT e B̂ = T−1B siano nella forma:

Â =





0 1 0 . . . 0

0 0 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 1

−a0 −a1 −a2 . . . −an−1





, B̂ =





0

0

. . .

0

1





(4.61)

Pùo essere interessante calcolare la matriceT che permette di eseguire questa trasformazione:

a tale proposito, consideriamo la matrice di raggiungibilità del sistema posto nella nuova forma di

stato:

R̂ =
[

B̂ ÂB̂ . . . Ân−1B
]

=
[

T−1B T−1AB . . . T−1An−1B
]

⇒ R̂ = T−1R (4.62)

In maniera del tutto analoga, per dualità, è facile osservare chêO = OT. Se, come ipotizzato,

m = 1 ed il sistemàe raggiungibile, le matrici di raggiungibilità sono quadrate ed invertibili, per

cui è possibile scrivere:

TR̂ = R ⇒ T = RR̂−1 (4.63)

Dunque per trovare la matriceT si deve passare attraverso il calcolo della matriceR̂, ossiaè

necessario conoscere l’ultima riga della matriceÂ che presenta gli unici elementi veramente

incogniti.

Tuttavia, noi sappiamo che la trasformazione per similitudine operata non modifica gli auto-

valori della matriceA, per cui il polinomio caratteristico dîA deve essere il medesimo di quello di

A. Sviluppando il determinante di
(

sI − Â
)

secondo gli elementi dell’ultima riga, si può facilmente

verificare che risulta:

det
(

sI − Â
)

= a0 + a1s+ a2s2 + . . . + an−1sn−1 + sn (4.64)

Si osserva allora che gli elementi incogniti diÂ sono pari ai coefficienti del polinomio caratteristi-

co, cheè uguale a quello diA. Pertanto siamo in grado di trovare la matriceT attraverso i seguenti

passi:

1. calcolare det(sI − A) e considerarne i coefficienti;

2. calcolareR;

3. calcolareR̂;

4. calcolareT = RR̂−1.

Una matrice del tipo dîA si dice in forma di Frobenius. Questa formàe molto importante

fondamentalmente per tre motivi, di cui due saranno analizzati più avanti. Il terzo motivòe che

una matrice in forma di Frobenius costituisce il passaggio alla forma di stato diun’equazione

differenziale generica di ordinen. Se, per esempio, si ha:

y(n)(t) + an−1y(n−1)(t) + . . . + a1y(1)(t) + a0y(t) = u(t) (4.65)



74 Capitolo 4. Raggiungibilità ed osservabilit̀a

è sufficiente introdurre le seguenti variabili di stato:

x1(t) = y(t)

x2(t) = y(1)(t)

. . .

xn(t) = y(n−1)(t) (4.66)

e, riscrivendo l’equazione differenziale in un sistema din equazioni differenziali del primo ordine,

si ottiene:

ẋ1(t) = x2(t)

ẋ2(t) = x3(t)

. . .

ẋn−1(t) = xn(t)

ẋn(t) = −a0x1(t) − a1x2(t) − . . . − an−1xn(t) + u(t) (4.67)

La matriceA associata a questo sistema di equazioni differenziali del primo ordinèe proprio una

matrice in forma di Frobenius.

È chiaro che per dualità possiamo definire una forma canonica di osservabilità in cui A e C

sono le trasposte delle matriciA e B poste in forma canonica di controllo.



Capitolo 5

Realizzazione

5.1 Il problema in generale

Finora,è stato visto che la soluzione delle equazioni di un sistema lineare autonomo neldominio

del tempòe pari a:





x(t) = eAtx(0)+
∫ +∞
0

eA(t−σ)u(σ)dσ

y(t) = Cx(t) + Du(t)

che, applicando la trasformata di Laplace diventano






x(s) = (sI − A)−1x(0)+ (sI − A)−1Bu(s)

y(s) = C(sI − A)−1x(0)+C(sI − A)−1Bu(s)

dove si è suppostoD = 0. Inoltre, è noto che ponendox(0) = 0 e ricavando la funzione di

trasferimento

y(s) = C(sI − A)−1Bu(s) =W(s)u(s)

non si perdono informazioni sull’evoluzione libera del sistema, perché il denominatore diW(s)

contiene il polinomio caratteristico della matriceA.

Si vuole ora focalizzare la discussione sulla possibilità di ricavare una rappresentazione di

stato a partire da una funzione di trasferimento assegnata. Nel caso più generale, conD , 0 em e

p diversi da 1, la matrice delle funzioni di trasferimentoè pari a:

W(s) =
N(s)
d(s)

= C(sI − A)−1B+ D =
[

Wi j (s)
]

=

[
ni j (s)

d(s)

]

=

=
N0 + N1s+ N2s2 + . . . + Nνsν

d0 + d1s+ d2s2 + . . . + dνsν
(5.1)

in cui Nk sono matrici generiche di dimensionep×m. Si noti come gli elementiWi j (s) siano delle

funzioni razionali proprie, perché solo in tal modo la matrice di funzioni di trasferimento sarebbe

ottenibile dalle quattro matriciA, B, C, D.

Studiare il problema della realizzazioneè utile sia dal punto di vista teorico, per capire il

legame tra le matriciA, B, C, D e W(s), sia dal punto di vista pratico, perché permette di imple-

mentare fisicamente i controllori progettati utilizzando solo la teoria sulla funzione di trasferimen-

to vista nel corso di Controlli Automatici.

75
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Esempio

I controllori PID non sono implementabili seguendo la loro funzione di trasferimento teorica:

G(s) = GD(s) + KD +
KI

s
=

KDs2 + KPs+ KI

s

perch́e ne risulta una funzione razionale non propria, quindi non descrivibileattraverso quat-

tro matrici A, B, C, D. L’implementazione fisica avviene allora introducendo uno o due poli di

abbattimento nella funzione di trasferimento:

G̃(s) =
KI + KPs+ KDs2

s(1+ τs)2

in cui i poli artificialmente introdotti si trovano lontano dalla banda di frequenze tipica del sistema

da controllare.

Il primo passo da compiere per la soluzione del problema della realizzazioneè quello che

permette di ricavare la matriceD. E’ sufficiente, a questo proposito, scomporre la funzione di

trasferimento propria nella somma di una matrice costante e di una funzione ditrasferimento

strettamente propria:

W(s) =
Nνsν + Nν−1sν−1 + . . . + N0

d0 + d1s+ . . . + sν
=

=
Nν(d0 + d1s+ . . . + sν) + (Nν−1 − Nνdν−1)sν−1+

d0 + d1s+ . . . + sν

+(Nν−2 − Nνdν−2)sν−2 + . . . + (N0 − Nνd0)
d0 + d1s+ . . . + sν

=

= Nν +
Ñν−1sν−1 + . . . + Ñ0

d0 + d1s+ . . . + sν
= D + W̃(s) (5.2)

Si verifica facilmente che la matrice costante cosı̀ ricavataè proprio la matriceD della rappresen-

tazione di stato.

Proseguendo nella soluzione del problema, siamo ora in grado di determinare le matriciA, B, C

a partire dalla funzione di trasferimento strettamente propria:

N0 + N1s+ . . . + Nν−1sν−1

d0 + d1s+ . . . + sν
(5.3)

Si verifica infatti facilmente che la soluzioneè data dalle seguenti matrici in una forma simile a
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quella di Frobenius:

A =





0 I 0 . . . 0

0 0 I . . . 0

0 0 0 . . . I

. . . . . . . . . . . . . . .

−d0I −d1I −d2I . . . −dν−1I





, B =





0

0

. . .

I





,

C =
[

N0 N1 N2 . . . Nν−1

]

(5.4)

dove I è la matrice identica di dimensionem× m. Per dimostrare che le matrici effettivamente

restituisconoW(s), è sufficiente scrivere:

φ(s) = (sI − A)−1B⇒ (sI − A)φ(s) = B (5.5)

da cui si ricava che:

φ(s) =
1

d(s)





I

sI

s2I

. . .

sν−1I





(5.6)

e verificare poi l’equazione:

W(s) = Cφ(s) (5.7)

Si osservi che questa realizzazione ha una matriceA di dimensionim× ν, maggiore rispetto al

gradoν del polinomio caratteristico. Da questo si può presupporre che essa nonè una realizzazione

minima dal punto di vista dell’ordine diA.

5.2 Realizzazione minima

In generale, la terna di matrici (A, B, C) si dicerealizzazione minima diW(s) seW(s) = C(sI −
A)−1B, e non esiste una terna (A′, B′, C′) con dim(A′) < dim(A) tale cheW(s) = C′(sI − A′)−1B′.

In pratica, la ricerca di una realizzazione minima focalizza sul problema di minimizzare l’ordine

della matriceA, dato che non si pùo prescindere dal numero di colonne diB (pari adm) e dal

numero di righe diC (pari ap). Sussiste allora il seguente:

Teorema La realizzazione (A, B, C) di W(s) è minima⇔ (A, B, C) è raggiungibile ed osserv-

abile.

Dimostrazione L’implicazione⇒ è gìa stata discussa, perché se la realizzazionèe minima allora

non ci sono parti non raggiungibili e non osservabili nel sistema. L’implicazione⇐, invece,è un

po’ difficile da dimostrare e si rimanda a testi specializzati. Il teorema, tuttavia, ci dice qualcosa

di più: se la terna (A, B, C) non è una realizzazione minima, il sottosistema raggiungibile ed

osservabile (A2, B2, C2) dà luogo alla stessa funzione di trasferimento edè una realizzazione

minima.
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Si supponga ora di aver ottenuto due realizzazioni minime (A1, B1, C1) ed (A2, B2, C2), evi-

dentemente con le matriciA1, A2 dell stesso ordine. Esiste un legame fra le due realizzazioni, ed

è dato dal seguente:

Teorema (A1, B1, C1) e (A2, B2, C2) sono due realizzazioni minime diW(s) ⇔ ∃T invertibile

tale cheT−1A1T = A2, T−1B1 = B2 C1T = C2, ossia che le realizzazioni differiscono per una

trasformazione di stato.

Dimostrazione L’implicazione⇐ è semplice, perch́e se (A1, B1, C1) è una realizzazione mini-

maè sufficiente applicare una trasformazione di stato per ottenere una terna con la stessa funzione

di trasferimento e stessa dimensione, che risulta dunque a sua volta una realizzazione minima.

L’implicazione⇒ è invece pìu difficile da provare e non viene qui discussa.

In definitiva, si pùo dire che dalla funzione di trasferimento non si riesce a risalire al sotto-

sistema non raggiungibile e non osservabile, perché nelle realizzazioni minime, non univoche, i

valori superflui sono sistemati casualmente. Inoltre, daW(s) è impossibile determinare univo-

camente una realizzazione minima, cheè determinata invece a meno di una trasformazione di

stato.

5.3 Realizzazione minima perm= p = 1

La funzione di trasferimento, nel caso di ingresso ed uscita scalari,è pari a:

W(s) =
n0 + n1s+ . . . + nν−1sν−1

d0 + d1s+ . . . + sν
+ D (5.8)

doveD è nulla se e solo seW è strettamente propria. Secondo quanto discusso prima, una possibile

realizzazionèe data dalle matrici, questa volta in forma di Frobenius:

A =





0 1 0 . . . 0

0 0 1 . . . 0

0 0 0 . . . 1

. . . . . . . . . . . . . . .

−d0 −d1 −d2 . . . −dν−1





, B =





0

0

. . .

1





,

C =
[

n0 n1 n2 . . . nν−1

]

(5.9)

Inoltre, dato chem= 1 si ottiene che questa realizzazioneè anche minima se e solo se non ci sono

cancellazioni inW(s). Questa rappresentazione di stato può essere implementata in digitale od in

analogico seguendo lo schema a blocchi presentato in figura (5.1).
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dddd

+ + + +

+ + +

+
−

ν−1 ν−2 1 0

n nnnν−1 ν−2 1 0D

νx νx x x1x2ν−1u

y

Figura 5.1: Schema a blocchi della realizzazione minima conm= p = 1

Lo schemàe facilmente interpretabile se si considera che, dalle matrici, si ottengono le seguen-

ti espressioni:

ẋi = xi+1 ∀ i = 1, . . . , n− 1

ẋn = −




ν−1∑

i=0

di xi+1




+ u

y =

ν−1∑

j=0

n j x j+1 + Du (5.10)

Fisicamente, ogni blocco sopra proposto può ad esempio essere implementato attraverso amplifi-

catori operazionali.

5.4 Realizzazione di sistemi a tempo discreto

Il problema della realizzazione di sistemi a tempo discretoè del tutto analogo al problema della

realizzazione per sistemi a tempo continuo. Per essi, la funzione di trasferimentoè ricavata utiliz-

zando la trasformata Zeta. Ricordiamo che la trasformata Zetaè un operatore che associa ad una

successionef (k) una funzione di variabile complessaF(z) definito come segue

f (k)
Z−→ F(z) =

+∞∑

k=0

f (k)
1

zk

Tale operatorèe lineare e vale la seguente proprietà

f (k+ 1)
Z−→ zF(z) − z f(0)

Ponendox(0) = 0, si ha che a ogni sistema a tempo discreto

x(k+ 1) = Ax(k) + Bu(k), y(k) = Cx(k) + Du(k)
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è possibile associare la funzione di trasferimento discreta

W(z) = C(zI − A)−1B+ D

che ha la stessa forma dei sistemi a tempo continuo. Pertanto il problema della realizzazione si

risolve esattamente nello stesso modo indicato nel caso di sistemi a tempo continuo.



Capitolo 6

Regolazione di sistemi

6.1 Considerazioni generali

Il problema della regolazione consiste, in termini generici, nel portare il sistema in un stato

desiderato e qui mantenerlo agendo opportunamente sull’ ingresso di controllo u.

Si parla dicontrollo a catena apertase al processo viene applicato un ingressou(t) predefini-

to, sintetizzato sulla base di qualche criterio che non prevede la conoscenza dix(t) o y(t). Qualora,

invece, l’ingresso al processo sia generato istante per istante da un algoritmo di controllo che tenga

conto dell’uscita effettiva del sistema, si parla dicontrollo in retroazione. Lo scopo principale

della retroazionèe quello di poter modificare la dinamica di un sistema rendendolo stabile o più

semplicemente rendendolo più veloce in termini di convergenza. In questa sede si tratterà il caso

di retroazione di sistemi lineari. In generale, gli ingressi e le uscite di unprocesso lineare possono

essere divisi secondo lo schema riportato in figura (6.1).

u

e

y
d

Figura 6.1: Suddivisione di ingressi ed uscite in un sistema

Le componenti del vettored(t) rappresentanoingressi esterninon modificabili dall’utente. In

questa categoria ricadono, per esempio, i disturbi. Il vettoreu(t), invece,è il vettore degliingressi
di controllo , su cui si pùo effettivamente agire al fine di modificare la dinamica del processo. Le

componenti del vettoree(t) sono detteuscite di prestazione, per le quali solitamente si danno delle

specifiche, mentre le componenti diy(t) sono leuscite di misura, ossia quelle misurate tramite

sensori per generare la legge di controllo. Gli ingressiu(t) corrispondono dunque all’azione degli

attuatori, mentre le uscitey(t) provengono da sensori applicati al sistema. In generale, il processo

retroazionato assume la forma riportata in figura (6.2). Il primo scopo della retroazione,̀e la

stabilizzazionedel processo qualora il sistema non sia già stabile. Anche nel caso di processi

stabili, la retroazione puo’ avere effetti benefici nel “migliorare la dinamica del processo. Nel caso

81
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u

e

y
d

SISTEMA

REG.

Figura 6.2: Sistema lineare retroazionato

dei sistemi lineari questo essenzialmente si traduce nell’allocazione degli autovalorial fine di

modificare i modi del sistema stesso, e quindi la sua dinamica. L’allocazione degli autovaloriè

possibile solamente con controllori in retroazione, perché i controllori a catena aperta non sono in

grado di alterare i modi del sistema.

Il processo generico da controllareè del tipo:






ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) + Ed(t)

y(t) = Cx(t)

e(t) = Lx(t)

(6.1)

dove, per studiare la stabilità, si poned(t) = 0 e si trascurae(t). Anche il controllore pùo essere a

sua volta un sistema dinamico: 




ż(t) = Fz(t) +Gy(t)

u(t) = Hz(t) + Ky(t)
(6.2)

Connettendo i due sistemi, trascurandoe(t) e ponendod(t) = 0, si ottiene:






ẋ(t) = Ax(t) + B[Hz(t) + Ky(t)]

ż(t) = Fz(t) +Gy(t)

⇒





ẋ(t) = (A+ BKC)x(t) + BHz(t)

ż(t) = GCx(t) + Fz(t)
(6.3)

Il sistema complessivo diventa

d
dt





x(t)

z(t)



 =





A+ BKC BH

GC F









x(t)

z(t)



 +





E

0



ω(t)

e(t) =
[

L 0
]




x(t)

z(t)



 (6.4)

I modi del sistema retroazionato sono dunque associati agli autovalori che fanno parte dello

spettro della nuova matriceA del processo. Solitamente, la realizzazione del controllore si pro-

pone, come primo scopo quello di modificare opportunamente la dinamica del sistema. Il problema

basilarèe il seguente

Assegnazione degli autovaloriFissato un insiemeΛcl di dim(A) + dim(F) autovalori, deter-

minare le matrici incogniteF, G, H, K che danno origine a un controllore che produce un sistema
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ad anello chiuso aventeΛcl come insieme degli autovalori.

Un principio fondamentale nell’affrontare il problema dell’allocazione degli autovaloriè il

seguente: gli autovalori dei sottosistemi non raggiungibili e/o non osservabili sono invarianti

per retroazione, ciòe non possono essere modificati. Di conseguenza, un processo può essere

stabilizzato se e solo se le sue parti non raggiungibili e non osservabili sono intrinsecamente stabili.

Per studiare l’allocazione degli autovalori, dunque, poniamo l’ipotesi cheil sistema
∑

(A, B, C)

sia raggiungibile ed osservabile (le sue parti non raggiungibili e/o non osservabili vengono even-

tualmente eliminate ponendo il sistema nella forma di Kalman). La prima fase nella realizzazione

del controlloreè lo studio della cosiddettaretroazione dello stato; essa prevede che all’ingresso

del processo sia riportato lo stato stessox(t), secondo le equazioni:






ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)

u(t) = Kx(t)
(6.5)

Lo schema a blocchi corrispondenteè rappresentato in figura (6.3).

A

xu x

K

B

Figura 6.3: Studio della retroazione dello stato

Si noti che l’eventuale realizzazione pratica della retroazione dello stato richiede un sensore

per ogni variabile di stato, e ciò pùo essere sconveniente dal punto di vista economico. Questo

porta alla seconda fase del progetto, nota comestima dello stato, secondo quanto riportato in

figura (6.4). Il blocco stimatore non fa altro che restituire una stima approssimativa dello stato

A

x xu

x

y

OSSERVATORE

B C

Figura 6.4: Osservatore dello stato

x(t) del processo, e questo valore viene utilizzato successivamente per operare la retroazione. Ciò

può risultare conveniente dal punto di vista economico qualora i sensori per la variabili di stato

abbiano un prezzo elevato, oppure quando una variabile di stato risulti particolarmente difficile da
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misurare. Nelle sezioni successive studieremo separatamente e in dettaglio ledue fasi di progetto

sopra riportate.

6.2 Retroazione dello stato

Il progetto di un controllore in retroazione nasce con la scelta del valoredegli autovalori del sis-

tema ad anello chiuso, e prosegue con lo studio della retroazione dello stato. Formalmente, pos-

siamo dire che dato l’insiemeΛc = {λ1, λ2, . . . , λn} ∈ C (il pedice C sta per compensatore) con

il vincolo del coniugio (ciòe per ogni autovalore complessoè presente anche il suo coniugato, e

questo per poter trattare problemi reali), si cerca la matriceK tale che il sistema:






ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)

u(t) = Kx(t)
⇒ ẋ(t) = (A+ BK)x(t) (6.6)

abbia insieme degli autovaloriσ(A+BK) = Λc. La matriceK è di dimensionim×n, per cui ci sono

m·n parametri liberi da assegnare per poter risolvere il problema. Questoè un caso pìu generale di

quello gìa noto del luogo delle radici, in cui la posizione degli autovalori si modificava attraverso

l’applicazione di un unico guadagno complessivo. Con quel tipo di soluzione del problema, gli

autovalori erano comunque vincolati a rimanere sui punti di un luogo geometrico ben definito,

diversamente da questo nuovo caso. Si può ora formulare il seguente:

Teorema Il problema ha soluzione conΛc arbitrariamente fissato⇔ il sistema
∑

(A, B) è rag-

giungibile. Invece, se il sistema nonè raggiungibile, il problema ha soluzione⇔ Λc contiene tutti

gli autovalori non raggiungibili del sistema.

Dimostrazione Se il sistema noǹe raggiungibile,̀e possibile utilizzare una trasformazione tale

da renderlo in forma di Kalman. L’equazioneu(t) = Kx(t) si trasforma in ˆu(t) = KTx̂(t) = K̂ x̂(t)

(si noti cheK̂ ha la stessa trasformazione della matriceC), e si ottiene:

Â+ B̂K̂ =





Âr Âr,nr

0 Ânr



 +





B̂r

0





[

K̂1 K̂2

]

=

=





Âr + B̂r K̂1 Âr,nr + B̂r K̂2

0 Ânr



 (6.7)

Si tratta allora di una matrice triangolare a blocchi, il cui spettroè dato daσ(Âr+B̂r K̂1)∪σ(Ânr). La

parte dello spettro derivante dalla matrice del sottosistema non raggiungibileè pertanto invariante,

e non pùo essere modificata con la retroazione.

Supponendo ora che il sistema sia raggiungibile, consideriamo il casom = 1 e discutiamo su

come si possano assegnare arbitrariamente gli autovalori al sistema retroazionato. Se il sistemàe

raggiungibile,è sempre possibile trovare una matriceT tale che la trasformazione di statoAF =

T−1AT e BF = T−1B restituisca la forma di Frobenius. Dato cheK̂ = KT, si ottiene che la matrice
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del sistema retroazionato in forma di Frobeniusè pari a:

AF + BF K̂ =





0 1 0 . . . 0

0 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 1

−a0 + k̂1 −a1 + k̂2 −a2 + k̂3 . . . −an−1 + k̂n





(6.8)

e risulta quindi ancora una matrice in forma di Frobenius. Ciò significa che il polinomio carat-

teristico del sistema retroazionato, che come già detto in precedenza dipende dai coefficienti del-

l’ultima riga della matrice, pùo essere modificato attraverso i singoli elementik̂i . Il problema

dell’arbitraria assegnazione degli autovalori può essere ricondotto all’assegnazione del polinomio

caratteristicole cui radici sono gli autovalori desiderati, seguendo i seguenti passi:

1. scelta diΛc = {λ1, λ2, . . . , λn} e calcolo del polinomio caratteristico che si desidera in

retroazione:

p(s) =
n∏

i=1

(s− λi) = a0 + a1s+ . . . + an−1sn−1 + sn

2. calcolo dei vecchi coefficienti a0, a1, . . . , an−1, facenti parte del polinomio caratteristico

della matriceA non retroazionata;

3. calcolo degli elementîki utilizzando le espressioni:

a0 = a0 − k̂1⇒ k̂1 = a0 − a0

a1 = a1 − k̂2⇒ k̂2 = a1 − a1

. . .

an−1 = an−1 − k̂n⇒ k̂n = an−1 − an−1

(6.9)

4. ritorno dalla forma di Frobenius alla forma generale, applicando la trasformazione inver-

sa: K = K̂T−1. Questo passaggiòe necessario perché la forma di Frobenius̀e solo uno

strumento per agevolare la soluzione del problema.

Nel caso in cui il sistema presentim > 1, le cose si complicano notevolmente ma il teorema

può essere comunque dimostrato in diversi modi. Innanzitutto, possiamo dire che se il sistema

risulta completamente raggiungibile da un singolo ingresso fra tutti quelli presenti, ci si pùo ricon-

durre alla dimostrazione precedente. Se invece la raggiungibilità completa si ottiene solamente

considerando la totalità degli ingressi, le strade sono due:

• si pùo dimostrare che esiste una pre-reazione in grado di rendere il sistema completamente

raggiungibile da un solo ingresso, riconducendosi poi alla dimostrazioneprecedente;

• in alternativa, per ogni ingresso preso singolarmente si trova la parte del sistema non rag-

giungibile dall’ingresso precedentemente considerato (cioè per il secondo ingresso si trova
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la parte non raggiungibile dal primo, e cosı̀ via). Una volta trovato tale sottosistema, per

esso (e soltanto per esso) si fissano gli autovalori desiderati.

Si è visto come l’assegnazione degli autovalori possa essere arbitraria seil sistemaè com-

pletamente raggiungibile. Questoè sempre vero da un punto di vista matematico. Nella pratica

bisogna scegliere gli autovalori compatibilmente con le limitazioni fisiche degli attuatori applicati

al processo.

6.2.1 Un semplice algoritmo pe l’assegnazione

Consideriamo ora un caso molto comune nella pratica che permette di risolvere ilproblema della

reazione dello stato senza passare per la forma di Frobenius. Assumiamom = 1 ed un sistema
∑

(A, B) raggiungibile, con matriceB nella seguente forma:

B =





b1

0

. . .

0





(6.10)

Se la matriceB non è nella forma suddetta,̀e sempre possibile trovare una matriceT tale che,

applicando una trasformazione,B̂ = T−1B sia nella forma voluta. Tale matrice può essere presa

come

T = [B B̃]

doveB̃ è una matrice arbitraria che complementaB ovvero rendeT invertibile.

AssuntaB nella forma indicata, calcolando il polinomio caratteristico del sistema retroaziona-

to, si ottiene:

det(sI − (A + BK)) =

= det





s− a11− b1k1 −a12− b1k2 . . . −a1n − b1kn

−a21 s− a22 . . . −a2n

. . . . . . . . . . . .

−an1 −an2 . . . s− ann





=

= a0(k1, k2, . . . , kn) + a1(k1, k2, . . . , kn)s+ . . . +

+ an−1(k1, k2, . . . , kn)sn−1 + sn (6.11)

Il polinomio caratteristicòe allora dipendente dagli elementi incognitiki in maniera lineare. E’

ora sufficiente uguagliare i coefficientiai con quelli desiderati dopo la retroazione:






a0(k1, k2, . . . , kn) = a0

a1(k1, k2, . . . , kn) = a1

. . .

an−1(k1, k2, . . . , kn) = an−1

(6.12)
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Risolvendo questo sistema lineare, si ricavano gli elementiki necessari per la retroazione dello

stato.

Esempio

Si consideri il sistema instabile descritto dalle equazioni:

A =





2 1

1 2



 , B =





1

0





Applicando un controllo in retroazione, si ottiene il seguente polinomio caratteristico:

det(sI − (A+ BK)) = det





s− 2− k1 −1− k2

−1 s− 2



 = s2 − (4+ k1)s+ 3+ 2k1 − k2

Supponendo di voler stabilizzare il sistema con autovaloriλ1 = −1 e λ2 = −2, il polinomio

caratteristico del sistema retroazionato deve essere

p(s) = (s+ 1)(s+ 2) = s2 + 3s+ 2

da cui si ricava il seguente sistema lineare:






−4− k1 = 3

3+ 2k1 − k2 = 2
⇒






k1 = −7

k2 = −13

6.3 Osservatore dello stato

L’osservatore dello statòe di fondamentale importanza quando le variabili di stato non sono tutte

accessibili, o non si vogliono misurare per ragioni economiche. Si consideri allora lo schema

presentato in figura (6.5).

A

x xu y
B C

Figura 6.5: Schema generale di un sistema

Il caso pìu favorevole che si pùo presentarèe quandoC è la matrice identica: questo significa

che le uscite sono proprio le variabili di stato, e quindi si può procedere con la retroazione dello

stato come visto in precedenza. Quando però la matriceC è generica, bisogna agire in modo

diverso. Una prima idea potrebbe essere quella di replicare un sistema con le stesse matrici del

processo da controllare, secondo le equazioni:

˙̂x(t) = Ax̂(t) + Bu(t) (6.13)
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In questo caso si parla diosservatore banale (a catena aperta), in cui x̂(t) costituisce una stima

delle variabili di stato del sistema da controllare. Per giudicare l’efficacia di questa soluzione

introduciamo l’errore di stima

e(t) = x̂(t) − x(t)

Dato che il sistemàe descritto dalle equazioni






˙̂x(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t)

è possibile operare una sottrazione tra lo stato e la stima dello stato. Si ottiene:

d
dt

(x̂(t) − x(t)) = A(x̂(t) − x(t)) + Bu(t) − Bu(t) = A(x̂(t) − x(t)) (6.14)

ovvero che l’errore di stimàe descritto dall’equazione:

ė(t) = Ae(t) (6.15)

ossia evolve in risposta libera. Si osserva subito il problema fondamentale di questo tipo di

osservatore: esso nonè valido per sistemi instabili, perché l’errore diverge.

In realt̀a, si pùo vedere che anche per sistemi stabili questo osservatore banale non fornisce

buoni risultati. Lo stato ˆx(0) deve essere infatti inizializzato ax(0), di cui non sappiamo nulla.

La scelta pìu ovvia dal punto di vista della simmetria del problemaè porre ˆx(0) = 0; ma questo

significa chee(0) = x̂(0)− x(0) = −x(0). Supponendo, per esempio,u(t) = 0, si ottiene:

ẋ = Ax(t)

ė(t) = Ae(t) (6.16)

in cui l’errore ha le condizioni iniziali opposte dello stato. L’evoluzione dell’errore e dello statòe

riportata in figura (6.6).

Figura 6.6: Evoluzione dello stato (linea continua) e dell’errore (linea tratteggiata) con
l’osservatore banale

Si osserva che l’errorèe ha la stessa ampiezza dello stato:‖x(t)‖ = ‖e(t)‖, ovvero l’erroreè

pari al 100 %.
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Ciò che in realt̀a si vorrebbe realizzarèe un osservatore in grado di generare una stima dello

stato che converga adx(t), anche nel caso di sistemi instabili e, in caso di stabilità converga “pìu

velocemente del sistema, come qualitativamente riportato in figura (6.7).

Figura 6.7: Evoluzione qualitativa dell’errore nel caso di buon osservatore: evoluzione dello stato
(linea continua), della stima (linea tratteggiata) e dell’errore (linea puntata)

La soluzione consiste nell’uso dell’osservatore di Luemberger. Esso, al contrario dell’osser-

vatore banale che tratta solo le informazioni fornite dau(t), considera le informazioni del sistema

provenienti sia dall’ingresso che dall’uscita del processo. L’equazione differenziale che governa

la stima dello statòe la seguente:

˙̂x(t) = Ax̂(t) + Bu(t) − LC(x̂(t) − x(t)) =

= (A− LC)x̂(t) + Bu(t) + LCx(t) =

= (A− LC)x̂(t) + Bu(t) + Ly(t) (6.17)

dove la matriceL di dimensionin × p è costituita da parametri liberi a scelta del progettista.

E’ interessante osservare che il termine ˆx(t) − x(t) è ancora incognito, ma non lòe il termine

C(x̂(t) − x(t)) perch́e x̂(t) è noto dall’osservatore eCx(t) = y(t) è noto dall’uscita del sistema. Lo

schema generale dell’osservatore di Luembergerè rappresentato in figura (6.8).

A

x xu y
B

B
x

L

x

C

C

A

+

++

Figura 6.8: Schema generale dell’osservatore di Luemberger
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Si noti che perL = 0 si ottiene nuovamente l’osservatore banale. Possiamo ricavare nuova-

mente l’espressione dell’errore, sottraendo lo stato dalla stima dello stato:

d
dt

(x̂(t) − x(t)) = (A− LC)x̂(t) + Bu(t) + Ly(t) − Ax(t) − Bu(t) =

= (A− LC)x̂(t) − Ax(t) + LCx(t) =

= (A− LC)x̂(t) − (A− LC)x(t)

= (A− LC)(x̂(t) − x(t))

otteniamo cos̀ı

ė(t) = (A− LC)e(t)

Si osserva dunque che l’errore non dipende dau(t) ed evolve in riposta libera secondo i modi

della matrice (A− LC). La matriceL, dunque, ha un ruolo simile alla matriceK nella retroazione

dello stato. In analogia a quel tipo di problema, allora, sarebbe interessante imporre un insieme

di autovaloriΛo (la O sta per osservatore) per la matrice (A − LC) in modo che l’errore possa

convergere a zero più o meno velocemente, a seconda delle scelte progettuali. Più formalmente, il

problemàe il seguente.

Assegnazione degli autovalori dell’osservatoreDato

Λo = {λ1, λ2, . . . , λn}

con il vincolo del coniugio, si determini la matriceL in modo tale che l’insieme degli autovalori

di A− LC risulti σ(A− LC) = Λo.

Vale il seguente risultato.

Teorema Λo è arbitrariamente assegnabile con il vincolo del coniugio⇔ (A,C) è completa-

mente osservabile. Se manca l’osservabilità del sistema, il problemàe comunque risolubile purché

Λo contenga tutti gli autovalori del sottosistema non osservabile.

Dimostrazione La dimostrazione del teorema si esegue sfruttando le proprietà di dualit̀a. Con-

sideriamo allora il duale del sistema che dà luogo alla matrice (A− LC):

A∗ = AT

B∗ = CT

K∗ = −LT (6.18)

Si ottiene che il duale della matrice (A− LC) è pari a:

(A− LC)T = (AT −CTLT) = (A∗ + B∗K∗) (6.19)

e si ricorda che lo spettro delle due matrici rimane il medesimo. Pertanto, l’assegnazione degli

autovaloriΛo nel sistema primariòe stata ricondotta allo studio della retroazione dello stato duale;

ma in questo caso noi sappiamo che il problemaè risolubile se il sistema dualèe completamente
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raggiungibile. Per dualità, possiamo allora dire che il sistema primario deve essere osservabile, ed

il teoremaè dimostrato.

Le strette relazioni che esistono tra il problema della retroazione dello stato e dell’osservatore

di Luemberger, dovute alle proprietà di dualit̀a, permettono di sfruttare gli stessi algoritmi per

ricavare le matriciK ed L. Supponendo, infatti, di avere una procedura che, dati in ingresso

A, B, Λc restituisca la matriceK per la retroazione dello stato,è possibile anche dare in ingresso

AT , CT ,Λo ed ottenere in uscita la matriceK∗ per la retroazione dello stato del sistema duale.

Dalle relazioni sopra riportate, allora, si ottiene cheL = (−K∗)T .

Esempio

Si consideri un servocomando come in figura (6.9), in cuiè riportato lo schema di un semplice

posizionatore. Assumendoθ = 0 l’angolo di riferimento, poniamoci il problema di portare il

sistema allo stato nulloθ = θ̇ = 0.

θ

C
m

Figura 6.9: Sistema di posizionamento

L’equazione che descrive questo sistemaè la seguente:

Jθ̈(t) = Cm(t)⇒ θ̈(t) =
Cm(t)

J
= u(t)

Ponendox1(t) = θ(t) e x2 = θ̇(t), si ottiene una rappresentazione di stato con le seguenti matrici:

A =





0 1

0 0



 , B =





0

1





Supponiamo di avere un sensore sia per la posizione che per la velocità. Operando una retroazione

dello stato del tipo:

u(t) =
[

k1 k2

]




x1(t)

x2(t)




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si ottiene la seguente matrice:

(A+ BK) =





0 1

k1 k2





Essendo gìa nella forma di Frobenius, tutto ciò che bisogna farèe imporre chek1 ek2 siano uguali

ai coefficienti del polinomio caratteristico voluto, con il segno cambiato. Supponendodi scegliere

p(s) = (s+ 1)(s+ 2) = s2 + 3s+ 2, si ottiene immediatamente che deve esserek1 = −2 ek2 = −3.

Impiegare sia sensori di velocità che di posizione noǹe per̀o sempre conveniente dal punto

di vista economico. Si pùo allora pensare di avere un sensore per una variabile di stato, ed un

osservatore per calcolare la stima dell’altra variabile di stato non misurata.

Se si possiede solo un sensore di velocità, la matriceC risulta pari a:

C =
[

0 1
]

e, con un brevissimo calcolo, si può notare che il sistema noǹe osserbvabile (com’è noto, dalla

velocit̀a non si riesce a risalire alla posizione). Inoltre, l’autovalore della parte non raggiungi-

bile è pari a zero, e quindi noǹe asintoticamente stabile: dunque lo spettro di (A − LC) deve

per forza contenere l’autovalore nullo, e questo nonè un bene perch́e l’errore risulta stabile non

asintoticamente.

Se, invece, si considera solo il sensore di posizione, la matriceC assume la forma:

C =
[

1 0
]

ed in questo caso la matrice di osservabilità ha rango pieno. Possiamo allora calcolare (A− LC):

(A− LC) =





0 1

0 0



 −




l1
l2





[

1 0
]

=





−l1 1

−l2 0





Il polinomio caratteristicòe pari a:

det(sI − A+ LC) = det





s+ l1 −1

l2 s



 = s2 + l1s+ l2

Supponendo di voler imporreλ3 = −3 e λ4 = −4, si ha p(s) = s2 + 7s + 12 da cui risulta

immediatamente chel1 = 7 e l2 = 12.

Si noti che l’osservatore genera una stima del vettore ˆx(t) composto dalla posizione, che in

realt̀a abbiamo gìa in uscita grazie al sensore, e dalla velocità. Questa considerazione può portare

al cos̀ı dettoosservatore di ordine ridottoche non viene trattato nel corso.

6.4 Sintesi del regolatore

Dopo aver operato la retroazione dello stato e la stima dello stato (necessaria solo se qualche

variabile di stato noǹe misurata e seC è diversa dalla matrice identica), il passo successivoè

sintetizzare il controllore. Verificheremo che essoè semplicemente costituito dalla retroazione

della stima dello stato, cosı̀ come riportato in figura (6.10).
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A

x xu y
B

B
xx

C

C

A

L

K

Figura 6.10: Schema a blocchi del controllore basato sull’osservatore

E’ abbastanza intuitivo che le cose funzionino correttamente. Tuttavia, analizziamo il sistema

complessivo ottenuto, per verificare la strategia. Le equazioni del processo da controllare sono:






ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t)

mentre quelle del blocco costituito dall’osservatore più il regolatore sono:






˙̂x(t) = (A− LC)x̂(t) + Bu(t) + Ly(t)

u(t) = Kx̂(t)

Il sistema complessivo che si viene a formare consta dunque din + n = N variabili di stato, in-

trodotte dal processo e dal controllore. Per svolgere i calcoli successivi, tuttavia,è più conveniente

operare una trasformazione di stato, in modo da ottenere un vettore composto dalle variabili di

stato del processo e dall’errore del controllore. Matematicamente, si ha:





x(t)

e(t)



 =





I 0

−I I









x(t)

x̂(t)



 (6.20)

La matrice di trasformazione dalla nuova alla vecchia baseè allora:

T =





I 0

I I



 (6.21)

cioè l’inverso di quella sopra utilizzata. Dato che il sistema complessivo risulta governato dalle

seguenti equazioni:





ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t)
˙̂x(t) = (A− LC)x̂(t) + Bu(t) + Ly(t)

u(t) = Kx̂(t)

(6.22)

applicando la trasformazione di stato (ossia manipolando opportunamente le equazioni, ricordando
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che x̂(t) = x(t) + e(t)) si perviene facilmente alle equazioni:






ẋ(t) = (A+ BK)x(t) + BKe(t)

ė(t) = (A− LC)ė(t)
(6.23)

In forma matriciale abbiamo

d
dt





x(t)

e(t)



 =





A+ BK BK

0 A− LC





︸                      ︷︷                      ︸

=Acl





x(t)

e(t)



 (6.24)

Si osserva che la matriceACL (CL sta perclosed loop) è triangolare a blocchi di dimensione

2n×2n, pertanto il suo spettro di autovaloriè pari all’unione degli spettri dei blocchi sulla diagonale

principale:

σ(ACL) = σ(A+ BK) ∪ σ(A− LC) (6.25)

Sotto ipotesi di raggiungibilit̀a ed osservabilità del sistema da controllare, dunque,è possibile

assegnare ad arbitrio gli autovalori diACL, attraverso le tre fasi seguenti:

1. progetto del regolatore per la retroazione dello stato ed assegnazionedi σ(A+ BK);

2. progetto dell’osservatore per la stima dello stato ed assegnazione diσ(A− LC);

3. realizzazione del controllore come retroazione dello stato stimato, ossia

˙̂x(t) = (A− LC)x̂(t) + Bu(t) + Ly(t)

u(t) = Kx̂(t)

Dato che le assegnazioni degli autovalori nelle prime due fasi sono indipendenti fra loro, questo

modus operandìe anche ricordato con il nome diprincipio di separazione. Nella realt̀a spesso

si richiede che le prestazioni dell’osservatore siano superiori a quelledel sistema retroazionato;

pertanto,̀e usuale imporre agli autovalori di (A− LC) una parte reale negativa più grande in valore

assoluto (anche di 3 o 4 volte) rispetto a quella degli autovalori di (A+ BK).

Il controllore, costituito dall’osservatore più il regolatore,̀e dunque governato dalle equazioni:






˙̂x(t) = (A− LC)x̂(t) + Bu(t) + Ly(t)

u(t) = Kx̂(t)

e sostituendo la seconda equazione nella prima si giunge ad una semplice semplificazione matem-

atica, ma molto importante dal punto di vista fisico:






˙̂x(t) = (A− LC + BK)x̂(t) + Ly(t)

u(t) = Kx̂(t)
(6.26)

Osservando gli schemi precedenti, infatti, ci si accorge che il sistema retroazionato non deve più

possedere sensori in grado di misurare l’ingressou(t) per poi spedirlo all’osservatore, perché l’in-

gresso stessòe generato all’uscita del regolatore. Il controllore cosı̀ ottenuto pùo essere realizza-

to in pratica con un circuito analogico, oppure implementando al calcolatore il sistema discreto
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equivalente, con matrici:

FD = eFT = e(A−LC+BK)T

GD =

∫ T

0
eFσdσL =

∫ T

0
e(A−LC+BK)σdσL

HD = K

Nel caso di implementazione al calcolatore, l’algoritmo di massima per il controllore pùo essere

di questo tipo:

1. calcolareFD, GD, HD con passoT fissato;

2. inizializzare ˆx(0);

3. calcolareu(T) = HD x̂(T);

4. porre il valore diu(T) nella locazione di memoria in cui sarà prelevato dal convertitore D/A;

5. leggere il valore diy(T) dalla locazione di memoria in cuiè posto dal convertitore A/D;

6. calcolare la stima al passo successivo ˆx(T + 1) = FD x̂(T) +GDy(T);

7. tornare al punto 3 se si vuole continuare il controllo del sistema, altrimentiuscire.

Un’ultima considerazione riguarda la funzione di trasferimento del sistema retroazionato. Si

può dimostrare facilmente che, se l’ingresso del sistemaè pari a:

u(t) = Kx̂(t) + v(t) (6.27)

dovev(t) è un segnale di riferimento (spesso costante), la funzione di trasferimento trav(t) edy(t)

quando si ha sia l’osservatore che la retroazione della stima dello statoè la medesima di quella tra

v(t) edy(t) quandòe solamente presente la retroazione dello stato, ossiau(t) = Kx(t) + v(t).

Esempio

Si riconsideri l’esempio precedente, in cui si sono ricavati i parametridelle matriciK ed L per il

posizionatore. Per quanto ora esposto, l’implementazione del controlloreè immediata:

F = A− LC + BK =





0 1

0 0



 +





0

1





[

−2 −3
]

−




7

12





[

1 0
]

=

=





−7 1

−14 −3





G = L =





7

12





H = K =
[

−2 −3
]
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Il sistema retroazionato complessivo ha dunque modi derivanti dagli autovalori λ1 = −1, λ2 = −2

(detti modi del regolatore) e modi derivanti dagli autovaloriλ3 = −3, λ4 = −4 (detti modi
dell’osservatore). Si pùo facilmente verificare che si ottiene lo stesso spettro di autovalori se,

al posto diu(t) = Kx̂(t), si implementa, in questo semplice esempio, un ingresso pari au(t) =

k1x1 + k2x̂2, in cui la prima variabile di stato noǹe stimata ma proviene direttamente dall’uscita

del sistema (si ricordi infatti la forma della matriceC).

6.5 Disturbi esterni

I sistemi da controllare sono spesso affetti da disturbi dovuti ad agenti esterni o ad errori di

misurazione. In questo caso, il sistemaè descritto da un’equazione del tipo:

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) + Ed(t) (6.28)

e la situazionèe diversa a seconda ched(t) sia misurabile o meno. Nel primo caso, più semplice,

basta implementare un osservatore con l’equazione:

˙̂x(t) = (A− LC)x̂(t) + Bu(t) + Ly(t) + Ed(t) (6.29)

ed in questo modo, sottraendo le due espressioni, si ottiene il medesimo andamento dell’errore

vista in precedenza. Nel caso, invece, in cui il disturbo non sia misurabile, non è possibile

aggiungere alcun termine all’osservatore, e di conseguenza l’erroreha un’espressione del tipo:

ė(t) = (A− LC)e(t) − Ed(t) (6.30)

Molto spessòe possibile fornire una stima per l’ampiezza did

‖d(t)‖ < α

Essendo il sistema osservatore asintoticamnete stabile a regime potremo garantire una limitazione

del tipo‖e(t)‖ < β, ma non la convergenza a zero. Questa situazione,è accettabile se ci si assicura

che l’errore assuma valori ragionevolmente piccoli. Un esempio reale di disturbo non misurabile

che affligge l’uscita di un sistema,y(t) = Cx(t) + Nw(t), può essere l’errore di quantizzazione di

un encoder che legge la posizione angolare. In questo caso l’equazione dell’errore diventa

ė(t) = (A− LC)e(t) − Ed(t) + LNw (6.31)

Assunto‖w(t)‖ < γ si puo’ sempre pervenire ad una stima del tipo‖e(t)‖ < β, sotto ipotesi di

asintotica stabilit̀a di A− LC.

Un ultimo accenno riguarda i sistemi a tempo discreto. Per essi,è possibile considerare uno

stimatore dello stato nel seguente modo:

u(k) = Kx(k)

x̂(k+ 1) = (A− LC)x̂(k) + Bu(k) + Ly(k) (6.32)



6.5. Disturbi esterni 97

e si pùo dimostrare, come per i sistemi a tempo continuo, che l’erroreè governato dall’equazione:

e(k+ 1) = (A− LC)e(k) (6.33)

La teoria della retroazione di un sistema a tempo discreto procede allora di pari passo a quella dei

sistemi a tempo continuo. L’unica accortezzaè che l’assegnazione degli autovalori deve tenere

presente che un modoè stabile se|λk| < 1.





Capitolo 7

Sistemi non lineari

7.1 Considerazioni generali

La maggior parte dei sistemi che costituiscono la realtà è non lineare, e questo ha limitato la

portata della teoria dei sistemi perché i casi risolubili in modo analitico sono molto pochi, e spesso

sono anche molto particolari. I sistemi per i quali nonè possibile uno studio analitico possono,

tuttavia, essere trattati in modo numerico ottenendo una soluzione approssimatadelle equazioni

diffrenziali.

Dal punto di vista concettuale, una differenza sostanziale tra i sistemi lineari e quelli non

lineari è l’omogeneit̀a del comportamento. Per i primi, infatti,è possibile parlare di funzioni

modali, analisi in frequenza, stabilità ... Per i sistemi non lineari ciascuna proprietà è di fatto solo

attribuibile a determinati punti di equilibrio. Ovvero un sistema non lineare può essere stabile

o meno, sensibile al rumore o meno, oscillante o meno ecc. a seconda del punto di equilibrio

nel qualeè analizzato. La teoria globale dei sistem lineri nonè in generale estendibile e bisogna

considerare teorie locali.

Esempio: andamento di una popolazione

L’andamento di una popolazione, che può essere una colonia di batteri od una specie animale,

può essere modellata da equazioni più o meno sofisticate. Una di queste, molto semplice e di tipo

lineare, prevede che la popolazionex(t) evolva secondo l’equazione:

ẋ(t) = ax(t)

dovea > 0 è un coefficiente scalare. La soluzioneè dunque il classico esponenzialex(t) = eatx(0);

tuttavia questo modello non tiene conto delle limitazioni sulle risorse dell’ambiente circostante.

Nel caso in cui si voglia modellare anche la dipendenza dalle risorse disponibili, un modello

ampiamente accettatoè il seguente:

ẋ(t) = a

[

1− x(t)
C

]

x(t)

99
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Si nota infatti che perx(t) ≪ C il termine
x(t)
C

è trascurabile ed il modellòe quasi lineare; quando,

invece,x(t) cresce, lo stesso termine rappresenta una limitazione al tasso di natalità, dovuto alla

scarsezza delle risorse. Addirittura, sex(t) > C si verifica un’inversione di tendenza, con numero

di nascite inferiore al numero di morti.

Il sistema, in questo modo,è diventato non lineare; tuttavia esso rappresenta un caso in cuiè

possibile dare la soluzione analitica, che risulta:

x(t) =
eatx(0)

(

1− x(0)
C

)

+
x(0)
C eat

Si ribadisce, tuttavia, che in generale c’è poca speranza di trovare soluzioni esprimibili come

quasta. Dall’equazione del sistema, comunque,è possibile trarre delle informazioni qualitative:

• perx(t) > C, ẋ(t) < 0;

• perx(t) < C, ẋ(t) > 0;

• ci sono due punti che annullano la derivata, pari ax(t) = C e x(t) = 0.

Studiando l’andamento della soluzione con i metodi appresi nei corsi di Analisi Matematica,̀e

possibile disegnare l’evoluzione della popolazione con diverse condizioni iniziali, come riportato

in figura (7.1).

t

x

C

Figura 7.1: Evoluzione di una popolazione per diverse condizioni iniziali

Si osserva in particolare che la soluzionex(t) = C è un punto di equilibrio stabile, perché ivi

convergono tutte le soluzioni con condizioni iniziali maggiori di zero. Viceversa,x(t) = 0 è un

punto di equilibrio instabile, perché ogni piccola variazione delle condizioni iniziali da zero porta

all’allontanamento dalla rettay = 0. In realt̀a, quello che si pùo vedere,̀e che tutte le consider-

azioni che abbiamo ricavato dalla soluzione analitica sono deducibili dall’analisi qualitativa che

verr̀a trattata in seguito.

Lo studio dei sistemi non lineari viene affrontata considerando i sistemi continui autonomi:





ẋ(t) = f (x(t), u(t))

y(t) = g(x(t), u(t))
(7.1)
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ed i sistemi a tempo discreto autonomi:






x(k+ 1) = f (x(k), u(k))

y(k+ 1) = g(x(k), u(k))
(7.2)

Si evita il caso in cui ci sia una diretta dipendenza dal tempo di ˙x(t) o x(k + 1), perch́e esso

rappresenta un caso complicato e relativamente poco importante nella realtà.

7.2 Punti di equilibrio

Vale la seguente definizione.

Definizione Dato un vettorex ∈ Rn, essoè unpunto di equilibrio se∃ u detto ingresso di
equilibrio tale che, postox(0) = x eu(t) = u, si hax(t) ≡ x. In tal caso, la coppia (x, u) ∈ Rn×Rm

è dettacoppia di equilibrio .

Le condizioni di equilibrio di un sistema non lineare si ricavano facilmente, perch́e se deve

accadere chex(t) = x e u(t) = u è anche vero che si ha ˙x = 0 nel caso di sistemi continui, e

x(k + 1) = x(k) nel caso di sistemi discreti. Pertanto, le coppie di equilibrio dei sistemi a tempo

continuo si trovano ponendo:

f (x, u) = 0 (7.3)

e per i sistemi a tempo discreto ponendo:

x = f (x, u) (7.4)

Esempio

Riconsiderando l’equazione per l’evoluzione della popolazione tratta dalprecedente esempio,

possiamo facilmente trovarne i punti di equilibrio:

[

1− x
C

]

x = 0⇒ x = 0, x = C

E’ interessante osservare cosa succede se all’equazione si aggiunge un termine che tiene conto di

un ingresso esterno (può essere la caccia di una popolazione di animali, o la predazione):

[

1− x
C

]

x+ u = 0

doveu < 0. In tal caso, i punti di equilibrio sono soluzioni dell’equazione di secondo grado sopra

riportata, e risultano pari a:

x1,2 =
C
a





a
2
±

√

a
2

2
+

a
C

u





L’andamento della soluzione per questa nuova situazioneè riportata in figura (7.2).

Si osserva che, per condizioni iniziali superiori ax2, si ha una mortalit̀a superiore alla natalità

dovuta alla carenza di risorse. Nella fascia compresa trax1 edx2, invece, si ha una ripopolazione;

mentre per condizioni iniziali al di sotto dix1 si ha l’estinzione della specie. La soglia di estinzione
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t

x

A

B

Figura 7.2: Evoluzione di una popolazione con ingresso esterno; linea A: soglia estinzione; linea
B: soglia sovrappopolamento

x1 è stata introdotta a seguito dell’ingresso esterno minore di zero. Si noti inoltre cheu(t) può avere

natura diversa: se essoè riferito alla predazione,̀e certamente influenzato dax(t) (cosa che va a

complicare ulteriormente il modello), mentre se si riferisce alla caccia esso neè sostanzialmente

indipendente.

Esempio Si vuole ora fare una considerazione sull’approssimante discreto di Eulero di un

sistema continuo. Il sistema di Eulero si ottiene approssimando la derivata ˙x(t) con il rapporto

incrementale:

ẋ(t) ≃ x(t + τ) − x(t)
τ

(7.5)

e quindi, sostituendo tale espressione nella formula generale di un sistema a tempo continuo e

valutandola solamente pert = 0, τ, 2τ, . . . si avrebbe il sistema discreto:

x(t + τ) = x(t) + τ f (x(t), u(t)) (7.6)

Questo metodo, noto comemetodo di Eulero esplicito, costituisce una buona approssimazione se

il passoτ è sufficientemente piccolo, mentre per scelte del passo troppo elevate può non convergere

alla soluzione continua.

Una verifica preliminare sulla bontà di questo metodòe controllare se le condizioni di equi-

librio del sistema di Eulero coincidono con quelle del sistema di partenza. Ineffetti cos̀ı è. È

infatti molto facile verificare che i punti di equilibrio del sistema approssimantediscreto sono gli

stessi del sistema continuo di partenza. Ovviamente nulla si può dire sulla stabilit̀a. Infatti punti di

equilibrio stabili nel sistema continuo possono risultare instabili in quello approssimante discreto

(in particolare seτ > 0 nonè sufficientemente piccolo).

Ulterori esempi di punti di equilibrio verranno considerati nel seguito.

7.3 Funzioni di Lyapunov

Come gìa precedentemente accennato, un sistema non lineare può avere punti di equilibrio di cui

si pùo studiare lastabilit à locale, ossia per piccole perturbazioni intorno ai punti di equilibrio

stessi. Alcuni esempi di punti dei equilibrio stabili ed instabili sono riportatiin figura (7.3).
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Stabile

Instabile

Figura 7.3: Esempi di punti di equilibrio stabili ed instabili

Si supponga allora di studiare un sistema non lineare con un punto di equilibrio caratterizzato

dalla condizione

0 = f (x, u) (7.7)

Se assumiamou fissato possiamo studiare il sistema:

ẋ(t) = f (x(t),u) = Fu(x(t)) (7.8)

che risulta dunque essere autonomo senza ingressi, con ovvio punto di equilibrio in x. Si opera ora

una traslazione di coordinate: si introduce allora la nuova variabilez(t) = x(t) − x, da cui risulta:

ż(t) = Fu(x(t)) = Fu(z(t) + x) (7.9)

Con queste nuova definizione, il punto di equilibrio si trova inz = 0. DefiniamoGx,u(z(t)) =

Fu(z(t) + x). Possiamo quindi ricondurci allo studio del sistema:

ż(t) = Gx,u(z(t)) (7.10)

con punto di equilibrio 0= Gx,u(0). Si osservi come, con questo cambio di variabili, ci si sia

ricondotti allo studio di un solo sistema autonomo senza ingressi con un puntodi equilibrio in 0,

e questòe possibile per ogni punto di equilibrio del sistema originario pari ax. Si hanno allora le

seguenti:

Definizione Il sistema si dicestabile nel punto di equilibrio (N.P.E.) se, datoε > 0, ∃ δ > 0

tale che se‖x(0)‖ ≤ δ⇒ ‖x(t)‖ ≤ ε.
La definizione, nelle variabili originali, prevedrebbe‖x(0) − x‖ ≥ δ e ‖x(0) − x‖ ≥ ǫ, ma

abbiamo visto come ci si possa ricondurre allo studio di un sistema conx = 0.

Definizione Il sistema si diceasintoticamente stabile nel punto di equilibrio (N.P.E.)se è

stabile N.P.E. ed inoltre, per‖x(0)‖ ≤ δ, si ha‖x(t)‖ → 0 pert → +∞.

Lo studio effettivo della stabilit̀a di un punto di equilibrio di un sistema non lineare si basa

sulla teoria esposta da Lyapunov agli inizi del secolo XX, nella quale si generalizza il concetto di

energia in un sistema.
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Si supponga, infatti, di avere una funzione differenziabile con continuità (∈ C1) e definita

nello spazio degli statiRn → R, con le propriet̀a di una funzione definita positiva in un intorno

dell’origineW (vedi figura (7.4)):

• V(0) = 0;

• V(x) > 0 perx ∈W, x , 0.

V=1

V=4
V=2

x(0)

Figura 7.4: Curve di livello per una funzione di Lyapunov

Si osserva che l’origine degli assiè contenuta in tutte le superfici di sottolivelloV(x) ≥ k della

funzione.

Il concetto espresso da Lyapunov, e che formalizzeremo tra breve conun teorema, si basa su

quest’osservazione: se una traiettoriax(t) del sistema, conx(0) sufficientemente piccolo,̀e tale

cheV(x(t)) è una funzione non crescente, allora siamo costretti a rimanere su una superficie di

sottolivello. Questa visione ha una giustificazione intuitiva se si considera che ogni sistema in

natura, da quelli elettrici a quelli meccanici, che sia composto da elementi passivi è sicuramente

stabile in un punto in cui si ha un minimo di energia.

Il problema fondamentalèe che nonè possibile, nella maggioranza dei casi, conoscere la

traiettoriax(t) di un sistema non lineare, e quindi in prima istanza non saremmo in grado di os-

servare seV(x(t)) è una funzione non crescente. Tuttavia, questo ostacoloè facile da aggirare se

consideriamo la derivata della funzione di Lyapunov:

d
dt

V(x(t)) = V̇(x(t)) = ∇V(x)ẋ(t) = ∇V(x) f (x(t)) (7.11)

dove∇V(x) =
[

∂V
∂x1

∂V
∂x2

. . . ∂V
∂xn

]

.

Ciò che si notàe che, se ad un certo istantet il sistema attraversa uno stato ˜x, la derivataè

facilmente calcolabile:

d
dt

V(x(t))

∣
∣
∣
∣
∣
∣
x(t)=x̃

= V̇(x(t))

∣
∣
∣
∣
∣
∣
x(t)=x̃

= ∇V(x̃) f (x̃) (7.12)
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e quindi nonè più necessario conoscere l’intera traiettoriax(t). Questa derivata, chiamata anche

derivata alla Lyapunov, è utile per determinare la stabilità di un sistema: seV(x) è una funzione

non crescente, si hȧV(x) ≤ 0. Possiamo allora formalizzare queste idee con il seguente:

Teorema Se∃V ∈ C1, V : Rn → R, tale che in un intornoW dell’origine si haV(0) = 0 e

V(x) > 0 perx ∈ W\{0}, seV̇(x) ≤ 0 perx ∈ W allora il sistemàe stabile N.P.E. in zero. Inoltre,

seV̇(x) < 0 perx ∈W\{0}, allora il sistemàe asintoticamente stabile N.P.E. in zero.

Dimostrazione Verifichiamo solamente la prima parte del teorema, cioè che sėV(x) ≤ 0 allora

il sistemaè stabile N.P.E. in zero. Fissiamo dunque una sferaSε = {x : ‖x‖ ≤ ε} nell’insieme

degli stati. Nonè restrittivo prendereSε ⊂ W; sulla superficie esterna della sfera,‖x‖ = ε,

fissiamo il valorem� minV(x), x ∈ ∂Sε. Consideriamo ora una sfera di raggioδ < ε e definiamo

M � maxV(x), x ∈ ∂Sδ, conM < m: se supponiamo, per assurdo, che il sistema non sia stabile,

allora sarebbe possibile, da una condizione iniziale dentroSδ, operare una traiettoria che faccia

fuoriuscire lo stato dalla sferasε. In particolare, esisterebbe un istante di tempot′ tale chex(t′) ∈
Sε; dato che le traiettorie sono differenziabili, ci sarebbe almeno un punto di attraversamento, e se

ne considera il primo:

t1 = min{t ≥ 0 : x(t1) ∈ Sε} (7.13)

Tra l’istante 0 e l’istantet1 la traiettoriaè contenuta inSε, e quindi inW, dove sappiamo che

V̇(x(t)) ≤ 0. Tuttavia, per costruzione possiamo anche operare le seguenti maggiorazioni:

V(x(t1)) ≥ m> M ≥ V(x(0)) (7.14)

per cui risulta ancheV(x(t1)) > V(x(0)), ossiaV̇(x) > 0 che risulta incompatibile con l’ipotesi

sostenuta. Pertanto, il sistema deve essere per forza stabile.

La seconda parte del problema, che prevede l’asintotica stabilità, non viene dimostrata, e si

rimanda a testi specializzati.

Esempio: il pendolo

Si vuole studiare la stabilità di un punto di equilibrio del pendolo, rappresentato in figura (7.5).

Il sistemaè descritto dall’equazione:

l2mϑ̈(t) = −lmgsinϑ(t)

che, dettix1(t) = ϑ(t) e x2(t) = ϑ̇(t), in forma di sistemàe:






ẋ1(t) = x2(t)

ẋ2(t) = − sinx1(t)

La candidata ad essere una funzione energia per il pendoloè, da quanto ci insegna la Fisica,

l’energia meccanica, pari alla somma dell’energia cinetica e dell’energia potenziale:

V(x1, x2) =
1
2

x2
2 + 1− cosx1
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θ

Mg

Figura 7.5: Pendolo semplice

Essa possiede tutte le caratteristiche di una funzione di Lyapunov, se considerata in un intorno. Si

ottiene allora:

V̇(x1, x2) =
[

sinx1 x2

]




x2

− sinx1



 = x2 sinx1 − x2 sinx1 = 0

e pertantoV̇(x1, x2) è semidefinita negativa, da cui si ricava la stabilità del sistema.

Esempio

Dimostriamo che il sistema 




ẋ1 = −2x1 + x2
2 + x4

1

ẋ2 = 3x3
1 − 2x2 + x2

1

è asintoticamente stabile, se si sceglieV(x1, x2) = x2
1 + x2

2. La derivata alla Lyapunov̀e infatti:

V̇(x) = ∇V f(x) =
[

2x1 2x2

]




−2x1 + x2
2 + x4

1

3x3
1 − 2x2 + x2

1



 =

= −4x2
1 − 4x2

2 + 2x1x2
2 + 2x5

1 + 6x3
1x2 + 2x2

1x2

In un intorno sufficientemente piccolo del punto di equilibrio (0, 0), i termini al quadrato dominano

sul resto e pertanto la funzione risulta definita negativa, e ciò prova l’asintotica stabilit̀a del sistema.
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Esempio

Consideriamo il sistema a due vasche le cui equazioni verranno presentate nella sezione 9.7






ḣ1 = − 1
αS

√
h1 − h2 + u

ḣ2 =
1
αS

√
h1 − h2 − 1

βS

√
h2

e un punto di equilibrio generico in (h1, h2). Traslando il sistema conx1 = h1 − h1 e x2 = h2 − h2,

si ha: 




ẋ1 = − 1
αS

√

x1 − x2 + h1 − h2 + u

ẋ2 =
1
αS

√

x1 − x2 + h1 − h2 − 1
βS

√

x2 + h2

Utilizzando la funzioneV(x1, x2) = x2
1 + x2

2, V̇(x1, x2) risulta essere

V̇(x1, x2) =

= (x1 − x2)

(

1
αS

√

x1(t) + h̄1 − x2(t) − h̄2 − q̄

)

+ x2

(

1
βS

√

x2(t) + h̄2 − ū

)

Si vede facilemnte chėV(x1, x2) < 0 (per x1, x2) , (0, 0), provando cos̀ı l’asintotica stabilit̀a

N.P.E..

E’ importante notare che una scelta errata della funzioneV(x) potrebbe non verificare le con-

dizioni anche se il sistema fosse asintoticamente stabile: ciò significa che, scelta una funzione di

Lyapunov la cui derivata sia anche maggiore di zero nell’intornoW, non si pùo concludere nulla

sulla stabilit̀a del sistema.

EsempioSi consideri allora in sistena ˙x = Ax doveA è la matrice:

A =





−1 α

−1 −1





conα ≥ 0. Tale sistemàe asintoticamente stabile (infatti, det(sI−A) = s2+2s+1+α). Considerata

V(x) = x2
1 + x2

2, tuttavia, essàe una funzione di Lyapunov solamente per determinati valori diα;

per esempio, si pùo facilmente vedere che perα = 1 le condizioni del teorem di Lyapunov sono

verificate, mente perα grande non lo sono.

Il problema fondamentale, dunque,è la scelta di una funzione di Lyapunov in grado di di-

mostrarci la stabilit̀a del sistema: essa deve possedere proprietà tali da avere delle curve di livello

che in qualche modo siano adeguate all’andamento delle traiettorie del sistema. Esistono dei teo-

remi inversi, i quali dimostrano, sotto opportune ipotesi, l’esistenza di unafunzione di Lyapunov

per ogni sistema asintoticamente stabile. Tali risultati sono teorici e in generale, non sono di aiuto

per quanto riguarda la determinazione diV(x).
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Esempio: Il pendolo dissipativo

Si considerino nuovamente le equazioni del pendolo, a cui però si sottrae un termine derivante da

un’azione viscosa proporzionale alla velocità:






ẋ1(t) = x2(t)

ẋ2(t) = − sinx1(t) − αx2(t)

Dato che il sistemàe dissipativo, si sarebbe portati a sperare che la funzione di Lyapunov possa

confermare l’asintotica stabilità del sistema. Considerando però la stessa funzione di Lyapunov

usata precedentemente, si ottiene:

V̇(x1, x2) =
[

sinx1 x2

]




x2

− sinx1 − αx2



 = −αx2
2

Si ottiene dunque una funzione semidefinita negativa, nulla sia nell’origine che sull’assex2 = 0.

Questo, per inciso, significa che l’energia non varia quando la velocità è nulla, ossia non c’è

dissipazione nel punto di massima elongazione del pendolo. Tuttavia questicalcoli non ci sono

utili per confermare l’asintotica stabilità del sistema, perché non siV̇(x) nonè definita negativa.

Esiste un altro criterio che garantisce la stabilità asintotica di un sistema: ilcriterio di Kra-
sowskii.

Teorema Supponiamo che∃V ∈ C1, V : Rn → R conV(x) > 0 ∀ x ∈ W\{0} e V(0) = 0, con

V̇(x) ≤ 0 ∀ x ∈ W. Considerando l’insiemeN = {x , 0 : V̇(x) = 0}, se non esistono traiettorie

del sistema interamente contenute inN ∩ W (ossiax(t) < N ∩ W ∀ t ≥ 0) allora il sistemàe

asintoticamente stabile.

Il criterio, in pratica, indica che se il sistema non si sofferma in zone dove c’è assenza di

dissipazione, prima o poi si ricadrà nel punto di equilibrio. Tale criterio si applica al caso del

pendolo.

Esempio

Si riconsideri il caso del pendolo dissipativo, e si osservi la figura (7.6).

In essa sono riportati l’intornoW, l’insiemeN e l’andamento del vettore ˙x(t) calcolato dalle

equazioni del sistema a partire da una situazione in cuix2 = 0:





ẋ1

ẋ2



 =





0

− sinx1





Ciò che si notàe che in ogni istante successivo alla situazione in cuix2 = 0 la derivata ha la

direzione dix1, per cui la traiettoriàe obbligata per forza ad uscire daN, ricadendo in stati in cui

c’è dissipazione. Intuitivamente, cosı̀, si riconosce l’asintotica stabilità del sistema, attraverso il
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N

1
x

2
x

Figura 7.6: Insiemi N e W e vettore ˙x(t)

criterio di Krasowskii. Per completezza, in figura (7.7) sono riportate le traiettorie di un pendolo

dissipativo.

Accanto ai criteri di stabilit̀a, ovviamente, esistono anche dei criteri di instabilità.

Teorema (Criterio di Cetaev) Supponiamo cheV(x) ∈ C1 in un intornoW dell’origine, e che

esista un insieme apertoA tale che l’origine sia contenuta nella chiusura diA (ossia sia all’interno

che sulla frontiera∂A). Se accade che:

• V(x) = 0 ∀ x ∈ ∂A∩W;

• V(0) = 0;

• V(x) > 0, V̇(x) > 0 ∀ x ∈ A∩W

allora il sistemàe instabile N.P.E..

Di questo teorema si può dare una spiegazione intuitiva. Supponiamo, per semplicità, che

l’origine appartenga alla frontiera diA, come riportato in figura (7.8). Si nota subito che qualunque

traiettoria che parte daW in prossimit̀a della frontiera diA, ovvero∂A∩W, essendoV e V̇ positive

e continue, deve per forza fuoriuscire daW, per cui non pùo esserci stabilit̀a locale.

Esempio

Si consideri il levitatore magnetico, riportato in figura (9.14) in sezione 9.8.Se trascuriamo

l’equazione elettrica, essòe descritto da equazioni del tipo:






ẋ1(t) = x2(t)

ẋ2(t) = g− k
m

i2

x2
1
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Figura 7.7: Traiettorie del pendolo dissipativo

A

Aδ

V V > 0
V=0

Figura 7.8: Rappresentazione intuittiva del criterio di Cetaev



7.4. Criterio di Lyapunov per sistemi discreti 111

Il punto di equilibrio del sistemàe pari a:






0 = x2(t)

0 = g− k
m

i2

x2
1

e ciò significa avere velocità nulla e forza magnetica uguale e contraria alla forza di gravità. Si

vuole ora dimostrare l’instabilità del punto di equilibrio ottenuto con un valore di corrente costante

i = i. Per prima cosa operiamo la traslazione degli assi:

z1 = x1 − x1

z2 = x2 − x2

⇒





ż1 = z2 + x2 = z2

ż2 = g− k
m

i
2

(z1+x1)2

Il punto di equilibrio è ora spostato in (0, 0). Come candidata funzione di Cetaev prendiamo

V(x1, x2) = z1z2 e A = {z1, z2 > 0}; risulta allora:

V̇(z1, z2) =
[

z2 z1

]





z2

g− k
m

i
2

(z1+x1)2




= z2

2 + z1




g− k

m
i
2

(z1 + x1)2





Il secondo terminèe pari a 0 sez1 = 0, ciòe nel punto di equilibrio, ed̀e maggiore di zero sez1 > 0

perch́e il termine negativo diminuisce all’aumentare del denominatore. PertantoV̇(z1, z2) > 0 in

A∩W, e sono dunque verificate tutte le ipotesi del criterio di Cetaev: il sistemaè instabile N.P.E..

7.4 Criterio di Lyapunov per sistemi discreti

La formulazione del criterio di Lyapunov per i sistemi discreti ricalca quella data per i sistemi

continui, con qualche piccolo cambiamento. Il sistema discreto, infatti,è nella forma:

x(k+ 1) = f (x(k), u(k)) (7.15)

ed i punti di equilibrio si trovano ponendo:

x = f (x, u) (7.16)

La traslazione avviene come per i sistemi continui, ponendoz = x − x, e supponendou(k) = u

fissato si giunge allo studio di un sistema del tipo:

z(k+ 1) = Fx,u(z(k)) (7.17)

con punto di equilibrio in zero. Nel caso di sistemi discreti nonè definita la derivata, per cui il

criterio di Lyapunov non pùo essere enunciato come per i sistemi continui. Al posto della derivata

viene presa in considerazione ladifferenza di Lyapunovcos̀ı definita:

∆V(x(k)) � V(x(k+ 1))− V(x(k)) = V( f (x(k))) − V(x(k)) (7.18)
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Si osservi come nell’ultimo passaggio si sia sostituita l’equazione che descrive il sistema, elimi-

nando la necessità di conoscere la traiettoria. L’idea di fondoè che se la differenzàe non crescente,

il sistemaè stabile. Pìu formalmente:

Teorema Se esisteV(x) continua in un intornoW di 0 definita positiva inW (ossiaV(0) = 0 e

V(x) > 0 ∀ x ∈W\{0}), si ha:

• se∆V(x) ≤ 0 ∀ x ∈W allora il sistemàe stabile N.P.E.;

• se∆V(x) < 0 ∀ x ∈W\{0} allora il sistemàe asintoticamente stabile N.P.E..

7.5 Equazioni di Lyapunov per sistemi lineari

Abbiamo visto in precedenza che non esiste un metodo sistematico per associare una funzione

di Lyapunov ad un sistema non lineare. Tipicamente, la determinazione di unabuona candida-

ta è lasciata all’intuito e tipicamente basata su considerazioni sul sistema stesso (per esempio

considerazioni di tipo fisico). Fanno, tuttavia, eccezione i sistemi lineari,per i quali c’̀e un modo

sistematico per individuare una funzione di Lyapunov opportuna in casodi sistemi asintoticamente

stabili.

Si consideri, a questo proposito, la seguente funzione quadratica:

V(x) = xTPx (7.19)

Se la matriceP risulta simmetrica e definita positiva, alloraV(x) è una candidata ad essere una

funzione di Lyapunov. Si pùo facilmente verificare che risulta:

∇V(x) = 2xTP (7.20)

in cui∇V(x) è una vettore riga. Le funzioni quadratiche con matrici simmetriche e definite positive

sono senza dubbio le funzioni di Lyapunov più usate. Se ora consideriamo un sistema lineare

ẋ(t) = Ax(t) (l’ingresso nonè necessario per testare la stabilità) e calcoliamo la derivata della

funzione di Lyapunov appena introdotta, si ottiene:

V̇(x) = ∇V(x) · f (x) = 2xTPAx= xTPAx+ xTPAx (7.21)

Gli ultimi due termini sono degli scalari, per cuiè possibile trasporre il primo senza che il risultato

cambi. Si ha allora:

V̇(x) = xTATPT x+ xTPAx= xTATPx+ xTPAx=

= xT(ATP+ PA)x = −xTQx (7.22)

dove siè posto:

ATP+ PA= −Q (7.23)

che viene dettaequazione di Lyapunov. Si vede facilmente cheQ è una matrice simmetrica,

in quanto somma diATP e della sua trasposta.
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Se ora supponiamo che il sistema sia asintoticamente stabile, potremmo pensare dicercare

unaQ tale da essere definita positiva, in modo cheV̇(x) sia definita negativa verificando le con-

dizioni del teorema di Lyapunov. In realtà questo non funziona, perché nonè facile trovare la

matriceP tale da rendere definita positiva laQ. E’ invece opportuno e utile ragionare al contrario,

fissando una matriceQ che verifichi le condizioni del teorema e calcolare la corrispondenteP

dell’equazione (7.23). Questo procedimentoè supportato dal seguente teorema.

Teorema Le seguenti condizioni sono equivalenti:

1. ẋ(t) = Ax(t) è asintoticamente stabile;

2. ∀Q simmetrica e definita positiva, la matriceP soluzione dell’equazione di LyapunovATP+

PA= −Q è simmetrica e definita positiva.

Dimostrazione Partiamo facendo vedere che 2 implica 1. Se fissiamo ad arbitrio una matriceQ

e ne ricaviamo una matriceP simmetrica e definita positiva, allora la funzione quadraticaV(x) =

xTPx è proprio una valida funzione di Lyapunov. Applicando i calcoli già svolti in precedenza,

risulta V̇(x) < 0 ∀ x , 0 perch́e Q è simmetrica e definita positiva, per cui sono verificate le

condizioni del teorema di Lyapunov.

Dimostriamo ora che 1 implica 2. Supponendo il sistema ˙x(t) = Ax(t) asintoticamente stabile,

fissiamo ad arbitrio unaQ simmetrica e definita positiva. La soluzione dell’equazione di Lyapunov

è allora la seguente:

P =
∫ +∞

0
eAT tQeAt dt (7.24)

Infatti, sostituendo tale espressione nell’equazioneATP+ PA= −Q, si ottiene:

ATP+ PA = AT
∫ +∞

0
eAT tQeAt dt+

∫ +∞

0
eAT tQeAt dt A=

=

∫ +∞

0

[

ATeAT tQeAt + eAT tQeAtA
]

dt (7.25)

dato che
d
dt

eAt = AeAt = eAtA, ed è uno dei pochi casi in cuìe indifferente la posizione della

matriceA nella derivata, l’integrando risulta proprio la derivata di un prodotto di funzioni:

ATP+ PA=
∫ +∞

0

d
dt

[

eAT tQeAt
]

dt =
[

eAT tQeAt
]+∞
0
= 0− Q (7.26)

dove nell’ultimo passaggio sìe sfruttato il fatto che il sistemàe asintoticamente stabile, per cui

eAt
∣
∣
∣
∣
t→+∞

= 0.

Verificato cheP è data dall’espressione sopra riportata, dimostriamo ora cheè simmetrica e

definita positiva.

• P è simmetrica e lo si vede molto facilmente perché l’integrandòe simmetrico, in quanto si

prova banalmente che
(

eAt
)T
= eAT t;
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• P è definita positiva, perché presox , 0 si ha:

xT
∫ +∞

0
eAT tQeAt dt x =

∫ +∞

0
xTeAT tQeAtx dt=

∫ +∞

0
xT(t)Qx(t) dt (7.27)

dove siè introdottox(t) = eAtx , 0 perch́e i modi non sono mai esattamente nulli. Risul-

ta allora che l’integrandòe maggiore di zero perché Q è definita positiva, per cui anche

l’integraleè maggiore di zero provando cheP è definita positiva.

L’equazione di Lyapunov̀e lineare inP, per cui nella si preferisce evitare di calcolare l’in-

tegrale come soluzione diP, ed impostare invece un sistema lineare in cui le incognite sono gli

elementi del triangolo superiore (od inferiore) diP, cheè simmetrica. Il numero totale di incognite

e di equazionìe allora pari an+ (n− 1)+ (n− 2)+ . . . + 1 =
(n+ 1)n

2
.

Il caso dei sistemi discretix(k+1) = Ax(k) è analogo, in cui la funzione di Lyapunovè sempre

V(x) = xTPx ma invece della derivata si deve considerare la differenza di Lyapunov. Si ottiene

allora:

∆V(x) = V(x(k+ 1))− V(x(k)) = V(Ax) − V(x) =

= (Ax)TP(Ax) − xTPx= xTATPAx− xTPx=

= xT(ATPA− P)x = −xTQx (7.28)

dove questa volta siè posto:

ATPA− P = −Q (7.29)

che viene chiamataequazione di Lyapunov discreta. Sussiste allora il seguente:

Teorema Le seguenti condizioni sono equivalenti:

1. x(k+ 1) = Ax(k) è asintoticamente stabile;

2. ∀Q definita positiva, la soluzioneP dell’equazione di Lyapunov discretaATPA− P = −Q

è definita positiva.

Dimostrazione La dimostrazione ricalca in pieno quella già precedentemente esposta, con-

siderando al posto dell’integrale una sommatoria.

La discussione svolta fino ad ora ci permette di eseguire un test per verificare l’asintotica

stabilit̀a o meno di un sistema; tuttavia, avendo trattato sistemi lineari, ciò nonè molto utile perch́e

la stabilit̀a pùo essere studiata semplicemente analizzando gli autovalori della matriceA. Di più,

quasi tutti gli algoritmi che calcolano la matriceP dall’equazione di Lyapunov continua e discreta

passano per il calcolo degli autovalori diA, rendendo quindi inutile la soluzione. Tuttavia, la teoria

appena espostàe di importanza fondamentale per le coseguenze fra le quali la possibilità di dare

un supporto rigoroso alla teoria della linearizzazione.
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Un’ultima considerazione sulla scelta della matriceQ nel caso si voglia trovare la matrice

P. Scegliere una matrice definita positivaè semplice: o si prende la matrice identica, oppure si

considera una matrice quadrata ed invertibileR e si consideraRTR. Quest’ultima infatti risulta:

• simmetrica perch́e
(

RTR
)T
= RTR;

• definita positiva perch́e ∀ x , 0 si haxT(RTR)x = (Rx)T(Rx) = ‖Rx‖2 > 0, in quantoR è

invertibile.

7.6 Linearizzazione

Gli argomenti trattati in questa e nella prossima sezione sono di notevole importanza, perch́e in

parte giustificano l’attenzione che abbiamo posto sulla teoria sviluppata per i sistemi lineari.

Per iniziare, si consideri una funzione non lineare qualsiasi in una dimensione, del tipof (x).

E’ ben noto che, sef è differenziabile con continuità attraverso uno sviluppo in serie di Taylor,è

possibile scrivere la funzione come segue

f (x) = f (x0) + f ′(x0)(x− x0) + R(x− x0) (7.30)

doveR(x− x0) è il resto. Tale restòe un infinitesimo di ordine superiore

|R(x− x0)|
|x− x0|

→ 0 perx→ x0 (7.31)

I primi due termini formano l’approssimante lineare:

f (x) = f (x0) + f ′(x0)(x− x0) (7.32)

e rappresentano una retta che passa per il puntox0 con pendenzaf ′(x0).

Nel caso di funzioni non lineari in due variabili, la situazioneè analoga. Con uno sviluppo in

serie, si ottiene:

f (x, u) = f (x0, u0) + ∇ f





x− x0

u− u0



 + R(x− x0, u− u0) =

= f (x0, u0) +
∂ f
∂x

∣
∣
∣
∣
x0,u0

(x− x0) +
∂ f
∂u

∣
∣
∣
∣
x0,u0

(u− u0) +

+R(x− x0, u− u0) (7.33)

In questo caso, l’approssimante lineare risulta essere l’equazione di unpiano che passa per (x0, u0)

avente equazione:

f (x, u) = f (x0, u0) + α(x− x0) + β(u− u0) (7.34)

Queste considerazioni possono essere applicate al caso di sistemi nonlineari ẋ(t) = f (x(t), u(t)),

in cui lo sviluppo in serie viene eseguito con riferimento ad un particolare punto di equilibrio
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identificato da 0= f (x, u):

f (x, u) = f (x, u) +

[

∂ f
∂x

]

x,u
(x− x) +

[

∂ f
∂u

]

x,u
(u− u) + R(x− x, u− u) (7.35)

I termini [

∂ f
∂x

]

x,u

[

∂ f
∂u

]

x,u

sono le matrici Jacobiane, i cui termini i-j sono pari a

[

∂ fi
∂x j

]

x,u

[

∂ fi
∂u j

]

x,u

e diventano dei semplici numeri una volta che le derivate vengono valutatenei punti di equilibrio.

E’ ora possibile introdurre le variabiliz(t) = x(t) − x ev(t) = u(t) − u, in modo da operare una

traslazione degli assi ed avere un punto di equilibrio in (z, v) = (0, 0). Lo sviluppo in serie allora

diventa:

ż(t) = ẋ(t) = f (x, u) +

[

∂ f
∂x

]

x,u
z(t) +

[

∂ f
∂u

]

x,u
v(t) + R(z(t), v(t))

= 0+ Ax,uz(t) + Bx,uv(t) + R(z(t), v(t)) (7.36)

Il resto ha la propriet̀a:
‖R(z, v)‖
‖z‖ + ‖v‖ → 0 per (‖v‖, ‖z‖)→ 0 (7.37)

Dunque per piccoli spostamenti intorno al punto di equilibrio si può trascurare il termine del resto,

ottenendo un sistema linearizzato del tipo:

ż(t) = Ax,uz(t) + Bx,uv(t) (7.38)

Seè data una trasformazione d’uscita,

y(t) = g(x(t),u(t))

è possibile linearizzarla nel punto di equilibrio. Assumiamo

y = g(x, u)

quale uscita di equilirio. Allora si ha che

y(t) = G(x(t), u(t)) = y+

[

∂g
∂x

]

x,u
z(t) +

[

∂g
∂u

]

x,u
v(t) + S(z(t), v(t)) (7.39)

doveS è il resto. Introducendo ora la variabilew(t) = y−y e trascurando il resto, si ha l’equazione:

w(t) =

[

∂g
∂x

]

x,u
z(t) +

[

∂g
∂u

]

x,u
v(t) + S(z(t), v(t))

= Cx,uz(t) + Dx,uv(t) (7.40)
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Ricapitolando, il sistema linearizzato nel punto di equilibrio risulta:






ż(t) = Ax,uz(t) + Bx,uv(t)

w(t) = Cx,uz(t) + Dx,uv(t)
(7.41)

dove gli elementi delle matrici sono pari a:

[A] i j =
∂ fi
∂x j

(x, u)

[B] i j =
∂ fi
∂u j

(x, u)

[C] i j =
∂gi

∂x j
(x, u)

[D] i j =
∂gi

∂u j
(x, u) (7.42)

Una volta ottenuto il sistema linearizzato nel punto di equilibrio, ci si ppossono porre due proble-

mi.

• problema di analisi della stabilità: si analizzer̀a il sistema approssimante ˙z(t) = Ax,uz(t);

• problema di sintesi: si costruirà un regolatore, considerando l’approssimante lineare e le

tecniche studiate per sistemi lineari. Tale regolatore viene applicato al sistema secondo lo

schema riportato in figura (7.9).

ySISTEMA

REG.
w y

u

u v

Figura 7.9: Controllore per sistema linearizzato in un punto di equilibrio

Esempio

Considerariamo il levitatore magnetico descritto nella sezione 9.8. Le equazioni che descrivono il

sistema sono: 




ẋ1(t) = x2(t)

ẋ2(t) = g− k
m

x2
3(t)

x2
1(t)

ẋ3(t) = −R
L x3(t) + 1

Lu(t)

L’uscita e(t) è la tensione di un fotodiodo che rileva la posizione della sfera metallica, sulla base

di quanta luce attraversa un diaframma e nonè coperta dalla sfera stessa. I punti di equilibrio del
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sistema sono dati da: 




0 = x2

0 = g− k
m

x2
3

x2
1

0 = −R
L x3 +

1
Lu

E’ usuale, in questo caso, fissare la posizionex1 in cui si vuole controllare la sfera, e poi ricavare

x3 e u di conseguenza. Postoz1 = x1 − x1, z2 = x2 − x2 e z3 = x3 − x3, si ha il seguente sistema

linearizzato:




ż1(t)

ż2(t)

ż3(t)





=





0 1 0

2 k
m

x2
3

x3
1

0 −2 k
m

x3

x2
1

0 0 −R
L









z1(t)

z2(t)

z3(t)





+





0

0
1
L





v(t)

Esso pùo essere anche scritto nel seguente modo:





ż1(t)

ż2(t)

ż3(t)





=





0 1 0

2α2 0 −β
0 0 −γ









z1(t)

z2(t)

z3(t)





+





0

0

δ





v(t)

dove

α2 = 2
k
m

x2
3

x3
1

β = 2
k
m

x3

x2
1

γ =
R
L

δ =
1
L

Il punto di equilibrio risulta instabile perché gli autovalori risultano posizionati in−γ, −α, +α. Il

semplice test di raggiungibilità dimostra che il sistemàe raggiungibile, dunquèe possibile pro-

gettare un controllore a retroazione dello stato per stabilizzare il sistema nell’intorno del punto di

equilibrio.

Per quanto riguarda l’uscita del sistema, si ha chee(t) = ϕ(y(t)), per cui:

e(t) − e= ϕ(y(t)) − ϕ(y) =
[

∂ϕ

∂x1

∣
∣
∣
∣
x1, x2, x3

0 0
]





z1

z2

z3





+ R(y(t) − y)

La derivata presente nella matriceCx1, x2, x3 si pùo ricavare dalla pendenza della caratteristica del

fotodiodo data dal costruttore. La matriceC è del tipo

[

µ 0 0
]

conµ , 0 per cui il sistemàe osservabile, come facilmente verificabile. Il sistema linearizzatoè

dunque stabilizzabile.

7.7 Analisi della stabilità del punto di equilibrio

L’approssimazione linearèe riferita ad un particolare punto di equilibrio. Dunque,è intuitivo che

essa pùo darci delle informazioni sulla stabilità di tale punto di equilibrio, chèe una propriet̀a

locale.
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Supponiamo allora chev(t) = 0, ciòeu(t) = u, ossia che il sistema non lineare da studiare sia:

ẋ(t) = f (x(t), u) (7.43)

Utilizzando lo sviluppo in serie e la traslazione delle coordinatez(t) = x(t) − x, si ha:

ż(t) = fu(z(t)) = A0z(t) + R(z(t)) (7.44)

doveA0 indica che il punto di equilibriòe inz= 0. Associamo ora il modello lineare al sistema:

ż(t) = Az(t) (7.45)

e ci chiediamo che informazioniè in grado di darci l’analisi della stabilità del sistema lineare. Vale

il seguente risultato fondamentale.

Teorema Se il sistema linearèe asintoticamente stabile, allora il sistema non lineareè asintot-

icamente stabile N.P.E.. Se il sistema lineareè esponenzialmente instabile (cioè ∃ λ ∈ σ(A) tale

cheℜ{λ} > 0) allora il sistema non linearèe instabile N.P.E..

Dimostrazione Verifichiamo solo la prima affermazione, in quanto la secondaè più complessa

da provare.

Per la dimostrazione servono due importanti proprietà. Ricordiamo che la norma di una

matriceè definita come segue

‖M‖ � sup
‖x‖,0

‖Mx‖
‖x‖ =

(

maxσ(MT M)
) 1

2 ⇒ ‖Mx‖ ≤ ‖M‖‖x‖ (7.46)

Si dimostra facilmente che‖MNx‖ ≤ ‖M‖‖N‖‖x‖. Ricordiamo inoltre che vale disuguaglianza di

Schwartz, secondo la quale, se si indica con< x, y > il prodotto scalare tra due vettorix edy, si

ha:

| < x, y > | ≤ ‖x‖‖y‖ (7.47)

Se il sistema linearèe asintoticamente stabile,∀Q definita positiva la matriceP soluzione

dell’equazione di Lyapunov̀e definita positiva. Assumiamo alloraQ = I matrice identica, da cui

risulta che la soluzioneP dell’equazione

ATP+ PA= −I (7.48)

da origine alla funzione di LyapunovV(x) = xTPx. Vogliamo dimostrare cheV(x) è funzione di

Lyapunov anche per il sistema non lineare, provandone cosı̀ la stabilit̀a nel punto di equilibrio.
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Calcoliamo alloraV̇(x) in riferimento al sistema non lineare:

V̇(x) = ∇V(x) f (x) =

= 2xTP(Ax+ R(x)) = 2xTPAx+ 2xTPR(x) =

= xTPAx+ xTPAx+ 2xTPR(x) =

= xTATPx+ xTPAx+ 2xTPR(x) =

= xT(ATP+ PA)x+ 2xTPR(x) =

= −xT Ix + 2xTPR(x) =

= −‖x‖2 + 2xTPR(x) (7.49)

Ritornando all’espressione diV̇(x), si ottiene:

V̇(x) = −‖x‖2
(

1− 2xTPR(x)
‖x‖2

)

per x , 0 (7.50)

Per far vedere chėV(x) è definita negativa anche per il sistema non lineare, basta concentrarsi sul

secondo termine, in quanto il primoè sicuramente minore di zero. Dunqueè sufficiente dimostrare

che esiste un intornoW di zero tale che:

2xTPR(x)
‖x‖2 < 1 (7.51)

e la disuguaglianza vale anche se calcoliamo il moduli di ambo i membri. In effetti, applicando la

disuguaglianza di Schwartz si ottiene:

∣
∣
∣
∣
∣
∣

2xTPR(x)
‖x‖2

∣
∣
∣
∣
∣
∣
= 2

∣
∣
∣xTPR(x)

∣
∣
∣

‖x‖2 =
| < x, PR(x) > |

‖x‖2 ≤

≤ 2‖x‖‖PR(x)‖
‖x‖2 =

2‖PR(x)‖
‖x‖ ≤ 2‖P‖‖R(x)‖

‖x‖ (7.52)

Dato cheR(x) è un infinitesimo di ordine superiore al primo, e quindi
‖R(x)‖
‖x‖ → 0 per x → 0,

esiste sicuramente un intornoW di zero tale che l’ultimo termine dell’espressione sia minore di 1,

ossia:
‖R(x)‖
‖x‖ <

1
2‖P‖ (7.53)

per x , 0. In tal caso, la derivatȧV(x) risulta minore di zero e quindi sono verificate tutte le

condizioni del teorema di Lyapunov, provando la stabilità N.P.E. del sistema non lineare.

Il teorema non contempla il caso in cui il sistema lineare sia stabile non asintoticamente e il

caso in cui si abbia instabilità non esponenziale, ovvero quando esistono degli autovalori anche

con parte reale uguale a zero e non ce ne sono di altri con parte reale maggiore di zero. Il teorema

in questi casi non ci pùo venire in aiuto. Tuttavia, nella pratica, questaè comunque una situazione

da evitare perch́e piccole perturbazioni sui parametri del sistema potrebbero portare gliautovalori

ad assumere una parte reale maggiore di zero, con conseguente instabilità.
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Esempio

Si consideri il sistema ˙x(t) = αx3(t). Esso pùo avere comportamenti diversi a seconda dei valori di

α:

• seα > 0, allora perx(t) > 0 si ha ẋ(t) > 0, e perx(t) < 0 si ha ẋ < 0: in altre parole, il

sistemàe instabile N.P.E.;

• seα < 0, allora perx(t) > 0 si haẋ(t) < 0, e perx(t) < 0 si haẋ > 0: questa volta il sistema

è asintoticamente stabile N.P.E., e lo si può anche vedere con la funzione di Lyapunov

V(x) = x2;

• seα = 0, il sistemàe stabile non asintoticamente.

Se operiamo una linearizzazione del sistema nel punto di equilibriox = 0, si ottiene facil-

mente:

ẋ(t) =

[

∂ f
∂x

]

0
x+ R(x) = 0+ R(x)

La matrice del sistema lineare approssimanteè allora nulla indipendentemente daα (A0 = [0] e

quindi l’autovalorèe pari a zero) indipendentemente daα. È dunque ovvio come questo non ci dia

nessun tipo di informazione sulla stabilità del sistema non lineare.

7.8 Stabilizzazione

Supponiamo di aver effettuato una linearizzazione in un punto di equilibrio per un sistema non

lineare (assumiamoD = 0 per non complicare i calcoli):






ż(t) = Az(t) + Bv(t) + R(z(t), v(t))

y(t) = Cz(t) + S(z(t), v(t))
(7.54)

Trascurando i resti e lavorando solo con i sistemi lineari approssimanti,è logico chiedersi se il

progetto di un regolatore basato sul sistema lineare, permetta di stabilizzarenel punto di equilibrio

anche il sistema non lineare.

Il regolatore, ricavato con qualunque dei metodi disponibili per sistemi lineari, sar̀a espresso

da un sistema del tipo:





żC(t) = FzC(t) +Gw(t)

v(t) = HzC(t) + Kw(t)
(7.55)

Supponiamo che esso stabilizzi il sistema lineare approssimante. Complessivamente la forma

matriciale del sistema lineare retroazionatoè del tipo:





ż(t)

żC(t)



 =





A+ BKC BH

GC F









z(t)

zC(t)



 (7.56)

Tale sistemàe stabile per costruzione.
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Il regolatore stesso, tuttavia,è applicato all’impianto vero, chèe un sistema non lineare.

Combinando quelle espressioni con quelle del regolatore, si ottiene:

ż = Az+ BHzC + BKw+ R(z, w) =

= Az+ BHzC + BK(Cz+ S(z)) + R(z, v) =

= (A+ BKC)z+ BHzC + R(z, v) + BKS(z)

żC = FzC +G(Cz+ S(z)) = FzC +GCz+GS(z) (7.57)

che pùo essere scritto nella seguente forma vettoriale:





ż(t)

żC(t)



 =





A+ BKC BH

GC F









z(t)

zC(t)



 +





R(z, v) + BKS(z)

GS(z)





︸                     ︷︷                     ︸

resto infinitesimo superiore

(7.58)

Se ora applichiamo il teorema visto in precedenza sull’analisi della stabilità nel punto di equilibrio,

dobbiamo studiare la stabilità dei modi associati alla matrice risultante dalla linearizzazione di

questo sistema. Ma tale matrice cheè proprio quella nata dal progetto del regolatore per il sistema

lineare approssimante, precisamente

Acl =





A+ BKC BH

GC F





dunque il sistema risulta stabilizzato nel punto di equilibrio. Ciò ci conferma che il progetto di

un regolatore sul sistema lineare approssimante ci permette di ottenere un sistema non lineare

asintoticamente stabile N.P.E., come riportato schematicamente in figura (7.10). Nellafigura gli

archi tratteggiati rappresentano la linearizzazione, quelli continui l’applicazione del regolatore. Si

vede che invertendo le operazioni di linearizzazione e applicazione delregolatore si perviene allo

stesso sistema stabile.

sistema non lineare

sistema linearizzato

sistema retroazionato

sistema lineare retroazionato

Figura 7.10: Schema di principio di regolatore per un sistema non lineare

7.9 Robustezza della stabilit̀a

Nella maggior parte dei casi il modello di cui si dispone nella praticaè affetto da incertezza.

Tipicamente tale incertezzaè dovuta ai seguenti fattori

• parametri non noti in quanto non misurabili;

• parametri varianti nel tempo;



7.9. Robustezza della stabilit̀a 123

• inaccuratezza del modello.

In questi casi la stabilità deve essere garantita in modo robusto ovvero a fronte di tutte le possibili

variazioni. Consideriamo il modello

ẋ(t) = [A+ E(t, x(t),w(t)]x(t) (7.59)

dove A rappresenta il modello nominale mentreE è la matrice di perturbazione. Tipicamente

quello che sis assumeè cheE sia ignota, ma soggetta al vincolo

‖E(t, x(t),w(t)‖ ≤ ρ (7.60)

It seguente teorema ci garantisce che se il sistema nominaleè stabile, allora esiste un margine di

stabilit̀a robusta.

TeoremaSe il modello nominale

ẋ(t) = Ax(t) (7.61)

è asintoticamente stabile, allora esisteρ > 0 tale che il modello perturbato (7.59)è asintoticamente

stabile per ogniE come in (7.60).

DimostrazioneSe (7.61)̀e stabile asintoticamente, allora esisteP definita positiva tale che

ATP+ PA= −I

Applichiamo la funzione di LyapunovV(x) = xTPx al sistema (7.59). La derivata di Lyapunovè

V̇(x) = 2xTP[A+ E]x = xT(ATP+ PA) + 2xTPEx= −xT Ix + 2xTPEx

≤ −xT x+ |2xTPEx| ≤ −‖x‖2| + 2|xTPEx| ≤ 2‖x‖‖PEx‖
≤ −‖x‖2| + 2‖x‖‖P‖‖E‖‖x‖ = −‖x‖2 (1− 2‖P‖‖E‖)

Quindi, applicando il theoerema di Lyapunov abbiamo che la derivataè definita negative se

2‖P‖‖E‖ < 1 ovvero se

ρ <
1

2‖P‖





Capitolo 8

Rudimenti di controllo ottimo

8.1 Considerazioni generali

Spesso, quando si vuole controllare un sistema dinamico attraverso un controllo in retroazione, in

qualche modo si vorrebbero assegnare degli autovalori con una parte reale “molto negativa, in mo-

do da ottenere brevi transitori. Ciò per̀o comporta che gli elementi della matriceK di retroazione

dello stato potrebbero assumere valori troppo elevati per poter essere implementati nella realtà

a causa della limitazione fisica introdotta dagli attuatori. Questo problemaè affrontabile con la

teoriacontrollo ottimo .

Ci sono essenzialmente due teorie fondamentali.

• la teoria del minimo di Pontryagin;

• la programmazione dinamica di Bellman;

La prima fornisce un controllo ottimo di tipo a catena aperta, mentre la seconda fornisce un con-

trollo a catena chiusa e sarebbe, dunque, prefereibile se non fosse estremante complesse dal punto

di vista numerico. Per brevità introdurremo solo la teoria della programmazione dinamica.

8.2 Programmazione dinamica

Consideriamo ora il problema minimizzare o massimizzare il seguenteindice su orrizzonte in-
finito :

J =
∫ ∞

0
l(x(t), u(t)) dt (8.1)

con il vincolou(t) ∈ U, un insieme di vincoli e

ẋ(t) = f (x(t),u(t))

Uno dei modi di procederèe definire la funzione cost–to–go ovvero

ψ(x0) � valore ottimo del problema con condizioni inizialix0

125
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Questa funzione deve avere la seguente proprietà. Siat l’istante iniziale e siax(t + h) uno stato

intermedio della traiettoria ottima. Allora deve valere

ψ(x(t)) = min
u(t)∈U






∫ t+h

t
l(x(t), u(t)) dt

︸                   ︷︷                   ︸

costo parziale

+ ψ(x(t + h))
︸       ︷︷       ︸

costo residuo






(dove il minimoè da ritenersi vincolato dall’equazione del sistema). Siccomeψ(x(t)) non dipende

dau, abbiamo

min
u(t)∈U

{

ψ(x(t + h)) − ψ(x(t))
h

+
1
h

∫ t+h

t
l(x(t), u(t)) dt

}

= 0

Facciamo l’assunzione che la funzioneψ sia differenziabile. Allora derivando abbiamo che

min
u(t)∈U

{

ψ̇(x(t)) + l(x(t), u(t))
}

= 0

e questo deve valere per ognit. Considerando la derivata alla Lyapunov diψ otteniamo l’equazione

min
u(t)∈U

{∇ψ(x) f (x,u) + l(x, u)} = 0 (8.2)

detta equazione di Bellman della programazione dinamica. Se la funzioneψ(x) è nota il controllo

si pòo derivare come l’elementou = u(x) che minimizza l’espressione sopra. Purtroppo tale

equazionèe insolubile nella maggior parte dei casi.

8.2.1 Controllo lineare quadratico

Nel caso particolare di un sistemaè lineare e costo quadratico la soluzione del problemaè deter-

minabile facilmente. Consideriamo





ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)

x(0) = x0

J =
1
2

∫ ∞

0

(

xT(t)Qx(t) + uT(t)Ru(t)
)

dt (8.3)

La matriceQ è assunta semidefinita positiva, mentreR è assunta simmetrica e definita positiva.

AssumiamoU = Rn. L’equazione (8.2) diventa

min
u(t)∈U

{

∇ψ(x)(Ax+ Bu) +
1
2

(xTQx+ uTRu)

}

= 0 (8.4)

Tentiamo la soluzioneψ(x) = xTPx/2 e sostituiamo

min
u(t)∈U

{

xTP(Ax+ Bu) +
1
2

(xTQx+ uTRu)

}

= 0 (8.5)



8.2. Programmazione dinamica 127

Il minimo è ottenibile annullando le derivate parziali ovvero ponendo

xTPB+ uTR= 0

ovvero

u = −R−1BTPx

cheè un controllo lineare. Sostituendo nell’equazione si ha

xTPAx− xTPBR−1BTPx+
1
2

(xTQx+ xTPBR−1RR−1BTPx) = 0

ricordando chexTPAx= (xTPAx+ xTATPx)/2 otteniamo

xT [ATP+ PA− PBR−1BTP+ Q]x = 0

che dovendo valere per ognix, ci porta all’equazione di Riccati

ATP+ PA− PBR−1BTP+ Q = 0 (8.6)

Si pùo facilmente vedere che seQ è definita positiva allora il sistema ad anello chiusoè asintoti-

camente stabile. Infatti la matrice ad anello chiusoè (A− BR−1BTP) dalla (8.6) ricaviamo

(A− BR−1BTP)TP+ P(A− BR−1BTP) + Q = 0 (8.7)

quindi essendoQ definita positiva,xTPx è una funzione di Lyapunov.

Un’ulteriore propriet̀a del controllo ottenutòe che ha margine di guadagno infinito. Infatti se

prendiamo il controllo

u = −κR−1BTPx

conκ ≥ 1 arbitrariamente grande, il sistema rimane stabile. La cosaè facilmente verificabile.

Una osservazione interessanteè la seguente. Consideriamo una uscita di prestazionez(t) =

Hx(t) e il costo

J =
1
2

∫ ∞

0

(

xT(t)HTHx(t) + uT(t)u(t)
)

dt =
1
2

∫ ∞

0

(

‖z(t)‖2 + ‖u(t)‖2
)

dt

Questòe un caso particolare conR= I e Q = HTH. Consideriamo “l’uscita aumentata





u(t)

z(t)



 =





K

H



 x(t)

e il corrispondente sistema

ẋ(t) = [A+ BK]x(t) + I∆(t) (8.8)

u(t) = Kx(t) (8.9)

z(t) = Hx(t) (8.10)
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con ingresso∆. Si pùo dimostrare che, dettaW(t) la matrice delle risposte impulsive, il controllo

LQ è quello che mimimizza

Jtr =
1
2

∫ ∞

0
tr[W(t)TW(t)]dt

dovetr[S] indica la traccia della matriceS1. Si noti che

tr[MT M] = tr[MMT ] =
∑

i j

M2
i j

L’equazione di Riccati da risolvere nel caso particolareè

ATP+ PA− PBBTP+ HTH = 0 (8.11)

8.2.2 Osservatore ottimo–Filtro di Kalman–Bucy

Consideriamo un osservatore per un sistema in presenza di rumore

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) + Ev(t)

y(t) = Cx(t) − w(t)

dovev(t) ew(t) sono rumori o disturbi non noti. Se consideriamo l’osservatore standard

˙̂x(t) = (A− LC)x̂(t) + Bu(t) + Ly(t)

otteniamo che l’equazione dell’errore, definito comee= x̂− x, risulta essere

ė(t) = [A− LC]e(t) − Lw(t) − Ev(t) (8.12)

η(t) = e(t) (8.13)

Si pùo notare che (8.12)–(8.13)̀e il sistema duale di(8.8)–(8.10), quindi la sua matrice delle

risposte impulsivèe la matrice trasposta della matrice delle risposte impulsive di (8.12)–(8.13).

Come abbiamo vistotr[MT M] = tr[MMT ]. Quindi per minimizzare

Jtr =
1
2

∫ ∞

0
tr[W(t)W(t)T ]dt

possiamo avvalerci della dualità sostituendoK con −LT , H con −ET e sostituendoB con CT .

Trasponendo 8.11, otteniamo cosı̀ l’equazione di Riccati duale

PAT + AP− PCTCP+ EET = 0 (8.14)

e il guadagno del filtro ottimo

L = PCT .

1la tracciaè la somma degli elementi diagonalitr[S] �
∑

Sii



Capitolo 9

Esempi di sistemi dinamici

9.1 Macchina elettrica in corrente continua

Si osservi la figura (9.1). In essaè rappresentato lo schema di una macchina elettrica in corrente

ω
Cr

R L

V

V

R

f

a a

a

f

L f

ϕ

Figura 9.1: Modello generale di un motore elettrico

continua, per la quale sono possibili due regimi di funzionamento:

• se si fornisce potenza meccanica, si può ricavare potenza elettrica (la macchina funziona da

generatore);

• se si fornisce potenza elettrica, si può ricavare potenza meccanica (la macchina funziona da

motore).

La corrente che passa nel circuito d’armatura ed entra nel collettore delrotore della macchina

interagisce con il flusso del circuito di interazione e crea una coppia. Leequazioni del circuito in

esame sono:

L f i̇ f (t) = −Rf i f (t) + vf (t) (9.1)

129
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per quanto riguarda il circuito di eccitazione;

Lai̇a(t) = −Raia(t) − kie(t)ω(t) + va(t) (9.2)

per quanto riguarda il circuito di armatura; il terminek ie(t)ω(t) è una forza elettromotrice indotta.

Ci sono poi due equazioni di tipo meccanico:

Jω̇(t) = k ie(t) ia(t) − fω(t) −Cr (t)

ϕ̇(t) = ω(t) (9.3)

dovek ie(t) ia(t) è la coppia prodotta dalla macchina,fω(t) è una coppia viscosa,Cr (t) è una coppia

dovuta al carico. Il sistema, caratterizzato da equazioni esatte della fisicameccanica e da alcune

derivanti dal modello stesso, nonè di tipo lineare. Possiamo assumere, come ingressi e variabili

di stato, i seguenti vettori:

u(t) =





ve(t)

va(t)

Cr (t)





∈ R3 x(t) =





ie(t)

ia(t)

ω(t)

ϕ(t)





∈ R4 (9.4)

Per quanto riguarda l’uscita del sistema, essa dipende dal problema in esame anche in base ai

sensori utilizzati. Tipicamente, per sistemi di controllo si può prendere come uscita il seguente

vettore:

y(t) =





ϕ(t)

ω(t)



 (9.5)

E’ necessario ora decidere come interfacciare la macchina ed il circuito dieccitazione con

l’esterno. Ci sono tre possibili collegamenti:

• parallelo (figura (9.2)): in tal caso risultave = va, e gli ingressi pertanto si riducono a due;

Figura 9.2: Collegamento di tipo parallelo

• serie (figura(9.3)): in tal casoie(t) = ia(t);
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Figura 9.3: Collegamento di tipo serie

• collegamento indipendente (figura (9.4)): in quest’ultimo caso, si poneve(t) = ve costante,

ed il sistema diventa di tipo lineare.

V

Vf = cost

a

Figura 9.4: Collegamento di tipo indipendente

Infatti, l’equazione del circuito di eccitazione risulta slegata dalle altre, pari a:

i̇e =
Re

Le
ie(t) +

ve

Le
(9.6)

con un valore di regimeie =
ve

Re
.

Assumendo pertanto che il transitorio per la corrente di eccitazione sia esaurito, e che questa

si sia dunque portata al suo valore di regime, le restanti equazioni risultano:

i̇a(t) =
Ra

La
ia(t) − kie

La
ω(t) +

va(t)
La

ω̇(t) =
kie
J

ia(t) − f
J
ω(t) − Cr (t)

J
ϕ̇(t) = ω(t) (9.7)
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con le medesime uscite scelte in precedenza. E’ possibile scrivere il sistema informa matri-

ciale, nel seguente modo:

x(t) =





ia(t)

ω(t)

ϕ(t)





, u(t) =





va(t)

Cr (t)



 , y(t) =





ϕ(t)

ω(t)



 (9.8)

per quanto riguarda i vettori;





i̇a(t)

ω̇(t)

ϕ̇(t)





=





−Ra
La
− kie

La
0

kie
J − f

J 0

0 1 0









ia(t)

ω(t)

ϕ(t)





+





1
La

0

0 − 1
J

0 0









va(t)

Cr (t)









ϕ(t)

ω(t)



 =





0 0 1

0 1 0









ia(t)

ω(t)

ϕ(t)





(9.9)

per quanto riguarda le matriciA, B, C, D. Scritto in forma semplificata, il sistema risulta:

d
dt





x1(t)

x2(t)

x3(t)





=





−α −β 0

γ −δ 0

0 1 0









x1(t)

x2(t)

x3(t)





+





ε 0

0 −µ
0 0









u1(t)

u2(t)









y1(t)

y2(t)



 =





0 0 1

0 1 0









x1(t)

x2(t)

x3(t)





(9.10)

Si vogliono ora trovare i modi del sistema. A questo proposito, si cercano gli autovalori della

matriceA:

det(sI − A) = det





s+ α +β 0

−γ s+ δ 0

0 −1 s





= s[(s+ α)(s+ δ) + βγ]

Una radice del polinomio caratteristicoè gìa presente, ed̀e s = 0; gli altri due autovalori, per

macchine di questo tipo, sono di solito reali e negativi, ma dipendono ovviamente dal tipo di carico

e dai parametri utilizzati. I modi del sistema sono dunque del tipoeλ1t, eλ2t, 1 dove l’ultimo modo

(dovuto ads = 0) è sempre presente per qualsiasi valore dei parametri, edè associato al fatto che

una macchina ferma con un angolo iniziale non nullo in ingresso rimane ferma in tale posizione.

La funzione di trasferimento risulta:

W(s) =





n11(s) n12(s)

n21(s) n22(s)





s[(s+ α)(s+ δ) + βγ]
(9.11)

dove il numeratore deve essere calcolato in base ai minori complementari di(sI − A), secondo

la formulaW(s) = C(sI − A)−1B. C’è tuttavia un modo più semplice per calcolare ogni singolo

elemento al numeratore della matrice, che permette di evitare il calcolo dell’inversa (operazione
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solitamente sconveniente). La formulaè la seguente:

ni j (s) = det





sI − A −Bj

Ci Di j



 (9.12)

doveCi è la i-esima riga della matriceC, e Bj è la j-esima colonna della matriceB. Per esempio,

ponendou2 ≡ 0 (nessuna coppia resistiva esterna) possiamo calcolarey1(s) =W11(s) u1(s), in cui:

n11(s) = det





s+ α +β 0 −ε
−γ s+ δ 0 0

0 −1 s 0

0 0 1 0





= εγ (9.13)

Il calcolo degli altri elementini j avviene in maniera analoga. La teoria fondata sullo studio della

funzione di trasferimentòe senz’altro potente e conserva le informazioni sulla risposta libera al

denominatore della matriceW(s); tuttavia essàe di difficile applicazione nel caso di sistemi con

più ingressi e pìu uscite, per i qualìe più conveniente uno studio basato sulla rappresentazione in

termini di stato.

9.2 Il braccio di un robot antropomorfo

Si consideri la figura (9.5), rappresentante due schemi semplificati delbraccio di un robot antropo-

morfo.

θ

ψ

ϕ

Figura 9.5: Schemi di un braccio di robot antropomorfo

La scrittura delle equazioni di un sistema di questo tipo, con tre gradi di libertà, nonè semplice.

Si dimostra comunque cheè possibile giungere ad equazioni del tipo:

M(q(t))q̈(t) + H(q(t), q̇(t))q̇(t) + K(q(t)) = τ(t) (9.14)

doveq(t), q̇(t), q̈(t) sono rispettivamente gli angoli, le velocità angolari, le accelerazioni ango-

lari del sistema in esame. Ponendo l’ipotesi cheM(q(t)) sia una matrice non singolare e quindi

invertibile, si sceglie come legge di controllo la seguente espressione:

τ(t) = H(q(t), q̇(t))q̇(t) + K(q(t)) + M(q(t))u(t) (9.15)
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doveu è un nuovo segnale di controllo. Si noti che per implementare tale controllo viè la necessità

di sensori in grado di rilevare gli angoli e le velocità angolari. Sostituendo nelle equazioni iniziali

si perviene a:

M(q(t))q̈(t) = M(q(t))u(t)⇒ M(q(t))[q̈(t) − u(t)] = 0 (9.16)

Siccomèe stato supposto cheM(q(t)) sia non singolare, questo ci porta a dire che:

q̈(t) = u(t) (9.17)

Il sistema risultante (indicato dal rettangolo tratteggiato nella figura 9.6)è lineare e pùo essere

controllato con una delle numerose tecniche disponibili. Dunque, attraversounacancellazione
delle non linearità e attraverso una successivaretroazione linearesi pùo giungere ad una efficace

azione di controllo del robot.

τ

u

ROBOT
q

q

Linearizzazione

r

v
Controllo

Lineare

Figura 9.6: Schema del controllo di un braccio di robot antropomorfo.r e v sono i riferimenti di
posizione e velocit̀a

In altre parole, la scelta della legge di controllo ha portato adm equazioni disaccoppiate (m

è il numero di angoli considerati) di tipo lineare, secondo le qualiè possibile agire sugli angoli

del braccio direttamente con gli ingressi del sistema. In generale, la rappresentazione di statòe la

seguente:

q(t) ∈ Rm , u(t) ∈ Rm, x(t) =





q(t)

q̇(t)



 ∈ R2m

d
dt





q(t)

q̇(t)



 =





0 I

0 0









q(t)

q̇(t)



 +





0

I



 u(t)
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dove I ∈ Rm è la matrice identica. Se il sistema ha dei sensori di posizione (encoder),è usuale

prendere come uscita gli angoliq(t), per cui:

y(t) =
[

I 0
]




q(t)

q̇(t)





Se, invece, sono anche presenti misuratori di velocità, si pùo scegliere come uscita

y(t) =
[

I I
]




q(t)

q̇(t)





cioè y(t) = x(t). Come siè gìa visto,è possibile risparmiare i sensori di velocità perch́e si pùo

risalire alla velocit̀a angolare dalla sola misura degli angoli.

9.3 Il pagamento di un mutuo

Anche fenomeni di tipo economico possono essere studiati con la teoria dei sistemi dinamici.

Si supponga ad esempio che lo stato di un conto corrente possa essere descritto dalla seguente

equazione:

x(k+ 1) = x(k) + r(k) + i x(k) (9.18)

dovex(k) rappresenta il saldo del conto corrente,r(k) ciò che si versa o si preleva dal conto stesso,

ed i la percentuale di interesse sullo stato del conto corrente (da cui ha origine un contributo

di denaro positivo nel caso di saldo positivo, e negativo in caso contrario). Il sistemaè di tipo

discreto, ciòe gli istantik sono discretizzati (un giorno, un mese, ecc.), e l’ipotesi di fondoè che

i versamenti o i prelievir(k) avvengano solamente in tali istanti. Risistemando l’equazione sopra

riportata, si ottiene:

x(k+ 1) = (1+ i)x(k) + r(k) ⇒ x(k+ 1) = αx(k) + r(k) (9.19)

Secondo le formule ricavate nei paragrafi precedenti, considerandor(k) come ingresso del sistema,

l’evoluzione del saldo del conto corrente risulta:

x(k) = αkx(0)+
k−1∑

h=0

αk−h−1r(h) (9.20)

Supponiamo ora che nel conto corrente sia presente il saldo negativo diun mutuo da restituire

(lo indicheremo con−C) in un tempo prefissatoN, attraverso il pagamento di una rata costanter.

Ciò che si vuole saperèe l’importo della rata costante affinch̀e il debito sia estinto con l’ultimo

pagamento al tempoN.

A tal fine,è sufficiente porrex(0) = −C come condizione iniziale, e considerare che all’istante

k = N si hax(k+ 1) = 0:

0 = αN(−C) +
N−1∑

h=0

αN−h−1r (9.21)
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Dato che la sommatoriàe la classica serie geometrica
n∑

i=0

αi =
αn+1 − 1
α − 1

, si ottiene:

r =
αN(α − 1)
αN − 1

C =
(1+ i)N

(1+ i)N − 1
i C (9.22)

Si osserva una cosa interessante se si calcola la rata costante in base allagenerica evoluzione del

saldo del conto corrente:

r = −i x(k) +
[

x(k+ 1)− x(k)
]

(9.23)

Infatti, le prime rate (k prossimo a zero) il termine−i x(k) > 0 è grande, e quindi, dovendo essere

costante la rata, il secondo termine deve risultare per forza piccolo. La situazione si inverte in

prossimit̀a della fine del prestito (k prossimo aN); si pùo dunque concludere che, nel caso di

rata costante, si restituisce più interesse che capitale durante i primi pagamenti, e più capitale che

interesse negli ultimi.

9.4 Sistemi vibranti

Si consideri la figura (9.7), che riporta lo schema semplificato di un edificiosotto azione sismica.

a

Figura 9.7: Edificio sotto azione sismica

ϑ1, ϑ2, ϑ3 rappresentano gli spostamenti relativi dei piani rispetto alla verticale; le masse

m1, m2, m3 si suppongono concentrate sui piani stessi. Questo sistemaè governato dalle seguenti

equazioni:





m1ϑ̈1(t) = −k1ϑ1(t) − k12 (ϑ1(t) − ϑ2(t)) −m1a(t)

m2ϑ̈2(t) = −k12 (ϑ2(t) − ϑ1(t)) − k23 (ϑ2(t) − ϑ3(t)) −m2a(t)

m3ϑ̈3(t) = −k23 (ϑ3(t) − ϑ2(t)) −m3a(t)

(9.24)

Il termine k1ϑ1 rappresenta la forza di richiamo esercitata dal basso sul primo piano, mentre i

termini±ki j

(

ϑi − ϑ j(t)
)

sono forze di richiamo relative esercitate tra un piano e l’altro. I termini

mia(t), invece, sono forzanti dovute alla forza apparente, originata dallo spostamento del sistema

solidale al terreno a causa del sisma (a(t) è l’accelerazione del terreno).
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Questo sistema può essere scritto nella seguente forma matriciale:





m1 0 0

0 m2 0

0 0 m3





ϑ̈(t) =





−(k1 + k12) k12 0

k12 −(k12+ k23) k23

0 k23 −k23





ϑ(t) +

+





−m1

−m2

−m3





a(t) (9.25)

In generale, un sistema vibrante può essere scritto nella seguente forma:

Mϑ̈(t) = −Kϑ(t) + Ru(t) (9.26)

dove la matriceM è sempre definita positiva (infatti, l’energia cineticaè Ec =
1
2ϑ̇

T(t)Mϑ̇(t) > 0

se il sistemàe in movimento) e la matriceK è semidefinita positiva (perché l’energia potenziale

EP =
1
2ϑ

T(t)Kϑ(t) ≥ 0). Nel caso particolare dell’edificio sotto azione sismica, si può dimostrare

che anche la matriceK risulta definita positiva.

Per ottenere una valida rappresentazione di stato che permetta lo studio delsistema,̀e neces-

sario premoltiplicare l’equazione precedente perM−1. Si ottiene:

ϑ̈(t) = −M−1Kϑ(t) + M−1Ru(t) (9.27)

Scelto come vettore di statox(t) =
[

ϑ(t) ϑ̇(t)
]T

si ha:

d
dt





ϑ(t)

ϑ̇(t)



 =





0 I

−M−1K 0









ϑ(t)

ϑ̇(t)



 +





0

M−1R



 u(t) (9.28)

PostoS = M−1K, dunque, si ottiene che la matriceA è del tipo:

A =





0 I

−S 0



 (9.29)

Calcolando i modi del sistema, si ha:

Ax = λx⇒




0 I

−S 0









x1

x2



 = λ





x1

x2



 (9.30)

da cui, sviluppando la prima equazione del sistema,I x2 = λx1. Questo ci dice che il generi-

co autovettore associato alla matriceA è del tipox =
[

x1 λx1

]T
. Sfruttando ora la seconda

equazione del sistema, si ottiene:

−Sx1 = λx2 = λ(λx1) ⇒ Sx1 = −λ2x1 (9.31)

Si pùo dimostrare che esiste sempre una trasformazione tale da rendereS simmetrica e semidefini-

ta positiva. Detti alloraω2
1, ω

2
2, . . . , ω

2
m gli autovalori associati adA (tutti maggiori o uguali a
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zero), si ha:

ω2
k = −λ2

k ⇒ λk = − jωk (9.32)

Questo significa che il sistema vibrante presenta in generale dei modi oscillanti del tipo sin(ωkt) e

cos(ωkt) non smorzati; le pulsazioniωk sono dettepulsazioni di risonanza del sistema.

Supponiamo ora di considerare solo la risposta libera del sistema costituito dall’edificio (cioè

si poneu(t) = 0); l’uscitaϑ3(t) ha allora la seguente espressione generale:

ϑ3(t) = α1 cos(ω1t + ϕ1) + α2 cos(ω2t + ϕ2) + α3 cos(ω3t + ϕ3)

in cui i termini αi e φi sono determinati dalle condizioni iniziali del sistema. Ipotizziamo anche

di imporre la condizione inizialėϑ(0) = 0 eϑ(0) = ϑ1, doveϑ1 è un autovettore della matriceS.

Si verifica facilmente che l’uscita del sistemaè pari aϑ(t) = ϑ1 cos(ω1t), perch́e l’equazione che

governa la risposta libera del sistema edificioè la seguente:

ϑ̈(t) = −Sϑ(t)

⇒ −ω2
1ϑ1 cos(ω1t) = −Sϑ1 cos(ω1t)

⇒ Sϑ1 = ω2
1ϑ1

cheè proprio verificata daϑ1 autovettore diS. Questo significa che, sistemando ipoteticamente

l’edificio secondo gli spostamenti indicati dall’autovettore e ponendoϑ̇(0) = 0, una volta rilasciato

il sistema comincia ad oscillare permanentemente in risposta libera, senza bisogno di alcun ingres-

so. In particolare, esso evidenzia una componente armonica con pulsazione data dalla pulsazione

di risonanza associata all’autovettore diS scelto per le condizioni iniziali.

9.5 Circuiti elettrici

Una classe importante di circuiti lineariè quella rappresentata dai circuiti elettrici, in cui sono

considerati solo componenti resistive, induttive, capacitive e vengonoescluse mutue induttanze e

capacit̀a parziali.

Possiamo infatti concepire ogni componente alla luce della teoria esposta in precedenza. Le

resistenze, per esempio, possono essere considerate sistemi lineari particolari in cui non si hanno

variabili di stato, con una relazione ingresso-uscita data dalla legge di Ohm:

v(t) = Ri(t) (9.33)

Le induttanze sono componenti in cui la variabile di statoè la corrente che vi scorre; la legge

di bipolo corrispondentèe la seguente:

Li̇(t) = v(t) (9.34)

I condensatori, infine, sono componenti in cui la variabile di statoè la tensione ai capi del

condensatore stesso. La legge di bipoloè:

i(t) = Cv̇(t) (9.35)
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Utilizzando le leggi di bipolo sopra riportate ed applicando le leggi di Kirchoff, è possibile

modellare secondo una rappresentazione di stato qualsiasi circuito lineare; gli ingressi di questi

sistemi lineari sono i generatori ideali di corrente o di tensione collegatiin qualche punto del

circuito stesso. Si consideri, come esempio, la figura (9.8).

C

R R
u(t) L

1 2

Figura 9.8: Esempio di circuito lineare

Applicando le leggi di Kirchoff alle maglie, si ottengono le seguenti due equazioni:

v = R1i1 + vC

vC = R2iL + Li̇L (9.36)

mentre applicando al nodo centrale del circuito la legge di Kirchoff ai nodi, si ha:

i1 = iL + iC = iL +Cv̇C (9.37)

dove abbiamo assunto chei1 sia entrante, mentreiL e iC siano uscenti. Sostituendo adi1 l’espres-

sione appena trovata, e ponendo in forma canonica le equazioni differenziali del primo ordine si

ottiene: 




v̇C = − 1
R1CvC − 1

C iL + 1
R1Cv

i̇L = 1
LvC − R2

L iL
(9.38)

Postou(t) = v(t), x1(t) = vC(t), x2(t) = iL(t), il sistema si presenta nella seguente forma

matriciale:
d
dt





x1(t)

x2(t)



 =





− 1
R1C − 1

C
1
L −R2

L









x1(t)

x2(t)



 +





1
R1C

0



 u(t) (9.39)

L’uscita del sistema pùo essere scelta ad arbitrio. Per esempio, se volessimo in uscitai1(t), si

avrebbe:

y = iL +Cv̇C = iL +C

(

− 1
R1C

vC −
1
C

iL +
1

R1C
v

)

= − 1
R1

vC +
1
R1

v (9.40)

Si osservi come l’equazione per l’uscita sia stata elaborata in modo da presentare una dipen-

denza dalle variabili di stato, e non dalle derivate delle variabili di stato stesse. In forma matriciale,

si ha:

y(t) =
[

− 1
R1

0
]




x1(t)

x2(t)



 +
[

1
R1

]

v(t) (9.41)

Si pùo facilmente calcolare il polinomio caratteristico della matriceA del sistema. Si ha infatti:

det(sI − A) = s2 +

(

1
R1C

+
R2

L

)

s+
1

LC

(

R2

R1
+ 1

)

(9.42)
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Si osservi come il termine che moltiplicas sia la traccia di−A, mentre il termine che moltiplica

s0 è il determinante diA. Le radici di questo polinomio sono negative, perché ogni valore di

resistenza, capacità ed induttanzàe positivo per ragioni fisiche; d’altra parte questoè un risultato

che ci si doveva aspettare, in quanto un circuito passivo non può che essere stabile.

Lo studio del circuito pùo avvenire anche utilizzando la trasformata di Laplace. Ponendo

x(0) = 0 per semplicit̀a, si ha che le leggi di bipolo precedenti diventano:

• per le resistenze:v(s) = Ri(s);

• per le induttanze:v(s) = sLi(s);

• per i condensatori:i(s) = sCv(s).

Si osservi che nel caso particolare in cuis = jω si ottengono le relazioni dei bipoli in regime

sinusoidale, secondo quanto visto in Elettrotecnica.

Queste relazioni, divenute lineari nel dominio della trasformata di Laplace,possono essere

utilizzate in tutto e per tutto come impedenze generalizzate su cui operare i noti calcoli di serie-

parallelo fra componenti. Nel caso del circuito in esame, l’intera rete passiva pùo essere consider-

ata con un’impedenza equivalente con questa espressione:

Z(s) = R1 +
1
sC
‖ (R2 + sL) = R1 +

1

sC+ 1
R2+sL

(9.43)

Per la scelta dell’uscita operata in precedenza,è facilmente verificabile che l’impedenza equiv-

alente cos̀ı calcolata rappresenta l’inversa della funzione di trasferimentoW(s) = C(sI−A)−1B =

Z−1(s).

La rappresentazione in termini di statoè certamente poco conveniente per circuiti delle di-

mensioni qui considerate, per i quali i calcoli possono essere svolti velocemente utilizzando le

trasformate di Laplace. Tuttavia, per circuiti più complessi la forma di stato può essere molto

conveniente, perché facilmente implementabile al calcolatore.

9.6 Amplificatori operazionali

Gli amplificatori operazionali sono componenti elettronici il cui schema e circuito equivalentèe

riportato in figura (9.9).

u−

y

−

u
+ +

u−

u
+

y=a(u −u )
+

+ −

Figura 9.9: Amplificatore operazionale

Il fattore a è un coefficiente molto grande, idealmente tendente all’infinito. Questo compo-

nente elettronico pùo essere utilizzato in retroazione, come per esempio nello schema circuitale

riportato in figura (9.10).
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−

+

1
Z

Z
2

y

Figura 9.10: Amplificatore retroazionato in configurazione invertente

Supponendo cheZ1 = R1 e Z2 = R2 (cioè impedenze puramente reali), l’equazione al nodo di

ingresso al morsetto negativo risulta:

y− u−

R2
+

u− u−

R1
= 0 (9.44)

che pùo essere riscritta nel seguente modo:

u−
(

1
R1
+

1
R2

)

=
y

R2
+

u
R1

(9.45)

Dato cheu(t) = −y(t)
a

, e chea→ +∞, si hau(t)→ 0 da cui:

y(t) = −R2

R1
u(t) (9.46)

Si nota dunque che l’amplificatore operazionale permette di operare un’amplificazione invertente

con guadagno variabile, dipendente dalle sole resistenze esterne e non dallo schema circuitale

interno dell’operazionale stesso.

Se si rimane nell’ambito del calcolo simbolico, e si utilizzano delle impedenze generiche, la

configurazione precedente dell’amplificatore operazionale ritorna:

y(s) = −Z2(s)
Z1(s)

u(s) (9.47)

Supponendo, per esempio,Z1 = ReZ2 =
1
sC

, cioè utilizzando una resistenza ed un condensatore,

si ottiene:

y(s) = − 1
sCR

u(s) (9.48)

che, a meno di un fattore moltiplicativo,è la funzione di trasferimento di un blocco integratore.

Analogamente, ponendoZ1 =
1
sC

e Z2 = R, è facile osservare che si ottiene la funzione di

trasferimento di un blocco derivatore.
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Un’altra interessante configurazione per un amplificatore operazionaleè riportata in figura

(9.11).

+
−

1

2R

R

Rm y

u
1

u
2

u
m

0
R

Figura 9.11: Amplificatore retroazionato sommatore

L’equazione al nodo diu−risulta:

u1 − u−

R1
+

u2 − u−

R2
+ . . . +

um− u−

Rm
+

y− u−

R0
= 0 (9.49)

da cui, postou+ = 0 eu = −y
a
≈ 0, si ricava facilmente:

y = −
m∑

i=1

R0

Ri
ui (9.50)

Si osserva dunque che siè realizzato un circuito sommatore, in grado di restituire una combi-

nazione lineare degli ingressi. Il segno meno nonè veramente un problema, perché è sufficiente

posporre all’operazionale od anteporre ad ogni ingresso uno stadio invertente.

Esiste anche un’ulteriore configurazione dell’amplificatore operazionale, in grado di realizzare

un’amplificazione di tipo non invertente. Questi componenti, dunque, possono essere utilizzati per

realizzare in analogico dei blocchi amplificatori, integratori, derivatori esommatori, praticamente

tutto ciò di cui si ha bisogno per implementare controllori in retroazione.

9.7 Sistema a due vasche

Si consideri la figura (9.12), che rappresenta un sistema costituito da duevasche collegate fra loro

più una vasca di raccolta in basso.

Le equazioni geometriche che descrivono la portata volumetriche ed il volume sono:

v̇1 = q0 − q1

v̇2 = q1 − q2

v1 = (h1 − h10)S1

v2 = (h2 − h20)S2
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Figura 9.12: Sistema costituito da più vasche

doveq0, q1, q2 sono le portate in ingresso, di collegamento fra prima e seconda vasca, diuscita

dalla seconda vasca. Dalla fluidodinamicaè possibile inoltre ricavare le seguenti equazioni:

h1 − h2 = α2q2
1

h2 = β2q2
2

da cui si ottiene:

q1 =
1
α

√

h1 − h2

q2 =
1
β

√

h2

Quindi, dato che si ha anche ˙v1 = S1ḣ1 e v̇2 = S2ḣ2, le equazioni di stato che descrivono il sistema

sono le seguenti:





ḣ1(t) =
q0

S1
− 1
αS1

√

h1(t) − h2(t)

ḣ2(t) =
1
αS2

√

h1(t) − h2(t) − 1
βS2

√

h2(t)

ed è dunque un sistema non lineare. Per studiare la statica del problema,è sufficiente cercare i

punti di equilibrio e porrėh1(t) = 0 e ḣ2(t) = 0, che significa anche porre in equilibrio la portata
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in ingresso con quella in uscita in ogni vasca:






0 = q0
S1
− 1

αS1

√
h1(t) − h2(t)

0 = 1
αS2

√
h1(t) − h2(t) − 1

βS2

√
h2(t)

Svolgendo questi semplici conti, si ricava che:

h1 = S2
1(α2 + β2)u2

h2 = S2
1β

2u2

doveu = q0S1. Si osserva cheh1 > h2 perch́eα e β sono costanti positive. In effetti, il modello

propostòe valido perh1(t) > h2(t); se si volesse studiare anche la possibilità di avere (per esempio,

durante un transitorio)h2(t) > h1(t), il modello andrebbe modificato in questo modo:

√

h1(t) − h2(t) =⇒ sign(h1(t) − h2(t))
√

|h1(t) − h2(t)|

In ogni modo, le coppie di equilibrio (h1, h2) sono una retta nel pianoh1 − h2.

Questo modellòe una semplificazione della realtà, in primo luogo perch́e bisogna gìa decidere

sul significato dih(t), valore restituito da un galleggiante. Inoltre, la portata che costituisce l’in-

gresso del sistemàe pensata come continua, ma in realtà essa pùo essere quantizzata (come nel

caso di un rubinetto aperto o chiuso). Tuttavia, quest’ultima considerazione non costituisce un vero

e proprio problema, perché si pùo utilizzare la tecnica della segmentazione, come qualitativamente

riportato in figura (9.13).

U

T 2T

u

Tα

Figura 9.13: Esempio di segmentazione

Per ottenere infatti la portata voluta, si poneUαT = uT doveT è il passo di campionamento

del sistema; si ottiene alloraα =
u
U

. Questa tecnica permette dunque di ottenere un ingresso

quantizzato con lo stesso valor medio di quello continuo desiderato, e funziona bene perch́e, de-

notando l’ingresso comev(t) = u(t) + ω(t) doveω(t) è l’errore periodico di periodoT, si verifica

immediatamente cheω(t) ha frequenze superiori a quelle di funzionamento del sistema, se il passo

di campionamentòe sufficientemente piccolo.
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9.8 Levitatore magnetico

Si consideri il levitatore magnetico, riportato in figura (9.14). Essoè descritto da un’equazione del

tipo:

mÿ(t) = mg− f (t)

dove f (t) è la forza di richiamo, in prima approssimazione ed in un certo range uguale a:

f (t) = k
i2

y2

Risulta pertanto:

ÿ(t) = g− k
m

i2

y2

Se introduciamo anche l’equazione elettrica del magnete, pilotato dalla tensioneV abbiamo che le

equazioni che descrivono il sistema sono:

Li̇(t) = −Ri(t) + V(t)

mÿ(t) = mg− k
i2(t)
y2(t)

Introdotti x1 = y, x2 = ẏ e x3 = i, si ottiene il sistema:






ẋ1(t) = x2(t)

ẋ2(t) = g− k
m

x2
3(t)

x2
1(t)

ẋ3(t) = −R
L x3(t) + 1

Lu(t)
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Figura 9.14: Il levitatore magnetico



Appendice A

Richiami di matematica

In questa sezione si richiameranno brevemente i concetti fondamentali dimatematica necessari

per lo studio dei sistemi dinamici. In particolare saranno riportate le nozioni relative all’algebra

vettoriale utili alla formalizzazione di concetti importanti.

A.1 Algebra lineare

In questa sezione si richiameranno brevemente i concetti fondamentali dialgebra lineare necessari

per la comprensione.

A.1.1 Spazi vettoriali

Uno spazio vettorialeX su un corpo numericoC è un insieme avente le seguenti proprietà

1. Sex ∈ X eλ ∈ C alloraλx ∈ X.

2. Sex1, x2 ∈ X allorax1 + x2 ∈ X.

Noi considereremo esclusivamente spazi vettoriali aventi come corpoℜ.

Definizione: Insieme di generatoriUn insieme di vettorix1, x2, . . . , xm ∈ X è dettoinsieme

di generatorise qualsiasi elementox ∈ X è scrivibile come combinazione lineare di tali vettori,

cioè

x = λ1x1 + λ2x2 + · · · + λmxm

Definizione: Insieme di vettori linearmente indipendentiUn insieme di vettorix1, x2, . . . , xn ∈
X è dettolinearmente indipendentese la condizione

λ1x1 + λ2x2 + · · · + λmxm = 0

implica cheλi = 0 per ognii (cioè se l’unica loro combinazione lineare cheè uguale al vettore

nullo è quella avente nulli tutti i coefficienti).

Definizione: BaseUn insieme di vettorix1, x2, . . . , xn ∈ X è dettobaseseè un insieme di

generatori linearmente indipendenti.

147
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Una base ha la proprietà che ogni vettorex è esprimibile in modo unico come

x = λ1x1 + λ2x2 + · · · + λnxn,

cioè i coefficientiλi sono univocamente determinati dax.

Assegnato uno spazio vettorialeX, una sua base noǹe univocamente determinata. Ma se una

base diX è formata dan elementi, ogni altra basèe formata dan elementi. Tale numeròe un

invariante ed ha una importanza notevole.

Definizione: DimensioneSi dice dimensione dello spazio vettorialeX il numero degli ele-

menti di ogni sua base e si indica con

Dim(X).

Esempio: spazio dei polinomi di ordine4 Consideriamo lo spazio dei polinomi reali di grado

4 o inferiore ovvero di funzioni del tipo

p0 + p1x+ p2x2 + p3x3 + p4x4.

Si pùo provare che si tratta di uno spazio vettoriale (farlo per esercizio). Glielementi

1, x, x2, x3, x4

formano una base, quindi tale spazio ha dimensione 5.

Esempio: spazio euclideoConsideriamo lo spazio dei vettori a 3 componenti reali, del tipo

x = [α, β, γ]T . Si tratta di uno spazio vettoriale (verificarlo per esercizio) di dimensione3. Infatti

una basèe




1

0

0





,





0

1

0





,





0

0

1





.

Tale base viene detta basecanonica.

Esempio: spazio nulloL’insieme X = {0}, che contiene il solo vettore nullòe dettospazio

nullo o spazio banaleed ha per definizione dimensione zero.

Definizione: SottospazioUn sottoinsiemeX1 di X che sia a sua volta uno spazio vettorialeè

dettosottospazio. Dati due sottospaziX1 e X2, le seguenti operazioni danno origine a sottospazi:

• Intersezione:

X1

⋂

X2 = {x : x ∈ X1, e x ∈ X2}

• Somma:

X1 + X2 = {x = x1 + x2, x1 ∈ X1, e x2 ∈ X2}

Definizione: Somma direttaDue sottospazi si diconoin somma direttase qualsiasi elemento

x appartenente al sottospazio sommaè scrivibile comex = x1 + x2 dovex1 ∈ X1 e x2 ∈ X2 sono

univocamente determinati. Si dimostra che la sommaè diretta se e solo se

X1

⋂

X2 = {0}.
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Quando la sommàe diretta si usa la notazione

X = X1

⊕

X2.

Fissata una basev1, v2, . . . , vn, ogni vettore dello spazio spazio vettorialeè scrivibile nella

forma

v = x1v1 + x2v2 + · · · + xnvn,

dove le componentix1, x2, . . . , xn sono univocamente determinate. Pertanto esiste una corrispon-

denza biunivoca tra i vettoriv e le ennuple di numeri (x1, . . . , xn)

v↔





x1

x2

:

xn





∈ ℜn

doveℜn è l’insieme delle ennuple reali. Per esempio il polinomio 3+ 5x + x4 è associabile alla

ennupla (3,5,0,0,1).

Per questo, senza perdita di generalità noi considereremo lo spazioℜn delle ennuple reali

(all’occorrenzaCn, lo spazio delle ennuple complesse).

A.1.2 Matrici

Una applicazione lineare dallo spazioℜn allo spazioℜm è rappresentabile da una matricem× n.

EssendoA tale matrice ey ∈ ℜm e x ∈ ℜn si ha

y = Ax

cioè




y1

y2

:

ym





=





a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

: : . . . :

am1 am2 . . . amn









x1

x2

:

xn





dove i coefficientiyi si calcolano come

yi =

n∑

j=1

ai j x j .

La composizione di due applicazioni lineari rappresentate da matriciA e B

X
A

ZY
B

Figura A.1: Mappe lineari
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ℜn →
︸︷︷︸

A

ℜm →
︸︷︷︸

B

ℜp

è lineare. Sey = Ax ez= By

z= By= B(Ax) = (BA)x = Cx.

SeB ha dimensioni (p×m) e A ha dimensioni (m× n), la matriceC ha dimensioni (p× n) e il suo

generico elementòe dato da

[C] i j = ci j =

m∑

k=1

bik ak j, i = 1,2, . . . , p, j = 1,2, . . . ,n.

Definizione: ImmagineDicesi immaginedi una matrice (m× n) l’insieme

Ra(A) = {y = Ax, x ∈ ℜn} ⊆ ℜm.

Tale insiemèe un sottospazio diℜm, comeè facile verificare.

Definizione: NucleoDicesinucleodi una matrice (m× n) l’insieme

Ker(A) = {x : Ax= 0} ⊆ ℜn.

Tale insiemèe un sottospazio diℜn, comeè facile verificare.

Esempio

Si vuole conoscere almeno un vettore facente parte del nucleo della seguente matrice:

M =





2 1 1

0 1 −1

3 1 2

1 1 0

1 1 0

2 1 1





Si nota facilmente che se si sottrae la seconda colonna alla prima, si ottiene proprio la terza

colonna. Dunque un possibile vettore appartenente al nucleo della matriceM è pari a:

x =





1

−1

−1




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Esempio

Si vuole calcolare il nucleo della seguente matrice:

M =





1 2 0 1

1 −1 1 1

2 1 1 2





Si osserva che l’ultima rigàe pari alla somma delle prime due, per cui il rango diM è sicura-

mente pari a 2. Dato che la dimensione del nucleo di una matriceè in generale pari al numero

di colonne meno il rango della matrice, ci si aspetta che dim(ker(M)) ≥ 1. Per ottenere una base

del sottospazio dei vettori appartenenti al nucleo,è possibile operare una triangolarizzazione di

Gauss alla matrice; moltiplicando la prima riga per -1 e per -2 e sommandola rispettivamente alla

seconda e terza riga, si ottiene:





1 2 0 1

0 −3 1 0

0 −3 1 0









x1

x2

x3

x4





= 0

Semplicemente sommando la seconda riga alla terza si giunge infine a:





1 2 0 1

0 −3 1 0

0 0 0 0









x1

x2

x3

x4





= 0

Si osserva che la sottomatrice in alto a sinistraè quella che ritorna il rango della matrice, e riguarda

le incognitex1 ed x2. Parametrizziamo allora le restanti incognite in questo modo: come primo

caso, poniamox3 = 1 edx4 = 0, ottenendo il seguente vettore:

x1 =





−2
3

1
3

1

0





e nel secondo casox3 = 0 edx4 = 1, ottenendo:

x1 =





−1

0

0

1





Tali vettori costituiscono una base del nucleo della matriceM. Se durante la triangolarizzazione

ci si fosse imbattuti in un elemento pivot nullo, si sarebbe potuto operare uno scambio di colonna,

con l’accortezza di modificare anche l’ordine delle incognite associate a tali colonne.

Determinante Se una matricèe quadrata (n × n) è possibile definire una funzione detta
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determinante. Data la ennupla fondamentale (1,2, . . . ,n) e una permutazione

p = ( j1, j2, . . . , jn)

si dice che la permutazione ha classe pari= 2 se il numero di scambi di oggetti per arrivare dalla

fondamentalèe pari, altrimenti si dice di classe dispari= 1. DettoP l’insieme di permutazioni

della fondamentale il determinanteè definito come

Det(A) =
∑

p∈P
(−1)cl(p) a1 j1a2 j2 . . .a2 j2.

Si dimostra che vale anche la

Det(A) = Det(AT) =
∑

p∈P
(−1)cl(p) ai11ai22 . . .ai2n.

Valgono le seguenti formule di calcolo del determinante per righe o per colonne. Definiamo

comeÂi j la matrice complementare all’elemento (i, j) ovvero la sottomatrice quadrata ottenuta da

A sopprimendo la rigai–esima e la colonnaj–esima. Allora si ha che

det(A) =
n∑

j=1

(−1)i+ j ai j det(Âi j ), per ognii

det(A) =
n∑

i=1

(−1)i+ j ai j det(Âi j ), per ogni j

Una matrice quadrata a determinante nullo (non nullo) si dicesingolare(non singolare). Valgono

le propriet̀a notevoli

det(AB) = det(A)det(B)

e

det(A−1) =
1

det(A)
.

Vale poi il seguente fondamentale risultato.

Teorema della caratteristica Si considerino i numeri ˆn = il massimo numero di colonne

linearmente indipendenti; ˆm = il massimo numero di righe linearmente indipendenti; ˆr = la

dimensione della massima sottomatrice quadrata avente determinante non nullo. Allora vale

n̂ = m̂= r̂ .

Definizione: Rangon̂ = m̂= r̂ è dettorangodella matrice e si indica con

Rank(A).

Se la matricem× n ha rango pari al massimo possibile (cioè il minimo tram e n, numero di righe

e di colonne) si dicea rango pieno. In particolare, una matrice quadrata ha rango pieno solo se il

suo determinantèe non nullo.
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Data la matriceA (m× n) la matrice traspostaAT è la matricen×m i cui elementi sono

[AT ] i j = a ji .

La trasposta del prodottòe il prodotto delle trasposte in ordine contrario

(A B C. . . )T = (. . .CT BT AT).

Per una matricem× n Avalgono le seguenti relazioni:

n = Rank(A) + Dim(Ker(A))

m = Rank(A) + Dim(Ker(AT)).

Data una matrice quadrataA (m×n) e un vettoreb ∈ ℜm, consideriamo il sistema di equazioni

Ax= b.

Tale sistema ha come insieme generale delle soluzioni l’insieme dei vettori

x̄+ x̃

dove x̄ è una qualunque soluzione e ˜x ∈ Ker(A).

Data una matrice quadrataA (n× n) e un vettoreb ∈ ℜn, consideriamo il sistema di equazioni

Ax= b.

Affinch́e tale sistema ammetta soluzioneunica deve essereKer(A) = {0}. Quindi A deve avere

rango pieno ovvero deve esseredet(A) , 0.

Definizione: matrice inversaData una matrice quadrataA tale chedet(A) , 0, dicesimatrice

inversadi A la matriceB = A−1, che rappresenta l’operatore inverso diA ovvero tale che per ogni

x

y = Ax, ⇒ x = By.

La matrice inversa ha la proprietà che

AB= BA= I

doveI è la matrice identica. Vale la seguente formula per la determinazione dell’elementoBi j di

B = A−1 (si faccia attenzione all’inversione degli indici delle sottomatriciÂ)

Bi j = (−1)i+ j det(Â ji )

detA
.

L’inversa del prodottòe il prodotto delle inverse in ordine contrario

(A B C. . . )−1 = (. . .C−1 B−1 A−1).
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Matrici partizionate In molte occasionìe necessario considerare matrici di matrici ovvero

matrici i cui elementi sono a loro volta matrici o vettori. Per esempio una matriceA è pensabile

come un vettore riga di vettori colonna

A = [ ā1 ā2 . . . ām ]

oppure come un vettore colonna di vettori riga

B =





b̂1

b̂2

:

b̂n





.

In generale una matrice può essere del tipo

A =





A11 A12 . . . A1n

A21 A22 . . . A2n

: : . . . :

Am1 Am2 . . . Amn





dove Ai j sono sottomatrici.È di particolare interesse la regola del prodotto: date due matrici

partizionate

A =





A11 A12 . . . A1n

A21 A22 . . . A2n

: : . . . :

Am1 Am2 . . . Amn





, B =





B11 B12 . . . B1m

B21 B22 . . . B2m

: : . . . :

Bp1 Bp2 . . . Bpm





e assunto che il numero di righe di ogni sottomatriceAk j corrisponda al numero di colonne della

sottomatriceBik allora la matrice prodotto

C = BA=





C11 C12 . . . C1n

C21 C22 . . . C2n

: : . . . :

Cp1 Cp2 . . . Cpn





è partizionata e risulta

Ci j =

m∑

k=1

Bik Ak j, i = 1,2, . . . , p, j = 1,2, . . . ,n.

Nella rappresentazione dello spazioℜn noi facciamo implicitamente riferimento alla base

canonica. Infatti detto

ek = [ 0 . . . 0 1
︸︷︷︸

posizione k−ma

0 . . . 0 ]T
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cioè il vettore avente tutti gli elementi nulli tranne ilk-mo che vale 1, possiamo dire che

x =





x1

x2

:

xn





=

n∑

j=1

x jej .

Supponiamo ora di voler riferire il vettorex ad una nuova baset1, t2, . . . , tn. Formata la matrice

T = [t1 t2 . . . tn] abbiamo che

x =
n∑

j=1

t j x̂ j =
[

t1 t2 . . . tn
]





x̂1

x̂2

:

x̂n





= Tx̂,

dove x̂ j sono le componenti rispetto alla nuova base. Tali componenti raccolte nel vettorex̂ sono

calcolabili secondo la regola

x = Tx̂⇒ x̂ = T−1x.

Data una applicazione linearey = Ax i cambiamenti di basex = Tx̂ e y = Sŷ portano alla

trasformazione

ŷ = S−1AT x̂

Se l’applicazionèe da uno spazio in se stesso per cui la trasformazione (rappresentata da una

matrice quadrataA) è comune (x = Tx̂ ey = Tŷ) abbiamo che la applicazione lineare si trasforma

come segue

ŷ = T−1AT x̂ = Âx̂.

In questo caso la trasformazioneè dettatrasformazione per similitudine. Data una potenza dîAk

di Â, conk intero positivo, abbiamo che

Âk = T−1AT T−1AT . . . T−1AT
︸                             ︷︷                             ︸

k volte

= T−1AkT.

SeA è invertibile (e allora anchêA lo è), la propriet̀a vale anche perk negativo.

A.1.3 Autovalori e autovettori

Definizione Autovettore e autovaloriData una matrice quadrataA se esistono un vettorex , 0 e

uno scalareλ complesso tali che

Ax= λx,

x viene dettoautovettoredella matriceA, mentreλ viene dettoautovalore.

L’equazione precedente può essere scritta nella forma

(A− λI )x = 0.

Perch́e questa equazione abbia soluzione non banaleè necessario che la matrice (A−λI ) non abbia
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rango pieno ovvero sia singolare il cheè equivalente alla condizione

det(λI − A) = 0.

Tale funzione diλ è un polinomio

det(λI − A) = p(λ) = λn + an−1λ
n−1 + · · · + a1λ

1 + a0

detto polinomio caratteristicodi A. Tale polinomioè monico, ovvero il coefficiente di grado

massimoè pari a 1. Gli autovalori sono dunque le radici (eventualmente complesse) di tale

polinomio.

L’autovettorex , 0 che soddisfa la relazioneè anche chiamatoautovettore destro. Un vettore

z, 0 tale che

zT(A− λI ) = 0

è dettoautovettore sinistro. Se trasponiamo la relazione abbiamo che

(AT − λI )z= 0

ovvero un autovettore sinistròe un autovettore destro della trasposta (gli autovalori della trasposta

sono i medesimi diA perch́edet(λI − A) = det((λI − A)T) = det(λI − AT).

L’insieme degli autovalori diA ovvero l’insieme delle radici dip(λ) è dettospettrodi A e si

indica con

σ(A) = {λ ∈ C : p(λ) = 0}.

Assumiamo che la matriceA ammettan autovalori distinti, ovvero che le radici dip(λ) siano

distinte

σ(A) = { λ1, λ2 , . . . , λn }.

In questo caso si può provare che gli autovettori corrispondentit j sono linearmente indipendenti.

ChiamiamoT la matrice le cui colonne sono questi vettori

T =
[

t1 t2 . . . tn
]

.

Allora vale la seguente relazione

A
[

t1 t2 . . . tn
]

=
[

t1 t2 . . . tn
]





λ1 0 . . . 0

0 λ2 . . . 0

: : . . . :

0 0 . . . λn





.
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Se poniamoS = T−1 allora valgono tutte le relazioni seguenti

AT = TΛ

S A = ΛS

A = TΛS

Λ = S AT.

Si noti che partizionandoS per righe

S =





sT
1

sT
2

:

sT
n





la relazioneS A= ΛS ci dice che le righe diS sono autovettori sinistri.

Nel caso in cui la matriceA non sia diagonalizzabile il problema risulta molto più complicato.

Si pùo dimostrare che che esiste una matriceT ∈ ℜn×n tale cheA = T JT−1, è diagonale a blocchi

della forma

J = diag(J1, . . . , Jr ),

Dove il k-esimo bloccoJk, di dimensioneµk × µk, è della forma

Jk =





λk 1 0 0 . . .

0 λk 1 0 . . .

0 0 λk
. . . 0

...
...

...
. . . 1

0 0 0 . . . λk





.

Una matriceJ della form indicata si dice informa di Jordan.

È possibile ottenere una decomposizione diA del tipo

A = [T1T2 . . .Tr ]





J1 0 0 0 . . .

0 J2 0 0 . . .

0 0 J3 0 . . .
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . Jr









S1

S2
...

Sr





(A.1)

doveTk ∈ ℜn×µk e ST
k ∈ ℜµk×n. La forma di Jordaǹe unica a meno di permutazioni sui blocchi.

Il numero di blocchi e le loro dimensioni sono caratteristici della matrice.

Per ogni autovaloreλ multiplo si possono definire tre parametri fondamentali.

Molteplicit à algebrica : è la molteplicit̀a diλ come radice del polinomio caratteristico.

Molteplicit à geometrica : è il numero di blocchi diλ come radice del polinomio caratteristico.

Grado : è la dimensione del blocco più grande associato aλ.
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In grado di un autovalorèe di particolare importanza. Esiste un modo molto semplice per

calcolarlosenza passare per la forma di Jordan.

Calcolo del grado diλ ∈ σ(A)

per calcolare il grado definiamo i seguenti numeri:

ρ1 = rank(λI − A)1

ρ2 = rank(λI − A)2

:

ρg = rank(λI − A)g

Si dimostra cheρi ≥ ρi+1. Si prosegue nel calcolo finchè non si verifica l’uguaglianza:

ρ1 > ρ2 > . . . ρg = ρg+1

il coefficient pìu piccolo per cui vale l’uguaglianzàe il gradog di λ (formalmenteg = mini : ρi =

ρi+1).

Vale la seguente proprietà che riguarda l’invarianza degli autovalori.

Propriet à Una trasformazione di similitudine conserva il polinomio caratteristico e dunque

gli autovalori. Infatti seÂ = T−1AT

det(sI − Â) = det(sT−1T − T−1AT) = det[T−1(sI − A)T] =

= det(T−1)det(sI − A)det(T) = det(sI − A).

Gli autovettori si trasformano come ogni altro vettore.

A.1.4 Prodotto scalare

Dati un vettorex in Cn definiamo il coniugatoxH come il vettore che si ottiene trasponendo e

prendendo gli elementi coniugati





2+ j

3− j4





H

=
[

2− j 3+ j4
]

Chiaramente se il vettorèe definito inRn il coniugato altro noǹe che il traspostoxH = xT .

Dati due vettorix, y in Cn definiamo prodotto scalare

(x, y) � xHy

Chiaramente, per vettori inRn

(x, y) � xTy
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Se consideriamo la lunghezza ovvero la norma euclidea del vettorex

‖x‖ �

√√
n∑

i=1

x2
i

come caso particolare quendox = y abbiamo che

(x, x) = ‖x‖2 =
n∑

i=1

x2
i

ovvero la norma euclidea al quadrato.

Dati due vettorix ey questi si diconoortogonali se il loro prodotto scalarèe nullo

(x, y) = 0

Dato un sottospazioX di Rn, l’insieme di tutti i vettori ortogonalìe un sottospazio ed̀e detto il

sottospazio ortogonale

X⊥ = {y : (x, y) = 0}

Infine ricordiamo che dato un vettorex , 0 é sempre possibile normalizzarlo considerando il

versore

v =
x
‖x‖

che ovviamente ha lunghezza unitaria. La quantità (x, v) è la componente dix lungo la direzione

v.

A.1.5 Matrici simmetriche

Data una matriceA ∈ Cm×n con elementi
[

di j

]

, la suatrasposta è definita come la matriceAT di

dimensionin× n con elementi
[

d ji

]

. Si definisce anche la suahermitiana come la matriceAH di

dimensionin× n con elementi
[

d∗ji
]

.

Esempio




2+ j 1 1+ 3 j

3− j4 2− 2 j 4 j





H

=





2− j 3+ j4

1 2+ 2 j

1− 3 j −4 j





Si possono verificare facilmente le seguenti proprietà:

• (AB)T = BTAT ;

• (AB)H = BHAH.

Una matrice si dicehermittiana seP = PH. Nel caso delle matrici reali una matriceP ∈ Rn×n

si dicesimmetrica seP = PT . Si pùo ora dimostrare il seguente:
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Teorema Un matrice hermitiana (simmetrica se reale) ha tutti gli autovalori reali.

Dimostrazione Considerando le espressioni valide per qualunque matrice

Px = λx

P∗x∗ = λ∗x∗

si pùo premoltiplicare la prima perxH, e trasporre la seconda. Si ottiene:

xHPx = λxH x

x∗TP∗T = x∗Tλ∗ ⇒ xHPH = xHλ∗

Postmoltiplicando la seconda equazione perx, si ottiene infine:

xHPx = λxH x

xHPH x = λ∗xH x

Le operazioni svolte fino a questo punto possono essere applicate a qualunque matrice. Ora si

utilizza l’ipotesi di matrice hermitiana, cioèP = PH; si possono allora uguagliare i secondi membri

delle due ultime equazioni sopra riportate, ottenendo:

λxH x = λ∗xH x

dato chexH x =
∑n

i=1 x∗i xi =
∑n

i=1 |xi |2 è sempre maggiore di zero perché x , 0, allora deve per

forza accadere cheλ = λ∗, cioè gli autovalori della matriceP sono reali.

Si pùo anche dimostrare che se la matriceè simmetrica, gli autovettori associati a due autoval-

ori distinti sono ortogonali, ossiaqT
i q j = qT

j qi = 0.

A.1.6 Matrici semidefinite e definite

Data una matriceP simmetrica, essa si dicesemidefinita positiva(o negativa) se:

xTPx≥ 0 (≤ 0) ∀ x

Data una matriceP simmetrica, essa si dicedefinita positiva (o negativa) se:

xTPx> 0 (< 0) ∀ x , 0

Si pùo anche dire cheP è una matrice definita positiva se e solo se−P è una matrice definita

negativa; lo stesso vale seP è semidefinita positiva. Se si rappresenta in tre dimensioni la funzione

quadraticaV(x) = xTPx si ottiene il paraboloide ellittico riportato in figura (A.2), le cui curve di

livello sono riportate in figura (A.3).
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Figura A.2: Grafico della funzione quadraticaV(x)

Figura A.3: Curve di livello della funzione quadraticaV(x)
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La propriet̀a fondamentale posseduta da questo tipo di matrici, facilmente utilizzabile in sede

di calcolo con programmi appositi come Matlab,è la seguente:

Teorema

• se P è semidefinita positiva, allora ogni suo autovaloreè maggiore o uguale a zero, e

viceversa;

• seP è definita positiva, allora ogni suo autovaloreè maggiore di zero, e viceversa.

Dimostrazione Supponiamo che la matriceP sia diagonalizzabile mediante trasformazione per

similitudine secondo la formulaPQ= QΛ, doveQ è la matrice degli autovettori incolonnati. Dato

cheP è simmetrica per definizione,Q è una matrice ortogonale, ossia con ogni colonna ortogonale

alle altre. Supponendo di operare unanormalizzazione della matriceQ, cioè di calcolare gli

autovalori in modo che‖qi‖ = 1 (cosa sempre possibile, dato che gli autovalori sono definiti a

meno di una costante), si ha cheQ diventa una matriceortonormale,che gode della proprietà

Q−1 = QT . Premoltiplicando la trasformazione per similitudine perQT , si ottiene:

QTPQ= Λ

Se dunqueP è matrice definita positiva, per definizionexTPx > 0∀ x, da cui risulta che ogni

autovalore deve essereλ > 0. Viceversa, seλ è maggiore di zero, possiamo scrivere:

xTPx= xTλx = λxT x

ed essendoxT x =
∑n

i=1 |xi |2 > 0 perch́e x , 0, risulta chexTPx> 0 cioè P è definita positiva.

Un ulteriore metodo per verificare se una matriceP è definita positivàe il criterio di Sylvester:
indicando conPk ogni sottomatrice formata dall’intersezione delle primek righe ek colonne, la

matriceP è definita positiva se e solo se detAk > 0 ∀ k = 1, 2, . . . , n.

A.1.7 Polinomi e serie di potenze

Come noto un polinomio nella variabile complessas è una funzione del tipo

p(s) = p0 + p1s+ p2s2 + · · · + pr s
h.

Dicesiserie di potenzeun polinomio di grado “infinito”

f (s) = f0 + f1s+ f2s2 + · · · + fhsh + · · · =
∞∑

h=0

fh sh.

Una funzione di questo tipòe definita in un certo dominio di convergenza dif (s) del tipo

D = {s : |s| < ρ}
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doveρ, dettoraggio di convergenza, dipende dai coefficienti { fh}. Le funzioni esprimibili tramite

serie di potenze sono detteanaliticheed hanno proprietà notevoli, che tralasciamo per brevità.

Vale il seguente principio.

Principio di identit à delle serie di potenzeSial una curva continua (arbitrariamente piccola)

avente un estremo nell’origine e contenente punti diversi da 0. Date due serie di potenzef (s) =
∑∞

h=0 fh sh e g(s) =
∑∞

h=0 gh sh abbiamo chef (s) = g(s) per ogni punto dil se e solo segh = fh
per ognih ≥ 0.

Tramite serie di potenzèe possibile definire funzioni di matrice. Siaf (s) una funzione analitica

e M una matrice. Si assuma che l’insieme degli autovalori diM sia contenuto nel dominio di

convergenza dif 1. Allora si pùo definire la funzione di matrice corrispondente af

f (M) �
∞∑

h=0

fh Mh.

Per semplicit̀a consideriamo il caso diM diagonalizzabile per cui

Mh = TΣT−1,

conΣ = diag{σ1, σ2, . . . , σn} diagonale. Allora

f (M) =
∞∑

h=0

fh TΣhT−1 = T[
∞∑

h=0

fhΣ
h]T−1

dove

[
∞∑

h=0

fhΣ
h] = diag{

∞∑

h=0

σh
1,

∞∑

h=0

σh
2, . . . ,

∞∑

h=0

σh
n} = diag{ f (σ1), f (σ2), . . . , f (σn)}.

Un caso particolare di serie di potenzeè quello dei polinomi. Dato un polinomiop(s) = p0+ p1s+

p2s2 + · · · + pr sr possiamo definire il polinomio di matrice

P(M) = p0I + p1M + p2M2 + . . . pr M
r .

Vale la seguente proprietà notevole.

Identit à di Cailey-Hamilton SiaA matrice quadrata e sia

det(sI − A) = p(s) = a0 + a1s+ a2s2 + · · · + sn.

Allora il corrispondente polinomio di matrice calcolato inA è la matrice nulla ossia

p(A) = a0I + a1A+ a2A2 + · · · + An = 0.

La dimostrazione di questo fattòe semplice nel caso in cuiA sia diagonalizzabile, ovvero

1questa ipotesi si pùo rimuovere grazie alla tecnica del prolungamento analitico
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A = TΛT−1 perch́e, come abbiamo visto,

P(A) = Tdiag{p(λ1), p(λ2), . . . , p(λn)}T−1 = 0

in quantop(λi) = 0.

L’identità di Cailey-Hamilton ha come conseguenza il seguente fatto:

Dipendenza delle le potenze diA Ogni potenza diA è combinazione lineare delle primen

potenze

I , A , A2 , . . . , An−1.

Per verificarlòe sufficiente scrivere l’identit̀a di Cailey-Hamilton come

An = −an−1An−1 − · · · − a2A2 − a1A− a0I .

Questo significa cheAn è combinazione lineare delle primen potenze. Procedendo per induzione,

supponiamo che questo sia vero perk ≥ n

Ak = −αn−1An−1 − · · · − α2A2 − α1A− α0I ,

moltiplichiamo perA ottenendo

Ak+1 = −αn−1An − · · · − α2A3 − α1A2 − α0A =

= −αn−1[−αn−1An−1 − · · · − α2A2 − α1A− α0I ]

− · · · − α2A3 − α1A2 − α0A =

= −α∗n−1An−1 − · · · − α∗2A2 − α∗1A1 − α∗0I

(dove gliα∗j sono calcolabili facilmente) quindiè vero perk+ 1.

A.2 La risposta impulsiva

Un concetto di facile intuizione ma di non facile descrizione matematicaè la risposta all’impulso

unitario. Intuitivamente, un impulsòe un fenomeno di altissima intensità e brevissima durata. Per

rappresentarlo possiamo fare le seguenti considerazioni. Prendiamo la funzioneδǫ(t) come segue

δǫ(t) =






0 se t < − ǫ2
1
ǫ

se − ǫ2 ≤ t ≤ ǫ
2

0 se t > ǫ
2

Perǫ che si riduce, abbiamo che il supporto di questa funzione (l’intervallo dove è non–nulla),

precisamente [−ǫ/2, ǫ/2], diventa sempre più stretto mentre il valore della funzione in tale inter-

vallo, 1/ǫ, diventa sempre più grande. Da notarsi che l’integrale di questa funzione sull’asse reale

è sempre pari a 1. Siat0 un punto interno dell’intervallo [a,b] e siaǫ un valore tale per cui la fun-

zioneδǫ(t) assume valori non–nulli solo all’interno di [a,b] (t0 − ǫ/2 e t0 + ǫ/2 devono entrambi

appartenere ad [a,b]).



A.2. La risposta impulsiva 165

t0 t

Figura A.4: L’impulso pùo essere pensato come il limite di una successione di funzioni.

Intuitivamente, la “funzione impulso” int0, δ(t − t0) è, il “limite” per ǫ tendente a 0 della

funzioneδǫ(t − t0). Questo oggetto noǹe in realt̀a una funzione ma una distribuzione, e una

trattazione formale viene omessa per semplicità. Quella che seguèe una spiegazione intuitiva.

Consideriamo il seguente integrale

∫ b

a
f (t) δǫ(t − t0)dt,

dove f è una qualunque funzione continua. Abbiamo che

∫ b

a
f (t) δǫ(t − t0)dt =

∫ t0+ ǫ2

t0− ǫ2
f (t) δǫ(t − t0)dt =

=

∫ t0+ ǫ2

t0− ǫ2
f (t)

1
ǫ

dt =
1
ǫ

f (τ)ǫ = f (τ)

doveτ è un punto interno a [t0 − ǫ
2, t0 +

ǫ
2] che esiste per il teorema del valor medio. Essendof

continua abbiamo che perǫ tendente a zero

∫ b

a
f (t) δǫ(t − t0)dt→ f (t0).

Quindi la funzione limiteδ(t− t0)viene definita come quella “funzione” avente la proprietà che per



166 Capitolo A. Richiami di matematica

ogni funzione continuaf definita sull’intervallo [a,b] aventet0 quale punto interno si ha che

∫ b

a
f (t) δ(t − t0)dt = f (t0). (A.2)

Consideriamo ora il caso di un sistema lineare ad un ingresso ed una uscita lacui risposta

forzataè data dalla convoluzione

y(t) =
∫ t

0
W(t − σ)u(σ)dσ.

Se prendiamo come ingresso la funzione impulsoδ(σ − t0) perσ ≥ 0 abbiamo che

yimp(t) =
∫ t

0
W(t − σ)δ(σ − t0)dσ =W(t − t0),

per t > t0 (mentreyimp(t) = 0 pert < t0). Si noti infine che per considerare l’impulso nell’istante

0 dobbiamo considerare il prodotto di convoluzione

y(t) =
∫ t

0−
W(t − σ)u(σ)dσ.

A.3 Trasformate di Laplace

La trasformata di Laplacèe uno strumento di grande utilità per lo studio dei sistemi lineari e

invarianti. Se ne riportano qui le proprietà fondamentali.

A.3.1 Definizione e propriet̀a fondamentali

Data una funzionef (t) a supporto positivo (ciòe definita per ognit e nulla pert < 0) dicesi

trasformata di Laplacela funzione (se esiste)

F(s) = L[ f (t)] =
∫ ∞

0
f (t)e−stdt, (A.3)

dovesè una variabile complessa. Se tale funzione esiste la funzionef è detta Laplace–trasformabile.

Con un certo abuso di notazione (ma con gran comodità di rappresentazione) si usa rappresentare

la funzione e la sua trasformata con la medesima lettera

f (s) =
∫ ∞

0
f (t)e−stdt.

L’espressione (A.3)̀e definita in un oppostuno dominio dis, precisamente in un dominio del tipo

Domf = {s : ℜ(s) > c}.

Il pi ù piccolo valorecf di c per cui la convergenzàe garantitaè detta ascissa di convergenza

(relativamente af ).

La trasformata di Laplace gode di una serie di proprietà che ora illustriamo. Sianof e

g funzioni continue e derivabili pert > 0. Sia Dom = Domf
⋂

Domg il dominio comune
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di convergenza. Allora abbiamo le seguenti proprietà fondamentali. Sianof (s) = L[ f (t)] e

g(s) = L[g(t)]

Linearit à
L[α f (t) + βg(t)] = α f (s) + βg(s).

Trasformata della derivata
L[ f ′(t)] = s f(s) − f (0).

Teorema del limite finale Ammesso che i limiti scritti di seguitoesistano e siano entrambi finiti

abbiamo che

lim
t→∞

f (t) = lim
s→0

s f(s).

Teorema del limite iniziale Ammesso che i limiti scritti di seguitoesistano e siano entrambi finiti

abbiamo che

lim
t→0

f (t) = lim
s→∞

s f(s).

Teorema della convoluzione

L
[∫ t

0
g(t − σ) f (σ)dσ

]

= L
[∫ t

0
g(σ) f (t − σ)dσ

]

= f (s)g(s).

Teorema della traslazione
L[ f (t − τ)] = e−sτ f (s).

Teorema della moltiplicazione pert

L[t f (t)] = − d
ds

f (s).

A.3.2 Trasformate principali

In questa sottosezione ci occupiamo di calcolare le trasformate delle funzioni del tipotkeξt cos(ωt)

e tkeξt sin(ωt) e tutti i casi particolari (ξ = 0, ω = 0, k = 0). Cominciamo appunto dal caso più

semplice

L
[

eλt
]

=
1

s− λ.

La propriet̀a sopra vale nel caso diλ reale o complesso comeè facilissimo verificare. Consideri-

amo ora il problema della determinazione della trasformataL[cos(ωt)]. Il modo più semplice per

il calcolo è considerare la funzioneejωt = cos(ωt) + j sin(ωt). Calcolandome la trasformata, parte

reale e immaginaria ci forniranno, per linearità, le trasformate delle funzioni sin(ωt) e cos(ωt).

Abbiamo che

L
[

ejωt
]

=
1

s− jω
=

s+ jω
s+ jω

1
s− jω

=

=
s+ jω

s2 + ω2
=

s

s2 + ω2
︸   ︷︷   ︸

L[cos(ωt)]

+ j
ω

s2 + ω2
︸   ︷︷   ︸

L[cos(ωt)]
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e quindi

L[cos(ωt)] =
s

s2 + ω2

L[sin(ωt)] =
ω

s2 + ω2
.

Usando lo stesso “trucco” e ponendoλ = ξ + jω, trasformando la relazione

eλt = e(ξ+ jω)t = eξt(cos(ωt) + j sin(ωt))

otteniamo le trasformate

L[eξt cos(ωt)] =
s− ξ

(s− ξ)2 + ω2

L[eξt sin(ωt)] =
ω

(s− ξ)2 + ω2
.

Consideriamo ora la trasformata della funzioneteλt. Questa si ottiene considerando il teorema

della moltiplicazione pert:

L[teλt] = − d
ds

1
s− λ =

1
(s− λ)2

.

Dal fatto banale chetkeλt = t(tk−1eλt) è possibile dimostrare ricorsivamente che

L[tkeλt] =
k!

(s− λ)k+1
.

Una trasformata importantèe quella dell’impulsoδ(t − τ). Abbiamo che

L[δ(t − τ)] =
∫ ∞

0
δ(t − τ)e−stdt = e−sτ

in particolare perτ = 0 questa relazione ci dice che la funzione impulso nell’origine ha come

trasformata

L[δ(t)] = 1.

La trasformata dell’ingresso a gradino inτ

gr(t − τ) =





0 per t ≤ τ
1 per t > τ

è ottenibile con una sostituzione di variabileσ = t − τ

L[gr(t − τ)] =
∫ t=∞

t=0
gr(t − τ)e−stdt =

∫ σ=∞

σ=−τ
gr(σ)e−s(σ+τ)dσ =

= e−sτ
∫ σ=∞

σ=0
e−sσdσ =

e−sτ

s
.

In particolare, la trasformata del gradino in 0è

L[gr(t)] =
1
s
.
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A.3.3 Antitrasformate di funzioni razionali proprie

Abbiamo visto nella sezione precedente alcune delle trasformate principali. Inquesta sezione

ci occupiamo del problema inverso, cioè dell’antitrasformazione. In particolare ci occupiamo di

antitrasformate di funzioni razionali proprie, del tipo

f (s) =
n0 + n1s+ n2s2 + · · · + nνsν

d0 + d1s+ d2s2 + · · · + sν
.

Si noti che abbiamo posto il coefficiente disν al denominatoredν = 1 il che nonè restrittivo

perch́e, qualora siadν , 1, è sempre possibile ricondursi a questa situazione dividendo numeratore

e denominatore perdν. Una funzione del tipof (s) può essere sempre trasformata nella somma di

una costante e di una funzione strettamente propria2

f (s) =
n0 + n1s+ n2s2 + · · · + nνsν

d0 + d1s+ d2s2 + · · · + sν
=

nν(d0 + d1s+ d2s2 + · · · + sν)
d0 + d1s+ d2s2 + · · · + sν

+

+
(n0 − nνd0) + (n1 − nνd1)s+ · · · + (nν−1 − nνdν−1)sν−1

d0 + d1s+ d2s2 + · · · + sν

= nν +
ñ0 + ñ1s+ ñ2s2 + · · · + ñν−1sν−1

d0 + d1s+ d2s2 + · · · + sν
= nν + f̃ (s)

dove f̃ (s) è strettamente propria. Fatta questa operazione, abbiamo che

L−1[ f (s)] = nνδ(t) +L−1[ f̃ (s)],

quindi il problemaè quello di determinare l’antitrasformata della funzione razionale strettamente

propria f̃ .

Allora consideriamo una funzione strettamente propriaf (s). Una funzione strettamente pro-

pria avente poli (radici del denominatore) distintiλ1, λ2, . . . , λν può essere sempre scritta nella

forma

f (s) =
ν∑

i=1

r i

s− λi
(A.4)

dove i coefficienti r i sono dettiresidui. I residui sono calcolabili come limite

r i = lim
s→λi

(s− λi) f (s),

comeè facile dedurre dall’espressione (A.4). Se fattorizziamo il denominatore scrivendo f come

f (s) =
n(s)

(s− λ1)(s− λ2) . . . (s− λν)

vediamo che la formula si riduce al calcolo

r i =
n(s)

∏

j,i(s− λ j)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
s=λi

.

2dicesi strettamente propria una funzione razionale in cui il grado del numeratoreè inferiore a quello del
denominatore
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In modo alternativo possiamo procedere con un sistema di equazioni lineari. Consideriamo l’e-

spressione (A.4) e portiamo gli addendi a denominatore comune, ottenendo

f (s) =
n(s)
d(s)

=

∑ν
i=1 r i

∏

j,i(s− λ j)

(s− λ1)(s− λ2) . . . (s− λν)
=

∑ν
i=1 r iΨi(s)

d(s)

questa espressione ci dice che deve valere l’identità

n(s) =
ν∑

i=1

r iΨi(s),

dove entrambi i membri sono polinomi di gradoν in s. Applicando il principio di identit̀a dei

polinomi abbiamo che i coefficienti r i sono determinabili tramite un sistema lineare (si tratta di

uguagliare i coefficienti dei termini grado uguale).

EsempioConsideriamo la funzione

f (s) =
s+ 4

(s+ 1)(s+ 2)(s+ 3)
=

r1

s+ 1
+

r2

s+ 2
+

r3

s+ 3

Abbiamo che

r1 =
s+ 4

(s+ 2)(s+ 3)

∣
∣
∣
∣
∣
s=−1
=

3
2

r2 =
s+ 4

(s+ 1)(s+ 3)

∣
∣
∣
∣
∣
s=−2
= −2

r3 =
s+ 4

(s+ 1)(s+ 2)

∣
∣
∣
∣
∣
s=−2
=

1
2

Se vogliamo procedere con il metodo del sistema lineare abbiamo che

(s+ 4) = r1(s+ 2)(s+ 3)+ r2(s+ 1)(s+ 3)+ r3(s+ 1)(s+ 2)

= r1(s2 + 5s+ 6)+ r2(s4 + 4s+ 3)+ r3(s2 + 3s+ 2)

= (r1 + r2 + r3)s2 + (5r1+ 4r2 + 3r3)s+ 6r1 + 3r2 + 2r3

da cui il sistema di equazioni

r1 + r2 + r3 = 0

5r1+ 4r2 + 3r3 = 1

6r1 + 3r2 + 2r3 = 4

che fornisce gli stessi valori perr1, r2, r3.

Questo modo di procedere può creare dei problemi se alcuni poliλi sono complessi. Se cosı̀ è
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si pùo decidere di lavorare in termini reali. Fattorizziamo il denominatore come segue

d(s) =
m∏

i=1

(s− λi)
q∏

i=1

(s2 − 2ξi s+ ξ
2
i + ω

2
i )

=

m∏

i=1

(s− λi)
q∏

i=1

((s− ξi)
2 + ω2

i )

dove i fattori (s−λi) sono associati allem radici reali mentre i fattori ((s− ξi)2+ω2
i ) sono associati

alleq coppie di radici complesse coniugateξi + jωi (chiaramentem+2q = ν). Allora abbiamo che

f (s) =
m∑

i=1

r i

(s− λi)
+

q∑

i=1

ai s+ bi

(s− ξi)2 + ω2
i

.

I coefficienti r i sono determinabili con la formula del limite. Per calcolare tutti i coefficienti r i , ai

ebi possiamo procedere scrivendo l’espressione con il denominatore comune e calcolando tramite

un sistema lineare i coefficienti.

EsempioConsideriamo la funzione razionale

f (s) =
2s3 + 1

(s+ 1)(s+ 2)((s+ 1)2 + 4)
.

Tale funzione pùo essere scritta come

f (s) =
n(s)
d(s)

=
r1

s+ 1
+

r2

s+ 2
+

a1s+ b1

(s2 + 2s+ 5)
.

Allora, dopo aver posto l’espressione sotto denominatore comune, uguagliando i numeratori abbi-

amo

2s3 + 1 = r1(s+ 2)(s2 + 2s+ 5)+ r2(s+ 1)(s2 + 2s+ 5)+ (a1s+ b1)(s+ 1)(s+ 2)

Tramite il principio di identit̀a dei polinomi possiamo ricavare i coefficientir1, r2, a1 eb1. Uguaglian-

do i coefficienti dei termini di ciascun grado si ottiene il sistema lineare

r1 + r2 + a1 = 2

4r1+ 3r2 + 3a1 + b1 = 0

9r1 + 7r2 + 2a1 + 3b1 = 0

10r1 + 5r2 + 2b1 = 1

risolvendo il quale si ha
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r1 = −1
4

r2 = 3

a1 = −3
4

b1 = −23
4
.

Consideriamo ora brevemente il caso di funzioni razionali con poli multipli. La forma pìu

generale di decomposizioneè
m∑

i=1

gi∑

j=1

r i j

(s− λi) j

dovegi è la molteplicit̀a del poloλi . I valori r i j sono ottenibili tramite sistema, come possiamo

vedere nel seguente esempio.

Esempio

f (s) =
s2 + s+ 1

(s+ 1)2(s+ 2)3
(A.5)

=
r11

s+ 1
+

r12

(s+ 1)2
+

r21

s+ 2
+

r22

(s+ 2)2
+

r23

(s+ 2)3
(A.6)

Con la solita tecnica del denominatore comune, uguagliando i denominatori otteniamo che

s2 + s+ 1 = r11(s+ 1)(s+ 2)3 + r12(s+ 2)3 + r21(s+ 1)2(s+ 2)2 +

+ r22(s+ 1)2(s+ 2)+ r23(s+ 1)2

da cuiè possibile ricavare i coefficientir11, r12, r21, r22 er23. Uguagliando i coefficienti dei termini

di ciascun grado si ottiene il sistema lineare

r11+ r21 = 0

7r11+ r12+ 6r21+ r22 = 0

18r11+ 6r12+ 13r21+ 4r22+ r23 = 1

20r11+ 12r12+ 12r21+ 5r22+ 2r23 = 1

8r11+ 8r12+ 4r21+ 2r22+ r23 = 1

risolvendo il quale si ha
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r11 = −4

r12 = 1

r21 = 4

r22 = 3

r23 = 3.

Una volta calcolata la decomposizione, il problema dell’antitrasformazioneè facilmente sol-

ubile. Infatti, essendo la trasformata e, dunque, l’antitrasformata operatori lineari, basta anti-

trasformare termine a termine. Abbiamo che per gli addendi il cui denominatore è di primo

grado

L−1
[ r
s− λ

]

= r eλt,

mentre per quelli di secondo grado scriviamo

as+ b

(s− ξ)2 + ω2
=

a(s− ξ)
(s− ξ)2 + ω2

+
(b+ aξ)

(s− ξ)2 + ω2

per cui

L−1
[

as+ b

(s− ξ)2 + ω2

]

= a eξt cos(ωt) +
b+ aξ
ω

eξt sin(ωt).

Nel caso di autovalori multipli abbiamo che il generico termine di gradok+1 è trasformabile come

segue

L−1
[

r

(s− λ)k+1

]

=
r
k!

tkeλt

doveλ è reale o complesso.

A.4 Trasformata Zeta

La trasformata Zetàe lo strumento analogo alla trasformata di Laplace per l’analisi dei sistemi

a tempo discreto. Vista la stretta analogia se ne darà solo un breve cenno. Data la sucessione o

funzione a tempo discretof (k), definita perk ≥ 0, la trasfomata dif è la funzione di variabile

complessaz definita come segue

Z[ f ] �
∞∑

k=0

f (k)
1

zk
= f (z)

Tale funzione ha come dominio di convergenza un insieme del tipo

D = {z : |z| > ρ f

(il complemento del disco di raggioρ f ≥ 0) dove il raggioρ f dipende dalla funzione considerata.

La trasformata Zeta ha proprietà del tutto analoghe alla trasfomata di Laplace. Ricordiamo

solamente le principali.
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Linearit à : Z[α f + βg] = αZ[ f ] + βZ[g].

Trasformata di f anticipata : Z[ f (k+ 1)] = zZ[ f ] − z f(0).

Trasformata della convoluzione :

Z[
k−1∑

h=0

f (k− h)g(k)] = Z[ f ]Z[g].

Le alte propriet̀a quali il limite finale iniziale vengono omesse. L’utilità della trasformata Zeta

nello studio dei sistemi a tempo discretoè del tutto paragonabile a quella della trasformata di

Laplace nello studio dei sistemi a tempo continuo.


