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Sommario

Il poligono — introdotto nella Sez. 1.1 ¢ un ente fondamentale nella
geometria computazionale piana. Di non minore importanza il suo caso
particolare, il poligono semplice (Sez. 1.1). Un poligono semplice parti-
ziona il piano in tre regioni — interno, esterno e frontiera — e permette
di introdurre il concetto di diagonale (Sez. 1.2). La dimostrazione —
costruttiva — dell’esistenza di diagonali per ogni poligono semplice con
almeno quattro vertici porta ad abbozzare un algoritmo quadratico di
triangolazione di un poligono semplice e a formulare tutta una serie di
problemi geometrici di base.

1.1 Poligoni

1.1.1 Poligono generico

L’idea di poligono piano inteso come spezzata che si chiude su se stessa puo
essere formalizzata con la seguente

Definizione 1.1 Un poligono & nel piano ¢ definito da una successione ordi-
nata di un numero finito di tre o pid punti vy, va,...,v, (detti vertici) e dai
segmenti vy va,. .. ,v,v1 (detti spigoli o lati) con la seguente proprieta: due lati
consecutivi v;_1v; e v;v;41 si intersecano solo in corrispondenza del vertice v;;
formalmente

vi—10; N Vw1 = {v;} con vg = v, € Vpy1 = 1.

Da notare che la condizione di almeno tre vertici ¢ ridondante: con due soli
vertici 'intersezione dei lati consecutivi v1vs € v2v1 non si riduce ad un vertice.



La definizione di poligono non richiede che i vertici siano distinti. Cosa
succede se due vertici coincidono? Se due vertici consecutivi coincidono —
ad esempio v; = v;41 — allora l'intersezione v;_jv; N v;v;41 non si riduce a v;
perché contiene anche v;41. Quindi nessun poligono puo avere lati di lunghezza
nulla.

Consideriamo qualche altro esempio: la figura (a) non rappresenta un po-
ligono perché vvy Nwav3 non si riduce a {ve}. La definizione di poligono non
esclude l'intreccio di lati o la ripetizione di vertici non adiacenti, quindi gli
oggetti rappresentati nelle figure (b) e (c¢) sono poligoni a tutti gli effetti.

Vg Vg4 Vg Uy

U1 U3 U2 U1 V2 V1 V2U5 U3
U3

(a) (b) ()

La ripetizione di vertici non consecutivi e I'intreccio di lati sono proibiti nei
poligoni semplici.

1.1.2 Poligono semplice

Definizione 1.2 Un poligono e detto semplice se ogni coppia di spigoli non
consecutivi ha intersezione vuota.

11 poligono (b) non ¢ semplice perche gli spigoli non consecutivi vivy e v3vy
hanno intersezione non vuota; nemmeno (c) & semplice perché sono non vuote le
seguenti quattro intersezioni di spigoli non consecutivi: vyve Nv4vs5, V1V2NV5VE,
VU3 N V4V5 € Vav3 N V5V6.

Per i poligoni semplici vale il seguente, importantissimo, risultato che per-
mette di parlare di interno ed esterno.

Teorema 1.3 (Teorema di Jordan, 1838-1922) Un poligono semplice &
divide il piano in due regioni o facce, una limitata (detta interno di &) e
una illimitata (detta esterno di &). Percorrendo la frontiera di & in verso
antiorario 'interno rimane a sinistra.

I poligoni semplici posso-
no avere un aspetto tut-
t’altro che semplice: a de-
stra ¢’é¢ un poligono sempli-
ce con un centinaio di lati:
non & semplice individuare
I'interno senza la colorazio-
ne. Come faranno i pro-
grammi di grafica a decide-
re se un pixel & interno ad
un poligono?




Il Teorema di Jordan ha introdotto tre coppie di termini — interno-esterno,
destra-sinistra, orario-antiorario — che, come vedremo, sono indispensabili
in molti argomenti della geometria computazionale. Un primo esempio ¢ il
concetto di angolo interno in corrispondenza di un vertice di un poligono: se
il poligono non e semplice non ¢ chiaro cosa si debba intendere con angolo al
vertice.

Definizione 1.4 L’angolo interno in corrispondenza del vertice v; di un poli-
gono semplice & ¢ definito come segue:

se & ¢ assegnato tramite una lista ordi-
nata di vertici (vy,...,v,) che determi-
nano un percorso antiorario della fron-
tiera, allora ’angolo interno in v; € 'an-
golo di cui ruotare in verso antiorario il
lato v;v;4+1 attorno a v; per portare v; 1
sulla semiretta uscente da v; e passante
per v;—1

Vi—1 Vi41

se & ¢ assegnato tramite una lista ordi-
nata di vertici (vy,...,v,) che determi-
nano un percorso orario della frontiera,
allora ’angolo interno in v; ¢ I'angolo
di cui ruotare in verso antiorario il la-
to v;v;—1 attorno a v; per portare v;_1
sulla semiretta uscente da v; e passante

Per V41
Vi1 Vi—1

1.1.3 Alcuni problemi

Problema 1.5 E data una lista ordinata di punti distinti del piano & =
(v1,...,vy): puod essere considerata come descrizione della frontiera di un po-
ligono semplice? In caso affermativo stabilire se i vertici della frontiera sono
elencati in verso antiorario oppure orario.

Soluzione. Posto e; = v;viy1 con le identificazioni vp41 = v1, Vo = VUn, €0 = €, €
ent1 = €1, & & associabile a un poligono semplice se e solo se per ogni ¢ € {1,...,n—
2} si ha

eeciNe;=0NVjedi={je{l,....,n}\{i —1,4,i+ 1} e j>i});
e e;Nej={v;}sej=1i—1;

e ¢ciNej ={viy1}sej=i+ 1 n

Questa soluzione, oltre ad essere poco efficiente perché richiede il calcolo
di O(n?) intersezioni di coppie di segmenti, solleva un ulteriore problema, che
sara trattato nel prossimo capitolo:

Problema 1.6 Come trovare lintersezione di due segmenti tenendo conto
degli inconvenienti legati ad operazioni floating-point?



Problema 1.7 La Definizione 1.4 di angolo (interno) al vertice di un poligono
semplice & = (vy,...,v,) fa riferimento all’orientazione oraria o antioraria
indotta dalla lista dei vertici. Come decidere se l'orientazione & antioraria
oppure oraria?

Soluzione. Detto v; il minimo (o il massimo) lessi-

cografico dei punti di & si consideri la verticale per ‘
v;. I vertici di &2 devono stare a destra (sinistra) del-

la verticale per v;, oppure su di essa ma piu in alto

(basso) di v;, ’'angolo interno in v; & minore di 7.

Se la lista &2 & antioraria & necessaria una rotazio-

ne antioraria minore di 7 di v;v;4+1 attorno a wv; per Vi \
portare v;+1 sulla semiretta uscente da v; e passante
per v;—1. Se la lista & oraria la rotazione antioraria
richiesta per arrivare alla stessa situazione ¢ maggiore
di 7. [ ]

Ed ¢ cosi sorto il nuovo

Problema 1.8 Dati tre punti distinti v;_1,v;,v;+1 come determinare se la
rotazione antioraria di v;v;41 attorno a v; che porta v;4; sulla semiretta uscente
da v; e passante per v;_1 € maggiore, minore, oppure uguale a 77

Soluzione. La soluzione ¢ rimandata al prossimo capitolo. Qui anticipiamo che si
riduce al calcolo del prodotto vettoriale di v; — vi—1 € vi+1 — v;. Questo prodotto e
eseguibile in O(1) e il suo segno individua il tipo di svolta eseguita in v; muovendosi
da v,—1 a v; e proseguendo poi verso v;+i. L]

1.2 Diagonali

Il Teorema di Jordan assicura che ogni poligono semplice definisce un interno,
un esterno e, di conseguenza, una frontiera. Su questi concetti & basata la de-
finizione di diagonale, la dimostrazione dell’esistenza di diagonali (Prop. 1.10)
e di triangolazioni (Sez. 1.2.2).

Definizione 1.9 Il segmento v;v; (¢ # j) ¢ una diagonale del poligono semplice
& = (v1,...,v,) seisuoi estremi sono vertici di &2 e il suo interno & contenuto
nell’interno di Z.

V4

La figura mostra una diagonale (vivs3)
e il segmento wovy che, contenendo
punti esterni a &, non & una diago-
nale. Se i vertici vg, v3 e vg fossero
collineari vzvg sarebbe una diagona-
le, ma non wevg perché conterrebbe
punti della frontiera di &2 diversi dai
suoi estremi.

1.2.1 Esistenza

E stato osservato che un poligono semplice ha almeno tre lati. Un triangolo
non ha diagonali e per i poligoni semplici con pit di tre lati si pud dimostrare



che esiste una diagonale. La dimostrazione, costruttiva, sara la chiave per lo
sviluppo di un algoritmo di triangolazione.

Proposizione 1.10 Ogni poligono semplice & = (vy,...,v,) con n > 4 lati
ha una diagonale.

Dim.

Detto v; il minimo lessicografico di & si supponga,

senza perdita di generalita, che la lista dei vertici sia
antioraria. Se il segmento v;_1v;11 ha interno conte-

nuto nell’interno di & allora il segmento v;_1v;41 €

una diagonale e la tesi ¢ vera. U4
Se il segmento v;_1v;11 non ha interno contenuto nel-
Iinterno di &2 allora, essendo l’angolo in v; conves-

so, c¢’¢ almeno un vertice di & che sta sul segmento
v;—1V;+1 oppure all’interno del triangolo v;_1v;v;41.

Vi—1

Vi+1

Se non ci sono vertici all’interno del triangolo v;_1v;v;41 e qualche vertice &
interno al segmento v;_1v;41 allora ogni segmento con un estremo in v; e ’altro
su uno dei vertici interni a v;_1v;41 € una diagonale.

Se invece ci sono vertici all’interno di v;—1v;v;41 si consideri la retta ¢
per v;—1 e v;4+1 e le sue parallele passanti per i vertici v interni al triangolo
Vj—1V;V;+1: ognuna determina un triangolo con un vertice in v;, uno sul lato
V;Vi41 € UNo Su U;—10;.

Vi1

Vi1
U5

Se la parallela a £ condotta per un vertice v* individua un triangolo A di area
minima allora all’interno di A non cadono vertici del poligono e il segmento
v;v* & una diagonale.! "

1.2.2 Triangolazione

La diagonale costruita puo essere di due tipi: dal predecessore al successore
del vertice che realizza il minimo lessicografico, oppure da quest’ultimo ad un
altro vertice v* di &2.

IDa un punto di vista algoritmico v* & facilmente computabile come uno qualsiasi dei
vertici che massimizzano I’area dei triangoli v;41v;—1v al variare di v tra i vertici che cadono
internamente al triangolo v;_1v;v;41 o internamente al segmento v;_1v;41.



Nel primo caso il triangolo v;_iv;v;4+1 € detto orecchia del poligono. Nel
secondo caso nulla si puo dire sul numero di lati dei due poligoni in cui & &
spaccato dalla diagonale.

In generale un poligono semplice &

¢ scisso da una diagonale v'v” in due v
poligoni &, &, rispettivamente con 8
ny € no vertici.

Chiaramente 3 < ny,no <n e

ni+no=n-+2

poiché i vertici comuni v’ e v sono
vertici sia di &?; che di &,.

Se m1 e/o ny sono maggiori di tre possiamo costruire altre diagonali, e
cosi via fino a quando & risulta suddiviso in triangoli. Questo procedimento
ricorsivo porta ad una triangolazione di 2.

Definizione 1.11 Un poligono semplice &2 si dice triangolato se ¢ unione di
triangoli e i lati dei triangoli sono lati di & oppure diagonali.

Dalla seconda condizione si deduce
che i vertici dei triangoli che com-
pongono una triangolazione di & so-
no tutti vertici di & e ogni cop-
pia di triangoli ha intersezione vuo-
ta o coincidente con un vertice o una
diagonale.

E facile stabilire il numero di diagonali e triangoli presenti in ogni triango-
lazione di un poligono semplice con n lati.

Proposizione 1.12 Ogni poligono semplice & con n lati puo essere triango-
lato con n — 3 diagonali e decomposto di conseguenza in n — 2 triangoli.

Dim. La tesi € vera per n = 3 perché un triangolo non ha diagonali. Sup-
poniamola vera fino a n — 1 (n > 4). E stato detto che una diagonale scinde
& in due poligoni &1 e P; rispettivamente con ny e ng lati (3 < nj,ng < n,
ny +ng =n+2). Detti d(n) e t(n) il numero di diagonali e di triangoli di una
triangolazione di & si ha

d(n) =d(ny) +d(n2) + 1
t(nl) + t(TLQ)

~

—~
S

~
I

e, usando l'ipotesi induttiva,

dn)=n1 —3+ny—-3+1=n+2-6+1=n-3
ttn)=n1—2+ny—2=n+2—-4=n-2. ]



1.2.3 Un algoritmo di triangolazione

I passi salienti di un algoritmo ricorsivo per la triangolazione di un poligono
semplice & sono i seguenti:

Triangolazione basata sull’esistenza di diagonali.
Input: un poligono semplice & = {v1,...,v,}.
Output: la lista delle diagonali di una triangolazione di &.

Triangolazionel(Z?);
If | 22| =3 then
Return(f) (x un triangolo non ha diagonali *)
else begin
v;v; < diagonale(Z?);
P + sottolista antioraria dei vertici vy, ..., vy;
P, + sottolista antioraria dei vertici vy, ..., v;;
Return(Join(Triangolazionel(%% ),{v;v;}, Triangolazionel(%%)))
end:;
end;

diagonale(£?);
v < vertice convesso di &Z;
(v',v") + predecessore e successore di v; ( in verso antiorario *)
S « vertici di &\ {v',v,v"} interni al triangolo v'vv” o su v'v";
If S =0 then
Return(v’v") (* orecchia *)
else begin
w < un vertice di S che massimizzi |'area del triangolo v'wv”’;
Return(vw)
end:;
end;

[
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Vediamo pit da vicino come funziona ’algoritmo di p. 7. Se & ¢ un trian-
golo la lista & vuota; in caso contrario viene calcolata una diagonale (punto 5)
e & ¢ scisso in due poligoni ¥y, P come nella dimostrazione della Prop. 1.12.
Le diagonali della triangolazione di &2 sono il risultato della concatenazione
(Join, punto 9) di tre liste di diagonali: quella data da Triangolazionel(Z%;),
quella che contiene la sola diagonale trovata al punto 5 e quella data da
Triangolazionel( ;).

11 calcolo della diagonale (diagonale(#?)) solleva vari problemi.

Il vertice convesso v di & pud essere calcolato in O(n) individuando il
minimo (o il massimo) lessicografico.

Per quanto riguarda il punto 3 & gia stato anticipato che la ricerca del pre-
decessore e del successore di v in verso antiorario & fattibile in O(1) calcolando
un prodotto vettoriale.

La grossa novita e il punto 4 in cui si richiede di trovare 'insieme dei
vertici di &, diversi da {v/,v,v"}, interni al triangolo v'vv” o sul segmento
v'v”. Questo & un caso molto particolare di tutta una miriade di problemi di
geometria computazionale che vanno sotto il nome di Point Location: decidere



se un dato punto di punto di interrogazione appartiene o meno a una prefissata
regione del piano.

Nel nostro caso si devono localizzare i punti di & \ {v’,v,v"} rispetto al-
linterno del triangolo v'vv” e rispetto al segmento v'v” e nel Cap. 2 si vedra
come tutte queste localizzazioni possano essere fatte in O(n).

Il punto 8 richiede il calcolo dell’area di un triangolo di cui si conoscono
le coordinate dei vertici: anche questo & fattibile in O(1) come si vedra nel
prossimo capitolo.

Mettendo assieme tutte queste complessita si puo dire che una diagonale di
un poligono semplice di n lati & generabile in O(n) e le n — 3 diagonali della
triangolazione sono generabili in O(n?).

Questo algoritmo di triangolazione non é ottimo. Nel corso sara presentato
un algoritmo che richiede O(nlogn) che si basa sulla decomposizione di un
poligono semplice in sottopoligoni monotoni triangolabili in tempo lineare.

Naturalmente ci sono casi particolari in cui la triangolazione ¢ velocissima:
sapendo che un poligono semplice & con n lati &€ convesso basta collegare il
primo vertice con gli altri n — 3 non adiacenti (O(n)).

Nel 1991 B. Chazelle [1] ha dimostrato la possibilita di triangolare un po-
ligono semplice con n lati in tempo ottimo (O(n)) ma al momento non esiste
un’implementazione adeguata.
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Sommario

In questo capitolo sono introdotte le operazioni di base della geometria
computazionale piana la cui utilita ¢ in buona parte emersa nel primo
capitolo. Il concetto chiave & quello di area segnata — discusso nella
Sez. 2.1 — che permette di risolvere alcuni problemi di point location, di
intersezione, di orientazione e di ordinamento per angolo polare.

2.1 Area segnata

Aree segnate, prodotti vettoriali, determinanti sono concetti strettamente legati
fra loro che consentono di rispondere agli interrogativi di base della geometria
computazionale. Con la definizione di area segnata di un triangolo (Sez. 2.1.1)
¢ possibile definire I’area segnata di un poligono (Sez. 2.1.2) ed esprimere la
collinearita di punti del piano con una condizione di area nulla. In quest’ottica
saranno discusse le equazioni cartesiane e parametriche della retta per due
punti (Sez. 2.1.3).

2.1.1 Triangolo

Due punti v; e vy del piano determinano, assieme all’origine O, un trian-
golo Owvjvy, degenere quando i tre punti non sono distinti o quando vy &
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proporzionale a vi. L’area segnata della terna ordinata (O,wvq,vs) €, per
definizione,

1
A(O’Ulvg) = 51}1 A
dove v1 A vy € il prodotto vettoriale di vy e vy. Se v; = (x;,9;) (i = 1,2) allora

T

v1 A vg = det |;T2

Y1

= 21Y2 — T2Y1-
yg] 1Y2 2Y1
1l determinante di una matrice quadrata cambia segno quando due righe (o
due colonne) sono scambiate, quindi A(Ov1v2) = —A(Ovav1) ed € per questo
motivo che si parla di area segnata di un triangolo e di area di una terna
ordinata.

Esempio 2.1 Consideriamo un trian- Vo

golo rettangolo con un vertice in O,

uno sull’asse x (v1 = (21,0)) e l'altro

sull’asse y (v2 = (0,y2)): la sua area

segnata x1ys/2 & positiva se e solo sono

verificate due condizioni: —_—
e x1,y2 # 0 (cateti non nulli,

triangolo non degenere) e

e 11,7 hanno lo stesso segno. —

Quando questo succede il ciclo O, vy, vy 0 1
& antiorario.
Se I'area segnata € negativa il triango-
lo € non degenere e il ciclo O,vy,vy €
V2 o

orario. [

Esempio 2.2 Consideriamo il caso, un po’ pia generale, di un triangolo con
un vertice nell’origine e gli altri due generici e verifichiamo che I'area segnata
¢ proprio A(Ovivy) = %(azlyg — xay1). Se x1 # 0 si pud scrivere

T2

A(Ovive) = %xl(yZ - —1).
T

11 termine tra parentesi & 'ordinata y
di v}, punto d’intersezione dell’asse y
con la parallela a Ov; condotta per
V2. P
I triangoli Ovive e Ovyvh hanno la Vg
stessa area segnata; Ov,vh ha base y) o U1
e altezza x;. La sua area segnata,

se diversa da zero, € positiva quan-

do la terna (O, v1,vs) determina un

percorso antiorario, negativa quando 0

e orario.
Se 1 = 0 il triangolo Ovivy ha base y; e altezza x5 e la formula conserva

la sua validita.
Se 1 = 0 e 3 > 0 larea & positiva quando y; > 0 (O, (0,y1), (z2,y2)
antiorario) e negativa quando y; < 0 (percorso antiorario). [




11

» Aspetti geometrici. Prima di passare all’area di un triangolo generico
& opportuno soffermarsi per riassumere alcuni aspetti geometrici del prodotto
vettoriale.

e v; Avg > 0 se e solo se andando da O a vy e poi
a vo la frontiera del triangolo Ovyvs € percorsa
in verso antiorario.

Questa condizione ¢ anche equivalente al fatto
che vy giace nel semipiano aperto a sinistra della / v
retta orientata O—vl>, e anche al fatto che una .-

rotazione antioraria minore di © di Ov; attorno

all’origine porta v; sulla semiretta che esce da
O e passa per vs.

U2

e v1 Avg < 0 se e solo se andando da O a vy e poi
a vg la frontiera del triangolo Ovyvs € percorsa
in verso orario. Condizioni equivalenti: v giace
nel semipiano aperto a destra della retta orien- v
tata O—Ul> e una rotazione antioraria maggiore di 'O// 2
7w di Ovy attorno a O porta vy sulla semiretta

uscente da O e passante per vs.

U1

e v; Avg =0 se e solo se v1 €/0 vy sono nulli, oppure vy e vg sono allineati
con l'origine. In quest’ultimo caso serve una rotazione antioraria di 0 o 7
di Ovy attorno a O per portare v; sulla semiretta uscente da O e passante
per vo.

» Area segnata di un triangolo generico. Passiamo ora al calcolo del-
I’area del triangolo individuato da tre punti vi,vs,vs del piano. Poiché le
traslazioni non alterano le aree possiamo scegliere uno dei tre vertici, ad esem-
pio vy, e portarlo nell’origine. I vertici del nuovo triangolo sono O, vy — v,
v3 — v e la sua area segnata ¢ data da

1 1
5(1)2 — 'Ul) AN (1)3 — 1)1) = 5(’1}1 A vg 4+ v2 A v3 + U3 /\Ul)
grazie alla distributivita del prodotto vettoriale rispetto alla somma e alla sua

alternanza (v; A v; = —v; A v;) che comporta v; A v; = 0 quando j = 4.

L’area trovata € una somma di tre
termini facili da ricordare (1,2; 2,3;
3,1) e interpretabili come aree di al-
trettanti triangoli con un vertice in O:
01}1’02, O’Ug’Ug, OU3’£11.

Nella figura a fianco la prima e la
terza area sono negative, la seconda e
positiva e la loro somma & l'area se-
gnata di vy, vs,v3, positiva perché il
triangolo € antiorario.

Quando si ha a che fare con un’aritmetica imprecisa (floating-point) & pre-
feribile un’altra espressione che prevede il calcolo del determinate di una ma-
trice di ordine tre i cui elementi hanno il pregio di non richiedere operazioni
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preliminari sulle componenti dei punti, contrariamente al caso di

det T2 —T1 Y2 — Y1 )
T3 —T1 Ys— Y1

Proposizione 2.3 L’area del triangolo con vertici v; = (z;,y;) (i =1,2,3) é

1 1 Y 1
A(vy,va,v3) = idet Ty yz 1
z3 ys 1

Dim. Sviluppando il determinante lungo la terza colonna si ha %(’Ug Avg+vs A
v + v A ’U2>. u

2.1.2 Poligono semplice

Siamo anche in grado di calcolare I'area segnata di un poligono semplice usando
una sua triangolazione e la formula per 'area segnata di un triangolo generico.

Proposizione 2.4 Se & = (vy,...,v,) € un poligono semplice la sua area ¢

1 n
A(Z) = 3 Z%’ Avig1r  (Ung1 = v1).
i=1

Anche questa formula ¢ facile da ricordare: 1,2;2,3; ...; n—1,n; n, 1.

Dim. La formula proposta ¢ vera per n = 3. Supponiamola vera fino a n — 1.
Se n > 3 il poligono & ammette una diagonale che ne provoca la scissione in
due poligoni &1, P, rispettivamente con ny e no lati. Chiaramente

3<ni,na<n—-1, nmi+ne=n+2 e A(ZP)=A(I)+ A(P).

Senza perdere in generalita si puo supporre che la diagonale sia viv; e usare
Iipotesi induttiva

i—1

1 1
A(f@ﬁ = 5 E Up N Up41 + 57)2‘ A
h=1
AP =13 o hvns + 2oy avs )
==Y v Av v AV (Vpyr =0
2 9 h h+1 2 1 “+1 1

h=t

1—1 n
1 1
A(@)Zi E vh/\vh+1+§ E vp N\ Up41
h=1 h=1

perché v; Avy = —v1 Aw;. [ ]
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2.1.3 Retta per due punti

Il prodotto vettoriale e utilissimo anche in molte altre occasioni, come avremo
modo di vedere. Qui ci limitiamo al seguente

Problema 2.5 Dati due punti distinti del piano (v e vg) trovare I’equazione
della retta r che passa per essi.

Soluzione. Basta osservare che ogni punto v di r & allineato con v1 e v2, quindi
v —v1 e vz —v; sono proporzionali e, di conseguenza, (v —v1) A (v2 —v1) = 0. Usando
la definizione di prodotto vettoriale si ottiene ’equazione cartesiana di r

(z—21)(y2 —y1) = (y — y1)(22 — 1). (2.1)
Se r non & verticale (z2 # x1) si ha
y=y1 + u(x,xl).
o — I1

Se r & verticale 1 — x2 = 0 e si ottiene (z — z1)(y2 —y1) = 0. Ma y2 # y1 se v1 # va,
quindi
xr=2x1. u

Al variare di ¢ in R il punto v(t) = (z(t), y(¢)) con
x(t) = x1 + t(xe — 1)
y(t) =y +ty2 — 1)
¢ un punto di 7 perché soddisfa la (2.1) e, viceversa, per ogni punto (x,y) che
soddisfa la (2.1) esiste t € R per cui = z(t) e y = y(t). Le equazioni (2.2)
sono dette equazioni parametriche di r.
Ogni punto della retta ¢ somma di v; e di un vettore proporzionale a vy —vy,
quindi v(t) = vy +t(v2 —v1). In particolare v(0) = vy, v(1) = vy e al variare di
t da zero a uno viene descritto il segmento vyvs orientato da vy a va:

Ulvgi{UGRzivi(lft)’Ul +t’l)2, te [0,1}}

(2.2)

Questo & 'insieme delle combinazioni convesse di v; e vy (combinazioni lineari
del tipo t1v1 + tove con t1,ts € R, t1,to > 0 e t; + 2 = 1). La retta r,
esprimibile come

{UERZZU:(l—t)U1+tU27tER}7

€ un insieme di combinazioni di v; e vy — piu generali delle combinazioni
convesse — che vanno sotto il nome di combinazioni affini.

t=1!>0
t=20 =
//Ul /,’/

Per ¢ > 0 si ottengono i punti della semiretta uscente da v; e passante per vs,
per t < 0 quelli dell’altra semiretta uscente da v;.
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2.2 Point location

Una retta orientata r definisce due semipiani e il prodotto vettoriale risolve
il problema della localizzazione di un punto di interrogazione ¢ rispetto ad
essa: sta sulla retta o fuori? se sta fuori e la retta & orientata come dire se
q sta a sinistra o a destra? La risposta ¢ contenuta nella Sez. 2.2.1. Una
serie di localizzazioni di questo tipo permette di risolvere il problema della
localizzazione rispetto ad un poligono convesso (Sez. 2.2.2), ad un segmento
(Sez. 2.2.3) e ad un poligono semplice (Sez. 2.2.4).

2.2.1 Rispetto a una retta

Una coppia di punti distinti del piano (v;,vs) determina una retta che puod
essere vista come frontiera comune di due semipiani aperti: H, formato dai
punti a sinistra della retta r orientata da v; a v e H, formato dai punti a
destra di essa. Chiaramente

H, = {v e R?: A(vi,va,v) > O}, H, = {v € R?: A(vy,v2,v) < 0}

perché un punto ¢ appartiene a Hy (H,) se e solo se il triangolo A(vy,vs,q) &
antiorario (orario). Quindi

Proposizione 2.6 Un punto g sta sulla retta r individuata da due punti di-
stinti v1 e vy se e solo se A(vy,va,q) = 0 (collinearita) e sta fuori da essa se
e solo se A(v1,v2,q) # 0. Se la retta ¢ orientata da vy a v allora q sta nel
semipiano sinistro se e solo se A(v1,v2,q) > 0 e in quello destro se e solo se
A(v1,v2,q) <0.

Molto utile anche la seguente interpretazione dell’area segnata di un trian-
golo in termini di svolte. Se il triangolo A(v’,v,v”) determinato da una terna
ordinata di punti distinti ha area positiva allora nel cammino che parte da v’
e raggiunge v passando per v ¢’¢ una svolta a sinistra in corrispondenza di
v. Se area & negativa c’¢ una svolta a destra. Se invece ’area & nulla allora
v”" & allineato con v’ e v e in v il cammino pud proseguire senza svolte a con
un’inversione a U (svolta di ).

Dato un poligono abbiamo gia osservato che ’angolo al vertice in corrispon-
denza del minimo (o del massimo) lessicografico v ¢ convesso. Ora possiamo
dire che la frontiera del poligono ¢ antioraria se e solo se in v c¢’¢ una svolta a
sinistra.

2.2.2 Rispetto a un poligono convesso

Esistono moltissimi modi, tutti equivalenti, di definire un poligono convesso.
Scegliamo quello pitd intuitivo:

Definizione 2.7 Un poligono semplice & = (vy,...,v,) & convesso se e solo
se tutti gli angoli interni sono convessi.

Supponendo che la lista ordinata che definisce & induca un attraversamento
antiorario della frontiera di & la convessita di ogni angolo interno ¢ equivalente
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alla condizione
(Vi —vi—1) AN (Vg1 —v;) >0 (i=1,...,n)

con v = VUnp41, come al solito.
La retta determinata da due vertici consecutivi v; e v;4; orientata dal primo
al secondo (r; := v;v;,11) ha la seguente proprieta:

Pinterno di & sta nel semipiano sinistro di r; e U'intersezione della frontiera di
& con r; si riduce al lato v;v;41. E viceversa:

e ¢ ¢ interno a & se e solo sta nel semipiano sinistro di r; peri=1,...,n,
cioe A(v;,viy1,9) > 0 con 1 <14 <

e ¢ ¢ interno o sulla frontiera di & se e solo se sta nell’intersezione dei
semipiani chiusi

n
m {veR?: A(v;,viy1,v) > 0}
i=1

ossia A(v;, vi41,q) > 0 con 1 <14 < n;

e ¢ un punto della frontiera se e solo se A(v;,v;41,q) > 0per 1 <i<ne
la disuguaglianza ¢ un’uguaglianza per almeno un indice i;

e ¢ esterno a & se e solo se esiste almeno un indice ¢ € {1,...,n} per cui
A(v;,vi41,q) < 0 (sta nel semipiano destro di r; per almeno un indice 7).

Presentando 'algoritmo per la triangolazione di un poligono semplice basato
sull’esistenza di diagonali erano comparsi due problemi: come determinare se
un punto g ¢ interno ad un triangolo v’vv” e come determinare se g appartiene
ad un segmento v'v”. Abbiamo la soluzione del primo: ¢ ¢ interno al triangolo
antiorario v'vv” se e solo se A(v'vq) > 0, A(vv”q) > 0, A(v"v'q) > 0.

2.2.3 Rispetto a un segmento

Dato un segmento v'v” non degenere e un punto di interrogazione ¢ dire se tale
punto sta sul segmento oppure no.
Se il segmento & verticale (v, = v/) allora ¢ € v'v” se e solo se

!/ 12 " /
v, < gy <v, oppure v, <gy <.
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"

) q € v'v" se e solo

Altrettanto facile il caso di segmento orizzontale (v;, = v
se

vl < qr <0 oppure vl <q, <vl.

Se v’v” non & né orizzontale, né verticale devono essere verificate due condi-
zioni: la collinearita (A(v',v"”,q) = 0) e Pappartenenza alla fascia verticale
determinata dagli estremi del segmento (v), < g, < vY oppure v/ < g, < v).

Abbiamo ora a disposizione tutti gli strumenti per triangolare in O(n?) un
poligono semplice con n lati.

2.2.4 Rispetto a un poligono semplice
Ci occupiamo ora di un altro importante problema di point location:

Problema 2.8 Dato un poligono semplice & con n vertici {vy,...,v,} e un
punto di interrogazione ¢ dire dove sta ¢ rispetto a &: all’interno, all’esterno
o sulla sua frontiera?

L’appartenenza alla frontiera & facilmente liquidabile localizzando ¢ rispet-
to ai lati vyve, vovs,...,v,v1: ¢ appartiene alla frontiera di &2 se e solo se
appartiene ad almeno un lato.

Supponiamo ora che ¢ non appartenga alla frontiera di &. L’idea ¢ sostan-
zialmente quella che ha portato Jordan alla dimostrazione che ogni poligono
semplice ha un interno ed un esterno, oltre, naturalmente, alla frontiera.

Si consideri una semiretta orizzontale ¢ che parte da —oo e termina in g e
si contino le sue intersezioni con la frontiera di &. Il punto all’infinito non
appartiene a &. Procedendo lungo ¢ la prima intersezione — se esiste —
comporta verosimilmente un ingresso all’interno di &?. Ogni altra intersezione
provoca, in generale, un passaggio dall’interno all’esterno o viceversa e si puo
congetturare che se il numero di intersezioni e pari allora ¢ & all’esterno di &
ed ¢ all’interno se tale numero & dispari. Questa e 'idea generale ma & facile
produrre esempi che destano perplessita sul reale numero di intersezioni.

Il numero di lati ¢ finito ed ¢ finito anche il numero delle loro direzioni:
esiste quindi una leggera perturbazione di £ — ad esempio una rotazione in
verso antiorario attorno a ¢ — che fa si che I'intersezione della nuova semiretta
con & non contenga vertici di . In questo caso ogni intersezione provoca un
passaggio dall’interno all’esterno o viceversa.

Il fatto importante ¢ che non ¢ necessario perturbare effettivamente la
semiretta orizzontale; & sufficiente immaginarla perturbata e comportarsi di
conseguenza (perturbazione simbolica). Infatti,

e se ¢ contiene un lato orizzontale la sua versione leggermente ruotata non

interseca tale lato;
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e per i lati ab non orizzontali vanno distinti due casi patologici. Detto a
Pestremo alto e b quello basso (y, > )
— se £{Nab = {a} la perturbazione fa si che 'intersezione cada non pid
su a, ma all’interno di ab,
— se invece £ N ab = {b} la perturbazione fa sparire I'intersezione.

Proposizione 2.9 Se ¢ non é un punto della frontiera di un poligono semplice
& il numero di intersezioni della semiretta orizzontale ¢ (da q a —o0) con la
frontiera di & é uguale al numero di lati intersecati da ¢ in un punto del loro
interno o nell’estremo pit alto. Se questo numero é pari q sta all’esterno di 2,
se é dispari all’interno.

E chiaro la localizzazione di ¢ rispetto alla frontiera di un poligono semplice
con n vertici & fattibile in O(n) e se ¢ non sta sulla frontiera anche la localizza-
zione rispetto all’interno di & richiede O(n). In totale O(n) sia per lo spazio
che per il tempo.

2.3 Intersezioni

In questa sezione vengono trattati alcuni semplici problemi di intersezione:
tra un segmento e una semiretta orizzontale (Sez. 2.3.1) e tra due segmenti
(Sez. 2.3.2). Sono problemi facilmente risolubili analiticamente ma, nella pra-
tica, ci si deve confrontare con le imprecisioni dell’aritmetica in virgola mobile.
L’approccio geometrico-computazionale a questi importanti problemi — spesso
mal condizionati — cerca di evitare operazioni critiche come la divisione per
un determinante prossimo a zero e anche in questo caso il prodotto vettoriale
gioca un ruolo determinante.

2.3.1 Semiretta orizzontale-segmento

Per completare I'algoritmo di point location rispetto ad un poligono semplice
dobbiamo risolvere ancora un problema:

Problema 2.10 data una semiretta orizzontale ¢ da —oo a un punto prefissato
q e un segmento ab, dire se £ interseca ab oppure no e, in caso affermativo, dire
se q € ab.

Se il segmento & orizzontale ¢ ovvio che c’¢ intersezione solo se l'ordinata
di ¢ coincide con quella dei punti della semiretta (¢, = a, (= by)) e in tal caso
I'intersezione & non vuota se e solo se ¢, > min{a,, b, }.

Se ab non ¢ orizzontale si pud supporre, senza perdita di generalita, che sia
a, > by,. C’¢ intersezione se e solo se y, < yq < Yo € A(b,q,a) > 0.

a

Se queste due condizioni sono soddisfatte con A(b, ¢, a) = 0 allora ¢ € ab.
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2.3.2 Segmento-segmento

Prima di trattare il problema dell’intersezione di due segmenti analizziamo
quello, molto pit semplice, tra la retta r determinata da due punti vy e v9 ed
un segmento v3vy.

C’¢ intersezione se e solo se vz e v4 non stanno nello
stesso semipiano aperto individuato dalla retta per
v1 € va, cioe se e solo se A(v1,v2,v3)A(v1, v2,v4) < 22
0. Se la disuguaglianza e stretta le due aree hanno
segni opposti (vz sta in un semipiano aperto, vy

nell’altro), se ¢ un’uguaglianza o vs 0 v4 0 entrambi U2
sono sulla retta e l'intersezione non € vuota. Se il v
prodotto delle aree fosse positivo v3 e v4 starebbero U3
nello stesso semipiano aperto e non ci sarebbero

intersezioni.

Siamo molto vicini alla soluzione del problema dell’intersezione di due seg-
menti. Questa intersezione puo presentarsi in varie forme:

e un unico punto interno ai due segmenti (la cosiddetta intersezione forte

o generica),

e un estremo di un segmento che appartiene all’altro segmento,

e un segmento (eventualmente vuoto) quando gli estremi di un segmento

stanno sulla retta determinata dall’altro segmento.

In questi ultimi due casi parleremo di intersezione debole perché esisto-
no perturbazioni arbitrariamente piccole degli estremi che distruggono tali
intersezioni (un’instabilita strutturale).

Detti vivo e v3v4 i due segmenti, I'intersezione forte & equivalente al verifi-
carsi delle due condizioni

A(vy,va,v3)A(v1,v2,v4) <0 e A(vs,vg,v1)A(vs,v4,v2) <O0.

La prima dice che 'estremo v3 appartiene ad uno dei semipiani aperti indi-
viduati da vyvs e vy all’altro. Analogo il significato della seconda: vy e vy
appartengono ai semipiani aperti opposti determinati dalla retta vsv,.

2.4 Ordinamento per angolo polare

II capitolo si chiude con il problema dell’ordinamento di un insieme di punti in
base al loro angolo polare. Questo ordinamento & di fondamentale importanza
in molti algoritmi di geometria computazionale piana: mi limito a citare la
costruzione dell’inviluppo convesso di un insieme di punti e la costruzione della
struttura dati DCEL (doubly-connected edge list trattata nel Capitolo 4) a
partire dalla descrizione di un grafo planare per mezzo di liste di adiacenza.

Problema 2.11 Si consideri un insieme di punti del piano diversi dall’origine
S = {vy,...,v,}; si desidera una sua permutazione S’ = {v{,...,v}} con la
seguente proprieta: [’angolo polare di vi non supera quello di vi, ; (1 < i <
n—1).

La formulazione del problema coinvolge punti del piano v = (z,y) e angoli
polari: immediatamente balza alla mente un possibile algoritmo basato sul-
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'arcotangente, perché I'angolo polare § di v ¢ uguale a arctan £. Le possibili
limitazioni di questo approccio sono evidenti:

e eventuali punti con ascissa nulla possono essere gestiti dalle varianti di
arctan con due argomenti (ascissa e ordinata) presenti in ogni libreria
numerica seria;

e la funzione arctan ¢ periodica di periodo m mentre ’angolo polare ¢ com-
preso tra zero (incluso) e 27 (escluso) quindi il calcolo di arctan deve
essere seguito da considerazioni sui segni di x e y;

e arctan e calcolato ricorrendo al troncamento di una serie, quindi con un
numero — anche molto grande — di operazioni in virgola mobile (se
due punti sono vicini tra loro e molto distanti dall’origine ’arcotangente
dev’essere calcolato con grande precisione).

L’alternativa da adottare é basata sul prodotto vettoriale. Se S, € un
insieme di punti (z,y), diversi dall’origine e con ordinata positiva oppure o
nulla ma con ascissa positiva (y > 00y =0 e z > 0) allora gli angoli polari di
due punti v;,v; € S4 sono facilmente confrontabili: [’angolo polare di v; non
supera quello di v; se e solo se v; Av; > 0.

Il complementare di S5 nel piano privato dell’origine & 'insieme S_ (S_ =
R?\ ({O}USy)). I punti di S— hanno ordinata negativa oppure nulla e ascissa
negativa (y < 0 oppure y = 0 e z < 0) e anche per due punti di S_ si puo dire
che l’angolo polare di v; non supera quello di v; se e solo se v; Avj > 0.

Poiché gli angoli polari dei punti di S} appartengono all’intervallo semia-
perto [0,7) e quelli di S_ a [m, 27) basta far seguire alla versione ordinata per
angolo polare dei punti di Sy quella dei punti di S_ per ottenere il risultato
desiderato.

Se la scissione in Sy, S_ desta per-
plessita si consideri la figura a de- v *
stra in cui v1 Ave > 0, vo Awvg > 0, 2._ '
v3 Avg >0, v Avs >0, vs Avg > 0. i .
Si deduce che due vertici consecuti- e ° U1
vi in (v1,ve2,vs3,v4,v5) sono ordinati IR
anche per angolo polare, ma non si v o
puo dedurre che l'ordine corretto e ° .
(’Ul, Vg, V3, U4, U5).

L’ordine corretto & (v1,v4,va,vs5,v3). Infatti la versione ordinata di Sy =
{v1,v2,v4} & {v1,v4,02}, quella di S_ = {vs,v5} € {vs,v3} € quella dell'insieme
considerato & {vy, v4, V2, V5, U3 }.

Vg

U3

Spesso ¢ utile considerare gli angoli polari non nell’intervallo [0, 27) ma in
[, 4+7). In questo caso gli angoli polari dei punti di S_ sono minori di quelli
di Sy e lordinamento per angolo polare crescente in [—m, +7) & immediato:
basta far seguire alla versione ordinata di S_ la versione ordinata di S..
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Dopo l'introduzione del concetto di grafo planare sono esposte la formula
di Eulero (Teor. 3.4) e le connessioni tra poliedri, grafi planari e solidi
platonici. La Sez. 3.3 introduce il grafo duale di un grafo planare e
ne dimostra la 3-colorabilita che ha, come conseguenza, la soluzione del
celebre problema della ‘galleria d’arte’.

3.1 Introduzione

Ricordiamo che un grafo ¢ una coppia 4 = (V, E) con V insieme dei vertici ed
E C V xV insieme degli spigoli. Nulla e specificato sulla natura degli elementi
di V o sul modo in cui due elementi di V sono accoppiati per formare uno
spigolo. Usatissima la rappresentazione di V' come insieme di punti del piano
e quella di E come insieme di curve semplici che connettono i due vertici della
coppia di vertici.

Un grafo e detto planarizzabile se esiste una disposizione di V' nel piano e
di E con curve semplici che si intersecano solo in corripondenza di un vertice.
Un grafo con una rappresentazione di questo tipo & detto grafo planare.

Siamo pero abituati a rappresentare i grafi planari con punti (vertici) e
segmenti (spigoli) piuttosto che curve semplici: questo ¢ lecito grazie al seguente

Teorema 3.1 (I. Fary, 1948) Ogni grafo planare ammette una rappresenta-
zione con spigoli rettilinei.

I grafi planari a spigoli rettilinei sono spesso indicati con ’acronimo PSLG,
Planar Straight-Line Graph.

Esempio 3.2 Consideriamo il grafo completo con quattro vertici.

21
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B istintivo tracciare un quadrilatero e poi
le due diagonali ottenendo una rappresen-
tazione non planare.

Ma basta trasformare il segmento che uni-
sce il vertice sud-est con quello nord-ovest
in una curva semplice per ottenere un grafo
planare con spigoli non rettilinei.

Il Teor. 3.1 assicura l’esistenza di una rap-
presentazione con spigoli rettilinei. Per ot-
tenerla basta spostare verso sud-ovest il
vertice nord-est. L]

Teorema 3.3 (K. Kuratowski, 1930) Un grafo ammette una rappresenta-
zione planare se e solo se non contiene sottografi omeomorfi a K33 o a Ks
(grafo bipartito con 6 vertici e grafo completo con 5 vertici).

Ks K33

Nella trattazione dei grafi planari € importante considerare le facce, oltre
a vertici e spigoli. In assenza di vertici isolati o con un solo spigolo incidente
(vertici di grado minore di due) le facce sono delimitate da poligoni semplici, e
viceversa. Un grafo planare & connesso se per ogni coppia di vertici esiste un
cammino che li congiunge. La celebre formula di Eulero coinvolge tutte queste
quantita:

Teorema 3.4 (Formula di Eulero) In un grafo planare connesso e non vuo-
to con v0 vertici, e spigoli, f facce si hav —e+ f = 2.

Dim. E facile verificare la validita del risultato per grafi con un solo vertice
(v=1,e=0, f =1) o con due vertici connessi da uno spigolo (v =2, e =1,
f =1). Con tre vertici sono possibili solo due grafi connessi: si passa dal primo
al secondo aggiungendo uno spigolo e questa aggiunta provoca la comparsa di
una faccia limitata

Supponiamo che la formula valga per i
grafi connessi con non pia di v — 1 ver-

tici e consideriamo un nuovo vertice di
grado g (cioeé con g spigoli incidenti). W
Questo nuovo vertice puo stare nella
faccia illimitata o in una faccia limita-

ta, ma in ogni caso introduce g nuovi /N

spigoli che generano g — 1 nuove facce
limitate.
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Prima dell’aggiunta di questo vertice la formula era valida (ipotesi induttiva):
(v—1) —e+ f = 2; ora il numero di vertici ¢ cresciuto di uno, quello degli
spigoli di g, quello delle facce di g — 1 e per il nuovo grafo planare si ha

(v—1D4+1)—(e+g9)+(f+g—-1=v—e+ f=2. n

Esempio 3.5 In un poligono semplice & con n vertici ci sono n spigoli. & ¢
un grafo planare con due facce (interno ed esterno di &?). La formula di Eulero
dice che n—n+2 = 2. Triangolando &2 si ottiene un altro grafo planare, ancora
con n vertici, ma gli spigoli sono n+d (n lati e d diagonali) e le facce sono t+1
(la faccia illimitata e ¢ triangoli). In questo caso la formula di Eulero dice che
n—(n+d) +(t+1)=2cioet =d+1 (cfr. Proposizione 1.12). Per arrivare
al risultato t = n — 2 e d = n — 3 si puo ricorre al seguente trucco: si immagini
di visitare uno spigolo e di collocare un contrassegno sulla faccia a sinistra e
uno su quella a destra. Se ogni spigolo viene visitato una volta sola allora i
contrassegni utilizzati sono 2(n + d); ogni triangolo contiene tre contrassegni e
la faccia illimitata ne contiene n. Quindi 2(n+d) =3t+nedad=1¢t—1si
ricavat=n—2ed=n—3. [

La formula di Eulero puo essere estesa al caso piu generale di un grafo
planare con un numero arbitrario (¢ > 1) di componenti connesse. Se la i-esima
componente connessa ha v; vertici, e; spigoli e f; facce deve essere v; —e; + f; =
2. La faccia illimitata € comune ad ogni componente connessa quindi il numero

. N C C . . C . .
totale di facce & Y ¢, fi — (c—1), con Y ;_; v; vertici e Y ;_; €;. Quindi

Proposizione 3.6 In un grafo planare con v vertici, e spigoli, f facce e ¢
componenti connesse si ha

v—e+f=c+1. (3.1)

Illustriamo ora una serie di legami tra numero v di vertici, e di spigoli e f
di facce di un PSLG.

Proposizione 3.7 In un PSLG, non necessariamente connesso con v vertici
di grado g1, 92, -..,g, si ha

v
2= gi. (3.2)
=1

Dim. Siimmagini di visitare gli e spigoli e di contrassegnare, durante la visita
del generico spigolo, i suoi due vertici. Alla fine saranno stati utilizzati 2e
contrassegni e il vertice v;, in cui ci sono g; spigoli incidenti, ha esattamente g;
contrassegni. ]

Proposizione 3.8 Per un grafo planare con e spigoli, f facce, ¢ componenti
connesse e v vertici di grado > g valgono le seguenti disuguaglianze:

2¢e > 30, (¢—2)v<2(f—(c+1)) <2(f-2),

(g9—2)e < g(f—(c+1) < g(f—2). (3-3)
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Dim. Dalla (3.2) con g; > g si ha 2e > gv. Dalla (3.1) moltiplicata per due
siha 2v+2f —2(c+1)=2e >gve(g—2v <2(f—(c+1) <2(f —2).
Moltiplicando la (3.1) per g si ha gv — ge + gf = g(c+ 1) con gv < 2e, quindi
(9=2e<g(f—(c+1) <g(f-2) =

Proposizione 3.9 In un grafo planare con almeno tre vertici (v > 3), e spigoli
ed f facce sihae < 3v—06 e 3f < 2e.

Dim. Il numero di spigoli € massimo quando il grafo & connesso, senza vertici
di grado uno e con facce limitate triangolari. Se ogni spigolo emette un con-
trassegno a destra ed uno a sinistra in totale vengono emessi 2e contrassegni
ed ogni faccia ne riceve un numero uguale al numero di lati che la delimitano:
2e = sz:l l; =3(f — 1) +ls dove I ¢ il numero di lati della faccia illimitata.
Da ls > 3 siha 3f < 2e.

Sostituendo questa disuguaglianza nella formula di Eulero e = v+ f — 2 si
ottiene e <v—2+2/3eee < 3v—6. =

3.2 Poliedri e grafi planari

Possiamo informalmente definire un poliedro come un solido delimitato da un
insieme finito di facce poligonali (poligoni semplici).

Un poliedro ¢ detto semplice se non ha ‘buchi’. Cubo, tetraedro, prisma
sono esempi di poliedri semplici. Immaginiamo un poliedro appoggiato su
un tavolo in modo che la superficie di contatto poliedro-tavolo sia una faccia
del poliedro, quindi un poligono semplice. Praticando un forellino all’interno
di questa faccia e deformando la superficie rimanente in maniera graduale,
senza strappi o pieghe, si arriva ad un grafo planare con lo stesso numero di
vertici, spigoli e facce (la faccia rimossa dal poliedro di partenza diventa la
faccia illimitata). Se gli spigoli ottenuti non sono rettilinei il Teorema di Fary
(Teor. 3.1) ne permette la trasformazione in un PSLG.

Platone (4277-347 a. C.) si interesso della ricerca dei poliedri semplici e
regolari; regolari nel senso che

e le facce sono poligoni regolari congruenti con £ lati e

e ogni vertice ha grado g.

In un solido con queste proprieta — spesso detto solido platonico — dev’es-
sere £, g > 3. Se ci sono f facce e v vertici, dev’essere 2e = gv = £f per la (3.2)
e perché ogni spigolo € incidente in due facce.

Sostituendo v = 2e/g e f = gv/¢ nella formula di Eulero v — e+ f = 2 si
ottiene un’espressione di v in funzione di £ e g:

40

= =, (3.4)

v

Interessano valori interi di v al variare di £ e g con il vincolo ¢,g > 3.
Con £ =3 si hav=12/(6—-g) e gli
unici valori possibili per g sono 3, 4, 5. A ™~
g=3implicav =4, f=4,e=6. 1l )
poliedro regolare con quattro vertici f
di grado tre, quattro facce triangolari “‘ N
e sei spigoli e il tetraedro.
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g =4 implica v =6, f =8, e = 12.
Questo ¢ un poliedro con sei vertici di
grado quattro, otto facce triangolari e
dodici spigoli: 'ottaedro.

Con g = 5 si ottiene un poliedro con
venti facce triangolari, dodici vertici,
trenta spigoli (icosaedro).

Per valori di ¢ superiori a tre il numero di possibilita cala drasticamente.

¢ = 4 implica v = 16/(8—2g) e 'unico
modo di ottenere v intero & g = 3. In
questo caso ci sono otto vertici, sei
facce quadrate e dodici spigoli (cubo,
detto anche esaedro).

¢ = 5 implica v = 102_03g. Anche in

questo caso g = 3 € I'unica possibilita
e questo poliedro ha dodici facce pen-
tagonali, venti vertici e trenta spigoli.
E il penta-dodecaedro.

Con ¢ > 6 e g > 3 il denominatore della (3.4) non pud essere positivo,
quindi si puo concludere che esistono esattamente cinque solidi platonici.

3.3 Duale di un poligono semplice triangolato

Si ¢ visto che la triangolazione di un poligono semplice & con n vertici ¢ un
PSLG 7 con 2n — 3 spigoli (gli n lati di & e le sue n — 3 diagonali) e n — 1
facce (n — 2 triangoli e la faccia illimitata).

11 grafo duale 2 di .7 ¢ definito come
segue:

e al triangolo 7 di 7 viene asso-
ciato biiettivamente un vertice
vy di 9;

e ad una diagonale § di J & asso-
ciato uno spigolo in Z in que-
sto modo: se § & comune ai
triangoli 7/ e 7"/ allora lo spigolo
associato collega v,/ e v .

La faccia illimitata di 7 e i lati di &
non hanno alcun corrispettivo in 2.

Proposizione 3.10 Z é un grafo planarizzabile, connesso con la struttura di
albero.

Dim. Si collochi v, nel baricentro del triangolo 7 e alla diagonale § comune ai
triangoli 7/, 7" si associ la spezzata da v, al punto medio di § e da questo a
vr. K chiaro che tali spezzate possono incontrarsi solamente in corrispondenza
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di vertici di 2, quindi Z ¢ planarizzabile e trasformabile in un PSLG grazie al
teorema di Fary (Teor. 3.1).

B facile vedere che il duale 2 di un poligono semplice con 3 o 4 lati &
connesso. Se i duali dei poligoni semplici triangolati con 3,4,...,n — 1 vertici
siano connessi si consideri la triangolazione .7 di un poligono semplice con n
vertici. Una diagonale v'v” di J partiziona  in due triangolazioni (1, %)
di poligoni semplici con meno di n lati e i loro duali 2, %5 sono connessi grazie
all’ipotesi induttiva. Alla diagonale v’v” corrisponde in 2 uno spigolo con un
estremo in 2 e uno in %, e per ogni coppia di vertici esiste un cammino che li
connette. Z e connesso, ha n — 2 vertici, n — 3 spigoli e la sola faccia illimitata
((n—=2)— (n—3)+ f = 2 dalla formula di Eulero (3.1)). Pertanto & ¢ un grafo
connesso e aciclico, cioe un albero. [

Si puo dire qualcosa di pit.

Proposizione 3.11 L’albero 2 ha vertici di grado compreso tra uno e tre e,
sen > 4, esistono almeno due vertici di grado uno (orecchie).

Dim. In Z connesso non ci sono vertici isolati e il grado di un vertice & uguale
al numero di lati del corrispondente triangolo che sono diagonali di &, percio
non piua di tre.

2 ha n — 3 spigoli, n — 2 vertici e se ogni vertice avesse grado > 2 la (3.2)
porterebbe alla contraddizione 2(n — 3) = ZZ:IQ gi > 2(n — 2). Deve percio
esistere un vertice w di grado uno in 2.

Per scovare ’altro vertice di grado uno iniziamo una visita di 2 da w, mar-
candolo e spostandoci nel suo unico adiacente w’. Quando la visita raggiunge
un nuovo vertice, il vertice viene marcato e se ne esamina il grado. Se & uno &
stato trovato un secondo vertice di grado uno e la visita si arresta. Se il grado
¢ maggiore di uno esiste almeno uno spigolo che lo connette a un vertice non
marcato’ e la visita pud proseguire verso un vertice non marcato.

La visita prima o poi deve arrestarsi perché il numero di vertici & finito:
non puo arrestarsi su un vertice di grado maggiore di uno perché, come gia
osservato, 'albero avrebbe un ciclo. Allora la visita deve arrestarsi su un
vertice di grado uno diverso da quello di partenza. [

Possiamo ora dimostrare, costruttivamente, che ogni triangolazione di un
poligono semplice & 3-colorabile, cioé che ¢ possibile colorare i vertici di .7 con
tre colori e in modo che vertici adiacenti abbiano colori diversi. Basta iniziare
una ricerca in profonditd (DFS) da un vertice di 2 di grado uno e procedere
come in Fig. 3.1.

Il problema della galleria d’arte e ri-

solto: basta prendere il colore meno

usato e sistemare una guardia su ogni

vertice con quel colore. Nel caso peg-

giore bastano |n/3| guardie. Il solito .
poligono ha 29 vertici e puo essere sor-
vegliato da 9 guardie disposte come in
figura.

Lin caso contrario I’albero avrebbe un ciclo!



Tricolorazione di un poligono semplice triangolato.

Input: la triangolazione .7 di un poligono semplice &2 e il
suo albero duale Z;

Output: a ogni vertice di & & associato un colore €

{R,G, B}

1

N O O e W N

SO W N~

Tricolorazione(.7, 9);

Yw € Z do visited (w) < False;

scegli un vertice w € 2 di grado uno;

colora i vertici del triangolo .7, associato con R, G e B;

visited (w)  True;

Yw' € 9 adiacente a w t.c. visited(w) = False do DFS(w’, 2,.7);
end;

DFS(v, 2, T); (* v € 2 vertice da cui proseguire la DFS x)

(* il triangolo 7 € F associato a v ha due vertici colorati *)
visited(v) < True;

colora il vertice non colorato di 7 nell’unico modo possibile
Yw € @ adiacente a v t.c. visited(w) = False do DFS(w, 2, 7);
end

Figura 3.1: tricolorazione della triangolazione di un poligono semplice.

27






4 DCEL

4.1 Versione originale . . . . . .. ... L 0oL 29
4.2 Versione con semispigoli . . . . . ... .. L oL 30
4.2.1 Tabella dei vertici . . . ... ... ... .. ....... 31
4.2.2 Tabella dei semispigoli . . . . . .. .. ... ... ... 31
4.2.3 Tabella delle facce . . . .. . .. ... ... ... .... 31
424 Campi . . . . . ..o 33
4.3 Costruzione . . . . . . . . . e 33
4.3.1 Preprocessing . . . . . .. ... . Lo 34
4.3.2 Costruzione: fase I . . . . . . . .. .. ... ... .. 34
4.3.3 Costruzione: fase II . . . . . . ... .. ... .. .... 36
4.4 Casogenerale . . . . . . ... o 39
Sommario

Quando si considerano grafi planari & spesso importante disporre di in-
formazioni relative non solo a vertici e spigoli, ma anche alle facce. Tali
informazioni sono implicite in ogni descrizione di un grafo — ad esempio
nelle liste di adiacenza vertici—vertici — ma la loro manipolazione non e
agevole.

La DCEL (Doubly-Connected Edge List) ¢ una struttura dati che
esplicita le relazioni tra vertici e spigoli e tra spigoli e facce. La sua
costruzione per un grafo connesso con n vertici descritto dalle liste di
adiacenza tra vertici & fattibile in tempo e spazio lineari (quindi ottimi)
dopo un preprocessing che richiede O(nlogn).

L’idea originaria della DCEL ¢ esposta nella Sez. 4.1. Le Sez. 4.2 e
4.3 trattano la pit recente versione con semispigoli (esposta, senza troppi
dettagli, in [2]) e la sua costruzione sotto certe ipotesi, di comodo; ipotesi
discusse e rimosse nella Sez. 4.4.

4.1 Versione originale

La DCEL (acronimo di Doubly-Connected FEdge List, lista di spigoli doppia-
mente connessa) ¢ un’efficiente struttura dati per la rappresentazione di un
grafo planare ¢ con spigoli rettilinei (PSLG). Rispetto alle strutture tradizio-
nali, quali liste di adiacenza, matrici di adiacenza,... ha il pregio di mettere
in luce esplicitamente le facce e di facilitare la soluzione di problemi che le
coinvolgono, quali, ad esempio: fornire una lista ordinata dei vertici e/o degli
spigoli che delimitano una faccia; elencare in verso orario o antiorario le facce
incidenti in un vertice; dato un punto di interrogazione che non coincide con
un vertice e non appartiene a uno spigolo, a quale faccia appartiene?

29
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La versione originale della DCEL ([3], [1] Sez. 1.2.3.2) ¢ la seguente: una
lista doppiamente legata di record (un record per ogni spigolo di ¢) con re-
cord composti da sei campi. Orientando arbitrariamente uno spigolo e restano
definite le seguenti sei quantita

e vertici sorgente (v') e destinazio-
ne (v") di e;

o faccia sinistra (f’) e destra (f”)
di e;

e s’ ¢ il primo spigolo incidente in v’
incontrato con una rotazione an-
tioraria di e attorno al suo vertice
sorgente;

e s” & il primo spigolo con un estre-
mo in v” incontrato con una ro-
tazione antioraria di e attorno al
suo vertice destinazione.

Disponendo delle liste di adiacenza non é facile fornirne la lista degli spi-
goli che delimitano una faccia di 4. Disponendo della DCEL le cose sono
notevolmente pit semplici:

fSpigoli: determinazione degli spigoli di una faccia f di ¥.
Input: DCEL 2 di ¢ e una faccia f di ¢;
Output: una lista oraria .Z degli spigoli che delimitano f.
fSpigoli(Z, f);
scandisci 2 alla ricerca di uno spigolo e t.c. f'(e) = fV f(e) = f;
£« {}; eg < e; (x ricorda lo spigolo iniziale )
repeat

£ « Append(Z,e);

If f=f'(e) then e + s'(e)

else e + s”(e)
until e = eg;
Return(.¥)

end;

© 0 N O U W N

—_
o

4.2 Versione con semispigoli

Questa versione della DCEL ([2] Sez. 2.2) differisce da quella originale per vari
motivi: ad ogni spigolo & associata una coppia di semispigoli gemelli; prevede

tre tabelle (con le informazioni su vertici, semispigoli e facce).

I semispigoli associati ad uno spigolo (non orientato) v'v” sono due spigoli
orientati: uno va da v’ a v”, 'altro — detto gemello — va da v” a v'.

Nelle Sez. 4.2.1, 4.2.2 e 4.2.3 vengono descritti i campi delle tabelle e le loro
principali caratteristiche, mentre la Sez. 4.2.4 ¢ dedicata al riassunto di tutti i
campi dei record, all’introduzione di alcune funzioni ausiliarie di etichettatura

e alla valutazione dello spazio occupato dalle tre tabelle.
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4.2.1 Tabella dei vertici

La tabella dei vertici contiene un record per vertice; ogni record & composto da
tre campi: l'etichetta del vertice v in questione, le coordinate (x,y) della sua
posizione nel piano e l'etichetta di un semispigolo uscente da v.

4.2.2 Tabella dei semispigoli

La tabella dei semispigoli contiene un record per ogni semispigolo e ogni record
ha sei campi.

succ.

succ.

In figura alcune quantita relative ad un semispigolo e (a sinistra) e al suo
gemello €’ (a destra).

I primi tre campi di un record di semispigolo rappresentano ’etichetta del
semispigolo stesso, quella del suo vertice origine e quella del suo gemello. Se-
guono le etichette del semispigolo predecessore e di quello successore — fon-
damentali nella descrizione delle facce: il predecessore di un semispigolo e ¢ il
semispigolo che termina nel vertice origine di e e con la stessa faccia sinistra di
e; il successore ¢ il semispigolo uscente dal vertice di arrivo di e e con la stessa
faccia sinistra di e. L’ultimo campo contiene 'etichetta della faccia sinistra f
di e.

Per descrivere il semispigolo gemello €' di e bastano poche osservazioni:
lorientazione ¢ opposta a quella di e, quindi il vertice destinazione di e ¢ il
vertice origine di €’; la faccia destra di e ¢ la faccia sinistra di ¢’. Predecessore
e successore di e’ delimitano la faccia destra di e. Passando da un semispigolo
e al suo successore viene percorsa la frontiera della faccia sinistra (in verso
antiorario), mentre passando dal gemello €’ di e al suo successore viene percorsa
la faccia destra di e, sempre in verso antiorario.

4.2.3 Tabella delle facce

La descrizione delle facce coinvolge qualche sottigliezza. Per semplificare la
presentazione escludiamo per il momento la presenza di vertici di grado zero
(vertici isolati) o di grado uno e supponiamo che le frontiere delle facce siano
frontiere di poligoni semplici. Queste ipotesi verranno completamente rimosse
nella Sez. 4.4.

E chiaro che ogni grafo planare ha
almeno una faccia, quella illimitata
(fo). Nella figura a destra ci sono
anche tre facce limitate (¢, ¢, ¢"). ¢

1

fo @' ¥

Per la faccia limitata ¢ possiamo distinguere una frontiera esterna (il rettangolo
pit grande) e due frontiere interne (rettangoli interni) che corrispondono a
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‘buchi’ di ¢. Le facce ¢’ e ¢” non presentano buchi e sono completamente
individuate dalla loro frontiera esterna.

Per la faccia illimitata la situazione si ribalta: manca una frontiera esterna
ed ¢ internamente delimitata da . Da questa discussione poco formale sono
emersi i due importanti concetti di frontiera esterna e frontiere interne.

Queste frontiere possono essere orien-
tate in modo che una faccia sia la re-
gione di piano che sta a sinistra di , "
ogni spigolo della sua frontiera ester-
na e, sempre a sinistra, degli spigoli ©
di ogni sua frontiera interna.

Pertanto le frontiere esterne sono orientate in verso antiorario e quelle
interne in verso orario.

E stato detto che la faccia illimitata non ha frontiera esterna, mentre ogni
faccia limitata ha una sola frontiera esterna. Il numero di frontiere interne di
una faccia non e superiormente limitabile a priori, quindi la tabella delle facce
della DCEL sara costituita da tanti record quante sono le facce e per ogni faccia
f saranno presenti i seguenti campi:

e l’etichetta della faccia,

e letichetta di un semispigolo della frontiera esterna che abbia f come

faccia (sinistra),

e una lista di ‘buchi’ (ognuno individuato da un’etichetta di un semispigolo

che abbia f come faccia sinistra).

Se si tiene presente il problema di point location in cui si vuole determinare
la faccia che contiene un punto di interrogazione ¢, emerge la possibilita di una
tabella delle facce leggermente piti complessa, ma che puo portare a significativi
risparmi.

Nella figura a fianco la faccia illimitata

(0) ha due buchi (che indicheremo con 3

0;1 e 0;2). II buco 0;1 contiene a sua 1 B 5
volta tre facce prive di buchi (1, 2 e 3);

il buco 0;2 contiene la faccia 5 (senza 2 4

buchi) e la faccia 4 che, a sua volta,

contiene la faccia 6 (senza buchi). 0

Emerge una struttura ad albero in cui la radice 0 rappresenta la frontiera
esterna della faccia illimitata e i suoi due figli ne rappresentano i buchi.

Il vertice 0; 1, contenendo tre facce pri-
ve di buchi, ha tre figli che sono fo-

glie dell’albero e che rappresentano le @
frontiere esterne delle facce 1, 2 e 3.

Il buco 0; 2 contiene due facce: il vertice @

0; 2 ha due figli associabili alle frontiere

esterne di 4 e 5. e

La frontiera interna di 4, 4; 1, & rappre- e
sentata da un figlio del vertice 4 ed ha a @
sua volta un figlio, 6, che rappresenta la

frontiera esterna della faccia 6. Questa e
faccia, non vendo buchi, ¢ associata ad

una foglia dell’albero.
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4.2.4 Campi

Una DCEL & completamente specificata dalle seguenti funzioni, interpretabili
anche come campi di record, array, puntatori,. . .

Per il generico vertice con etichetta £: vCoords(¢) contiene le coordinate del
vertice, vOutEdge(¢) P’etichetta di un semispigolo uscente da £.

Per il generico semispigolo con etichetta ¢: eSource(¢) & I'etichetta del vertice
da cui il semispigolo esce; eTwin(¢) & quella del semispigolo gemello; ePred(¢)
¢ Dletichetta dell’unico semispigolo che termina in eSource({) e ha la stessa
faccia sinistra e eSucc(¢) ¢ quella dell’unico semispigolo uscente dal vertice
destinazione di ¢ e con la stessa faccia sinistra; eFace(¢) ¢ etichetta della
faccia sinistra di /.

Per la generica faccia con etichetta ¢: fOuter(¢) ¢ letichetta di un semispi-
golo della frontiera esterna di ¢ (non definito per la faccia illimitata); flnner(¢)
¢ una lista che, se non vuota, ha la seguente struttura: ’elemento i-esimo del-
la lista & del tipo b; — {fi1, fiz,...}: b; & Petichetta di un semispigolo sulla
i-esima frontiera interna (buco) di £ e {f1, fi2,...} € la lista delle facce con
frontiera esterna connessa con la frontiera del buco.

Si suppone inoltre che siano definite tre funzioni iniettive per la creazione
delle etichette: vlLabel(i) associa all’intero positivo ¢ l’etichetta da attribuire
all’i-esimo vertice di ¥'; eLabel(, j) associa alla coppia ordinata di interi positivi
(,7) Vetichetta del semispigolo che va dal vertice i al vertice j. flLabel(4)
associa all’intero positivo ¢ 'etichetta della faccia i-esima. L’etichetta fLabel(0)
e riservata alla faccia illimitata. Spesso vLabel e fLabel sono la funzione identica
e elabel(7, j) un’espressione del tipo e, er, eT,;-, €ij-

Per quanto riguarda le dimensioni delle tabelle della DCEL di un PSLG con
n vertici e m spigoli si hanno n record associati ai vertici e 2m ai semispigoli. 11
numero di facce dipende dal numero ¢ di componenti connesse:' dalla formula
di Euleron—m+ f=c+1,siha f=m—-n+c+1.

3
Nell’esempio a fianco 1 6 5
n=18 m=21,¢c=3
ef=T. 2
4

4.3 Costruzione

Abbozziamo un algoritmo per la costruzione della DCEL di un grafo planare
descritto per mezzo di
e una lista ¥ = {(x1,41), (x2,92), ...} di coordinate dei vertici e di
e un insieme di liste di adiacenza &/. &7 (i) = {ji1,ji2,- ..} ¢ una lista di
interi corrispondenti ai vertici adiacenti al vertice ¢: esiste uno spigolo da
(x:i,9i) a (z;,y;) se e solo se j compare nella i-esima lista di adiacenza
(j € #(i)) e i compare nella j-esima lista di adiacenza (i € <7(j)).

Ifacilmente calcolabile in tempo lineare con una ricerca in profondita
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Se n ¢ il numero di vertici e m; la cardinalitd di /(i) allora il numero m di
. c 1 n . .
spigoli & 5 >°."; m; e m € O(n) in ogni grafo planare.

Nella descrizione della costruzione della DCEL continueremo a supporre
che ogni vertice abbia grado > 2 e che le facce siano delimitate da poligoni
semplici.

4.3.1 Preprocessing

La costruzione della DCEL a partire da ¥ e «/ procede abbastanza spedita-
mente se preceduta da un preprocessing che riordini per angolo polare crescente
0 (0 < 0 < 27) ogni lista di adiacenza e associ ad ogni elemento il predecessore
e il successore (in verso antiorario).

Sia .# la versione di &/ cosi ordinata per angolo polare crescente; ccwPred
e ccwSucc le funzioni che, dato un vertice v ed uno spigolo e incidente in v,
danno lo spigolo incidente in v che precede o segue e in verso antiorario.

preprocess: preliminari per la costruzione della DCEL
Input: vertici ¥ e liste di adiacenza < di ¥;
Output: liste riordinate . e funzioni ccwPred, ccwSucc.
1 preprocess(¥, <f);
2 For i <1 to n do begin

3 (i) « PolarSort («7(i)); (x angoli polari in [0,27) *)
4  For h <1 to m; do begin
5 ¢« elabel(i,.# (i, h)); (x £ variabile locale )
6 If h > 1 then ccwPred(¢) + eLabel(i, . (i, h — 1))
7 else ccwPred({) « eLabel(z, .7 (i, m;))
8 If h = m,; then ccwSucc(¢) < eLabel (s, . (i,1));
9 else ccwSucc(¥) < eLabel(i, . (i, h + 1))
10 end;
11 end;
12 Return(”, ccwPred, ccwSucc);
13 end;

Il punto 3 richiede O(m;logm;), il ciclo 4-10 O(m;), quindi il tempo per il
preprocessing & Y, O(m;logm;) = O3> m;logm;) = O(mlogm).

4.3.2 Costruzione: fase I

Dopo questo preprocessing la costruzione delle tabelle dei vertici e dei semispi-
goli diventa piuttosto semplice, almeno per i campi diversi da eFace. Durante
questa costruzione faremo spesso riferimento a questo grafo:
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Vig

Viz

» Vertici. Le informazioni sui vertici sono facilmente costruibili in O(n) con
I’algoritmo che segue in cui si sfrutta l'ipotesi dell’assenza di vertici di grado
zero (se ¢ ha grado 0 la lista .(i) & vuota e 1’assegnamento al Punto 5 privo
di senso). Da ricordare anche che vOutEdge(v) individua il semispigolo uscente
da v e con angolo polare massimo.

buildVertexTable: costruzione della tabella dei vertici

Input: vertici ¥ e liste di adiacenza .
Output: tabella dei vertici.

1 buildVertexTable(?,.%);

DU W N

end;

7 Return(vCoords, vOutEdge);

8 end;

For i <— 1 to n do begin
£ + vLabel(i); (% £ variabile locale x)
vCoords({) < (xi,yi); (x i-esimo elemento di ¥ )
vOutEdge () + eLabel(z, .7 (i,m;))

v | vCoords VEdge [ v | vCoords vEdge
vi | {0, 0} €y, || Vo (6,00 | v,
vo (L0} e,y [[Vii {64 ey
va| {2,0) | enyw, ||V {34 | e
va (2,2 e,y [|[Viz 4L e
Vs | {24} | ey [[Via| 51 | e,
Ve {14 egy |[Vis {530 e,
vz {0, 4} ey [[Vie| {43} | e,
Ve {1, 2} euy, |[Viz {700 ey
Vo | (3,0} | ey, ||[Vis | {7,484 | egvy

» Semispigoli.

Le informazioni relative ai semispigoli — a parte eFace —

vengono costruite in due passi. Nel primo vengono definiti i valori dei campi
eSource e eTwin per ogni semispigolo, nel secondo vengono riempiti i campi
ePred e eSucc sfruttando pesantemente le informazioni ricavate nel preproces-

sing.
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buildHalfEdgeTablel: prima fase della costruzione della ta-
bella dei semispigoli

Input: vertici ¥ e liste di adiacenza .¥;

Output: eSource,eTwin.

1 buildHalfEdgeTablel (¥, .%);
2 For i < 1 to n do begin

3 For h < 1 to m; do begin
4 ¢ < eLabel(i, (i, h)); (x £ variabile locale x)
5 0" + eLabel(.(i,h),1); (* ¢ variabile locale *)
6 eSource({) « vLabel(i);
7 eTwin(¢) < ¢’
8 end;
9 end;
10 Return(eSource, eTwin);
11 end;

buildHalfEdgeTablell: seconda fase della costruzione della tabella
dei semispigoli

Input: liste di adiacenza .¥, eTwin, ccwPred, ccwSucc;
Output: ePred,eSucc.

1 buildHalfEdgeTablell(¥,.%);
2 For ¢ <~ 1 to n do begin
3  For h < 1 to m; do begin
4 £ < eLabel(i, . (4, h)); (* £ locale x)
5 ePred(?) < eTwin(ccwSucc(¥));
6 eSucc(f) < ccwPred(eTwin(f));
7
8
9
10

end;
end;
Return(ePred, eSucc);
end:

4.3.3 Costruzione: fase II

Restano da riempire il campo eFace della tabella dei semispigoli e la tabella
delle facce. La tabella delle facce del grafo a p. 35 e

f | fOuter flnner f  fOuter | flnner
fo {8y = {F1s T2}, v, = {fa, T5, fol} fa | s {}
f1 e {} fs ey 1}
f2 | ey {&svy = {f3}} fo | €y, {}
fa e {}

con la faccia illimitata fy che contiene due buchi (innescati da €q,4, 01, € €04 )-
Le facce limitate sono sei e I'unica con buchi & f (buco innescato da ey, v, )-
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FinalStep: completamento semispigoli e tabella delle facce.
Input: DCEL corrente, ¥, .%;
Output: eFace, flnner, fOuter.

FinalStep(¥,.%);
v* < max. lessic. di ¥; ¢ < NewFacelLabel(); (x v*,  variabili locali x)
fOuter(yp) + Nil, fInner(p) < {Nil}; (* inizializzazione faccia illimitata *)
NewInnerBoundary(v*, ¢);
While § # (¥™* := {v € ¥ : e t.c. eSource(e) = v A eFace(e) = Nil}
begin
v* < max. lessic. di ¥™*;
¢  faccia della DCEL corrente che contiene v*;
NewInnerBoundary(v*, o)
end;
Return(eFace, flnner, fOuter);
end:;

© 00 O Ot i W N

— = =
N = O

Il massimo lessicografico v* di ¥ e senz’altro un vertice della faccia illimi-
tata; la faccia illimitata riceve 'etichetta ¢ ed & inizializzata al Punto 3. v*
appartiene alla frontiera di un buco della faccia illimitata; I'attraversamento
(orario) di tale frontiera e di quelle esterne contenute nel buco e nella stessa
componente connessa di v* ¢ realizzato da NewlnnerBoundary(v*, ). Alla fine
del Punto 4 tutti i semispigoli appartenenti alla componente connessa di v*
hanno il campo eFace ben definito. Al punto 5 viene considerata la possibilita
di vertici non raggiunti da questa esplorazione perché appartenenti ad altre
componenti connesse. Questi vertici sono origine di semispigoli per cui eFace
non ¢ ancora definito (=Nil). Individuata la faccia ¢ che contiene il massimo
lessicografico v* di questi vertici si puo dire che v* & sulla frontiera di un bu-
co di ¢ e chiamare ancora NewlnnerBoundary(v*, ¢),... e cosi via fino a che
ogni semispigolo ha il campo eFace corretto. Questo procedimento, applicato
al PSLG di p. 35, determina le seguenti chiamate: NewlnnerBoundary(vs, fo),
NewlnnerBoundary(vys, f2), NewlnnerBoundary(vs, fo).

» NewlInnerBoundary. Il semispigolo al Punto 2 & dato da vOutEdge(v)
(semispigolo uscente da v con angolo polare massimo). vOutEdge(v) orienta in
verso orario la frontiera del buco di ¢ in cui sta v*; flnner(p) & aggiornato di
conseguenza (Punto 3).

NewlnnerBoundary: gestione di una nuova frontiera interna.
Input: DCEL corrente, una faccia ¢, un vertice v € ;
Output: nessuno (viene aggiornata la DCEL).

—_

NewlInnerBoundary (v, );

e < semisp. uscente da v con angolo polare massimo; (x e locale )

fInner(p) < Append(fInner(p), {e, {}});

segui e fino a ritornare in e ponendo eFace(-) « ;

While
J €' t.c. eFace(e’) = Nil A eTwin(e’) incontrato al punto 4 begin
NewOuterBoundary (¢, e’)

end;

end;

© 00~ O U Wi




38

Partendo da e e seguendo i semispigoli dati da eSucc la faccia sinistra &
sempre la stessa (p, cfr. Punto 4). Se un gemello e’ di un semispigolo appena
attraversato ha eFace non definito allora e’ sta sulla frontiera esterna di una
nuova faccia, che viene esplorata da NewOuterBoundary(y, e’).

» NewOuterBoundary. NewOuterBoundary(p,e) scatta quando in corri-
spondenza del semispigolo e inizia una nuova frontiera esterna contenuta in un
buco ¢ e appartenente alla stessa componente connessa. Per prima cosa viene
generata una nuova etichetta ¢’ per la nuova faccia ed inizializzati i valori di
fOuter e flnner.

Poi ¢’ & aggiunta alla lista delle facce dell’ultimo buco ¢ e la frontiera
esterna di ¢’ viene attraversata, in verso antiorario, ponendo eFace(e) + ¢
per ogni semispigolo incontrato.

Fatto cio, non ¢ da escludere la possibilita che semispigoli gemelli di quelli
appena attraversati abbiano il campo eFace ancora non definito. Se questo
accade per un gemello €’ allora e’ appartiene alla frontiera esterna di una nuova
faccia e non resta che chiamare NewOuterBoundary(¢p, ¢’).

NewOuterBoundary: trattamento di una nuova frontiera esterna.
Input: DCEL corrente, una faccia ¢ e un semispigolo e;
Output: nessuno (viene aggiornata la DCEL).

NewOuterBoundary(yp, e);

¢’ + NewFaceLabel(); (* ¢’ variabile locale )

fOuter(¢’) + €; fInner(y’) + {};

aggiungi ¢’ alla lista di facce contenute nell’ultimo buco di ¢;

segui e fino a ritornare in e ponendo eFace(:) + ¢;

While Je’ = eTwin(e) t.c. eFace(e’) = Nil A e incontrato al punto 5
NewOuterBoundary(¢, e")

end;

end;

© 00 3O Ui Wi+

Osservando attentamente la tabella delle facce a p. 36 si ha un’idea dei vari
passi della costruzione. La prima frontiera interna della faccia illimitata fy e
scoperta partendo da ey, .,,. L’attraversamento assegna fy al campo eFace di
Cv1g,v171 Cu17,0101 Cv10,v95 Cug,v125 Cvr2,0115 Cvr1,018

Poi si scopre che il gemello di ey, ,0,, ha il campo eFace uguale a Nil: la
chiamata di NewOuterBoundary(fy, €4,,,v,5) €splora la nuova faccia fi ponendo
eFace(') A fl PEr €u,7,v185 Cv1s,v117 Cv11,010) V10,017

A questo punto si vede che ey, 4,,, gemello di un semispigolo sulla frontiera
esterna di f; ha eFace non definito: NewOuterBoundary( fo, €4,,,0,,) €d esplora-
zione della frontiera esterna della nuova faccia fo. Alla fine tutti i semispigoli
della componente connessa del massimo lessicografico vg sono stati esplorati.

Viene poi considerato il massimo lessicografico dei vertici non ancora toccati
dalle precedenti esplorazioni; il massimo lessicografico ¢ v15 (contenuto in fs),
eOutEdge(v15) < €y,5,0,, semispigolo di innesco di un buco di f2 esplorato da
newlInnerBoundary(v;s, f2). Durante questa esplorazione si scopre la faccia f3
(faccia di ey, v, con la stessa frontiera del buco.

All'uscita da newInnerBoundary(vis, f2) la seconda delle tre componenti
connesse € stata esplorata.
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I vertici non ancora incontrati hanno il massimo lessicografico in vs, vertice
appartenente a fy: newlnnerBoundary(vis, fo) assegna fy ai campi eFace di
Cus,v45 Cvs,uz5 Cvz,025 Cug,v15 Cur,u7s Cur,u6) Cug,vs

Alla fine si vede che eFace(es5) = Nil e si scopre la faccia fy. Finito lat-
traversamento di fs4 si scopre che il gemello di e, ., ha il campo eFace non
settato: e, ., diventa il semispigolo di innesco della faccia limitata fs.

Dopo l'attraversamento il gemello di e,,, ., ha eFace non settato. Viene cosi
scoperta l'ultima faccia fg e dopo il suo attraversamento la DCEL & completa
e la sua tabella dei semispigoli &

e eFrom | eTwin ePrev = eNext  eFace e eFrom  eTwin  ePrev  eNext | eFace

&1y, Vi vt | By | Qg f 5 S1o.ve Vio Covio | Evirvio | Bvovip fo
&, V2 Qv Qv &y fo Sg,vi2 Vo vy Sy Spvy fo
&, | V1 Qv Gov | By fo Bpve | V12| G | v | Gvg | f2

&7v1 V7 &iv;  Bvr Sy, fs Siovi7 Vio v Suvie  Sirvis f1

€v,vs \] €vsv, €ug,v, €usv, fe €171 Vi7 Euiovir | Bvigviz | Euigve fo
Qsv, V3 Qovs  Guvs  Quv fo | &wpva Vo @uvie Qv G f2
&Vz.vg V2 Beve | Bvive | Blavg fs 1o Vi oV | v | oy f1
sV, Vg v Buvs Sy, fe €1vig Vi svin  Svpvin  BVigvyy fo
&svs V3 Qv | Bnvs | g fe g Vi Vig uvis | Svprvis | By fa
SRS Vg Qave  Bsvi Qv fo &uv, V11 Qv v By f2
€v,.vs Vg isvs | vy | Gusve f4 SYH Vi2 v | Qv | By fo
€5y, Vs Cuvs  Gevs vy fo Svi3vis Vi3 Sivis  Svigvis  Bvisvis fa
€4ve Va Qevs | Cavs | Sy, fe S1avis Vig v | Svisvie | Bvigvie f2

&g,vs Vg v  Bvs Qs fa Si3vi Vi3 sV vz Sievis f2

&s,v6 Vs vs | Buuvs | Bys fa Si6vis Vie isvie | Svisvis | Bvizvig fa
6.5 Ve &sve Gy By, fo Sviavis Vig Sisvie  Sviavie  Svisvie fa
A Ve €76 €Vg,v6 vy f 5 15y Vis &rvis | Svievis | Eviavis f 2

&7.v5 A Qv By Sy fo €i5,vis Vis5 iovis  Sviavis  BVigvis fa
6. Ve Ssvs | Bsvs | By, fa S6vis Vie Sisvie | Svisvie | Svisvi f2

&Vs.v Vg v Gy Sy, fs Qpvis V17 Qv By Svgvn 1

&gv10 Vo Qove | Svipve | Svpovn f2 Sigvi7 Vig &prvis | Svuvis | BVizvio fo

4.4 Caso generale

La DCEL e stata costruita ipotizzando che ogni vertice abbia grado > 2 e che
la frontiera di ogni faccia sia costituita da uno o pia poligoni semplici. Queste
ipotesi sono spesso ragionevoli, ma non sempre accettabili. Cominciamo a
discutere I'ultima ipotesi ragionando su un esempio: le frontiere esterne delle
due facce limitate sono poligoni semplici, ma la frontiera interna della faccia
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illimitata non lo & perché descritta da una lista circolare (oraria) di vertici
(v1, v3, v4, Vg, Vs, V4, V3, v2) in cui il secondo ed il sesto lato coincidono. Il grafo
di sinistra puo essere perturbato in quello di destra, che non da problemi:

V4 Uy
Vg

U1

V2 V2

Siamo in presenza di un poligono senza intrecci di lati ma con ripetizioni di
vertici. Poligoni di questo tipo saranno in seguito detti poligoni quasi semplici,
perché separando leggermente i vertici ripetuti si ottiene un poligono semplice.

La determinazione della faccia cui appartiene un punto di interrogazione e
cruciale nella costruzione della DCEL con pit di una componente connessa.

Per risolvere il problema del point location rispetto a poligoni quasi semplici
vediamo dove puo fallire ’algoritmo per il point location considerando un punto
di interrogazione ¢ come in figura. Non ci sono problemi per il poligono semplice
perturbato: I'algoritmo di point location:

(1) prende in ingresso la lista circolare di vertici (v1,v5, ..., v2);
(2) considera i lati non orizzontali: € = {(v1,v%), (v5,v)),..., (v2,v1)};

(3) considera il sottoinsieme € di ¢ formato dai lati con il vertice pid alto (a)
di ordinata a, > g, e vertice pit basso (b) di ordinata b, < g:

¢ = {(’Ué’ Ué,l)? (’Uflvvﬁ)’ (U57U4)7 (’U4’ U3)};

(4) infine viene considerato il sottoinsieme %" di ¥’ formato dai segmenti
intersecati dalla semiretta orizzontale da —oo a ¢:

¢" = {(v3,v}), (v5,v4), (va,v3)}.

Se la cardinalita di € ¢ pari allora g ¢ esterno al poligono ed ¢ interno se
dispari (come nel caso in esame).

Vg

V2

Se i vertici v} e v} tendono rispettivamente vs e vy si vede che il lato vs, vy
contribuisce con due intersezioni: una quando viene percorso da vz a v4 € una
quando viene percorso da v4 a v3.

Si puo concludere che I'algoritmo lineare per il point location rispetto a un
poligono semplice ¢ valido anche per un poligono quasi semplice.
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La DCEL puo essere costruita nel mo- f  fouter finner

do visto nella Sez. 4.3 anche per grafi

planari in cui le facce sono delimitate fo {evews = {f1, 2l
da poligoni quasi semplici. La tabella f1 | Qv 0

delle facce per il poligono considerato ;

¢ riportata a fianco. 2| v b

Pitt 0 meno inconsciamente e risol- -

to anche il problema legato a verti- W

ci di grado 1. Il segmento in figu-
ra puo essere pensato come derivato
da un triangolo con due vertici che si fo {ev,w, = {1}
avvicinano fino a coincidere.

f | fOuter flnner

Anche il prossimo esempio — un po’ pitl complesso — puo essere visto come
caso limite di un poligono semplice in cui alcuni vertici diventano coincidenti.

Ug
V7 f | fOuter finner
v Ve
Vs S fo eve, = (f1})
Vr
V1 7 f1 ev3,v4 {}
U3

In generale un poligono quasi semplice con n vertici puo essere visto come
derivato da un poligono semplice con pia di n vertici.

» Vertici isolati. L’unica restrizione ancora da affrontare ¢ quella relativa a
vertici di grado 0. Questi vertici sono isolati: vOutEdge non e definibile e non
¢’¢ modo di accedere a vertici del genere sfruttando le informazioni presenti
nella tabella dei semispigoli o delle facce.

In presenza di un grafo con vertici isolati basta costruire la DCEL del sotto-
grafo indotto dai vertici non isolati e poi localizzare i vertici isolati rispetto al
complesso delle facce della DCEL, come si e visto per i poligoni quasi semplici.






Bibliografia

[1] B. Chazelle. Triangulating a simple polygon in linear time. Discrete
Computational Geometry, 6:485-524, 1991.

[2] M. de Berg, M. van Kreveld, M. Overmars, e O. Scwarzkopf. Computational
Geometry - Algorithms and Applications. Springer-Verlag, 1997.

[3] D.E. Muller e F.P. Preparata. Finding the intersection of two convex
polyhedra. Theoretical Computer Science, 7(2):217-236, October 1978.

[4] F.P. Preparata e M.I. Shamos. Computational Geometry - An introduction.
Springer-Verlag, 1985.

43



	Poligoni e triangolazioni
	Poligoni
	Poligono generico
	Poligono semplice
	Alcuni problemi

	Diagonali
	Esistenza
	Triangolazione
	Un algoritmo di triangolazione


	Operazioni di base
	Area segnata
	Triangolo
	Poligono semplice
	Retta per due punti

	Point location
	Rispetto a una retta
	Rispetto a un poligono convesso
	Rispetto a un segmento
	Rispetto a un poligono semplice

	Intersezioni
	Semiretta orizzontale-segmento
	Segmento-segmento

	Ordinamento per angolo polare

	Grafi planari
	Introduzione
	Poliedri e grafi planari
	Duale di un poligono semplice triangolato

	DCEL
	Versione originale
	Versione con semispigoli
	Tabella dei vertici
	Tabella dei semispigoli
	Tabella delle facce
	Campi

	Costruzione
	Preprocessing
	Costruzione: fase I
	Costruzione: fase II

	Caso generale

	Bibliografia

