Prova scritta di Elementi di Logica Matematica
10 gennaio 2007

Cognome Nome
Matricola

Scrivete subito il vostro nome, cognome e numero di matricola, e tenete il
libretto universitario sul banco.

Svolgete gli esercizi direttamente sul testo a penna. Dovete consegnare solo
il foglio del testo: nessun foglio di brutta.

Per ogni esercizio ¢ indicato il relativo punteggio. Nella prima parte se la
riposta e corretta, il punteggio viene aggiunto al totale, mentre se la risposta
e errata il punteggio viene sottratto (I’assenza di risposta non influisce sul
punteggio totale).

Per superare I’esame bisogna raggiungere 18 punti, di cui almeno 5 relativi
alla prima parte.

PRIMA PARTE

Barrate la risposta che ritenete corretta. Non dovete giustificare la risposta.
1. Se FAGEHallora F=He G| H. F
2. (p— (p—q)) — (—g — —p) e valida. F
3. Ogni f-formula ¢ logicamente equivalente alla disgiunzione

dei suoi ridotti.
4. Se una formula proposizionale ha un tableau aperto

allora tutti i suoi tableaux sono aperti.
5. Quante sono le variabili libere nella formula

3 (Vy(r(z,y) — —~r(f(y), 2)) A 3z(p(f(2)) A =r(z,2)))? 0[1]2]3

6. Se I ¢ l'interpretazione di dominio N con f/(n) =n+2e
p! ={n €N : n & multiplo di 3} allora I = Vz(—p(z) — p(f(z))).

7. Se x non ¢ libera in F allora Vo p(z) — F = Jz(-p(x) V F).

8. =3z Vy(r(z,y) A —r(y,x)) ¢ una a-formula, una S-formula,
una ~y-formula o una J-formula?

9. Sia I' un insieme di Hintikka di formule predicative tale che
Vr(p(x) — q(x)) € I' e p(c) € T; allora =¢(c) ¢ I

SECONDA PARTE
10. Dimostrare che l'insieme

{Va(p(z) — =r(f(2),2)), 3 3y(p(x) Ar(y, ©))}

e soddisfacibile. (Utilizzate il retro del foglio)
11. Dimostrare che

—3z 3y (p(e) Ar(z,y) = Ve(ple) — —r(z, f(2))).
(Utilizzate il retro del foglio)
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12.

13.

14.

15.

Sia {c, g,u,s,p,v} un linguaggio dove ¢ e g sono simboli di costante, u &
un simbolo di funzione unario, s e p sono simboli di relazione unari e v e
un simbolo di relazione binario. Interpretando ¢ come “Camilleri”, g come
“Grisham”, u(x) come “I'ultimo libro di 27, s(z) come “x ¢ uno scrittore”,
p(z) come “x & un poeta” e v(z,y) come “x vende piu copie di y”, traducete
le seguenti frasi, utilizzando lo spazio sotto ognuna di esse:

(i) Camilleri e Grisham sono scrittori, e I'ultimo libro di Camilleri vende

piu copie dell’ultimo libro di Grisham,;

(ii) I'ultimo libro di qualche scrittore vende piu copie dell’ultimo libro di
qualsiasi poeta.

Usando il metodo dei tableaux stabilire se
(p—=gAT)AN(r— —pV=s)— (g—p)V(=sAT)
¢ valida. Se la formula non ¢ valida definite una valutazione che non la
soddisfa. (Utilizzate il retro del foglio)
Usando il metodo dei tableaux mostrare la validita di
Jz(Vy r(z,y) A —r(a, ) — =V Vy(r(z,y) — r(y, ).

(Utilizzate il retro del foglio)
Usando l'algoritmo di Fitting e utilizzando lo spazio qui sotto, mettere in
forma normale congiuntiva la formula

(s = u)V(—rAp) — (-qg— —t ANw).
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10.

11.

Soluzioni

F Adesempiose F=p, G=q, H=pAgsiha FAG|E H,ma FFEHe
GFH.

. 'V Si verifica facilmente ad esempio con le tavole di verita.

V Lemma 3.7 delle dispense.

. V E una conseguenza dei teoremi di correttezza e completezza: si veda

I’osservazione dopo il Teorema 4.21 delle dispense.
0 La formula & un enunciato.

. F Ad esempio nel caso in cui a z viene assegnato 2 l'implicazione non

risulta verificata.

. V L’equivalenza logica in questione discende da alcune delle equivalenze

logiche fondamentali: Yz p(z) — F = Jz(p(z) — F) = Jz(-p(x) V F).

. 7 E la negazione di una quantificazione esistenziale.
. 'V Deve essere p(c) — q(c) € I' e quindi =p(c) € T" oppure ¢g(c) € I': dato
)

che la prima alternativa ¢ impossibile (perché p(c) € I') si ha ¢(c¢) € " e
quindi —g(c) ¢ T

Bisogna trovare un’interpretazione che soddisfi i due enunciati. Un’inter-
pretazione [ tale che

D'={0,1}, p'={0}, flO=1 " ={0,0)}
(e con fI(1) qualsiasi) ha queste caratteristiche.
Supponiamo che [ sia un’interpretazione che soddisfa ’enunciato a sinistra
di =, ma non quello a destra: vogliamo ottenere una contraddizione.

Dato che I | —Vz(p(z) — —wr(x, f(x))) esiste un elemento dy € D'
tale che I ¥ p(x) — —r(xz, f(x)). Percido dy € p' e (do, fi(dy)) € rl.
Abbiamo quindi che I, olx/do]ly/f1(do)] E p(z) Ar(x,y) e di conseguenza
I =3z 3y(p(x) Ar(z,y)), contro la nostra ipotesi.



12. (i) s(c) A s(g) Ao(u(e), ulg));

(i) Jz(s(z) AVy(p(y) — v(u(z), uy)))).

13. Per stabilire se la formula e valida costruiamo un tableau per la sua negazio-
ne. In ogni passaggio sottolineiamo la formula su cui agiamo. In diversi casi
applichiamo la Convenzione 4.34 delle dispense e ci fermiamo non appena
un nodo contiene una coppia complementare.

“((=p = gAT)A(r— —pV=-s) = (g—p)V(msAT))

(p—=qgAT)AN(r— =pV=s),=((g—p)V(msAT))

—p—qgAr,r— —pV s, —((g—p)V(msAT))

-p—qAr,r — pV s, (g —p),(msAT)

—|p—>q/\r’7‘—>—|p\/—|8,q,—|p,—|(—|8/\7“)

p,r— pVos,q,p, (s AT) gAT, T — pVos,q,op,(0sAT)

®

q,r,r — "pV s, q,p, (s AT)
q?r7r_)_\pv_\S7Q7_|p78 q7r7r_>_\p\/_\87Q7_|p7_\r

®

q,7, 7,4, D, S q,r,pV S8, q,p, S
X

q?r7_|p7Q7_|p7S Q7T7_\87Q7_|p78

O 029

Il tableau e aperto e quindi la formula di partenza non e valida. Dalla foglia
aperta del tableau si ottiene (utilizzando il Lemma 4.31 delle dispense) una
valutazione che non soddisfa la formula: v(p) = F, v(q) = V, v(r) = V,
v(s) =V.



14. Per dimostrare la validita dell’enunciato costruiamo un tableau chiuso per
la sua negazione. Siano F, G e H le v-formule Vx Vy(r(z,y) — r(y,x)),
Yy r(c,y) e Vy(r(c,y) — r(y,c)). In ogni passaggio sottolineiamo la formula
su cui agiamo.
~(Fz(Vy r(z,y) A —r(a, x) — -F)

Jx(Vy r(x,y) A —r(a,z)), F
Yy r(c,y) A —r(a,c), F
G,-r(a,c), F
G,r(c,a),—r(a,c), F

G,r(c,a),=r(a,c), F, H

G,r(c,a),—r(a,c), F,H,r(c,a) — r(a,c)

G,r(c,a),—r(a,c), F,H,—r(c,a) G,r(c,a),—r(a,c), F,H,r(a,c)
X X
15.
(s = u) Vv (=r Ap) = =(=q — ~t Aw)])
([=((s = w) V (=r Ap)), =(=g — —t Aw)])
([=(s = u), (=g = ~t Aw)], [=(=r Ap), (=g — =t Aw)])
([s:2(=g = =t Aw)], [7u, =(=g — =t Aw)], [r,=p, (=g — =t Aw)])
(s, =, [s, ~(=t Aw)], [7u, =], [2u, (=t Aw)], [, =p, =gl [r, —p, (=t Aw)])
([s, =gl [s, t, ~w], [7u, =g, [~u, t, —w], [, =p, =], [r, —p, £, —w])
La formula in forma normale congiuntiva ottenuta e

(sV=g)A(sVEV—w)A(—uV=g) A(—uNVEV—w)A(rV—pV-g)A(rV-pVtV-w).



Prova scritta di Elementi di Logica Matematica
10 gennaio 2007

Cognome Nome
Matricola

Scrivete subito il vostro nome, cognome e numero di matricola, e tenete il
libretto universitario sul banco.

Svolgete gli esercizi direttamente sul testo a penna. Dovete consegnare solo
il foglio del testo: nessun foglio di brutta.

Per ogni esercizio ¢ indicato il relativo punteggio. Nella prima parte se la
riposta e corretta, il punteggio viene aggiunto al totale, mentre se la risposta
e errata il punteggio viene sottratto (I’assenza di risposta non influisce sul
punteggio totale).

Per superare I’esame bisogna raggiungere 18 punti, di cui almeno 5 relativi
alla prima parte.

PRIMA PARTE
Barrate la risposta che ritenete corretta. Non dovete giustificare la risposta.

<|
&l

1. (p — —q¢) A (p — q) — —p & valida.
2. =Vz Jy(r(z,y) V —r(y,x)) ¢ una a-formula, una [-formula,
una y-formula o una J-formula? m
3. Ogni a-formula ¢ logicamente equivalente alla disgiunzione
dei suoi ridotti.
4. Esiste una formula proposizionale che ha sia un tableau chiuso

<!
=] [=]

che un tableau aperto. V|F
5. Se F =GV H allora I = G oppure F |= H. V[F
6. Quante sono le variabili libere nella formula

Va(Jyr(z, f(y) — —r(y, ) AJ2(p(f(2) V —r(z,2)))?
7. Se x non ¢ libera in F allora 3z p(z) — F = Va(-p(x) V F). F
8. Se I & I'interpretazione di dominio N con fi(n) =n+2ep’ =

<!
&l

{n €N : nnon & multiplo di 3} allora I = Va(p(z) — p(f(x))).
9. Sia I' un insieme di Hintikka di formule predicative tale che
Vz=(p(z) Aq(x)) € T e q(c) € T; allora p(c) ¢ T.
SECONDA PARTE
10. Dimostrare che I'insieme

{32 3y(p(x) Ar(e,y)), Ve(p(e) — —r(z, f(2)))}

e soddisfacibile. (Utilizzate il retro del foglio)
11. Dimostrare che

=32 3y(p(e) A —rly, @) | Va(p(e) — r(f(2), ).
(Utilizzate il retro del foglio)
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12.

13.

14.

15.

Sia {m, s, u, c,b,v} un linguaggio dove m e s sono simboli di costante, u &
un simbolo di funzione unario, ¢ e b sono simboli di relazione unari e v ¢
un simbolo di relazione binario. Interpretando m come “Madonna’”, s come
“Spears”, u(x) come “l'ultimo cd di z”, ¢(x) come “z & una cantante”, b(x)
come “z & una band” e v(x,y) come “z vende piu copie di y”, traducete le
seguenti frasi, utilizzando lo spazio sotto ognuna di esse:

(i) Madonna e Spears sono cantanti, e 'ultimo c¢d di Madonna vende pit

copie dell’ultimo cd di Spears;

ii) I'ultimo cd di qualche cantante vende piu copie dell’'ultimo cd di
ii) 1'ulti d di Ich tant de pit ie dellulti d di
qualsiasi band.

Usando il metodo dei tableaux stabilire se
(p—=qgV-r)A(=g—=pAs)— (-rAp)V (s —q)
¢ valida. Se la formula non ¢ valida definite una valutazione che non la
soddisfa. (Utilizzate il retro del foglio)
Usando il metodo dei tableaux mostrare la validita di
Jz(=r(z,a) ANVy r(y,z)) — =V Vy(r(z,y) — r(y, ).

(Utilizzate il retro del foglio)
Usando l'algoritmo di Fitting e utilizzando lo spazio qui sotto, mettere in
forma normale congiuntiva la formula

(pA=q)V (r — w) — =(—s — t A ).
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10.

11.

Soluzioni

V Si verifica facilmente ad esempio con le tavole di verita.

§ Ela negazione di una quantificazione universale.

F Una a-formula e logicamente equivalente alla congiunzione dei suoi
ridotti (Lemma 3.7 delle dispense).

. F Quanto affermato e impossibile a causa dei teoremi di correttezza e

completezza: si veda 'osservazione dopo il Teorema 4.21 delle dispense.

. F Ad esempiose F =p, G =q, H=—gsiha F =GV H (perché GV H

e valida), ma FEGe FFE H.
1 La terza occorrenza di y e libera.

. V L’equivalenza logica in questione discende da alcune delle equivalenze

logiche fondamentali: Jx p(x) — F =V (p(x) — F) =Va(-p(z) V F).

. F Ad esempio nel caso in cui a = viene assegnato 1 l'implicazione non

risulta verificata.

. 'V Deve essere =(p(c)Aq(c)) € I' e quindi —p(c) € I oppure —¢(c) € I': dato

che la seconda alternativa ¢ impossibile (perché ¢(c) € T') si ha —p(c) € T e
quindi p(c) ¢ T.

Bisogna trovare un’interpretazione che soddisfi i due enunciati. Un’inter-
pretazione [ tale che

DI:{Ovl}v pI:{O}v f1<0) =1, rf = {<070)}
(e con fI(1) qualsiasi) ha queste caratteristiche.
Supponiamo che I sia un’interpretazione che soddisfa ’enunciato a sinistra
di =, ma non quello a destra: vogliamo ottenere una contraddizione.

Dato che I = =Vz(p(xz) — r(f(z),r)) esiste un elemento dy € D! tale
che I,o(x/do] ¥ p(x) — r(f(x),x). Percio dy € p' e (fi(do),do) & r'.
Abbiamo quindi che I, o[z /do|[y/ f'(do)] E p(z) A—r(y, x) e di conseguenza
I =3z 3y(p(x) A —r(x,y)), contro la nostra ipotesi.



12. (i) ¢(m) Ac(s) Av(u(m),u(s));

(i) Jz(c(z) AVy(b(y) — v(u(z), u(y))))-

13. Per stabilire se la formula e valida costruiamo un tableau per la sua negazio-
ne. In ogni passaggio sottolineiamo la formula su cui agiamo. In diversi casi
applichiamo la Convenzione 4.34 delle dispense e ci fermiamo non appena
un nodo contiene una coppia complementare.

=((p— —qV-r)A(=g—pAs)— (-rAp)V(s—q))

(p——qVr)A (g —=pAs),~((rAp) V(s —q))

p— —qV-r,mqg—pAs,((-rAp) V(s —q))

p— gV -r,mg—=pAs,~(=rAp),=(s—q)

p— gV -r,mg—pAs,(-rAp),s, g

p— gV -r,qg,(-rAp),s,mqg  p— gV -or,pAs,(—rAp),s,q

®

p— gV -, p,s,2(-r Ap),s,q
p— —qV r,p,s,71,8,7q p— —qN T, p,s, P, S, q

/\ ®

_|p7p7s7/r787_\q _\q\/_\r7p787r787_|q

_|q7p757r7 87 _‘q _‘T7p7 87T7s7 _|q

O 02y

Il tableau e aperto e quindi la formula di partenza non e valida. Dalla foglia
aperta del tableau si ottiene (utilizzando il Lemma 4.31 delle dispense) una
valutazione che non soddisfa la formula: v(p) = V, v(q) = F, v(r) = V,
v(s) = V.



14. Per dimostrare la validita dell’enunciato costruiamo un tableau chiuso per
la sua negazione. Siano F, G e H le v-formule Vx Vy(r(z,y) — r(y,x)),
Yy r(y,c) eVy(r(a,y) — r(y,a)). In ogni passaggio sottolineiamo la formula
su cui agiamo.
Jz(—r(x,a) ANVy r(y,x)) — —F)

Jz(—r(z,a) ANVy r(y,x)), F
—r(c,a) ANVy r(y,c), F
oG
—-r(c,a),G,r(a,c), F

_‘T(C> a)’ G> T(aa C)> F.H

_|T(C7 a)7 G? ,r(a/7 c)’ F7 H7 T(a7 C) — T(C, a)

—-r(c,a),G,r(a,c), F,H,—r(a,c) —r(c,a),G,r(a,c), F,H,r(c,a)
X X
15.
([0 A=) V (= w) — (=5 — t A=)
(P A=)V (r = w)), ~(=s = t A —u)])
([0 A =), (s = A ), [ = w), (s — £ A )]
(=, a0, ~(=s — t A=), [r, ~(=s — t A =w)], [w, =(=s — t A —u)])
([=p, q, =8, [7p, ¢, ~(t A=), [r, —s], [r, =t A —w)], [-w, =s], [-w, =(E A —u)])
([=p, q, =], [7p, q, =t, u], [r, =s], [r, —t, u], [w, =s], [-w, —t, u])
La formula in forma normale congiuntiva ottenuta e

(—pVaV=s)A(=pVaV—tVu)A(rV=as)A(rV—tVu) A(—wV=s)A(-wV -t Va).



