G.GORNI 1993/94

Patologia dei limiti

1. Il seno di “uno su ics”.

La funzione

1
f(x) :=sen — per x >0
x

¢ la pitl classica funzione “patologica” nel suo comportamento per x — 07. Vediamo di studiarla brevemente.

Una prima osservazione che viene gratis e che la f € composizione di

(8 due funzioni (la z — 1/x per > 0 e la y — seny per y € R) entrambe

le quali sono continue sul loro dominio e anche derivabili infinite volte.
Quindi anche la funzione f e continua e derivabile sul suo dominio.

La prossima cosa che conviene notare ¢ che la funzione z — 1/z

1 2

/ dalla semiretta Ry in sé e strettamente decrescente, cioe ¢ invertibile
Y
1

e rovescia 'ordine sulla semiretta. I punti x molto grandi vengono
8 2 trasformati in punti 1/z molto piccoli e viceversa. La prima figura
vuole visualizzare I’azione della z — 1/z per 0 < z < 3.

ak Gt1 k42 Qk+3 Qftd La seconda figura fa vedere come la composi-
zione con la funzione x — 1/x deforma il grafico del
seno: oltre al ribaltamento dell’ordine, ¢’e uno stira-
mento non uniforme in direzione orizzontale, mentre
le distanze verticali rimangono invariate. (Le scale
sopra e sotto sono diverse: un intervallo che comin-
ci a destra di 1 viene compresso, come vedremo).
I punti cruciali del grafico del seno ay := k7 /2,
k € N\ {0} vengono trasformati nei loro recipro-
ci by := 1/ap = 2/km. Trasportando le conoscenze
che abbiamo sul grafico del seno possiamo dire che
f si annulla nei punti by con k pari, vale 1 in by con
k=1 (mod4), vale —1 quando k =3 (mod 4),
¢ strettamente decrescente negli intervalli del tipo
[br+1,bp—1] ed & strettamente crescente negli intervalli del tipo [bg+3,bk+1] con k =0 (mod 4). Le infinite
oscillazioni che il seno ha fra 7/2 e 400 vengono schiacciate in modo da farle stare fra 0 e 2/7. La prima
delle due figure seguenti mostra il grafico di f su [0, 1] e la seconda & uno zoom del rettangolino.

brta brys biy2 b1 bi
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A scanso di equivoci, le righe verticali che si vedono nell’ingrandimento non sono esattamente verticali,
anzi, non sono a rigore neanche delle linee rette, anche se agli effetti dell’occhio la differenza non si nota.
La zona nera va immaginata come composta da infinite fittissime righe quasi verticali, non separabili una
dall’altra se non con microscopi sempre pitl potenti via via che ci si avvicina all’asse delle ordinate.

Che cos’ha di patologico la funzione x +— sen(1/z)? Beh, solo il fatto che non ha limite per z — 0T, e
quindi, pur essendo limitata (compresa fra —1 e 1), non si pud estendere a una funzione continua definita
su [0, 4o00[. Di certo ci sono molte altre funzioni con questa proprieta, ma questa ha il vantaggio storico di
essere una “funzione elementare” e di essere la piu semplice fra queste ad esibire la patologia.

Verifichiamo per scrupolo che il limite non esiste: poiché lo 0 ¢ punto di accumulazione per il dominio,
se il limite esiste, € necessariamente unico. D’altra parte le due sottosuccessioni k — bggry1 € k — bag3
tendono entrambe a 07 per k — +oo ma lungo di esse la funzione ha limiti diversi:

2 m
a1 = ——— — O b =5 =5 (— 2k>5 1— 41,
WS T e e f(bary1) =sen e~ 3 +2km) =+1 — +

2 1 3T
b =—— _ 0" b = = (— 2k>£—1 —1.
4kt3 T — e f(bagt3) =sen s sen| + 2km —

A ben guardare, la non esistenza del lim,_ o+ sen(1/x) si ottiene semplicemente dalla non esistenza del
limy 4~ seny col cambio di variabile y = 1/z, che trasforma y — +oco in # — 0. Fra tutti i cambi di
variabile che hanno tale effetto, questo sembra il piu elementare, ma ce ne sono altri, come per esempio
y=—Inz.

Esercizio. La composizione con x — 1/x come deforma la parte del grafico del seno su |0, 27]? Com’e
il limite di sen(1/z) per z — +00?

Esercizio. Com’¢ il limite di (1/z)sen(1/x) per x — 0% e per x — +00?

Esercizio. Studiare i limiti in 0% e a +oo della funzione g: z — senlnz, > 0. Notare che se poniamo

A = €2™ si ha g(Ar) = g(z) per ogni # > 0. Questo vuol dire che esiste un cambiamento di scala sull’asse =
che manda il grafico di g in se stesso. Esiste un A con questa proprieta per la funzione x — sen(1/z)?

2. La funzione di Dirichlet.

Un’altra funzione “malata” che ¢ di rigore pre-
sentare quando si trattano i limiti e la funzione che
prende il nome dal matematico tedesco Peter Gustav

1 Lejeune DIRICHLET (1805-1859) (in Italia il nome &
pronunciato alla francese). La definizione & la se-
guente:

_J0 sexzeR\Q,
f(x)'_{l se z € Q.

-1 0 1 > (E irrilevante ai nostri fini che i valori siano proprio 0
e 1; basta che siano diversi fra loro). Giacché sia i
razionali che gli irrazionali sono densi fra i reali, il
grafico di f contiene infiniti punti densi sull’asse x
e infiniti punti densi sulla retta y = 1. Ogni rappresentazione grafica di quest’idea ¢ inadeguata, ma ci
abbiamo provato disegnando le due rette tratteggiate, facendo il possibile che i trattini su una delle due rette
corrispondano in verticale a interstizi dell’altra.

La peculiarita della funzione di Dirichlet & che non ammette limite in nessun punto zo di RU{—o00, +-00}.
Infatti esistono sempre una successione n +— a, di numeri razionali e una successione n +— b,, di irrazionali
che entrambe tendono a xg, perd f(a,) ¢ costantemente 1 e f(b,) & costantemente 0.

Esercizio. La funzione di Dirichlet non ha nemmeno limiti destri e sinistri.

Esercizio. Discutere I'esistenza dei limiti delle funzioni

[ a? se x € Q, | senzx se x € Q, J0 ser € Q,
g(x).—{ 2 sexeR\Q, h(m)'_{—senx se x € R\ Q, k($>_{

—x



G.GORNI Patologia dei limiti 1993/94
3. Una gradinata infinita.
Dovrebbe essere ben noto che la funzione “parte intera” x — |z| ha un grafico a scalinata, con discon-

tinuita di tipo salto in ogni punto di ascissa intera. Componendo a sinistra o a destra, o da entrambe le
parti, con altre funzioni possiamo produrre scalinate di forme bizzarre. L’esempio che illustriamo qui ¢

1
m se0<z <,
xTr) .= x
f=) 0 se z <0,
1 se x> 1.

Notare che la funzione ¢ definita su tutto R perché |1/x] esiste ed & diverso da 0 quando 1/z ¢ 0 <00 > 1,
cioe quando o x < 0 0 0 < & < 1. Lasciamo alle lettrici scoprire cosa succederebbe se definissimo la f(z)
come 1/|1/x] anche per z < 0.
Quando 0 < x < 1 il reciproco 1/x ¢ > 1 e
la sua parte intera prende solo valori interi positivi.
1 o Vediamo dove li assume:

H —neN\{0} <«

n§l<n+1 <= —<x§l.
T n+1 n
0.5¢ o——e
Dunque su ogni intervallo del tipo |1/(n + 1),1/n]
o—e conn € N\ {0} la f & costante e vale 1/n. Nei punti
oo della forma 1/n con n > 1 ¢’¢ una discontinuita di
oe tipo salto: la funzione a destra vale 1/n e a sinistra
1/(n 4+ 1). Per n = 1 invece non c’¢ discontinuita
05 1 perché sia a sinistra che nel punto che a destra (per
' come ¢ definita per z > 1) la funzione vale 1.
La parziale patologia della f sta nel fatto che in ogni intorno di 0 ha infiniti punti di discontinuita
(quelli del tipo 1/n con n > 1), ma nello 0 stesso la funzione é continua. Possiamo verificare quest’ultima
affermazione per esempio usando la disuguaglianza della parte intera y — 1 < |y] < y, che, applicata al

nostro caso, da (sempre per 0 < z < 1):

1 1 1
——1<|=-| <= =
T T T

= z< f(z) < =

(Nonostante quanto parrebbe a occhio, le estremita sinistre dei segmentini della figura non sono allineate
su una retta, ma sono situate sul grafico di y = /(1 — z)). Usando il teorema dei carabinieri abbiamo
lim,_ o+ f(x) =lim, g+ = lim,_,o+ /(1 —2) = 0= f(0). Il limite da sinistra & ovviamente 0, per cui la f
¢ continua in 0.

Esercizio. La f ¢ monotona ed & continua a sinistra in ogni punto.

Esercizio. Studiare limiti e continuita della funzione z — [sen(1/x)].

*Esercizio. Studiare limiti e continuita della funzione z +— sen|1/x|. (Usare quanto si sa della
successione n — senmn).

Esercizio. Disegnare il grafico di una funzione f a caso e ricavarne il grafico di  — [f(z)] e di
z = f(lz)).

Esercizio. Sia g:R — R crescente e biiettiva. Che cosa si pud dire della funzione z — g(|g~*(z)])?
(Avvio: porre z,, := g(n) e considerare la funzione sugli intervalli [, z,+1[). E se g & decrescente?
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4. “Numeratore” e “denominatore” dei numeri razionali.

Prendiamo un numero razionale r, facciamone il valore assoluto |r|, che & ancora razionale, e poi scri-
viamo |r| come frazione ridotta ai minimi termini: |r| = p/q con p € N, ¢ € N\ {0}, con p e ¢ primi
fra loro. Questi numeri sono individuati univocamente da r e quindi definiamo le funzioni “numeratore” e
“denominatore” da Q in N come numr := p, denr := ¢ rispettivamente.

La “morale” della proposizione che segue ¢ che se vogliamo avvicinarci a un numero irrazionale con delle
frazioni, necessariamente i numeratori e denominatori tenderanno all’infinito.

Proposizione. Se zy ¢ un numero irrazionale, allora

lim numr = lim denr = +o00.

r—T r—T

reQ reQ

Dimostrazione. (L’indicazione ‘r € Q’ nel limite non sarebbe indispensabile, ma non guasta ricordare
che num e den sono definiti solo su Q). Usiamo il criterio delle successioni: sia n — r,, una successione di
razionali che tende a T (rimanendone ovviamente diversa), e dimostriamo che necessariamente num r,, — +00
e denr, — +o00. Ricordiamoci prima di tutto che (numr,)/(denry,) = |r,| — |Z| per ogni n.
Supponiamo per assurdo che numr,, non tenda a +o0, ossia che abbia un minimo limite finito > 0 (non puo
essere negativo perché numr,, > 0 per ogni n). Allora esiste una sottosuccessione k — numr,, che ha limite
finito py > 0. Necessariamente py ¢ intero (& un fatto generale che successioni di interi hanno solo interi
come punti limite finiti). Possono ora accadere due cose: o denr,, tende a +00, oppure ha un minimo limite
finito. Nel primo caso si ha che |r,, | = (numr,,)/(denr,,) — po/ + 0o = 0, assurdo perché |r,, | tende
a |Z| che ¢ irrazionale per ipotesi. Se siamo nel secondo caso, possiamo estrarre una sotto-sottosuccessione
j — den Ty, che tende a un numero qq intero, finito e > 1. Ma anche questo & assurdo, perché allora
|rnkj| = (num Tn, )/(den rnkj) — po/qo € Q, mentre dall’ipotesi segue che |Tnkj\ — |z] e R\ Q.
Dunque si ha certamente numr, — +oco. Se per assurdo si avesse che denr, non tendesse anch’esso
a 400, potremmo estrarre una sottosuccessione k — denr,, che ha limite finito > 1. Ma allora |r,, | =
(numry,, )/(denr,, ) — +oo, assurdo perché |r,, | — |Z| € R. O

Qui di seguito ci sono i grafici di num e di den, tenendo in conto solo le frazioni con denominatore da 1
a 16. Notare che le scale verticali sono diverse fra loro e da quella orizzontale. In particolare non credere
che tutto il grafico del numeratore stia al di sotto delle diagonali del primo e secondo quadrante.

30 .. ISR R P S
o5 . °. . e . P 7 S e e e e e ..
-1 1 2 -1 0 1 2

Esercizio. Le funzioni num e den sono periodiche? Di che periodi? Dimostrare che num(1 + z) =

num z + den z per ogni € Q. Anche num(2 + z) = numx + 2denz. Si pud generalizzare? Esistono i limiti
di num e den a +00 e a —o0?

Esercizio. Sia il grafico di num che quello di den, quando ci avviciniamo con ’ascissa a 1, sembrano
scappare a +00, con punti che paiono seguire delle curve. Riuscite a trovare e dimostrare una formula per
quelle curve? E a dimostrare di conseguenza che numr e denr tendono a +oo per r — 17

Esercizio. Dimostrare che lim,_,,, numr = lim,_,,, denr = +00 se g € Q \ {0}. E se xg =07
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5. “Uno su denominatore”.

Prendiamo un numero razionale r # 0, facciamone il valore assoluto, scriviamo il risultato come frazione
ridotta ai minimi termini, e poi mettiamo 1 al posto del numeratore. Se si estende a 0 la definizione per i
numeri irrazionali, quello che si ottiene & la funzione

f(2) = ) denz se x €Q,

0 sex € R\ Q.

Qui di seguito ¢’¢ un grafico di f ristretta all’intervallo [0, 1], ottenuto prendendo solo le frazioni con deno-
minatore non superiore a 100. Questa limitazione produce la striscia bianca spuria di spessore 1/100 appena
sopra l’asse delle ascisse. In realta la striscia sarebbe infestata da uno sciame di infiniti punti. La meta
superiore della figura & bianca, eccetto per i due punti (0,1) e (1, 1), che appartengono al grafico. Si notera
che vicino all’asse delle x il grafico contiene delle microstrutture, che i lettori sono invitati a esplorare.




G.GORNI Patologia dei limiti 1993/94

Proposizione. La funzione f é continua in tutti e soli i punti irrazionali.

Dimostrazione. Sia x( irrazionale. Per ogni successione n +— u, di irrazionali che tende a x¢ si ha
f(up) =0 — 0. Quindi, dalla caratterizzazione del limite tramite successioni, si ha che

Ve>030; >0Vu e R\Q 0< |u—mo| <= |f(u)—0]=]|f(u) — f(zg)] < e.
D’altra parte, per ogni successione n +— v, di numeri razionali si ha denv, — +oo, da cui f(v,) =
1/denw,, — 0 pure, e quindi
Ve>0302 >0V eQ 0<|v—ag| <d2=|f(v)—0]=]f(v)— flzo)| <e.
Prendendo 0 := min{dy, d2} e mettendo insieme i due fatti si ottiene
Ve>030>0Ve eR 0<|z—zo| <d=|f(z)—0]=|f(x)— f(zo)| <&,

cioe la definizione di lim,_,,, f(z) =0 = f(zo).
Se invece x ¢ razionale, si ha f(xg) = 1/denzy # 0, mentre esiste una successione n — x, di numeri
irrazionali tendente a xg, e per quella successione si ha f(z,) =0 — 0 # f(z). O

Esercizio. Siano @ # A, B CR, AUB =R e ¢:R — R. Se quando z — xy € [—00, +00] entrambe le
restrizioni g|4 e g|p tendono a ¢, allora anche g tende a ¢.

Esercizio. La funzione f ¢ periodica? Dimostrare che f(%+1z) = f(3 — ) per ogni z € R. C’¢ qualche
relazione semplice fra f(3 +z) ed f(z)?

Esercizio. Dimostrare che f(z) < |z| se z # 0. Inoltre che f(z) < 2|z — 1| se = # 1/2. Ancora
f(z) <...perax#1/3.

Esercizio. Dimostrare che lim,_;, f(z) = 0 per ogni € R. E quando = = +00?

Esercizio. Preso un y > 0, quanti sono i punti del grafico di f che hanno ascissa in [0, 1] e ordinata > y?

Esercizio. Supponiamo che ¢:[0,1] — R sia > 0 e che per ogni y > 0 soltanto un numero finito di
punti del grafico di g abbiano ascissa > y. Dimostrare che lim,_,,, g(z) = 0 per ogni xo € [0, 1]. Una tale g
¢ continua in tutti e soli i punti in cui ¢ nulla.

6. Una funzione con grafico denso nel piano.

Sappiamo che Q & denso in R, cioe che ogni numero reale ¢ limite di una successione di razionali. Ne
segue facilmente che se r # 0 anche 'insieme rQ dei prodotti di r per i numeri razionali & pure denso in R.

Lemma. Se prendiamo due numeri primi p,q > 1 distinti, i due insiemi Q,/p e Q./q sono disgiunti,
eccetto che nello zero: Q,/pNQ,/q = {0}.

Dimostrazione. Supponiamo che esistano r,s € Q \ {0} tali che r,/p = s,/g. Moltiplicando per un
denominatore comune fra r ed s possiamo riportarci a un’uguaglianza della forma

VP =54,
dove 7 e § sono interi. Anzi, dividendo per il massimo comun divisore fra 7 e § possiamo anche supporre che
siano primi fra loro. Ora eleviamo al quadrato, ottenendo un’uguaglianza fra numeri interi:

p=35%q.

Il secondo membro ora & divisibile per il numero primo ¢, mentre il fattore p del primo membro non lo &,
per cui deve essere 'altro fattore #2 a essere divisibile per ¢. Ma allora anche 7 ha ¢ come fattore primo,
cio¢ 7/q € Z. Si puo riscrivere 'uguaglianza come (7/q)%qp = 52¢, da cui, dividendo per ¢ ambo i membri,
abbiamo

(7/q)*pg = 5,
che mostra come 32, e quindi anche 3, siano divisibili per q. Ma anche 7 era risultato divisibile per ¢, e
questo va contro l'ipotesi che 7 e § fossero primi fra loro. [J
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Ora siamo autorizzati a definire una funzione f nel modo seguente:

o) = qualsiasi cosa che dipenda da p se esiste p > 1 numero primo tale che € Q,/p \ {0},
=0 se per ogni p > 1 numero primo si ha z ¢ Q,/p \ {0}.

Con quel “qualsiasi cosa” possiamo giocare come segue: dato che l'insieme dei numeri primi € infinito e
numerabile, e sapendo che esistono sottinsiemi di R numerabili e densi in R (per esempio Q), esiste anche
una funzione p: {p € N : peéprimoe > 1} — R con immagine densa in R. Se prendiamo questa o(p)
come il “qualsiasi cosa”, il risultato & una funzione f:R — R il cui grafico € denso nel piano: per ogni
(r,y) € R? esiste una successione(z,,,y,) € graf f tale che z,, — = e y, — y. Se volessimo disegnare un
grafico di questa f dovremmo pitturare di grigio tutta la figura, con un grigio piu intenso sull’asse x, dove
sono concentrati un’infinita pit che numerabile di punti del grafico.

Esercizio. Dimostrare che se r € Q e \/r € Q allora r € N.

Esercizio. Nel piano, escluso l'asse x, ci sono un’infinita numerabile di punti del grafico di f.

Esercizio. Dimostrare I’asserzione secondo cui il grafico di f ¢ denso nel piano. Avvio: datoe =1/n >0
esiste un numero primo p,, tale che |p(pn) — y| < 1/n, ed esiste z,, € Q,/p,, tale che |z, — x| < 1/n...

Esercizio. Se una funzione f:R — R ha grafico denso nel piano, allora non ha limite in nessun punto.
Inoltre non esiste alcun intervallo contenente almeno due punti sul quale la f sia limitata superiormente o
inferiormente.
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