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ZF & ormai considerato il sistema assiomatico standard (almeno
per i teorici degli insiemi),

ma & troppo debole. E totalmente inadeguato a maneggiare
I'infinito.

Anche aggiungendo AC i problemi permangono:

basti pensare a CH, o all'esponenziazione cardinale in generale.
Nel corso degli anni sono stati proposti diversi assiomi per
descrivere |'universo oltre V,,.

Alcune di queste sono riunite sotto il nome di Large Cardinal
Hypothesis.

Vale a dire una serie di assiomi eterogenei che segnano la
percezione dell'universo, hanno conseguenze anche su altri ambiti
della Teoria degli Insiemi (e della Matematica)...

...e incredibilmente sono ordinati in maniera (quasi) lineare, ovvero
ciascuno implica o & implicato da un altro.
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Teorema (Solovay)

L'esistenza di un cardinale misurabile € equiconsistente con " ‘Ogni
misura Boreliana su B([0,1]) puod essere estesa ad una misura su

P([0,1])"".

Teorema

Esiste un cardinale misurabile se e soltanto se esiste un cardinale s
ed esiste un omomorfismo non banale h: Z* /Z<" — 7.

Teorema (Martin-Steel)

Tutti i giochi infiniti su {0, 1} sono determinati”’ & equiconsistente
con |'esistenza di w cardinali di Woodin.
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Definizione

Siano M, N insiemi o classi. j : M < N & un'immersione elementare
se:

e ¢ iniettiva;

e per ogni formula p(v1,...,v,) € a1,...,an

ME p(a1,...,an) sse NE p(j(a1),---,j(an))

Se un'immersione elementare non sposta alcun ordinale, allora &
I'identita.
Il pit piccolo ordinale che viene spostato si chiama punto critico.
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[0: Esiste un'immersione elementare j : L(Vi11) < L(Vy41) con
crt(j) < A,

dove L(Vy41) € il pit piccolo modello di ZF contenente gli ordinali
e Va1
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Poiché la cofinalita di A &€ w, V)41 & molto simile a V11, ovvero
R (& possibile definirvi una teoria descrittiva, comprese
caratterizzazioni con alberi).

Quindi L(V)+1) & molto simile ad L(R).

Incredibilmente, L(V)41) sotto 10 & molto simile a L(R) sotto AD.
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Le definiamo nel contesto pit generale di j : L(N) < L(N),

Vigr CNC Vo

Definizione

J & proprio sse per ogni X € L(N) N Vo (X, j(X),j((X)),...) €
L(N).

v

Teorema
Supponiamo che L(N) F V = HODy, . Allora j & proprio sse
I'insieme dei punti fissi di j & cofinale in ©L(V).
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Teorema

Supponiamo esista ¢ tale che L(E¢) # V = HODy,,. Allora esiste
« tale che ogni immersione elementare j : L(E,) < L(E,) non &
propria. Diciamo che « € un ordinale totalmente non-proprio.




La possibilita di un'immersione elementare di essere o meno propria
dipende dalla struttura sottostante?



La possibilita di un'immersione elementare di essere o meno propria
dipende dalla struttura sottostante?

In altre parole, se abbiamo in mano un'immersione elementare
propria, siamo sicuri che qualunque tentativo di trovare
un'immersione elementare non-propria con lo stesso dominio sia
futile?



La possibilita di un'immersione elementare di essere o meno propria
dipende dalla struttura sottostante?

In altre parole, se abbiamo in mano un'immersione elementare
propria, siamo sicuri che qualunque tentativo di trovare
un'immersione elementare non-propria con lo stesso dominio sia
futile? No.



La possibilita di un'immersione elementare di essere o meno propria
dipende dalla struttura sottostante?

In altre parole, se abbiamo in mano un'immersione elementare
propria, siamo sicuri che qualunque tentativo di trovare
un'immersione elementare non-propria con lo stesso dominio sia
futile? No.

Teorema

Sia «v il pits piccolo ordinale tale che L((E,) )N Vii2 = L(E,)NViyo.




La possibilita di un'immersione elementare di essere o meno propria
dipende dalla struttura sottostante?

In altre parole, se abbiamo in mano un'immersione elementare
propria, siamo sicuri che qualunque tentativo di trovare
un'immersione elementare non-propria con lo stesso dominio sia
futile? No.

Teorema

Sia «v il pits piccolo ordinale tale che L((E,) )N Vii2 = L(E,)NViyo.
Allora esistono j, k : L(E,) < L(E.), j propria and k non propria.




La possibilita di un'immersione elementare di essere o meno propria
dipende dalla struttura sottostante?

In altre parole, se abbiamo in mano un'immersione elementare
propria, siamo sicuri che qualunque tentativo di trovare
un'immersione elementare non-propria con lo stesso dominio sia
futile? No.

Teorema

Sia «v il pits piccolo ordinale tale che L((E,) )N Vii2 = L(E,)NViyo.
Allora esistono j, k : L(E,) < L(E.), j propria and k non propria.
Diciamo che « & un ordinale parzialmente non-proprio.
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Proposition
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Proposition
Sia 3 uno degli ordinali totalmente non-propri che conosciamo. Al-
lora se j,k: L(Eg) < L(Eg) ej [ Va=k [ V), j=k.

v

Proposition

Sia « |'ordinale parzialmente non-proprio di qui sopra, e fissiamo j.
Allora esistono 2 proprie e non proprie k : L(E,) < L(E,) tali che
JITVa=kI Vi

<




Se j & propria, allora I'insieme C; dei punti fissi sotto OLE) & un
w-club.
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Se j & propria, allora I'insieme C; dei punti fissi sotto OLE) & un
w-club.  Cosa possiamo dire di GGAC,?
Proposition

Esistono j e k tali che CGAC, ¢ illimitato.
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e Problemi sull’algebra delle immersioni elementari in L(E,).
e Problemi sugli ordinali parzialmente e totalmente non-propri.

e Esiste un'immersione elementare non-propria
J i L(X, Vag1) < L(X, Vaga)?

e Problemi sulla validita degli insiemi lcaro.



Non sono mai stato certo se la morale della storia di Icaro dovesse
essere, come generalmente si ritiene, " non cercare di volare troppo
alto”, o piuttosto "lascia stare la cera e le piume e lavora meglio
sulle ali”

Stanley Kubrick



