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1. Introduzione alle dinamiche
caotiche
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�Prototipo di sistema dinamico caotico: ferro di ca-
vallo di Smale (Smale Horseshoe).
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�Prototipo di sistema dinamico caotico: ferro di ca-
vallo di Smale (Smale Horseshoe).

� Indichiamo con Q := [0, 1]2 il quadrato unitario di R2

e sia f : Q→ R2 come in figura:
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�Ricerca dell’insieme invariante

Λ :=

+∞⋂
n=−∞

fn(Q).
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Λ :=

+∞⋂
n=−∞
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�Osservazione: Λ risulterà compatto!
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�Ricerca dell’insieme invariante

Λ :=

+∞⋂
n=−∞

fn(Q).

�Osservazione: Λ risulterà compatto!

� Iterate positive ⇒ linee verticali;
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� Iterate negative ⇒ linee orizzontali;
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�Quindi Λ è costituito dai punti che appartengono alle
varie intersezioni tra linee verticali ed orizzontali.
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�Quindi Λ è costituito dai punti che appartengono alle
varie intersezioni tra linee verticali ed orizzontali.

�A ogni punto viene associata in modo unico una se-
quenza bi-infinita di 0 e 1 ⇒ dinamica su due simboli.
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�Chiamiamo Σ2 := {0, 1}Z, su cui agisce lo shift di
Bernoulli σ : Σ2 → Σ2, cioè l’omeomorfismo

σ((si)i) := (si+1)i .
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�Teorema: Esiste un omeomorfismo φ : Λ → Σ2 e vale

φ ◦ f = σ ◦ φ,
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�Chiamiamo Σ2 := {0, 1}Z, su cui agisce lo shift di
Bernoulli σ : Σ2 → Σ2, cioè l’omeomorfismo

σ((si)i) := (si+1)i .

�Teorema: Esiste un omeomorfismo φ : Λ → Σ2 e vale

φ ◦ f = σ ◦ φ,
⇒ f è coniugata allo shift di Bernoulli σ.

�Le proprietà topologiche (≡ indipendenti dalla scelta
della metrica) di (Σ2, σ) si trasferiscono a (Λ, f).
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�Chiamiamo Σ2 := {0, 1}Z, su cui agisce lo shift di
Bernoulli σ : Σ2 → Σ2, cioè l’omeomorfismo

σ((si)i) := (si+1)i .

�Teorema: Esiste un omeomorfismo φ : Λ → Σ2 e vale

φ ◦ f = σ ◦ φ,
⇒ f è coniugata allo shift di Bernoulli σ.

�Le proprietà topologiche (≡ indipendenti dalla scelta
della metrica) di (Σ2, σ) si trasferiscono a (Λ, f).

� (Σ2, σ) è caotico secondo diverse definizioni (Devaney,
lancio della moneta, etc.) ⇒ grazie alla compattezza,
anche (Λ, f).
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�Problema: verificare condizione di iperbolicità ⇒
scomposizione dello spazio tangente nelle componenti

stabile ⇒ compressione;

instabile ⇒ espansione,

invarianti sotto l’applicazione del differenziale.
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�Si cercano formulazioni più semplici.
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stabile ⇒ compressione;

instabile ⇒ espansione,

invarianti sotto l’applicazione del differenziale.

�Si cercano formulazioni più semplici.

�Kennedy, Koçak e Yorke (2001) studiano i ferri di
cavallo topologici.
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�Problema: verificare condizione di iperbolicità ⇒
scomposizione dello spazio tangente nelle componenti

stabile ⇒ compressione;

instabile ⇒ espansione,

invarianti sotto l’applicazione del differenziale.

�Si cercano formulazioni più semplici.

�Kennedy, Koçak e Yorke (2001) studiano i ferri di
cavallo topologici.

� Introdotti i concetti di connettori e pre-connettori:
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�Sotto opportune ipotesi, si dimostrano l’esistenza di
dinamiche caotiche nel senso del lancio della moneta
e la sensitività rispetto ai dati iniziali.
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�Sotto opportune ipotesi, si dimostrano l’esistenza di
dinamiche caotiche nel senso del lancio della moneta
e la sensitività rispetto ai dati iniziali.

�N.B.: Non si parla di punti fissi o periodici!!

19



/ .

�Sotto opportune ipotesi, si dimostrano l’esistenza di
dinamiche caotiche nel senso del lancio della moneta
e la sensitività rispetto ai dati iniziali.

�N.B.: Non si parla di punti fissi o periodici!!

�Papini e Zanolin trovano criterio (stiramento lungo
i cammini) per assicurarne l’esistenza nel caso di in-
siemi omeomorfi al quadrato.
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�Sotto opportune ipotesi, si dimostrano l’esistenza di
dinamiche caotiche nel senso del lancio della moneta
e la sensitività rispetto ai dati iniziali.

�N.B.: Non si parla di punti fissi o periodici!!

�Papini e Zanolin trovano criterio (stiramento lungo
i cammini) per assicurarne l’esistenza nel caso di in-
siemi omeomorfi al quadrato.

� I cammini e i sotto-cammini svolgono la funzione di
connettori e pre-connettori.
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�Applicazione ai lavori di Yang e Yangi (2004), Yang
e Li (2006), etc.
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�Motivazioni della nostra ricerca:
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�Motivazioni della nostra ricerca:

�Unificare e generalizzare lavori riguardanti l’esistenza
di punti periodici e dinamiche caotiche (Zgliczyński,
Wójcik, Gidea, Mischaikow, Mrozek, Srzednicki, etc.),
tramite un approccio elementare;
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�Motivazioni della nostra ricerca:

�Unificare e generalizzare lavori riguardanti l’esistenza
di punti periodici e dinamiche caotiche (Zgliczyński,
Wójcik, Gidea, Mischaikow, Mrozek, Srzednicki, etc.),
tramite un approccio elementare;

�Estendere al caso N−dimensionale la teoria di Papini
e Zanolin.
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2. Lemmi topologici
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�Notazione: Dato un generico cammino γ : [0, 1] → X,
indicheremo con γ̄ la sua immagine.
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�Notazione: Dato un generico cammino γ : [0, 1] → X,
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� I cammini sono sempre continui!
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�Notazione: Dato un generico cammino γ : [0, 1] → X,
indicheremo con γ̄ la sua immagine.

� I cammini sono sempre continui!

�Definizione: Sia X uno spazio metrico connesso per
archi e siano A,B,C ⊆ X insiemi chiusi non vuoti, con
A∩B = ∅. Diciamo che C taglia gli archi tra A e B se,
per ogni cammino γ : [0, 1] → X con

γ̄ ∩ A 6= ∅ e γ̄ ∩B 6= ∅,
vale che

γ̄ ∩ C 6= ∅.
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�Collegamento tra proprietà topologiche e comporta-
mento delle mappe continue:
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�Collegamento tra proprietà topologiche e comporta-
mento delle mappe continue:

�Nota: Ogni spazio metrico connesso e localmente
connesso per archi è connesso per archi.
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�Collegamento tra proprietà topologiche e comporta-
mento delle mappe continue:

�Nota: Ogni spazio metrico connesso e localmente
connesso per archi è connesso per archi.

�Lemma: Sia X uno spazio metrico connesso e local-
mente connesso per archi e siano A,B,C ⊆ X chiusi
e non vuoti, con A ∩ B = ∅. Allora C taglia gli archi
tra A e B se e solo se esiste una funzione continua
f : X → R tale che

f (x) ≤ 0, ∀x ∈ A, f(x) ≥ 0, ∀x ∈ B
e

C = {x ∈ X : f (x) = 0}.

29



/ .

3. Punti fissi negli spazi
N−dimensionali
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�Schema del lavoro:
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�Schema del lavoro:

�Superfici generalizzate ⇒ insiemi degli zeri di fun-
zioni scalari;
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�Schema del lavoro:

�Superfici generalizzate ⇒ insiemi degli zeri di fun-
zioni scalari;

�L’intersezione delle superfici corrisponde a uno zero
di un campo vettoriale.
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�Strumento principale: Teorema di Poincaré-Miranda.
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�Strumento principale: Teorema di Poincaré-Miranda.

�Teorema: Indichiamo con IN := [0, 1]N il cubo unitario
N−dimensionale di RN e sia

[xi = k] := {x = (x1, . . . , xN) ∈ IN : xi = k}.
Sia F = (F1, . . . , FN) : IN → RN una funzione continua
tale che, per ogni i ∈ {1, . . . , N},

Fi(x) ≤ 0, ∀x ∈ [xi = 0] ed Fi(x) ≥ 0, ∀x ∈ [xi = 1]

oppure

Fi(x) ≥ 0, ∀x ∈ [xi = 0] ed Fi(x) ≤ 0, ∀x ∈ [xi = 1].

Allora esiste x̄ ∈ IN tale che F (x̄) = 0.
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� Introduciamo gli spazi su cui vogliamo lavorare:
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� Introduciamo gli spazi su cui vogliamo lavorare:

�Definizione: Sia Z uno spazio metrico e

h : RN ⊇ IN → X ⊆ Z

un omeomorfismo di IN sulla sua immagine X. Allora
chiameremo la coppia

X̂ := (X, h)

un rettangolo generalizzato N−dimensionale di Z.
Gli insiemi

X`
i := h([xi = 0]), Xr

i := h([xi = 1])

verranno detti la i−esima faccia sinistra e la i−esima
faccia destra di X, rispettivamente.
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�Ed ora il nostro risultato principale:
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�Ed ora il nostro risultato principale:

�Teorema: Sia X̂ := (X, h) un rettangolo generalizzato
N−dimensionale di uno spazio metrico Z. Assumiamo
che, per ogni i ∈ {1, . . . , N}, esista un compatto Si ⊆ X,
tale che Si taglia gli archi tra X`

i e Xr
i in X. Allora

N⋂
i=1

Si 6= ∅.
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4. Punti periodici e dinamiche
caotiche per mappe che stirano i

cammini
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�Estensione al caso N−dimensionale di recenti lavori
di Papini e Zanolin nel piano.
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�Estensione al caso N−dimensionale di recenti lavori
di Papini e Zanolin nel piano.

�Definizione: Siano Z uno spazio metrico e X̂ := (X, h)
un rettangolo generalizzato N−dimensionale di Z.
Ponendo

X` := h([xN = 0]), Xr := h([xN = 1])

e
X− := X` ∪Xr ,

la coppia
X̃ := (X,X−)

viene detta un rettangolo orientato N−dimensionale.
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�Estensione al caso N−dimensionale di recenti lavori
di Papini e Zanolin nel piano.

�Definizione: Siano Z uno spazio metrico e X̂ := (X, h)
un rettangolo generalizzato N−dimensionale di Z.
Ponendo

X` := h([xN = 0]), Xr := h([xN = 1])

e
X− := X` ∪Xr ,

la coppia
X̃ := (X,X−)

viene detta un rettangolo orientato N−dimensionale.

�Concetto simile a quello di h−set di tipo (1, N − 1) di
Zgliczyński e Gidea e a quello di (1, N−1)−window di
Gidea e Robinson.
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�Definizione: Siano Z uno spazio metrico e X̃ := (X,X−),

Ỹ := (Y, Y −) due rettangoli orientati N−dimensionali
di Z. Sia poi ψ : Z ⊇ Dψ → Z una funzione e sia

D ⊆ X ∩Dψ .

Diciamo che (D, ψ) stira X̃ su Ỹ lungo i cammini e
scriviamo

(D, ψ) : X̃ m−→Ỹ

se esiste un compatto K ⊆ D tale che ψ è continua
su K e per ogni cammino γ con

γ̄ ⊆ X e γ̄ ∩X` 6= ∅, γ̄ ∩Xr 6= ∅,
esiste un sottocammino σ di γ tale che

σ̄ ⊆ K e ψ(σ̄) ⊆ Y, con ψ(σ̄) ∩ Y` 6= ∅, ψ(σ̄) ∩ Yr 6= ∅.
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�Quando vorremo mettere in evidenza il ruolo di K,
scriveremo anche

(D,K, ψ) : X̃ m−→Ỹ .
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�Quando vorremo mettere in evidenza il ruolo di K,
scriveremo anche

(D,K, ψ) : X̃ m−→Ỹ .

�Notare che ψ non è necessariamente continua su
tutto il suo dominio Dψ e in generale ψ(K) 6⊆ Y.
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�Quando vorremo mettere in evidenza il ruolo di K,
scriveremo anche

(D,K, ψ) : X̃ m−→Ỹ .

�Notare che ψ non è necessariamente continua su
tutto il suo dominio Dψ e in generale ψ(K) 6⊆ Y.

�Teorema: Sia X̃ := (X,X−) un rettangolo orientato
N−dimensionale di uno spazio metrico Z. Siano poi
ψ : Z ⊇ Dψ → Z e D ⊆ X ∩Dψ tali che

(D,K, ψ) : X̃ m−→X̃,

per qualche compatto K ⊆ D. Allora esiste w̃ ∈ K tale
che

ψ(w̃ ) = w̃.
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�Teorema: Sia X̃k = (Xk, X
−
k )k∈Z una sequenza bi-infinita

di rettangoli orientati N−dimensionali di uno spazio
metrico Z e sia ((Dk, ψk))k∈Z , con Dk ⊆ Xk , tale che

(Dk, ψk) : X̃k m−→X̃k+1 , ∀ k ∈ Z.
Allora valgono le seguenti:

• Esiste (wk)k∈Z con wk ∈ Dk e ψk(wk) = wk+1, ∀k ∈ Z ;

• Se ∃ k, l ∈ Z, con k < l, tali che X̃k = X̃l , allora esiste
una sequenza finita (zi)k≤i≤l , con zi ∈ Di e ψi(zi) = zi+1

per ogni i = k, . . . , l − 1, tale che zl = zk , cioè, zk è un
punto fisso di ψl−1 ◦ · · · ◦ ψk .
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/ . Applicazione alle dinamiche caotiche:
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/ . Applicazione alle dinamiche caotiche:

�Definizione: Siano Z spazio metrico, ψ : Z ⊇ Dψ → Z
una funzione e D ⊆ Dψ . Assumiamo che m ≥ 2 sia
un intero. Diciamo che ψ induce dinamiche caotiche
su m simboli nell’insieme D se esistono m insiemi
compatti, disgiunti e non vuoti

K0 , K1 , . . . ,Km−1 ⊆ D,
tali che, per ogni sequenza (si)i∈Z ∈ {0, . . . ,m − 1}Z,

esiste una corrispondente sequenza (wi)i∈Z ∈ DZ, con

wi ∈ Ksi e wi+1 = ψ(wi), ∀ i ∈ Z (1)

e se (si)i∈Z è una sequenza k−periodica per qualche
k ≥ 1 (cioè si+k = si ,∀i ∈ Z), esiste una sequenza
k−periodica (wi)i∈Z ∈ DZ che soddisfa (1).
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/ . Quando vorremo mettere in evidenza il ruolo dei
Kj, diremo anche che ψ induce dinamiche caotiche su
m simboli nell’insieme D relativamente a (K0, . . . ,Km−1).
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/ . Quando vorremo mettere in evidenza il ruolo dei
Kj, diremo anche che ψ induce dinamiche caotiche su
m simboli nell’insieme D relativamente a (K0, . . . ,Km−1).

�Teorema: Siano X̃ = (X,X−) un rettangolo orientato
N−dimensionale di Z e ψ : Z ⊇ Dψ → Z una mappa.
Sia D ⊆ X ∩Dψ e supponiamo esistano m ≥ 2 insiemi
compatti disgiunti e non vuoti K0 ,K1 , . . . ,Km−1 ⊆ D
tali che

(D,Ki, ψ) : X̃ m−→X̃ , per i = 0, . . . ,m− 1.

Allora la mappa ψ induce dinamiche caotiche su m
simboli nell’insieme D relativamente a (K0, . . . ,Km−1).
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�Concetto di intersezione trasversale ⇒ dinamiche
caotiche.
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�Concetto di intersezione trasversale ⇒ dinamiche
caotiche.

�Definizione: Siano M̃ ed Ñ due rettangoli orientati
N−dimensionali di uno spazio metrico Z. Diciamo che
M̃ è una fetta verticale di Ñ e scriviamo

M̃ ⊆ v Ñ
se M⊆ N e

M` ⊆ N` e Mr ⊆ Nr ,

oppure
M` ⊆ Nr e Mr ⊆ N` ,

cos̀ı che ogni cammino in M che unisce i due lati di
M− è anche contenuto in N e unisce i due lati di N−.
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�Diciamo invece che M̃ è una fetta orizzontale di Ñ
e scriviamo

M̃ ⊆h Ñ
se M⊆ N e ogni cammino in N che unisce i due lati
di N− ammette un sottocammino in M che unisce i
due lati di M−.
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�Dati tre rettangoli orientati N−dimensionali Ã, B̃ ed
Ẽ dello spazio metrico Z, con E ⊆ A ∩ B, diciamo che
B̃ attraversa Ã in Ẽ e scriviamo

Ẽ ∈ {Ã t B̃},
se

Ẽ ⊆ v Ã e Ẽ ⊆h B̃.
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�Teorema: Siano dati Ã e B̃ due rettangoli orientati
N−dimensionali di Z e sia D ⊆ A∩Dψ chiuso tale che

(D, ψ) : Ã m−→B̃.
Assumiamo che esistano m ≥ 1 rettangoli orientati
N−dimensionali

Ẽ0 , . . . , Ẽm−1 ∈ { Ã t B̃ }.
Allora ψ ha almeno un punto fisso in ogni D ∩ Ei.

Inoltre se m ≥ 2 e D∩Ei∩Ej = ∅, per i 6= j, la mappa ψ
induce dinamiche caotiche su m simboli nell’insieme
D relativamente a (D ∩ E0, . . . ,D ∩ Em−1).
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5. Sviluppi futuri:
Linked Twist Maps
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�Linked twist maps ⇒ configurazione geometrica per
l’esistenza di ferri di cavallo topologici.
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�Linked twist maps ⇒ configurazione geometrica per
l’esistenza di ferri di cavallo topologici.

�Studiate da diversi autori, inizialmente da un punto
di vista teorico (Burton & Easton, Przytycki, etc.)
negli anni ’80.
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�Linked twist maps ⇒ configurazione geometrica per
l’esistenza di ferri di cavallo topologici.

�Studiate da diversi autori, inizialmente da un punto
di vista teorico (Burton & Easton, Przytycki, etc.)
negli anni ’80.

�Recentemente applicate al miscelamento dei fluidi
(mixing in microfluidics) da Wiggins, Sturman e Ot-
tino.

�Per queste funzioni si dimostrano rigorosamente pro-
prietà di forte miscelamento (Bernoulli) ⇒ concetti
legati alla teoria della misura, mappe ergodiche.
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�Le proprietà di miscelamento dipendono dall’intensità
delle rotazioni, dal senso concorde o discorde di ro-
tazione, dalla misura della sovrapposizione delle linee
di flusso ⇒ condizioni matematiche da verificare.
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�Vediamo come applicare la teoria dello stiramemto
lungo i cammini:
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�Sviluppi futuri: modifica della geometria.
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�Sviluppi futuri: modifica della geometria.

�Stiramento sul rettangolo e rotazione sulla corona
circolare.
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Fine


