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Capitolo 1

Cinematica del continui

1.1 Riferimenti bibliografici

I testi di carattere generale a cui ci si puo riferire per il presente capitolo sono [35, 18].

1.2 Notazioni

Tutti i vettori di R™ sono considerati vettori colonna, cio¢ matrici n x 1. I vettori riga
sono i loro trasposti. Il prodotto scalare verra indicato con il punto, i prodotti righe per
colonne senza.

1.3 Corpi e piazzamenti

Non ¢ banale dare una definizione di corpo. 1 “corpi” si presentano a noi occupando regioni
dello spazio e lo stesso corpo puo occupare, in istanti diversi, diverse regioni. Quindi cio
che noi vediamo non ¢ il “corpo”, ma i piazzamenti (placements) del corpo nello spazio.
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E possibile dare una definizione di corpo (per esempio come varieta differenziabile) ma per
i nostri scopi forse conviene considerare il “corpo” come un concetto primitivo. I punti X
del corpo B sono chiamati punti materiali.

Definizione 1.1. Un piazzamento del corpo B é una funzione invertibile x : B — & che
mappa i punti materiali X in punti x dello spazio euclideo tridimensionale.
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D’ora in avanti assumeremo che le immagini dei piazzamenti, x(B), siano domini
regolari; in particolare si trattera di insiemi limitati e aperti (o chiusura di aperti) con
frontiera localmente grafico di funzioni lipschitziane (brevemente si dira che la frontiera
¢ lipschitziana). Sono ammessi quindi domini poligonali. Invece un semplice esempio di
aperto di R™*! con frontiera non localmente lipschitziana ¢ il seguente

D={(z,y) eR" xR : ]z| <y <1}

1.4 Deformazioni
Dati due piazzamenti x; e x2 chiameremo la mappa
f=x10x3",

la deformazione da x» in x1. La definizione precisa di deformazione, in particolare la sua
regolarita, verra data verso la fine di questa sezione.

/
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Anziche lavorare con il corpo B, conviene scegliere, tra i vari piazzamenti, un piazza-
mento privilegiato che indicheremo con k ed utilizzare come dominio per le deformazioni
Pinsieme x(B). Questo piazzamento k viene detto configurazione di riferimento.
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La configurazione di riferimento x potrebbe essere, ma non & necessario che lo sia, la
posizione occupata dal corpo in un determinato istante.

La posizione di X in & verra indicata con z, i.e. x = k(X).

Sia x un piazzamento (che potrebbe rappresentare la posizione attuale del corpo).

Indicheremo con f,; la funzione

fx = Xom_1

che, per quanto detto sopra, rappresenta la deformazione a partire dalla configurazione
di riferimento. Per semplicita di notazione, se non ci sono ambiguita, lasceremo cadere
Iindice k.

Le deformazioni dovranno sottostare ad alcune naturali richeste fisiche:

1. durante la deformazione non c¢’e compenetrazione, cioé punti materiali diversi vengano
mandati in punti diversi;

2. non vengono creati punti materiali.

La prima richiesta ci conduce a chiedere l'iniettivita della deformazione mentre la seconda
la suriettivita. Come conseguenza le deformazioni sono invertibili.

Durante la nostra trattazione non ammetteremo ne fratture ne saldature del corpo,
quindi assumeremo f ed f~! continue. Inoltre richiederemo che la deformazione e la
sua inversa siano sufficientemente “liscie”, che hai fini di questo capitolo significa C?.
Indicheremo con F' := V f il gradiente di f, e lo chiameremo gradiente di deformazione;
per cui per ogni x € k(B)

oo @) = f(z) — P

fu 7] =0

Si osservi che, dato che f~! o f = id, dove id indica l'identita, si ha
(det VS~ o fdet F=1,

e quindi det F' # 0. Quindi, durante un processo deformativo il gradiente di deformazione
non potra mai avere determinante nullo. Dato che la deformazione identita ha determinate
positivo richederemo che det F' > 0.

Osserviamo che se f ¢ C! eil det Vf > 0, allora per il teorema della funzione inversa,
la funzione f & localmente invertibile e la sua inversa & C1.!

Dopo queste considerazioni siamo in grado di dare una definizione completa di defor-
magzione.

Una funzione f : k(B) — f(k(B)) si dice deformazione, a partire dalla configurazione
k(B), se & un diffemorfismo di classe C! (cioe f & biiettiva e di classe C'* insieme alla sua
inversa) e se conserva 'orientazione locale, cioe det V f > 0.

L’ipotesi di positivita del determinante del gradiente della deformazione impedisce ad
esempio che una terna destra possa essere deformata in una sinistra. In particolare le
riflessioni non sono considerate “deformazioni”.

D’ora in avanti indicheremo con y 'immagine f(x).
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1Se f anziche essere C'! & semplicemente una funzione in qualche spazio di Sobolev, come verra richiesto
nel seguito del corso, questa proprieta non & piu vera.
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Deformazioni omogenee

Le deformazioni affini, cioe deformazioni con gradiente costante, vengono chiamate defor-
mazioni omogenee. Particolari deformazioni omogenee sono:

Traslazioni, cio¢ deformazioni della forma f(z) = z + ¢, con t € R?, in cui il
corpo viene traslato di t. Per le traslazioni il gradiente di deformazione ¢ uguale
all’identita, F' = I.

Rotazioni, deformazioni del tipo f(z) = zo + R(x — o) con R una matrice di
rotazione (una matrice ortogonale con determinante positivo) e zg € R3. In questo
caso si ha F' = R.

Stiramenti, cio¢ deformazioni del tipo? f(z) = z+ed®d(z —x0) = x+ed- (x —x0) d
con xg € k(B), d € R? e |d| =1, in cui il corpo viene “stirato” nella direzione d di
€. In questo caso avremo F'= I + ed ® d.

Omotetie, deformazioni del tipo f(z) = z¢ + a(x — x¢), in cui F = al.

Scorrimenti, deformazioni della forma f(z) = = + ya ® b(x — z¢), con a,b € R3.
la] = |b| =1 e a-b=0. Per gli scorrimenti si ha F'=1+vya ® b.

Un altro tipo di deformazioni omogenee sono le deformazioni rigide che qui di seguito
studieremo in dettaglio. Come vedremo queste sono la composizione di una traslazione
con una rotazione.

Definizione 1.2. Una deformazione f si dice rigida se lascia inalterata la distanza mutua
tra i punti del corpo, vale a dire

|f(z) = f(@)] =z —z] V7 enrB)

ovvero, se f ¢ un’isometria.

Sia

On):={QeR™" : QTQ =1}, neN,n>2,

il cosiddetto gruppo ortogonale, un gruppo moltiplicativo i cui elementi sono le matrici
ortogonali di ordine n (R™*" indica le matrici reali di ordine n e Q7 denota la trasposta

di Q).

Teorema 1.3. Sia f: R"™ — R". Le sequenti affermazioni sono equivalenti:

1.

2.

Dimo

f € un’isometria;

esiste @ € O(n) tale che
f(@) =1(2) +Qz — 2).

STRAZIONE 2=>1 ¢ un facile esercizio; infatti, se f(z) = f(Z) + Q(z — 7) allora

[f(z) = f@)* =1Q—-2)*=Q(x-2) Qz—17)
=QTQ-1) (z-2)=(2-2) (z—-2) =z -z

211 prodotto diadico o tensoriale tra due vettori a,b € R3 & 'applicazione lineare a @ b : R3 — R3
definita da

a®bc=ualb-c)

per ogni c € R3
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La dimostrazione di 1=-2 ¢ invece decisamente piu complicata. Un modo di provarla e
quello di utilizzare un risultato piuttosto raffinato di teoria della misura noto come Teore-
ma di Rademacher (cfr. ad esempio Evans e Gariepy [14] Capitolo 3, oppure Ziemer [37],
che afferma che le funzioni Lipschitziane (e quindi le isometrie in particolare) di R" in s&
sono funzioni differerenziabili quasi ovunque rispetto alla misura di Lebesgue in R™. Parti-
amo dunque dall’ipotesi che f sia un’isometria, quindi lipschitziana e percio differenziabile
in R"\ N dove N & un insieme di misura nulla. Allora si ha

[f(@) = f(@)] - [f(x) = f(@)] = (x = F) - (x = T).

Differenziando rispetto ad u si ottiene

(1.1) Vi) [f(@) - f@)] =2 -3

per ogni T € R™ e per ogni « in R™\ N. Differenziando quest’ultima rispetto a Z si ottiene
(1.2) Vi@)'Vi@) =1

per ogni z,7 € R" \ N. Prendendo x = Z si ha Vf(z)TVf(z) = I, cioe Vf(x) € O(n)
per quasi ogni z € R".

Dalla (1.2), moltiplicando a sinistra per V f(x), si ottiene allora che Vf(z) = Vf(Z)
per quasi ogni z e T, cioe¢ esiste una matrice ortogonale @ tale che V f(x) = @ per quasi
ogni x. Infine, dalla (1.1) si ha f(x) — f(Z) = Q(x — T) quasi ovunque, quindi su un
insieme denso. La tesi segue allora dalla continuita di f. O

Indichiamo con
SO(n):={QeR™" : QTQ =1,detQ =1}, neN, n>2,

il cosiddetto gruppo speciale ortogonale, i cui elementi, detti rotazioni, sono le matrici
ortogonali di ordine n con determinante positivo.

Introducendo il vincolo della positivita del determinante il precedente teorema ha la
seguente controparte meccanica.

Teorema 1.4. Sia f: R"™ — R". Le sequenti affermazioni sono equivalenti:
1. f & una deformazione rigida;

2. esiste @ € SO(n) tale che
flx) = f(Z) + Qz — T);
3. f & differenziabile e si ha V f(x) € SO(n) per ogni x € R".

L’equivalenza di 1 e 2 & un semplice corollario del teorema precedente.

2 implica & & immediato (basta derivare).

Dimostreremo che §implica 2, proponendo un’elegante dimostrazione di David Kinder-
lehrer [21].

Prima conviene ricordare la definizione di cofattore di una matrice (o di un’applicazione
lineare).
Consideriamo una matrice A quadrata di ordine n e indichiamo con Mj;; la sottomatrice
di A di ordine n — 1 ottenuta da A cancellandone la riga i-esima e la colonna j-esima. Il
determinante det(M;;) si chiama minore dell’elemento a;; di A; si definisce cofattore di
a;; il minore con segno
(COfA)ij = (—1)i+j det(Mij)
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Indicheremo con cof A la matrice dei cofattori degli elementi di A. E ben noto che il deter-
minante della matrice A ¢ uguale alla somma dei prodotti che si ottengono moltiplicando
gli elementi di ogni riga (o colonna) per i rispettivi cofattori:

det A = Za” cof A);; Za” cof A);j,

=1
non sommato su j e i, rispettivamente. Da questa definizione discende il seguente teorema.

Teorema 1.5. Per qualsiasi matrice quadrata A

(1.3) A(cof A)T = (cof A)TA = I det A
in cui I € la matrice identica. Cost, se det A # 0,
1
-1 _ T
AT = Tot A (cofA)
Corollario 1.6. Per ogni A € SO(n) si ha
cofA=A

Siau € C?(R™;R™) e F = Vu. Grazie alla possibiita di invertire 'ordine di derivazione,
si ha

Div(cof F) := Z(cofF)ij,j =0,
j=1

come & facile dimostrare per n = 2,3, si veda Lemma 8.1.4 di [13] per n generica.

DIMOSTRAZIONE (del Teorema 1.4) Rimaneva da dimostrare che 8=-2. Diamo la di-
mostrazione solo per f € C2. In seguito tale ipotesi verra rimossa. Indicato con F = Vf,
si ha

(1.4) Div(cofF) = 0.

Ora, siccome per ipotesi F' € SO(n) allora, per il corollario si ha cof FF = F, cosicche la
formula precedente diventa

DivVf =0
cioe
(1.5) Af=0.
Si ha quindi che f & una funzione armonica. Si ha inoltre
VI =|F* = Z tr(FTF) = tr(I) = n.

Riunendo il tutto si ha dunque
2IV2f|2 = A|Vf]? —2Vf -VAf =0
da cui segue che V£ & costante e quindi, integrando, si ottiene la (2).3 O

Corollario 1.7. Sia f : R® — R". f é una deformazione rigida se e solo se esistono
Q € SO(3) ed a € R"™ tali che

fz)=Qr+a VzeR"

Osserviamo che se f(x) = Qz+a ¢ una deformazione rigida si ha ovviamente F' = V f = Q.

3Per rimuovere ipotesi aggiuntiva f € C3, si pud osservare che la (1.4) vale nel senso delle dis-
tribuzioni. Allora vale nel senso delle distribuzioni anche la (1.5), da cui segue che f ¢ armonica e quindi
addirittura C°°. Siamo cosi ricondotti al caso precedente.
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1.6 Teorema di decomposizione polare

Teorema 1.8. Sia F una matrice di ordine n con det F' > 0. Allora esistono uniche
R e SO(n) ed U € R™" simmetrica e definita positiva tali che

F = RU.

DIMOSTRAZIONE Sia C = FTF. Allora C ¢ simmetrica (ovvio) e definita positiva. Infatti,
per ogni v € R" si ha

Cv-v=F'Fv.-v=Fuv-Fv=|Fof?

quindi Cv - v > 0 per ogni v e, siccome F' ¢ invertibile allora Cv-v =0 < Fv =0
— v=0.

Per un corollario del teorema spettrale esiste una matrice ortogonale ) tale che
QTCQ = A := diag(\1,...,A\,) con \; > 0 per ogni i. Sia VA = diag(v A1, .5V An) €
definiamo U := Qv/AQT. Allora si ha che U & simmetrica e definita positiva e inoltre

U? =QHQTQHQ" = QH?Q" = QAQ" =C.
Posto R := FU™! si ha ovviamente F' = RU e R € SO(n), infatti
R'R=UTF'FU =UTCU' =UTTUU " = 1.

Dimostriamo 1'unicitd. Supponiamo dunque che F = RU = SV. Da U = RTF e
V = STF si ha che U?2 = V2 = FTF = (C. Anzitutto osserviamo che, siccome C &
simmetrica allora esistono n autovettori linearmente indipendenti che quindi costituiscono
una base di R™. Sia a uno degli autovettori di questa base. Siccome a ¢ un autovettore
di C allora esiste un autovalore w > 0 tale che Ca = wa. Allora U%a = wa e quindi

0= (U?-wlha= U+ vwl)(U - ywl)a.

Posto v = (U — y/wI)a si ha Uv = —y/wv da cui seguirebbe che U avrebbe un autovalore
negativo. Ne consegue che v = 0, per cui Ua = y/wa. Ragionando alla stessa maniera con
V si ottiene che Va = y/wa quindi U e V coincidono sugli autovettori di C' cioe su una
base di R™ e quindi, per la linerita, coincidono su tutto lo spazio. O

Se f & una deformazione omogenea allora, dal teorema di decomposizione polare, si
ha che F(z) = F = RU. Possiamo interpretare tale deocmposizione nel seguente modo:
la deformazione “prodotta” da F' ¢ la composizione della deformazione “prodotta” da U
seguita da una rotazione rigida. In altre parole, la deformazione “prodotta” da F', a meno
di una rotazione rigida, ¢ uguale a quella prodotta da U. Se f non & omogenea allora le
precedenti considerazioni hanno soltanto un valore locale.

Ci si puo quindi attendere, da quanto appena detto, che le variazioni geometriche del
corpo siano determinate dalla sola U e non da R. Questo ¢ quanto verra dimostrato nella
prossima sezione.

Esercizio Sia {e1, es, e3} una base ortonormale. Trovare la decomposizione polare della
matrice F' definita da

1 —

F€1 = 3\/§)2+ 61-’-\/32 362,
-1

Fey = \/§2+361—|—3\/§2 €92,

F€3 = es3.
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Soluzione.
La matrice rappresentativa di F' e

1 3V3+1 V3+3 0
F:5 V3-3 3v3-1 0
0 0 2

Un semplice calcolo mostra che la matrice rappresentativa di C = FTF ¢

3vV3+1 V3-3 0 3V3+1 V3+3 0

1
¢ =3 V3+3 3V3-1 0 V3—=3 3V/3-1 0
0 0 2 0 0 2

10 6 0

- 6 10 0

0 0 1

La sua equazione caratteristica risulta
det(C — AI) = ((10 = A\)* = 6%) (A — 1) =0,

le cui soluzioni sono
A =16, =4, A3=1,

ed i corrispondenti autovettori sono

Vi3 Vi3

ny = —e; — €9 Ng = —e1 + —eo ns = es.
2 2 ’ 2 2 ’

Quindi si ha
C =16n; ® n1 + 4ns ® ng + n3 ® ns,

U :=VC =4n1 @ ny + 2ny ® ny + nz @ na.

La matrice inversa di U risulta quindi essere

1 1
U™! = i ®n1 + 5n @ na +ng @ s,
Utilizzando le espressioni degli autovettori si ottiene

U=3(e1®e1+ex®e3) +e1Qex+ea®e; +e3Res,

3 1
U’l:§(61®61+62®62)—§(61®€2+62®61)+€3®€3~

Il tensore R = FU ™! ha come matrice rappresentativa

3V3+1 V3+3 0 L[ 3 10
R:—\/§—33\/§—10§—130
0 0 2 0 0 8
V3 1 0
= 5 -1 V3 0,
0 0 2

e quindi possiamo scrivere

3 1
R=%(e1®e1+ez®e2)+§(el®e2—e2®e1)+eg®eg.
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1.7 Variazioni di volume, di area, di lunghezza e di
angolo

Variazione di lunghezza

Sia f : #(B) — R® una deformazione.

Consideriamo una curva v di classe C' in x(B). Sia v : [a,b] — &(B) C R® una sua
rappresentazione parametrica.

Alla curva v corrispondera una curva deformata f oy, di cui vogliamo calcolare la
lunghezza.

La lunghezza ¢y della curva indeformata (nella configurazione k) & data da (essendo

di classe C1)
b b
dy .
eoz/a |@\d9:/ﬂ 15(0)|do

mentre a deformazione avvenuta si ha

_ [P d(f o)
e_/a\ 2 .

Per la formula di derivazione delle funzioni composte si ha

[N | — (V) o A| = [F(1)| = (F(v)7 - F(0A)

= (FO)"FGY-4)"" = (3 -4),
dove abbiamo posto
(1.6) C(y)=F()'F(y) =U?

dove U e la matrice simmetrica definita positiva della decomposizione polare di F'. Per
cui

b
(= / (Cyy-+) " as,

e la variazione di lunghezza e data da

b
t-to= [ (CO)9)" sl b,
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Variazioni di area

Sia f : k(B) — R® una deformazione.
Consideriamo una superficie v di classe C! in k. Sia v : D — k(B) C R? una sua
rappresentazione parametrica, con D sottoinsieme di R? diffeomorfo ad una palla aperta.
Alla superficie  corrispondera una superficie deformata fo-y, di cui vogliamo calcolare
larea.

/——‘\\ %‘\\/ﬂq&h\

\ A

o ( —& —/
)q/

———7 =.
T
/21

NERE

7 s T,

S
P
/“’%;w

L’area ag della superficie indeformata ¢ data da

ag = / |’y71 A ’)/72|d01d92
D
mentre a deformazione avvenuta si ha
a= / ‘(f oy)aiA(fo fy)g‘d@ldﬁg.
D
Per la formula di derivazione delle funzioni composte si ha
|(fon)aA(fov)a|=|F(y)r1AF(H).e|
E facile verificare usando le multilinearita (esercizio) che nel caso n = 3 si ha

cof F(laAB)=FaANFB Va,p,

per cui
F(y)ya AF(y)y,2 = cof F(7) 7,1 A 7,2

Siav:=vy1Av2en:=(foy)1A(fov)2. Siosserviche v en sono dei vettori ortogonali

alle superfici v(D) e f(v(D)), rispettivamente, e che, dalla precedente equazione, vale la
relazione
(1.7) n = cof F(y)v.

Dunque, ricordando che cof F = F~T det F e che det F' > 0, si ha
|(fo*y),1/\(f 7). | |cofF V‘ = det F'(7)|F(y 1/| = det F'(y )(F(’y)*TV-F(’y)*Tl/)l/2

— det F(y)(F(y) ™" F(y) v u)” ? —det F((F()TF(y) " tv-v)"?

1/2

= (detC(y) C(v)"'v-v)
dove C() & come nella (1.6). Quindi

a= [ (derc) c) v )
D

Y216, d0,
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Variazioni di volume

I volume iniziale di un insieme misurabile A C x(B) ¢ dato da

Vg 1= / dx
A
mentre a deformazione avvenuta &

v::/ dyz/dethx:/(detC)l/de.
f(4) A A

Si osservi che la richesta det F' > 0 implica che una configurazione di volume stretta-
mente positivo non puo essere deformata in una configurazione di volume nullo.

Variazioni d’angolo

Si considerino due curve v, p : [a, b] — x(B) di classe C! passanti entrambi per un punto z
paramettrizzate dalla lunghezza d’arco. Siano g° e m?, rispettivamente, i vettori tangenti
alle due curve in zo. Allora I’angolo sotteso dalle due curve o ¢ dato da

a® = arccos(g° - m?).

Alle curve v e u corrisponderanno due curve fo-y e fou passanti entrambi per f(zg).
Siano
fonp

_Jor
9= W}y:f(mo)’ me= T 4o ly=f(@o)’
L’angolo sotteso dalle due curve sara
— arceos( 2 )
« = arccos 4 . Tk
Per la formula di derivazione composta si ha

e quindi

F(f(z0))g°  F(f(w0))m’ C(f(x0))g® - m°

a = arccos( ) = arccos(

[F(f(20))g°l [F(f(w0))g°]

1.8 I tensori di Cauchy-Green e di Green-Saint Venant

Si osserva quindi che le variazioni di lunghezza, d’area, di volume e d’angolo dipendono
semplicemente da C = U? e non da F. In altre parole non dipendono dalla rotazione R
nella decomposizione polare F' = RU.

L’applicazione lineare individuata dalla matrice

C=FT"F

e detta tensore destro di Cauchy-Green.
A deformazione nulla si ha F = I e C = I. La misura di deformazione

1
E=3(C-1)

fa corrispondere ad una deformazione nulla il tensore nullo ed & chiamata tensore di
Green-Saint Venant o lagrangiano.

(C(f(20))g° - g°)1/2 (C(f (w0))mO - mO)}/

).
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1.9 Deformazioni infinitesime

Sia k la configurazione di riferimento in un dato corpo e x un piazzamento.

NN
¥ " i 2|

1
= L

YA/ /
P

%

Indichiamo, come al solito, con = k(X)) e con y = x(X) = f(z).
Si definisce spostamento del punto X dalla posizione occupata nella configurazione s
a quella occupata nel piazzamento y la funzione

1l gradiente di spostamento si indica con
H(z):=Vu(z)=F(z) -1

Una deformazione f & “piccola” se il gradiente di deformazione F' differisce di poco da I.
Indichiamo con

e(@) = [F(z) = I| = |H(2)|

il parametro di piccolezza della deformazione.

Dato un gradiente di spostamento H, sia H(z) = ‘ngg‘ se H(z) # 0 e H(z) = A,

dove A & una qualsiasi matrice, altrimenti. Si ha |H| =1 e

H=cH

che vale anche se H = 0 perche in tal caso € = 0.
Nella cosiddetta teoria infinitesima si suppone che

€max ‘= Sup E(]})
zE€R(B)

sia piccolo e si trascurano gli infinitesimi di ordine superiore al primo di €y, -
Ad esempio si ha

C = FTFP=U?=(U+eH)'(I+ecH)=1+e¢H" +cH+*HTH
(1.8) ~ I+eH" +eH=IT+H" +H,

dove ~ va interpretato, in teoria infinitesima, come un uguale.

Deformazioni rigide infinitesimi

Se inoltre la deformazione ¢ rigida, i.e. F' = Q € SO(3), siccome C = FIF =QTQ =1
allora la (1.8) diviene
I=I+HT+H
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da cui segue che H = —HT

(skew symmetric), ovvero

, cioe il gradiente di spostamento H € un tensore emisimmetrico

H e Skw:={W e R¥3 . W=-WwT}.

Dal fatto che u(z) = f(x) — x e che se f ¢ rigida allora f(x) = Qz + a (Corollario (1.7))
e quindi u(x) = (Q — I)x + a = Hz + a, discende la definizione seguente.

Definizione 1.9. Uno spostamento u si dice rigido infinitesimo se esiste W € Skw ed un
vettore a € R® per cui si ha
u(z) =a+ W

Osservazione 1.10. Osserviamo che W € Skw se e solo se, in una fissata base ortogonale
{e1,€2,e3}, W & della forma

0 — B 0 — B
W = vy 0 —a | = 0 -«
-8 « 0 Skw 0

quindi W e completamente individuata da sole 3 componenti. Il vettore assiale w associato
a W e il vettore che, nella base {e1, e3,e3}, ha lo sviluppo

w = aey + Pes + ves.
Come si verifica facilmente, se w ¢ il vettore assiale associato a W si ha
Wa=wAha per ogni a € R3.

Tensore di deformazione infinitesimo
Dalla (1.8) si ha

(7T
U = I+aﬁT+aﬁ:I+eﬁT+eﬁ+eQ(H72+H)2
o' + | H" + H
= (I+ET+)2=(I+T+)2a

per cui U, a meno di infinitesimi di ordine superiore a ¢, € dato da

HT + H
(1.9) U=I+7==1+F,
dove abbiamo posto
HT +H
FE = 2—’_

La matrice E, che altro non e che la parte simmetrica di H, viene chiamata tensore di
deformazione infinitesima, o brevemente, utilizzando la terminologia inglese, strain. Con
H(z) = Vu(z) =si ha

E(z) =: Bu(z) = = (Vu(z) + Vu(a:)T).

N =

Si osservi che abbiamo denotato con la stessa lettera lo strain e il tensore di Green-
Saint Venant. Questo abuso di notazione & stato fatto in quanto questi due tensori, in
teoria infinitesima, coincidono.
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Teorema di decomposizione polare infinitesimo
Indicando con E = (HT + H)/2 si ha che
U=1I+¢E,

e quindi a meno di infinitesimi di ordine superiore, come si puo facilmente verificare, si
ha

U '=I—¢E.
Dalteorema di decomposizione polare abbiamo F' = RU e quindi
R = FU'=(I+cH)(I-¢E) =I+EI~{—EE=I+EH_TI{T =I+H_THT
= I+W,
dove abbiamo posto
W .= H_THT

La matrice W ¢ la parte emisimmetrica di H. Con H(x) = Vu(z) indicheremo anche con
W(z) = Wu(z) := 3 (Vu(z) — Vu(z)").

Ponendo, con ovvia notazione, W = eW possiamo riscrivere il teorema di decompo-
sizione polare nel seguente modo

I+H=I+cH=F=RU=(I+cW)I+cE)=1+cE+cW=I+E+W,
ossia, in teoria infinitesima si reduce alla uguaglianza
H=E+W.

Mentre in teoria finita il teorema di decomposizione polare ¢ la composizione di due
matrici, in teoria infinitesima € semplicemente la somma di due matrici.

Osserviamo che se u € C2(Q;R?) (o anche semplicemente una distribuzione, cioe
u; € 2'(), i =1,2,3) allora si ha

Wijk = Eigj — Ejg i

infatti, grazie alla possibilita di scambiare I'ordine di integrazione
(1.10) 2Wij g = (i j —uji) b = Wik = Uj,ik = Wikj+ Uk,ij — Wk, ji = Wj ki = 2Eig j —2Ejp.
Teorema 1.11. Sia u € Z'(;R?) := 2'(Q)3. Le sequenti proposizioni sono equivalenti

1. u & uno spostamento rigido infinitesimo;

2. Fu=0.

DIMOSTRAZIONE 1=-2 & banale perche il gradiente di u & emisimmetrico e quindi ha parte
simmetrica nulla.
Mostriamo che 2= 1. Sia u € C%. Se Fu = 0 allora, per la relazione (1.10) si ha

VV?Z i,k — 07
da cui
Hijrp = Eijp + Wik =0.
Le distribuzioni H;;, avendo gradiente nullo, sono dunque costanti. Dunque H(z) = C
(matrice costante) per ogni xz. Ne consegue che esiste a € R? tale che

u(z) =a+ Huz.

Dato che Fu(z) = 0 si ha H € Skw e quindi u ¢ uno spostamento rigido infinitesimo.
La stessa dimostrazione, interpretando opportunamente le derivate, vale anche per u €
P'(;RY). O
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1.10 Variazioni di volume, di area, di lunghezza e di
angolo in teoria infinitesima

In questa sezione utilizzeremo la notazione introdotta nella Sezione 1.7.

Variazioni di lunghezza in teoria infinitesima

Dalla (1.8) e dalla definizione di strain si ha

C=1I+2F,
per cui
€43 = (5P +2my )2 =il +2p L Ly el Ty
(odil 919

. YA

= WA+ E =)

vl 1Y
Per cui

b b . .
e= [ (i) = [a +5 - Dyas

e la variazione di lunghezza ¢ data da

b
t-t= [ (Ctpr )" |v|d9—/E|7| R

La variazione di lunghezza pu® essere scritta in maniera piu suggestiva in forma
differenziale. Poniamo

) =/ B0+ B an, Lafo) :=/ 5 do.

Dato che £y € una funzione crescente di 6 possiamo invertire ¢y = L(6) e scrivere § =

L' (¢). Siha

ac . voog, degt 1 1

— =0+ E o), = ==
do AT dle T Laorgt T o £yt

e quindi posto £ := Lo Eal si ha

¢ dLoLy' dL E,ldﬁgl

voq _
:(1+E——)O£01

dly — dly  do 0 deg fodIie]
Da cui
d(f — fo) Yooy —1
— Y =F——.—o/L;".
dly EIRET

Quest’ultima relazione afferma che la variazione relativa di lunghezza nella direzione /||
¢ data E5/[3 - 7/[7].
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Variazioni di volume in teoria infinitesima

La variazione di volume in teoria finita ¢ data da
v—vg = / (det C)Y/? — 1du,
A

dove C =1+ 2F.
Per linearizzare il determinante utilizziamo la ben nota formula

det(A— M) ==X\ + Iy\2 — I\ + 114
che vale per ogni matrice A € R3*3, con
Ip=trA=A-1, Iy :=tr cofA, My :=det A.
Quindi, a meno di infinitesimi di ordine superiore a ¢, si ha

det C =det(2E — (—1)I) =1+ 2tr E =1+ 2tr E + (tr E)?,

(det )2 =14t E.

Deduciamo quindi che in teoria infinitesima la variazione di volume & data da

v—voz/trEda:.
A

Variazioni di area in teoria infinitesima

La variazione d’area, in teoria finita, ¢ data da
—1 1/2
a—ayg= / (det Cy) Cly) v ) — |v| df1dbs.
D

Dato che, in teoria infinitesima, (det C)/2 =1 +tr Ee C~' =1 — 2E si ha

(det C(y) C(y)'w-1)? = (14t B)((I - 2E)w - v)"/2
= (1+tr B)jv|(1 2Em ﬂ)l/2
- (1+trE)|z/|(1—Em ﬁ) (1+trE—Eﬁ-ﬁ)|y|
= (+E-(-e o

e quindi

a—a0=/E-(I—i®i)|u|d01d02.
D vl vl

Variazioni di angolo in teoria infinitesima

Siano g" e m?, due vettori unitari e, per semplicita, ortogonali. Allora I’angolo sotteso dai
due vettori & o = 7/2. Dato che 'angolo sotteso dai vettori deformati & stato denotato
con « si ha che la variazione d’angolo & data da da = 7/2 — «. Per cui sinda = cosa
dove, in teoria finita,

C(f(x0))g® - m°
(C(f(20))g” - g°) /2 (C(f(w0))mO - mO)1/2"

Cosx =
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Quindi
sinda — (I +2E)g"-m° _ 2E4¢° - m°
(T ) (L B )~ 1+ B g+ B0 0
2Eg° - mP 1—Eg° - g°— Em°®.-m°
T 1+ EgQ g0+ EmO-mO1— Eg0- g0 — EmD - m0
= 2E¢"-m°.

Per cui a meno di infinitesimi di ordine superiore in € si ha

Sa=2E¢° - m°.

1.11 Significato delle componenti del tensore di defor-
mazione infinitesima

Lo strain, in una base ortonormale {eq, €2, e3} ha la seguente rappresentazione matriciale

Eiin Eip Eg B Eip FEis
E=| Ex FExn En | = Ey  Eog
E31 Ezp FEs3 Sym Es3

ed & quindi rappresentato da 6 componenti. Per capire il significato di E1; si consideri
una retta, denotata con -y, parallela all’asse x;. Allora

MOﬁoZEl'lZEerfn:Eu,
dly Iy 1]

e quindi F4; denota l'allungamento relativo lungo la direzione e;. In maniera simile
s’interpretano le componenti Fas € E3s3.

Consideriamo ora E12. Consideriamo la retta parallela all’asse x1 e la retta parallela
all’asse 5, denotate rispettivamente con 7 e p i cui vettori tangenti sono ¢° = e e

m® = es. L’angolo sotteso dalle due curve & ovviamente m/2. La meta della variazione
d’angolo e

e

7=Eg0-m0:E61-62=E12.

Analogo e il significato delle componenti F13 e Eo3.

1.12 Proiezioni
Sia Q := k(B). Indichiamo con

Ra: ={u(z)=a+Wz : W e Skw, a € R}
={ux)=a+wAz : weR? acR’}

I'insieme degli spostamenti rigidi infinitesimi su €.
Si osservi che se Q2] = £3(02) < +oo allora

Ra C L?(Q;RY).

Esercizio 1.12. Rq ¢é un sottospazio di L?(Q;R*) di dimensione finita.
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Dato che Rq € un sottospazio di dimensione finita di uno spazio di Hilbert allora e
chiuso in LQ(Q;RB) quindi, per il Teorema delle Proiezioni (vedi Rudin [31], Teorema
4.11), esiste una ed una sola coppia di applicazioni P e Q tali che P : L?(Q;R?) — Raq,
Q:L*(UR%) = R e

u = Pu+ Qu
per ogni u € L*(€;R?). P e Q sono chiamate proiezioni ortogonali di L?(€;R?) su Rq e
R& e godono delle seguenti proprieta:
1. se u € Rg allora Pu=u e Qu = 0;
2. seuERé allora Pu=0¢e Qu = u;

3. ||u— Pu|| = inf{|Ju — q|| : ¢ € Rq} per ogni u € L*(;R?);

W~

Null3 = [[Pullz + |Qul13;
5. P e @ sono lineari.

Esercizio 1.13. Sia u € L*(;R?). Dimostrare che r = Pu se e solo se 7 € Rq e
/(u—r)-qu:() Vq € Ra
Q

Calcolo di Pu

Partiamo dal fatto che

(u—Pu)-qdr =0 VgqeRq.
Q

Poicheé g € Rq se e solo se esistono w, a € R? tali che
g=a+wAzx

allora la condizione precedente diviene
(1.11) /(u—Pu)-(a—!—w/\x)dx:O Va,w e R
Q

Prendendo w = 0 si ha

(u—Pu)-adr=0 VaecR
Q

da cui segue che
/(u—Pu)dsz.
Q
Poiche Pu € Rg allora esistono w* € R3 e a* € R? tali che
Pu=a"4+w" ANz

che sostituito sopra da
/(u(x) —a" —w'Ax)dr =0
Q

equivalente a

(1.12) /Qu(a:) dz — |Q]a® — 2w A (Q) = 0
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dove z(Q2) := |Q|~! [, # dx & il baricentro di €.
Prendendo a = 0 nella (1.11) e sostituendo anche Pu si ha invece

/Q(u—a“—w“/\x)-(w/\x)dx=0 Vw e R
da cui (scambiando i prodotti)
/Q(u—a“—w“/\a:)/\a:da:=0
e quindi
(1.13) /Qu/\xdx—/ﬂ(w“/\a:)/\xda:—|Q|a“/\x(Q):O.

Scegliendo un riferimento centrale cioe con origine in z(2) si ha x(2) =0 e (1.12) e (1.13)
si semplificano in

(1.14) /Qu(x) dx — |Qa" =0

(1.15) —/x/\udx+/x/\(w“/\a:)da:=0.
Q Q

Dalla (1.14) segue che
™ 7

Nella (1.15), ricordando che a A (bA¢) = (a-¢)b— (a - b)c si ha
AW Az) = |zfw — (- w)z = (2] — 2 ® z)w"
dove, dati due vettori a,b € R", a ® b denota il tensore di tipo (1,1) (matrice)
a®b= (aibj)i,jzl,...,n

detto prodotto tensoriale di a e b o diade.
Si ha dunque

/ A (W' ANz)de = / (|2)°] — 2 ® ) dew" = Tow"
Q Q
dove

Io :/(|x|21—x®x)da:
Q

¢ il tensore d’inerzia di 2 (pensato come corpo omogeneo di densita unitaria). Ricordiamo
che si tratta di un tensore simmetrico (ovvio) e definito positivo a meno di casi degeneri.
Dalla (1.15) si ottiene quindi

w“zlal/x/\udx
Q

Ne consegue che

1
Puza“—kw“/\a::—/uda:—i—fal/a:/\udx/\a:
12| Jo o




Capitolo 2

Dinamica deil continui

2.1 Riferimenti bibliografici

I principali riferimenti bibliografici per questo capitolo sono [26, 34].

2.2 Moto di un corpo

Il moto di un corpo B in un intervallo di tempo I & definito da una famiglia di deformazioni
t— fi, dove fi : k(B) — x¢(B) € una deformazione per ogni ¢t € I. Sia

firB)xT—xi(B)=:Q, tel,

definita da
f(7t) = ft'

Il moto si dird regolare (di classe C?) se f € C?(2 x I). Se f si puo prolungare ad una
funzione di classe C%(Q x I) allora diremo che il moto & regolare fin sulla frontiera.

Il moto si dice rigido se le deformazioni f(-,t) sono isometrie per ogni ¢ € I.

Per semplicita di notazione definiamo € := x(B) e identifichiamo il corpo B con la
regione che occupa nella configurazione di riferimento. Di conseguenza chiameremo i
punti x € Q punti materiali.

Fissato = € Q, la curva di rappresentazione parametrica t — f(z,t) e la traiettoria
percorsa durante il moto dal punto materiale x.

In accordo con le notazioni del capitolo precedente, indicheremo con x la posizione
nella configurazione di riferimento 2 = k(B) e con y la posizione nella configurazione
attuale (deformata), ovvero

y = f(z,1).

Si definisce wvelocita (lagrangiana) o velocita materiale, scritta ¢, del punto materiale
x, il vettore derivato della traiettoria, cioe

. 0
Y= 5 (z,t)

d
useremo anche la notazione d_th in luogo di g.

22
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Si definisce accelerazione (lagrangiana) o accelerazione materiale, scritta §j, del punto
materiale z, il vettore derivato della velocita, cioe

.. o . 02
7= ay(x,t) =50 (z,t).

Dato che f; & una deformazione, per ogni t € I, si ha che f; " esiste.
Si definiscono welocita ed accelerazioni (euleriane) o velocita ed accelerazioni spaziali,
rispettivamente

v 5:yoft71a a::gjOf,;l

che sono abusi di notazione per scrivere

vi=go (flid), a:=jo(f ", id)

Per cui ¢ e § sono funzioni di (z,t), mentre v e a sono funzioni di (y,t).

Relazione tra le derivate

Nel capitolo precedente abbiamo indicato con V e Div il gradiente e la divergenza rispetto
alla variabile x. Indicheremo d’ora in avanti con D e div il gradiente e la divergenza rispetto
alla variabile y.

Se g : Qx I — R ¢ derivabile, allora si ha che anche h(y,t) := g(f~1(y,t),t) ¢ derivabile
e sussiste la seguente relazione tra le derivate

%(x’t) = %[h(f(a:,t),t)] = [%(yﬂf) +Dh(y,t) -]

che si scrive anche, con abuso di notazione, semplicemente

. dg  Oh
== = — h-v.
9=~ TPV

In tal caso, per evitare confusione, conviene tenere sempre distinte le differenti notazioni

d 8 . . . N . oy .
4 © 57, per ricordare che il primo membro & espresso nelle variabili lagrangiane (z,) e

il secondo nelle variabili euleriane (y,t) e c’¢ di mezzo un cambiamento di variabile per
passare dalle une alle altre. Un ulteriore abuso di notazione consiste nell’identificare g e

h e si usa quindi anche scrivere

(2.1) 4.9 p

Quest’ultima formula definisce un operatore differenziale % detto derivata materiale (o

sostanziale, o totale, o convettiva). Quando applicato ad una grandezza euleriana il

simbolo % avra quindi da ora in poi sempre il significato di derivata materiale.
Applicando tale formula a ciascuna componente di v si ha

. Ov tuD
= — +uv-Dv.
YT o
Infine, diremo che una funzione h(y,t) & di classe C¥ iny € Q; e t € I (rispettivamente,
di classe C* fin sulla frontiera) se la funzione (x,t) — h(f(z,t),t) & di classe C*(Q x I)
(rispettivamente si pud prolungare ad una funzione di classe C*(Q2 x 1)).
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2.3 Conservazione della massa

Assumiamo che il corpo B, e quindi €2, sia equipaggiato con una funzione scalare su (2
chiamata densitd di massa. La densita di massa al tempo t € I iny € ; ¢ data da p(y, t).
Assumeremo che p(y,t) sia di classe C! rispetto al complesso delle variabili (y,t), e che
per ogni t € I, p(-,t) sia integrabile. Con un abuso di notazione indicheremo con p pure

po fi
Sia P un sottoinsieme “regolare” (misurabile secondo Lebesgue) di . Si definisce
massa di P nella configurazione f al tempo ¢ la quantita

m(P,t) := /MP) p(-,t)dy:/Pp(-,t)detVftdx:/Pp(-,t)detF(-,t)dx

dove F(z,t) :== V f(z,t). Poniamo
pr(x,t) := p(x,t) det F(z,t),

la densita di massa nella configurazione di riferimento nel punto x al tempo ¢, in modo
che

m(P,t)z/Pp,{(-,t)dx.

Assioma 2.1 (Principio di conservazione della massa). Per ogni sottoinsieme “regolare”
P di Q la massa m(P,t) é costante nel tempo.

L’assioma e tradotto dalla condizione
d
. — t)dy =0, per ogni P C regolare”,

2.2 p d 0 iPCQ*« lare”
dt Jy.py

o dalla condizione

/ Pr(st) — pu(-,7)dx =0, per ogni P C Q “regolare” e per ogni ¢, 7 € 1.
P

La seconda di queste implica immediatamente che p, non dipende da ¢, ossia
(2.3) pr(x) == pu(x,t) = p(x,t)det F(z,t).

Esercizio 2.2. Dimostrare, utilizzando il polinomio caratteristico, che Vi det F = F~T det F
per ogni matrice invertibile F.

Lemma 2.3. Indicato on F(x,t) il gradiente di deformazione, e supponendo che il moto
sia regolare, si ha

% det F(z,t) = divv o fydet F.
DIMOSTRAZIONE Per l’esercizio precedente
%detF =VpdetF-F=FTdetF F
Dato che F =V fsiha F=Vf=Vy=V(vof)=Dvo f,Vf,=Dvo f F e quindi
F’T-F:F’T-DvoftF:I-DUOft = divw o f,

dove nell'ultimo passaggio abbiamo usato 'identitdh F~7 . (AF) = I - A per ogni matrice
A. Riunendo con la precedente, si ottiene la tesi. ([
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Assumendo p € C! e il moto di classe C? si ha, differenziando (2.3) rispetto al tempo,
d
0=pdet F + P det F' = pdet F' 4 pdivv o f; det F,

e, tralasciando la composizione, si ha quindi

p+ pdive = 0.
Dalla precedente equazione, utilizzando (2.1), si ottiene
0
(2.4) a—';) + div(pv) = 0,

chiamata equazione di continuita della massa.
L’equazione (2.4) si poteva ottenere direttamente dalla (2.2) usando il risultato seguente.

Teorema 2.4 (del trasporto). Sia h = h(y,t) una funzione scalare di classe C* iny €
et €I fin sulla frontiera e supponiamo che il moto sia regolare fin sulla frontiera. Allora
la funzione

t h(y,t) dy
fe(P)
e derivabile in I e si ha

d/ oh R
L hwrydy = / 1 (1) + div(ho) (4, 1)) dy,
dt Js.p) ft<P><3t )

per ogni sottoinsieme regolare P di §2.

DIMOSTRAZIONE Per il teorema di derivazione sotto il segno di integrale, le cui ipotesi
sono soddisfatte sotto le condizioni di regolarita di h e del moto, si ha

d d p
E/ft(P) h(y,t) dy = E/Ph(f(x,t)at)detF(x,t) dx:/Pa(h(f(x,t),t)detF(x,t)) dz

quindi, posto g(z,t) := h(f(x,t),t) si ha che l'ultimo integrale & uguale a

/i(g(x,t)detF(x,t)) de = /g'detF—l—g(x,t)i(detF)dx
pdt P dt

/(@_f_h.Dv)dethgH-/gdivvdetha:
p \Ot P

- / (@+h-Dv)dy+/ hdivo dy
fupy N Ot Fu(P)

oh
= — +div(hv) dy
/ft(P) ot (i)
e quindi la tesi. O

Dal teorema del trasporto, usando il teorema della divergenza, si deduce il seguente
corollario.

Corollario 2.5. Nelle ipotesi del teorema precedente, e se P ha frontiera sufficientemente
regolare (ad esempio lipschitziana), allora si ha

i/ hdyz/ @dy—i—/ hv - ndo
dt Jy,(p) fup) Ot of.(P)

dove n é il versore normale esterno a fi(P) (che deve esistere in ogni punto della frontiera,
con leccezione al piv, di un insieme di misura nulla).
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Nella ipotesi di validita del principio di conservazione della massa, dal teorema del
trasporto si ottiene la seguente proposizione che fornisce una semplice regola di derivazione
sotto il segno di integrale.

Proposizione 2.6. Sia P un sottoinsieme regolare di Q. Supponiamo che, fin sulla
frontiera, h = h(y,t) sia una funzione vettoriale di classe C*, il moto sia regolare e la
densita di massa sia di classe C*. Se vale il principio di conservazione della massa, allora
si ha

d

dt Jy,(p

h(y,t)p(y,t) dy:/f(P) h(y,t)p(y,t) dy

dove h a secondo membro denota la derivata materiale di h.

DIMOSTRAZIONE La dimostrazione ¢ immediata, infatti applicando la (2.4) ad ogni com-
ponente di A si ha

% + div(hpv) = h% + p% + hdiv(pv) + pv - Dh = P% +pv-Dh = ph,

e la tesi segue dal teorema del trasporto. [l

Assumeremo d’ora in poi che valga il principio di conservazione della massa.

2.4 Quantita di moto

Dato un sottoinsieme regolare P di €2 definiamo quantita di moto di P
QP = [ ol oty dy
fe(P)

Indichiamo con §(f;(P)) la risultante delle forze agenti su f;(P) all’istante ¢. Nelle ipotesi
di regolaritd C? del moto e C! della densita di massa, per il Teorema 2.4 si ha che Q(P, t)
e derivabile rispetto a t.

Assumiamo che valga il seguente principio di conservazione della quantita di moto
(prima equazione cardinale).

Assioma 2.7 (Principio di conservazione della quantita di moto). Per ogni sottoinsieme
regolare P di Q) e in ogni istante t € I

d
SQP.1) = 3(£(P))

Sulla natura di §(f:(P)) assumiamo che valga il seguente assioma.
Assumiamo che la risultante delle forze esercitate su P dall’esterno e dal resto del
corpo 2 sia somma di due termini

S(fe(P)) = Su(fe(P)) + Fe(fe(P))

in cui §,(f:(P)) rappresenta forze di volume, causate per esempio dalla gravita o da campi
elettromagnetici mentre §.(f;(P)) rappresenta le forze di contatto, dovute per esempio
all’interazione tra i sottocorpi attraverso le parti comuni della frontiera.

Per quanto riguarda le forze di volume, € naturale assumere che si possano scrivere
nella forma

Su(/u(P)) = /f L bl b PR
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Quanto alle forze di contatto, assumeremo che per ogni insieme f;(P) esiste un vettore
t(y, 0f(P)) € L*(8f,(P);R®) (L' rispetto alla misura di Hausdorff bidimensionale) tale
che

S(P) = [ H0f(P) da

of(P)

La densita delle forze di contatto ¢ dipende dal punto di applicazione e dalla superficie.
Il postulato di Cauchy, che subito enunceremo, afferma che t dipende dalla superficie
soltanto attraverso la normale.

Indichiamo con S? := {n € R® : |n| = 1} la sfera unitaria di R®.

Assioma 2.8 (Postulato di Cauchy o principio degli sforzi). Per ognit € I esiste una
funzione detta tensione tale che

t(,t): 4 xS* — R
(y,n) = t(y,nt)
tale che,
t(yvnat) = t(yaaff(P))7

dove n rappresenta il versore normale esterno a fi(P), per ogni y € $; e per ogni
sottoinsieme P tale che y € Ofi(P).

Se si ammette che i domini f;(P) abbiano frontiera regolare, basta C?, allora il
Postulato di Cauchy puo essere dimostrato, si veda [35].

Esercizio 2.9. Sia yg(P,t) il baricentro di fi(P), ossia

1
yo (P t) == 7/ pydy.
m(Pat) f+(P)

Assumendo che valga il principio di conservazione della massa, densita di massa di classe
C! e moto regolare, dimostrare che il principio di conservazione della quantita di moto
vale se e solo se

m(Pv t)yG(Pv t) = s(ft(P))

per ogni sottoinsieme regolare P di ). Il centro di massa di ogni sottocorpo si muove quindi
come un punto materiale di massa m(P,t) soggetto ad una forza pari alla risultante delle
forze applicate al sottocorpo.

2.5 Il lemma fondamentale di Cauchy

Omettiamo per comodita di indicare la variabile ¢, ovvero supponiamo di considerare il
corpo in un istante t fissato.

Lemma 2.10 (lemma fondamentale di Cauchy). Assumiamo che le funzioni (y,n) —
t(y,n) e y — bly) siano continue nei rispettivi domini. Allora esiste un campo tenso-
riale del second’ordine continuo (i.e. una funzione continua a valori matrici) T(y), detta
tensore degli sforzi, tale che

t(y,n) = T(y)n per ogni y € Q e ogni n € S2.

Prima di dare la dimostrazione proponiamo un paio di esercizi.
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Figura 2.1: Tetraedro

Esercizio 2.11. Si consideri un tetraedro, vedi Figura 2.1, avente una superficie, di area
A, con normale esterna n e le altre tre superfici, di area A;, aventi normale esterna — e;,
per i =1,2,3. Si dimostri che

Soluzione Si denoti con a’ I'ascissa del punto d’intersezione del piano obliquo con
l’asse parallelo a e;, e con v; := ae; (non sommato su 7). I vettori v — vy e vg — v1
appartengono alla superficie con normale n, quindi la normale n puo scriversi come n =
(v —v1) A (v3 —v1)/2A, dove si é utilizzato il fatto che 24 = |(va —v1) A (v3 —v1)|. Quindi

24An-e¢; = [(va—v1)A(vz—v1)] € = (vaAv3—v1 Avg—va Avy)-€;
= (2A1 e1 +2A5e5 +2A3 63) -e; = 2A;.

Esercizio 2.12. Sia 2o un punto di un aperto Q di R3, e sia {w;} una successione di
sottoinsiemi di 2 tali che 0 < p(w;) < +oo dove pu denota la misura d’area o di volume.
Supponiamo inoltre che per ogni e > 0 esista un I € N tale che w; C B(xg, ) peri > 1,
dove B(xg,€) denota la palla di centro xg e raggio €. Allora se 1) ¢ una funzione continua
definita su ) si ha

i~ [ d = ).

1—00 ,u(wl) ;
DIMOSTRAZIONE DEL LEMMA 2.10. Fissato ¢t € I possiamo supporre, a meno di una
traslazione d’assi, che 0 € §;. Sia n € S2. Fissiamo una base (e, e, €3) in R?, in modo
che n = (ny,n2,n3) € S? con n; > 0 per ogni i = 1,2,3. In tal caso la semiretta di
direzione n uscente da 0 non e parallela ad alcun piano coordinato. Fissato h > 0, il
piano ortogonale alla semiretta e distante h da 0 ha equazione

z-n=h.

Questo piano individua un tetraedro aperto Aj, di vertici 0, Vi, V5 e V. Sia R" la parte
di bordo con normale esterna n ed R la parte di bordo avente normale esterna — e;, per
i=1,2,3.
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Vi

Siccome 0 & un punto interno di €, allora si ha A, C €; per ogni h abbastanza piccolo.
Per il principio di conservazione della quantita di moto si ha

d
ZQAL0) = S((AW).
che esplicitiamo usando le definizioni di @ ed f. A primo membro abbiamo
d d dv
—Q(Ap,t) = — dy = dy = d
5 QAR ) = L ey = | ey = /Ahap y

e al secondo

500 = [ byt [ty daty)
Ah aAh
Allora la prima equazione cardinale diviene
(25) [ @r-nay= [ tynty) daty
Ah 6Ah

Esplicitando ulteriormente il secondo membro si ha

3
20 [t i) = [ it o)+ 3 [ o) dat)

Indicando con |R"| ed |R!| I'area della regioni R ed R} e con |A| il volume del tetraedro,
possiamo riscrivere (2.5), come

|Ap| 1 / |Rh /
—_— b) dy ) da( .
B TAn] ], (%~ O = gy [, T daly |Rh |RA| )

Tenendo presente i risultati dei due esercizi si ha, passando al limite

3
=t(0,n) + Y _nit(0
=1

che possiamo riscrivere come

3
(2.7) ==Y t(0,—¢)@e;n
=1
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Ponendo T'(0

Mw

(0 ) ® e; abbiamo che
=1

(2.8) t(0,n) = T(0)n per ogni n € S? tale che n; >0, i =1,2,3.

Questa relazione continua a valere, per la supposta continuita di t(0, n) rispetto a n e per
la continuita del secondo membro, anche se una o due componenti di n si annullano. In
particolare allora la formula vale per n = e; nel qual caso si ha (cfr. (2.7))

3

(2.9) t(0,e;) = — Z 9ij$(0, —e;) = —t(0, —¢;).

=1

Se invece si prende un n € S? con componenti negative, ad esempio con n; < 0 per fissare
le idee, allora in luogo della base (e, €2, e3) sceglieremo la base (€1,€,€3) con é; = — ey,
€, = ey, €3 = eg, rispetto alla quale n avra tutte le componenti 7; positive e si otterra che

3
Z 0,—¢&)=1t(0,n) — antOel +Znt

D’altra parte, dalla (2.9) si ha t(0,e;) = —t(0, —e1) e quindi dalla precedente si riottiene
di nuovo la (2.7) e quindi la (2.8), che vale quindi per ogni n € S2. In maniera ovvia essa
si generalizza poi ad ogni y € € e la continuita di y — T'(y) segue direttamente da quella
di y — t(y,n). O

Osserviamo che il Lemma 2.10 stabilisce una proprieta di azione e reazione dello sforzo

che vale in generale. Dal lemma fondamentale si trae infatti la seguente conseguenza.

Corollario 2.13 (principio di azione e reazione degli sforzi). Per ogniy € Q4 e per ogni
n € S? siha

t(y7 TL) = _t(ya —TL).
DIMOSTRAZIONE Per la linearita si ha —t(y, —n) = =T (y)(—n) = T(y)n = t(y, n). O

In pratica cio significa che all’azione esercitata sul sottocorpo P dal resto del corpo
corrisponde un’azione opposta (reazione) esercitata da P sul resto del corpo.

2.6 Prima equazione fondamentale del moto di un cor-
po continuo

Reintroducendo la variabile ¢ abbiamo che, in generale, T = T'(y,t). In questa sezione

riscriviamo il principio di conservazione della quantita di moto, usando il tensore degli

sforzi di Cauchy. In seguito ci occuperemo anche del principio di conservazione del

momento della quantita di moto, ovvero della seconda equazione cardinale.
Supponiamo, in questa sezione, che T sia di classe C! in (y,t).

Teorema 2.14 (Prima equazione fondamentale). Dato un corpo continuo in moto regolare
con densita di massa p(y,t) di classe C* e soggetto all’azione di forze esterne di volume
con densita b(y,t) continua in y, si ha, per ogni t € 1

pai—Tij,j Zbi m Qt, i=1,2,3
ovvero, in forma vettoriale,

(2.10) pa—divI' =b in Q4.
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DiMOSTRAZIONE Consideriamo un sottocorpo che occupi all’istante ¢ la regione f;(P) =:
Ay cC Q4! Le forze esterne §(A;) agenti su P sono forze di volume di densita b(y,t) e le
forze di contatto esercitate dal resto del corpo su P e prescritte dal principio degli sforzi.
Per il principio di conservazione della quantita di moto e il teorema della divergenza si ha
dunque

/ aily () dy = [ blyt)dy + / t(y, n); daly)
A Ay OA,

= [ bwtydy+ / T3 (y, t)n; da(y)
Ay OA;

:/ bi(y,t)dy—k/ Tij,j(y,t) da(y)
Ay A

t
dove da indica la misura di superficie. Poiché I'uguaglianza vale su ogni sottoinsieme
aperto A; CC € e la funzione integranda & continua, segue la tesi. O

L’equazione (2.10) & anche detta prima equazione indefinita della dinamica dei continui
perché in essa non compare una condizione al contorno che deve essere necessariamente
soddisfatta quando il corpo & soggetto all’azione di forze esterne di contatto.

Proposizione 2.15. Se sulla frontiera di 2, che supponiamo sufficientemente regolare,
agisce una forza di contatto di densita superficiale c(y,t) continua in y, allora si ha

T(y,t)n(y,t) = c(y,t)
per ogni t € I e per ogni y € 0 in cui esiste il versore normale n(y,t).

DiMOSTRAZIONE Diamo qui solo uno sketch della dimostrazione, omettendo i dettagli.
Supponiamo che che la frontiera di §2; sia di classe C'. Sia yo € 9€2;. In tale punto esiste
il versore normale n(yo,t). Considerato un sistema di riferimento locale con eg = n, si
pone lorigine del riferimento in yg. Nel piano y3 = —§ si considera una palla Bg di R?
con centro in (y1,y2) = (0,0) e raggio 0. Per § abbastanza piccolo ¢ possibile considerare
la superficie 92 in un intorno di 0 come grafico della funzione vs : BZ — 9, tale che
75(0) = yo.
Per § abbastanza piccolo si avra che 'aperto

Qs = {(v1,92,93) : (y1,92) € By, =6 < y3 < 75(v1,92)}

¢ contenuto in €;. A questo punto la tesi si ottiene esprimendo la conservazione della

quantita di moto su 5
| pa=vyty= [ tly.n)dato)
Qs Qs

ricordando che t(y,n) = c(y,t) su Qs N 9 e facendo tendere d a 0 dopo essere passati
alle medie in maniera simile a quanto fatto nella dimostrazioen del lemma fondamentale

di Cauchy. O

2.7 Seconda equazione fondamentale e simmetria del
tensore degli sforzi

Dato un sottoinsieme regolare P C  definiamo momento della quantita di moto di P
rispetto ad 0 (origine del riferimento)

Ko(P,t) = / y Aoy, Dply, ) dy
fo (P)

n generale la notazione A CC € significherd che A & un aperto con chiusura compatta in
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Nelle ipotesi di regolarita C? del moto e C'! della densita di massa, per il Teorema 2.4 si
ha che Ko(P,t) ¢ derivabile rispetto a t.

Assumiamo che valga il seguente principio di conservazione del momento della quantita
di moto (seconda equazione cardinale).

Assioma 2.16 (Principio di conservazione del momento della quantita di moto). Per
ogni sottoinsieme regolare P di ) e in ogni istante t € T
d
SEo(P,0) = %l f(P)
dove
(P i= [ yabwdy+ [ yntym)day)
fe(P) afe(P)
¢ il momento risultante delle forze agenti su fi(P) rispetto al polo O supposto fisso o con
velocita parallela a quella del centro di massa.

Esercizio 2.17. Dimostrare che se il principio di conservazione del momento della quan-
tita di moto e soddisfatto rispetto al polo O allora e soddisfatto rispetto ad un qualsiasi
altro polo fisso o con velocita parallela a quella del centro di massa.

Usando il principio degli sforzi come abbiamo fatto in precedenza con la prima equazione

cardinale, si perviene al seguente risultato.

Teorema 2.18 (seconda equazione fondamentale). Nelle ipotesi di regolarita C? del moto
e C! della densita di massa e del tensore degli sforzi (rispetto ad y), nonché la continuita
di b rispetto ad y, si ha, in ogni istante t € I

TT =T in Q.

DiMOSTRAZIONE Consideriamo un sottocorpo che occupi all’istante ¢ la regione f;(P) =:
Ay CC Q4. Le forze esterne §(P,t) agenti su P sono forze di volume di densita b(y,t) e le
forze di contatto esercitate dal resto del corpo su P e prescritte dal principio degli sforzi.
Rispetto ad un riferimento centrale, per il principio di conservazione del momento della
quantita di moto si ha dunque

(2.11) /AyAa(yvt)p(y,t)dy=/ yAb(y,t)dyﬂL/ y At(y,n)da(y)

Ay OA;

Si tratta di un’equazione vettoriale la cui prima componente ¢

/ (yoaz — yza2)p(y,t)dy = / (y2b3 — y3b2) dy +/ (y2T3jn; — ysToin;) da(y)
Ay Ay

t

:/A (y2bs — ysbz)dy+/A [(y2T35) ; — (y3T2;) 5] dy

= / (y2b3 — y3b2) dy + / (21355 + T32 — y3T2j,; — Tas] dy.
Ay Ay

Raccogliendo y2 e y3 si ha
/ [ya(azp — b3 — T3 ;) — ys(azp — by — Taj ;) + Taa — Ta3] dy = 0.
Ay

Per la prima equazione fondamentale si ha, d’altra parte, che i termini entro le parentesi
tonde nell’integrale sono nulli e di conseguenza si ha

/ [ng — ng] dy =0 per ogni At CcC Qt,
Ay

da cui segue che T32 = Th3. Le uguaglianze Tis = T31 e T12 = T seguono analogamente
dalla seconda e dalla terza componente dell’equazione (2.11). O
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2.8 Equazioni del moto ed equazioni di equilibrio

Il problema fonadamentale della dinamica dei corpi continui consiste nel determinarne
il moto quando si suppongono assegnate le forze esterne di volume e di superficie e le
condizioni iniziali e al contorno.

A tale scopo abbiamo a disposizione le seguenti equazioni

pj—divll=b in
TT =T in Q
Tn=g su 08

a cul puo essere eventualmente aggiunta l'equazione di continuita della massa. Dalle
equazioni del moto si traggono poi le seguenti equazioni di equilibrio

—divI'=0b in Q4
T =T in Q
Tn=g su 0

2.9 1l tensore di Piola-Kirchhoff

Il tensore di Cauchy e definito sulla configurazione attuale del corpo che in generale non
€ nota.

Il tensore di Piola-Kirchhoff &, in un certo senso, la controimmagine del tensore di
Cauchy nella configurazione di riferimento.

Come abbiamo fatto quando abbiamo calcolato la variazione di area corrispondente ad
un’assegnata deformazione, consideriamo una superficie v di classe C! in k. Sia v: D —
k(B) C R? una sua rappresentazione parametrica, con D sottoinsieme di R? diffeomorfo
ad una palla aperta.

/“{#\\ -;\/NN\

\%\ \ N

o ) AT

\\___/3/\, ( =~ —/
7 e, o

| /81

o

=]

f

\/ﬂ

» N
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I versori normali esterni alla superficie indeformata e a quella deformata sono dati,
rispettivamente, da

YA (foaA(for),e

Ng=——"— n= .
" v A |(f o) A(for)el

Ripetendo un conto gia fatto in precedenza si ha

(fov)aAN(fovy)a=Fy1AFya=cofFy1 A7z =cofFnglvi Azl
Per cui, se ¥, = (D) e ¥ = f o~(D), allora si ha

A
/Tndaz/TcoanHMda:/ TcoanK,|fy71/\’y72|d01d02=/ TcofFn, day
b ) |[Fy1 A Fry 2l D )

3
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Poniamo

(2.12) S :=Tcof F = TF~ T det F,

/Tndaz/ Sn, da.
) T

S & detto primo tensore di Piola-Kirchhoff.

in modo che

2.10 Equazioni del moto nella configurazione di riferi-
mento

Le equazioni indefinite del moto nella configurazione attuale (i.e. in coordinate euleriane)
sono quelle scritte sopra. In questa sezione vogliamo scriverle nella configurazione di
riferimento (i.e. in coordinate lagrangiane).

Osserviamo che dalla (2.12) si puo ricavare T' in termini di S. Infatti

1
T = FT.
detFS

Ne consegue immediatamente che
T7T=7 — SFT=FST — SFT cSym

che traduce quindi la simmetria del tensore degli sforzi.
La prima equazione fondamentale in forma integrale &

/ pij dy :/ Tnda(y) +/ bdy
fe(P) ofe(P) fe(P)

che, col cambiamento di variabile y = f(z,t), cioé riportata sulla configurazione di
riferimento, diviene

Snndan(x)—i—/ bdet F' dy

/ pydet Fdx =
P P

oP

e, col teorema della divergenza

/pg'jdethx:/Didex—i—/bdethx
P P P

da cui si ottiene, per arbitrarieta di P aperto in €2,

(2.13) | piij — DivS = b, in Q]

dove py := pdet F' e b, = bdet F. A questa va aggiunta la condizione al contorno

(2.14) ‘ Sng = g su 89‘

dove g, = gdet F', la condizione di simmetria

a1
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e equazione di continuitd della massa?

9px

o 0

Nella impostazione del problema del moto, sia che la si faccia in variabili euleriane che
lagrangiane, abbiamo dunque a disposizione 7 equazioni scalari in 13 incognite.

Il fatto che quindi il problema dinamico rimanga largamente indeterminato non deve
sorprendere. Infatti le equazioni sopra scritte, che sono state ottenute combinando op-
portunamente gli assiomi fondamentali della meccanica dei continui (conservazione della
massa, equazioni cardinali, principio degli sforzi) esprimono solamente quanto vi ¢ di
comune a tutti i corpi continui.

In generale, corpi costituiti da materiali diversi si comportano in maniera diversa.
Questa diversita € specificata attraverso le equazioni costitutive, ovvero specificando un
legame tra sforzo e deformazione. Materiali diversi saranno caratterizzati da equazioni
costitutive diverse.

Sara questo I'oggetto del prossimo capitolo in cui introdurremo le equazioni costitutive
di alcuni particolari corpi solidi.

2equivalente alla (2.3) se il corpo & connesso.



Capitolo 3

Materiali iperelastici

3.1 Riferimenti bibliografici

I principali riferimenti per questo capitolo sono Paroni [30] e Ciarlet [10].

3.2 Equazione costitutiva e potenziale elastico

Sia come al solito 2 = x(B).

Definizione 3.1. Il corpo B si dice costituito di materiale elastico se il tensore di Piola-
Kirchhoff e determinato, in ogni punto, dal gradiente di deformazione, cioé se esiste una
funzione tensoriale (detta funzione di risposta)

F QxRim - R¥3
(x,F) = F(z,F)

tale che
S(x) = F(x, F(x)) per ogni x € Q.

Definizione 3.2. Un materiale elastico si dice iperelastico se il tensore di Piola-Kirchhoff
ammette un potenziale, cioé se esiste una funzione scalare

W QxRim - R
(x,F) = W(,F)

tale che
S(z) = DpW (z, F(z))

dove Dy indica il gradiente rispetto ad F. La funzione W ¢ detta potenziale elastico.

Se W = W (F), cioe W ¢ indipendente da x, il materiale si dice omogeneo. Il motivo
di questa denominazione deriva dal fatto che in tal caso anche la funzione di risposta %
dipende solo dal gradiente di deformazione e non dal punto z, cioé il materiale risponde
omogeneamente alle sollecitazioni.

E il caso di osservare che, come succede per i campi vettoriali, non tutti i campi
tensoriali sono gradienti di un potenziale. Per i campi vettoriali una condizione necessaria
affinché cio avvenga ¢ che il rotore sia nullo. Una condizione analoga puo essere stabilita
anche per i campi tensoriali con un’opportuna nozione di rotore.

Osserviamo infine che il potenziale elastico, essendo definito nella configurazione di
riferimento, esprime, come il tensore di Piola-Kirchhoff, delle proprieta ”materiali” del
corpo.

36
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Esempio 3.3. Nel caso di alcune gomme (materiali di Mooney-Rivlin) un potenziale
elastico appropriato e

W (F) = a|F|* + b|cof F|* + I'(det F)

cona>0,b>0eTl(§) = cd?—dlog(d) (c,d > 0) o pilt in generale una funzione convessa
di § > 0 tale che lims_,o+ I'(6) = +o0.

Osserviamo che per ogni Q € SO(3) si ha det@ = 1, |Q|?> = tr(QTQ) = trI = 3 ¢
lcofQ|? = tr ((cof@)TcofQ) = tr I = 3 e quindi

W(Q) =3a+3b+TI'(1) = costante

quindi il potenziale risulta lo stesso su tutte le rotazioni.

3.3 Cambiamento della configurazione di riferimento

La definizione di materiale iperelastico & stata data fissando una configurazione di rife-
rimento. Dimostriamo ora che la definizione e indipendente da questa scelta cambiando
configurazione di riferimento e mostrando che il materiale rimane iperelastico anche con
questa nuova scelta.

Consideriamo quindi due configurazioni k1 e k2. Indichiamo con

— -1
D= K2 0 K]

Consideriamo due deformazioni f; e fo legate dalla relazione f; = f5 o p, che portano
quindi nella medesima configurazione; dunque p = f5 16 fy. Indichiamo con P = Vp e,
come al solito, F} =V f; e Fo, =V fy. Si ha

P=F'F.
Al W T
. N/ e
S, g ]

&

L ?:‘rﬁ‘t \ \
T~ - L)
v \ N
Ee S T B

TN\

Relativamente ai tensori di Piola-Kirchhoff si ha

Sy =TF T det Fy,

Sy =TFy Tdet Fy = T = SoFy det Fy !,

per cui, sostituendo T nell’espressione di S si ottiene

Sy = (det P)So P~ T
Supponiamo che il materiale sia iperelastico rispetto a ko e sia W il potenziale elastico,
cioe

Sa(w2) = Dp,Wa(wa, Fa(22))

e definiamo, per ogni F; € RiXB,
(3.1) Wi (xy, Fy) == Wa(p(z1), FL P~ (p(z1))) det P

Verificare che allora si ha

D, Wi(z1, Fi(z1)) = S1(x1).
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3.4 Simmetria materiale

Nella sezione precedente abbiamo visto che al variare della configurazione di riferimento
in generale il potenziale elastico non rimane costante, ma varia secondo la legge (3.1).

In particolare, se la mappa p ruota la configurazione di riferimento attorno ad un
punto fisso xg cioe

p(z) = Q(z — x0) + 20
con @ € SO(3), allora per la (3.1), si ha
Wi(zo, F) = Wa, (z0, FQT)

dove @, denota la configurazione p o k (cioe quella che prima chiamavamo x3). Conside-
riamo l'insieme

Gr(z0) = {Q € SO(3) : Wy (w0, F) = Wo, (0, F) VF € RY?Y.

Proposizione 3.4. G.(xg) € un gruppo moltiplicativo detto gruppo di simmetria di z
nella configurazione k. Si ha inoltre

Grlzo0) ={Q € SO(3) :+ Wi(w, FQ) = Wi(w, F) VF € RY?}.
DIMOSTRAZIONE Dimostrare per esercizio che G, (o) gode delle proprieta di gruppo
o I €Gy(xo);
* QEGu(x) = Q' = Q" € Gplwo);
e Q,P€G.(x9) = QP € G, ().
Concludere la dimostrazione per esercizio. O
Definizione 3.5. Un materiale iperelastico si dice isotropo in xo se Gx(xo) = SO(3).

Esempi di materiali isotropi: W (z, F) = f(x,det F, |cof F|, FFT) (tra cui vi sono anche

le funzioni di |F| = \/tr(FFT)).

3.5 Obiettivita o indifferenza materiale

Andiamo ora ad introdurre il concetto di superimposed rigid motion che risulta essere
equivalente, ma piu semplice da spiegare, del cosiddetto principio di obiettivita, in inglese
material frame indifference. Se anziche ruotare la configurazione di riferimento, ruotiamo
la configurazione attuale, otteniamo una configurazione con le stesse proprieta materiali,
dato che ruotando una configurazione non si variano le distanze mutue tra i punti. E
quindi naturale assumere che il potenziale elastico in tal caso non cambi.

£ L

ref
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Data la deformazione f indichiamo con yo = f(xp). La rotazione ¢ effettuata tramite la
mappa

r(y) = QW —wyo) +yo, Qe SO().
Indicato come al solito Vf = F si ha
Virof)=QF

Assioma 3.6 (principio di indifferenza materiale). Il potenziale elastico € invariante per
composizione con spostamenti rigidi , ovvero

Wi(zo, F) = We(20, QF) VQ € SO(3), F € RY?, 20 € Q.

Una ovvia conseguenza di questo fatto & che se F' = RU ¢ la decomposizione polare
di F allora si ha
W(J?o, F) = W(a:‘(), U)

Se il materiale e anche isotropo si ha che
W (0, U) = W (o, QUQT)

e quindi si ha che il potenziale elastico non dipende dall’intero gradiente di deformazione
ma solo dagli autovalori di U, detti deformazioni (o stretches) principali.

Esempio 3.7. Soddisfano I'assioma di obiettivita i potenziali del tipo
W(z, F) = W(z,det F,|cof F|, FT F).

Tra questi ve ne sono di anisotropi (i.e. non isotropi), come ad esempio il potenziale
W(F) = (FTF)15 (provare per esempio con F = ( y § é ) e Q= ( é 5 El ))

1 0

Proposizione 3.8. W soddisfa il principio di obiettivitd materiale se e solo se W(-, F) =
W (-, VFTF) per ogni matrice F con determinante positivo.

DIMOSTRAZIONE Omettiamo per semplicita I'indicazione della dipendenza da t scrivendo
W (F) in luogo di W (-, F).
(=). Peril teorema di decomposizione polare, F' = RU con R € SO(3) e U simmetrica.
Quindi
FTF = (RU)TRU =UTRTRU =UTRTRU =UTU =U =2,

quindi U = VFTF e, per Dobiettivita, W(F) = W(U) = W(VFTF).
(«<). Viceversa, basta osservare che, per ogni ) € SO(3), si ha

W(QF) = W(H/(Q@F)TQF) = W(\/(FTQTQF) = W(VFTF) = W(F).
O

Derivando la relazione che esprime l'obiettivita materiale si ottengono due identita
differenziali che saranno utili nel seguito ed in particolare in teoria infinitesima.

Proposizione 3.9. Se la W ¢ derivabile rispetto ad F' un numero sufficiente di volte si
ha

1. DEW(-,F) = QT DrW (-,QF) per ogni Q € SO(3);
2. D2W(-,F)-(ZF) = ZDgW (-, F) per ogni Z € Skw.
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Si osservi che nella 2 Ihessiano DZW (-, F) & un tensore di ordine 4 di componenti

Aijrs = %(%) e A-(ZF) indica il tensore di ordine 2 di componenti A;j,s(ZF);s =

Aijrs ZrnFhs detto prodotto contratto dei tensori A e ZF. Avvertiamo fin da subito che
nel seguito un abuso di notazione fara cadere il punto e si scriverd AM per indicare A- M
(M tensore di ordine 2).

DIMOSTRAZIONE Per dimostrare la 1 basta derivare rispetto ad F' I’equazione
W, F)=W(,QF).

Proviamo la 2. Dimostrare per esercizio che, per ogni Z € Skw tale che esiste w € R® con
lw| = 1 tale che Za = w A a per ogni a € R®, e per ogni € € R si ha

Q:=1+sineZ + (1 —cose)Z% € SO(3)

(suggerimento: osservare che Z3 = —Z).
Dalla 1 si ha

QDpW (-, F) = DpW(-,QF) per ogni @ € SO(3).
Allora, denotato con
Q-:=1I+ (sine)Z+ (1 —cose)Z? ZcSkw : Za=wAa, w| =1,
si ha Q. € SO(3), quindi
Q-DpW(-, F) = DpW (-, Q.F) per ogni =.
Indicato, per comodita con .#(F') := DpW (-, F') e sostituito @, si ha
(3.2) F(F) +sineZF(F)+ (1 —cose)Z>F(F) = F(F +sineZF + (1 — cose) Z*F).

A F fissato, indichiamo con g(¢) := Z (F +sineZF + (1 — cose) Z*F) il secondo membro
dei quest’ultima identita. Per F fissato osserviamo che

9ii(€) = 93 (0) + gi; (0)z + o(€)

e che
9i;(€) = DpFij(F 4 sineZF + (1 — cose)Z2F) - (cose ZF +sine Z*F),
da cui
9:3(0) = Dp.Zi;(F) - (ZF)
e quindi

g(e) = F(F)+eDpF(F) - (ZF) + o(e).
Sostituendo nella (3.2) si ha dunque

eDpF(F)-(ZF) =sineZF(F) + (1 — cose) Z2.F (F) + o(e)
dalla quale, dividendo per ¢ e passando al limite per € — 0 si ottiene
DpF(F) - (ZF)=ZF(F)VZ € Skw : Za=wAa, |w=1.

La tesi segue per ogni Z € Skw dalla linearita in Z dei due membri dell’equazione. O
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3.6 Equazioni di equilibrio

Sia come al solito Q = k(B) un aperto di R?® con frontiera regolare. Consideriamo una
partizione di 99 in due regioni I'y e I'; (i.e. TyNTy =2, Ty U, = 909Q).

il

Supponiamo che il corpo sia incastrato (clamped) in Ty cioe f(z) = x per ogni z € Ty,
mentre su I'; agiscano delle forze di superficie di densita t,.. 'y & detta regione di Dirichlet
e I'; & detta regione di Neumann.

Denotiamo con b, la densita delle forze di volume ed n, il versore normale esterno
a 0f). Se i campi vettoriali e tensoriali in gioco sono sufficientemente regolari, allora le
equazioni di equilibrio sono (cfr. (2.13), (2.14), (2.15))

divS + b, =0 in O

Sn,. =t sull
SFT € Sym in Q
S=DrW(,F) inQ
F=Vf in 0
flx)=x suly

Osserviamo che si tratta di un sistema di 24 equazioni scalari nelle 22 incognite Sy,
Fij, W, i (17] = 172a3)'

Generalmente, tuttavia, il potenziale elastico € noto essendo noto il materiale di cui e
costituito il corpo, mentre sono incognite le tre componenti della deformazione f.

Il sistema di equazioni di equilibrio, in termini della sola incognita f diviene

divDpW (-, Vf)+b,=0 in Q

DpW(,V)ne =ty suly
DpW (-, VI(VF)T €Sym inQ
flz)=x suly

per un totale di 6 equazioni. Va detto perd che la condizione DpW (-, F)FT € Sym & sem-
pre soddisfatta, facendo quindi scomparire la corrispondente equazione di simmetria nel
sistema che quindi si riduce a 3 equazioni con 3 incognite. L’introduzione dell’equazione
costitutiva S = DpW (-, F) ha quindi condotto al pareggiamento del numero di equazioni
con quello delle incognite.

Iniziamo, per esercizio, a stabilire quanto affermato per qualche caso particolare.

Esercizio 3.10. Dimostrare per esercizio che la condizione DpW (z, F)FT € Sym ¢
sempre soddisfatta nei sequenti casi

1 W(E) = |FP, p>0;
2. W(F)=T(det F) dove T' ¢ una funzione scalare derivabile.
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1. Siha |F|P = (|F|?)%. Dunque Dp|F|P = 2(|F|*)$~12F = p|F|P=2F e quindi
|FIPFT = p|FP~2FFT € Sym.

2. Supponiamo per cominciare che I'(§) = §. Essendo det F' = Z?Zl F;;(cofF);; dove
(cof F);; = (—1)"7 det | M;;], allora si ha

ddet F o 9
OF; = ZFz‘j oF, (cof F')i; + (cof F');; = (cof F');;
j =

dal momento che %(COfF)ij = 0. Si ha dunque
Dpdet F = cof F

e quindi
(Dpdet F)FT = (cof F)FT = (det F)F~TF” = I'det F € Sym.

La tesi per I' qualunque si ottiene osservando che
DrI'(det F) = T"(det F)Dp det F)
e applicando i risultati precedenti.

Il caso generale segue dal seguente esercizio.

Esercizio 3.11. Sia W un potenziale elastico che soddisfa il principio di obiettivita.
Dimostrare che:

1. esiste un potenziale W tale che Wz, F) = W(x, FTF),
2. DpW (x, F) = F(DpW (2, FTF) + DpW (z, FTF)T),
e quindi concludere che DpW (x, F)FT € Sym.

Teorema 3.12. Sia W € C2(Q x R¥*3). 1 Sono soluzioni del problema di equilibrio tutti
e soli i punti stazionari del funzionale

I(g) = / W(z,Vg(zx))dx —/ by - gdx —/ t. - gda,
Q Q Iy
sul dominio

A={g:Q=R> : gc CL(OQR?) e g(z) =2 su Ty},

detto insieme delle deformazioni cinematicamente ammissibili. 1l funzionale I1(g) é detto
energia elastica totale ed ¢ dato dalla somma dell’energia elastica immagazzinata (stored
energy) fQ W(z,Vg(zx))dz e del lavoro compiuto dalle forze esterne agenti sul corpo. Il
potenziale W é quindi anche detto densita di energia elastica.

DIMOSTRAZIONE f € A ¢ un punto stazionario per I se e solo se

o TG +20) — 1)
9

e—0

=0

per ogni v tale che f + ey € A, cioe per ogni ¢ € C1(1Q; Rg) tale che ¢ = 0 su I'y, vale a
dire
d
El(f + 5¢)|e:0 =0.

1Questa ipotesi esclude il caso limyg p_o+ W(F) = +o0.
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Le funzioni f + e si chiamano wvariazioni di f e la derivata a primo membro e detta
variazione prima del funzionale I. Da questa terminologia prende il nome il Calcolo delle
Variazioni.

Osserviamo che

d
d—gf(f‘f'fw =

- d%(/QW(x,Vf(x)—i—evw(x))dx—/

Q

b/.;'(f-l-&b)d:t—/

Iy

:/Qdig(W(x,Vf(x)—i—svw(x))) dx—/ﬂbﬁ,'lﬂdﬂ?—/rttn'wda

e (f +v) da)

dove il passaggio della derivata sotto il segno di integrale & giustificato dall’usuale teo-
rema di derivazione sotto il segno di integrale di Lebesgue (cfr. ad esempio Giusti [16],
Capitolo sesto, Teorema 9.1) che, oltre alla derivabilitd con continuita della funzione inte-
granda rispetto ad e, garantita dal fatto che W € C, richiede I'esistenza di due funzioni
sommabili g e ; tali che

1. [W(z,Vf(z) +eVip(x))] < go(z) q.0.z€Q,

2. |%(W(x, Vf(z)+eVe(z))] <¢ei(z) qo.z€Q,

per ogni € in un intorno di 0. La prima condizione e soddisfatta perché la funzione
(z,€) = Vf(x) +eVy(z) & limitata in Q x [-6,6] (§ > 0 qualunque) grazie al fatto che
f, b € C1(Q; R?), quindi ha valori in un compatto K di R**? e dunque

Wz, Vf(x) +eVi(z))| < sup (W] =: o
QXK

dove il sup & massimo, e quindi finito, perché W & continua sul compatto Q x K. Per
quanto riguarda la seconda, usando il fatto che W € C1(Q x Rgxg) si ha

L (Wi V@) +T0@)| = IDeW (e, V(@) + V() - Vi(a)

< V¥l sup [DpW| =: ¢1.
QXK

Si ha dunque
d
El(f +eY)je=0 = /QDFW(;U,Vf(x)) -Vp(z) de —/Qb,.C “pdr — /m t. - da

e, dal momento che

DpW -V = (DpW)4p; j = [(DeW)4y] j — (DpW)"ap; = div(DpW) — ¢ - divDpW
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per il teorema della divergenza, e usando il fatto che ¥» = 0 su 'y, si ha
d
El(f + 51?)\5:0 =
= / div[(z)DpW (z, V f(2))] dx — / Y(z) - divDpW (z, Vf(z)) de+
Q Q

—/b,{-lbdx—/ te - da
Q Iy

— [ @) DeW(z, V(2))n, da — /Q V(@) - divDeW (z, V f(z)) o+

o0
—/b,{-lbdx—/ te - da
Q Iy

= —/ (divDpW (2, V f) + bs) - ¥ dx —|—/ (DpW (z,Vf)n, —t.)-Yda
Q

I

Abbiamo dunque ottenuto che f € A é un punto stazionario per I se e solo se

I

(3.3) { _/Q (divDpW (2, V f) +b) - o da +/ (DpW (2, V f)n, — ty) -t da =0
per ogni i € C1(Q;R?) tale che ¥ =0 su T'y.

Questa equivalenza ¢ nota come teorema dei lavori virtuali mentre la (3.3) ¢ 1'equazione
di Eulero in forma integrale.

E evidente che la (3.3) & soddisfatta se valgono le equazioni di equilibrio. Viceversa,
dalla (3.3) prendendo ¥ € C}(Q;R?), col che ¥ = 0 su €, si ha

/Q (divDrW (2, V(2)) + be) -dz =0 Vo € CL(Q)

da cui, usando il fatto che W & di classe C2, si ottiene
divDpW (z,Vf(z))+ b, =0 Ve
Prendendo S(x) = DpW (z, V f(x)) si ha dunque
divS + b, =0 in Q.

Quindi la (3.3) si riduce a
/ (DpW (z, Vf(x))n, —tg) -da=0
It
per ogni ¥ € C(; R?) tale che 1) = 0 su I'y, da cui segue che

DpW(x,Vf(x))ng —te =0 su Ty,

ovvero

Sn, =t,. sully.



3.7. TEORIA INFINITESIMA 45

3.7 Teoria infinitesima
Ricordando la relazione tra spostamento e deformazione
u(z) = f(z) — =,
indicato con F'=V f e H = Vu si ha
F=I+H=1+¢eH

dove e := |H| e H= H/|H]|.

Potenziale elastico

Se W & un potenziale elastico, che supponiamo almeno di classe C? rispetto ad F, si ha
dunque

Wz, F) =W (z,I+cH).

Per semplicita di notazione scriveremo W (F') al posto di W (x, F'). Sviluppando intorno
ad £ = 0 la funzione di classe C?

e W(I+eH)
i ha
Lo WUEER) =Wk eDeW () %EQD%W(I)I? H + o?)
&4 :W(I)+DFW(I)-H+%D%W(I)H-H+o(|H|2)
Poniamo

T:=DpW(I), C:=D*W()

C ¢ un tensore del quart’ordine detto tensore elastico, mentre T & lo sforzo a deformazione
nulla, ovvero nella configurazione di riferimento. Esso & detto tensore degli sforzi iniziali
o residui. Si osservi che, dalla relazione DpW (F)FT € Sym segue, prendendo F = I che
T & simmetrico. A proposito di C, se W € C? oppure se le derivate sono intese nel senso
delle distribuzioni, si ha (simmetrie maggiori)

0*wW 0*wW

3.5 Cijpg = =
(3:5) L OF,0F;;  OF;;0F,,

= Cmij :

Esercizio 3.13. Dalle simmetrie maggiori di C seque che
CA-B=CB-A
per ogni coppia di matrici A, B € R3*3.
Dalla 2 della Proposizione 3.9 si ha

(3.6) C-Z=2ZT VZeSkw
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per cui, sostituendo nella (3.4) e scomponendo H nella somma della parte simmetrica F
e della parte emisimmetrica Z, si ha (attenzione agli abusi di notazione)

CH-H =C(Z+E) -H+o(H?)
—ZT-H+CE - H+o(H?
= ZT-H+CH-E+o(H?
= ZT-H+C(Z+E)-E+o(H?
= ZT-H+ZT-E+CE-E+o(H?
=(H—E)T-H+ET-(H—E)+CE-E+o(H|?)
—HT-H—ET-E+CE-E+o(H?

E facile mostrare (farlo per esercizio) che esiste un tensore del quart’ordine L, detto
tensore di elasticita incrementale, tale che

lLE=cE-E7T|

Si ha quindi
CH - H=HT-H—-ET-E+CE-E+o(H?) =HT-H+LE-E+o(H).
In definitiva, quindi,
. 1 o 1
W(F)Y=WI+H)=W({I)+T-H+ §HT-H+ §LE-E+0(|H|2)

Se W(I) = 0 (cosa che si pud sempre assumere in quanto il potenziale elastico ¢ definito
a meno di una costante additiva).

Trascurando i termini di ordine superiore, allora ’energia totale elastica in teoria
infinitesima & data da

1 o o
F(u) = —/ HuT-Hu—i—CEu-Euda:—!—/ T-Hudx — / by - udx —/ t. -uda,
2 Jo Q Q r,
dove u appartiene allo spazio degli spostamenti ammissibili
A={uecC (Q;R? e u(z) =0suly}.

D’altra parte, supponendo che in assenza di forze esterne il corpo sia in equilibrio nella
configurazione di riferimento? allora si ha fQ T-Hudx = 0. Infatti in tal caso si ha

divi=0 suQ
T-n=0 su 0f)

e quindi

/f-dez—/udivf dx—i—/ uwT -nda = 0.
Q Q o0

In tal caso allora I’espressione dell’energia elastica totale diviene

1 .
F(u)zi/HuT~Hu+CEu-Eudx—/b,i-udx—/ t. - uda.
Q Q Iy

In assenza di tensione residua, cioe se T = 0, allora si halL.=C e

F(u)z%/@Eu-Eudw—/bn-udx—/ t. - uda
Q Q Iy

2Si definisce naturale ogni configurazione che assunta come riferimento dia luogo ad uno sforzo residuo
nullo, cioé 7' = 0 (naturalmente non ¢ detto che una tale configurazione esista).
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Equazioni costitutive
Per quanto riguarda il tensore di Piola-Kirchhoff, si ha
S=DpW(F)=DyW (I +H)=T+HT+LE + o(|H|)

In elasticita lineare con tensione residua si trascurano i termini di ordine superiore al
primo in |H| e quindi il tensore di Piola-Kirchhoff ha 1’espressione

|S=7+HT+LE]

Se la tensione residua e nulla, cioe T = 0, allora

Altre proprieta di simmetria di C

Abbiamo gia osservato che C gode delle simmetrie maggiori espresse dalla (3.5). Inoltre
dalla (3.6) si ha, se T =0,
CZ=0 VZeSkw

da cui segue (esercizio) che (simmetrie minori)

(3.7) Cijpa = Cijgp

Combinando poi la (3.5) con la (3.7) si ha che anche
Cijpg = Cjipg-

In definitiva, in assenza di tensione residua, basta ricordare che

Ciqu = Cpqij = Cjipq ‘

Densita di energia di Kirchhoff-De Saint Venant

Se il materiale & omogeneo e isotropo e supponiamo anche che valga I'assioma di indif-
ferenza materiale allora il tensore C = D?W (I) eredita da W certe proprieta di invarianza
e simmetria. Si potrebbe dimostrare (cfr. ad esempio Gurtin [18] (Appendix)) che in tal
caso esistono due costanti A e u dette costanti di Lameé tali che

Cijpg = Aij0pg + 11(Gipdjq + djpJiq)

dove 0,5 = 1 se r = s e 0 altrimenti.
E facile verificare che allora si ha

CE = 2uE + M tx(E)I

e di conseguenza

1
(3.8) §CE -E = ulE* + %|tr(E)|2

Dunque la (3.8) ¢ la densita di energia elastica lineare di un materiale omogeneo e isotropo.
Essa ¢ detta densita di energia di Kirchhoff-De Saint Venant.



Capitolo 4

L’integrale di Lebesgue

La teoria dell’integrazione secondo Riemann, pur avendo il pregio della semplicita, non e
del tutto soddisfacente perche

— molte funzioni non sono integrabili;

— e scarsamente flessibile nei confronti del passaggio al limite sotto il segno di integrale.

4.1 Misure e insiemi misurabili

Definizione 4.1. Sia Q2 un insieme non vuoto. Una famiglia A di sottoinsiemi di € ¢é
detta una o-algebra se gode delle sequenti proprieta

1. oeH;
2. Ecll = Q\EecH;
3. se B1,Es, ..., Ey,...€ 4 allora\J;2, E; € M.

Dimostrare, per esercizio, che, come conseguenza di queste proprieta, . risulta chiusa
anche rispetto all’intersezione numerabile e alla differenza di insiemi.
Esempi banali di o-algebre sono {@,Q} e () (insieme delle parti di ).

Definizione 4.2. Sia Q un insieme non vuoto e .# una o-algebra di sottoinsiemi di
0. Una funzione p : # — [0,+00] & detta una misura (positiva) se gode delle sequenti
proprieta

1. w(@) =0;

2. (additivita numerabile) se By, Fa, ..., E,,... € M sono due a due disgiunti allora
u( U E;) = ZM(Ez)
i=1 i=1

Gli elementi di A sono detti insiemi misurabili.
Come conseguenza di queste proprieta, valgono anche le seguenti altre

1. (monotonia) se Ey ed Fy sono misurabili ed F1 C Ey allora m(FE;) < m(Es);

48



4.2. LA MISURA DI LEBESGUE 49

2. (subadditivita numerabile) se (E,) € una successione di misurabili allora

m(|J En) <Y m(E);
n=1

n=1

3. (continuita sulla catene crescenti) se (E,) ¢ una successione crescente di misurabili,
cioe E,, C F, 1 per ogni n € N; allora

n— oo

m(U E,) = lim m(E,);
n=1

4. (continuita sulle catene decrescenti) se (E,,) ¢ una successione decrescente di mis-
urabili, cioe¢ E,y1 C E, per ogni n € N, e se esiste ng tale che m(E,,) < +oo
allora

n—r oo

m(() En) = lim m(E,).
n=1

Sia z¢ € Q. Un semplice esempio di misura e la funzione
p: 9(2) — [0, +09]

definita da
1 sexgeFl

E:
wE) 0 sexp ¢ E,

detta delta di Dirac in xo e denotata con g, .

4.2 La misura di Lebesgue

E possibile definire su © = R™ una misura che coincida con I'area (nel caso n = 2) o il
volume (nel caso n = 3) delle figure o dei solidi elementari.
Non & possibile farlo definendo

m(E):/de

con l'integrale di Riemann, perché I'insieme di Dirichlet non sarebbe misurabile, contro
il fatto che & unione numerabile di singoletti che sarebbero invece misurabili (di misura
nulla).

La cosa si puo invece fare con una procedura diversa, che porta alla cosiddetta misura
di Lebesgue', nel modo seguente.

1Lebesgue, Henri-Léon (Beauvais 1875 - Parigi 1941), matematico francese. Insegno all’Universita di
Rennes e di Poitiers e, piu tardi, al Collége de France a Parigi; fu membro dell’Accademia delle Scienze
francese e della Royal Society di Londra. Dedicatosi allo studio della teoria degli insiemi di Georg Cantor
e in particolare al problema della misura di un insieme, nel 1902, durante la stesura della sua tesi di
dottorato, sviluppd una nuova e pid ampia nozione di integrale. Per far cio prese le mosse dalla nozione
di integrale di Riemann, giungendo a una nozione piu ampia che poteva essere adoperata anche per il
calcolo dell’integrale di funzioni molto discontinue (integrale secondo Lebesgue). Tale teoria, all’inizio
considerata nell’ambiente scientifico una pura curiosita matematica, conobbe in seguito vasta diffusione
e il riconoscimento che meritava.
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Definizione 4.3. Si chiama intervallo o rettangolo di R™ il prodotto cartesiano di n
intervalli chiusi e limitati di R, cioé ogni insieme R del tipo

RzH[az,bJ:{xER" : azgxngz, i:l,...,n}.

i=1
Si definisce misura di R il numero

n

m(R) = [[(b; — a:).

i=1

Si ammette inoltre che linsieme vuoto sia un rettangolo e si pone, per definizione, m(&) =
0.

Definizione 4.4. Un insieme Y si dice pluri-intervallo o pluri-rettangolo se Y é unione
di un numero finito di rettangoli di R"™ mon aventi punti interni comuni.

N
Dato un pluri-rettangolo Y = U R;, con R; intervalli non aventi punti interni comuni,
i=1
si definisce misura di Y il numero
N
m(Y) =Y m(R,)
i=1

Osserviamo che un medesimo pluri-rettangolo puo essere rappresentato in modi diversi.
Si puo tuttavia dimostrare che la misura di Y non dipende dalla sua decomposizione come
unione di rettangoli.

Siano A un aperto e K un compatto di R™. Si definiscono misura di A e di K,
rispettivamente, i numeri

m(A) =sup{m(Y) : Y pluri-rettangolo, Y C A},
m(K) =inf{m(Y) : Y pluri-rettangolo, K C Y'}.

Si osservi che nessuno degli insiemi a secondo membro puo essere vuoto e che un insieme
aperto puo avere misura infinita.

Sia poi E un sottoinsieme, qualunque, di R™. Si definiscono misura esterna e misura
interna di E secondo Lebesgue, i numeri

m*(E) = inf{m(A) : A aperto, A D E}
m.(E) = sup{m(K) : K compatto, K C E}.
Si dimostra che per ogni insieme E si ha m.(E) < m*(E).

Definizione 4.5. Sia E un sottoinsieme di R™. Se m*(E) < +oo si dice che E é
misurabile secondo Lebesgue se
my(E) =m*(E)

ed il loro valore comune si chiama misura di E e si indica con m(E).
Se invece m*(E) = 400, si dice che E é misurabile secondo Lebesgue se

m.(E N Br(0)) = m*(E N Br(0)) YR >0

dove BR(0) = {z € R" : ||z|| < R} ¢ la palla aperta di centro 0 e raggio R, e si chiama
misura di E il limite

(4.1) m(E) = REIJ?OO m*(E N Br(0)).
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Si osservi che il limite (4.1) esiste sempre perche la funzione R — m*(E N Br(0)) &
monotona.

Esercizio 4.6. Provare che gli aperti e i compatti sono misurabili e la loro misura coincide
con quella definita precedentemente. In particolare le palle sono misurabili.

Si dimostra che la famiglia dei sottoinsiemi di R™ misurabili secondo Lebesgue costi-
tuisce una o-algebra.

Osservazione 4.7. Ci si potrebbe chiedere per quale motivo ci sia bisogno di distinguere,
nella definizione, gli insiemi di misura finita e infinita. La ragione e che se semplicemente si
definisse misurabile qualunque insieme F tale che m,(E) = m*(FE) allora l'intersezione di
due insiemi misurabili potrebbe non essere misurabile. Supponiamo che esista un insieme
limitato V' non misurabile (la cui esistenza equivale all’Assioma della Scelta) e sia B una
palla che lo contiene. Sia poi E = (R"\ B) UV. Avremmo che E sarebbe misurabile
in quanto la misura esterna e quella interna sarebbero entrambe infinite, ma FNB =V
sarebbe non misurabile.

Naturalmente questo fenomeno non puo accadere con ’accorgimento adottato nella
definizione in quanto, in base ad essa, E non & misurabile.

Dimostrare, per esercizio la seguente condizione necessaria e sufficiente di misurabilita.

Teorema 4.8. Un sottoinsieme E C R"™ con m*(E) < 400 é misurabile se e solo se per
ogni € > 0 esistono un aperto A e un compatto K con K C E C A tali che

m(A) —m(K) < e.

Esempi

Esempio 4.9. Q ¢ misurabile e m(Q) = 0. E un’immediata conseguenza della proprieta
3 dell’insieme .# e della o-additivita della misura. Infatti, @ ¢ unione numerabile di
misurabili disgiunti (i suoi punti, ciascuno dei quali ¢ un intervallo e pertanto misura-
bile) ciascuno dei quali ha misura nulla. Di questo fatto si pud dare anche la seguente
dimostrazione diretta. Si ordinano gli elementi di Q in una successione Q = (r,). Per
ogni € > 0 'insieme aperto

AE = U BEQ—n—l(rn)
n=1

contiene Q. Per la subadditivita numerabile della misura si ha
m(A:) > m(Ba-n-i(r)) =Y 27" =e.
n=1 n=1

Ne consegue che m*(Q) < & per ogni ¢ > 0, quindi, per arbitrarieta di €, si ha m*(Q) = 0.

Esempio 4.10. L’insieme di Dirichlet, D = [0,1] N Q essendo intersezione di misurabili
€ misurabile e, per la monotonia della misura, ha misura nulla.

Esempio 4.11. L’insieme degli irrazionali tra 0 ¢ 1 & misurabile e m([0,1]\ Q) = 1.
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Esempio 4.12. Sia C l'insieme di Cantor?, costruito partendo dall’intervallo [0, 1], sud-
dividendolo in tre parti e togliendo 'intervallo aperto centrale Fy = (1/3,2/3) (di ampiez-
za 1/3); si suddivide poi ciascuno dei 2 intervalli rimanenti in tre parti e si tolgono i 2
intervalli centrali, di ampiezza 1/32 che riuniamo in un insieme E,. Iterando il procedi-
mento, si viene a costruire una successione di insiemi (E,,) ciascuno dei quali ¢ unione di
2"~ intervalli di ampiezza 1/3". Sia E = |, E, ed, infine, C' = [0,1] \ E I'insieme di
Cantor. Per calcolarne la misura, osserviamo che m(E,) = 2"~1/3", e poiche gli FE,, sono
aperti (quindi misurabili) e due a due disgiunti, allora E ¢ misurabile e si ha

Anche C ¢ misurabile, come differenza di misurabili, e si ha
m(C) =m([0,1]) — m(E) = 0.

Concludiamo osservando che C' ha la cardinalita del continuo, e quindi non & numerabile.
Vale infatti la seguente proposizione.

Proposizione 4.13. L’insieme di Cantor é costituito dagli x € [0, 1] che si rappresentano
nella forma

(4.2) x=§:%§

n=1
con a, = 0 oppure a, = 2.

DIMOSTRAZIONE L’intervallo Ey = (1/3,2/3) & costituito da numeri la cui rappresen-
tazione in base 3 ha come primo coefficiente, dopo la virgola, a; = 1, e non appartengono
all’insieme di Cantor; gli estremi dell’intervallo, che invece vi appartengono, ammettono
le rappresentazioni

1

= =0,10= 0,02,

=0,20
3 9

2
3
Iterando il procedimento ne consegue che I'insieme di Cantor & costituito esattamente da
quei numeri la cui rappresentazione ternaria non comprende la cifra 1. U

La non numerabilita dell'insieme di Cantor segue quindi dall’osservazione che esso puo
essere messo in corrispondenza biunivoca con U'insieme [0, 1] sostituendo nella (4.2) la cifra
2 con la cifra 1 ed il 3 al denominatore con un 2, vale a dire

[e%S) o0

a an
D i D g
n=1

n=1

E

w

2Georg Cantor nacque a San Pietroburgo nel 1845 e mori nel 1918 ad Halle. Espose la teoria dei
numeri irrazionali, defini i numeri cardinali, i concetti di numerabilita e potenza di un insieme. Nel 1895
elaboro la teoria degli insiemi. Stabili inoltre, grazie al suo famoso teorema, ’esistenza di diversi livelli
di infinito, risolvendo cosi il problema posto dai paradossi dell’equinumerosita. A tale proposito formulo
I'Ipotesi del continuo. I principali indirizzi di ricerca facenti capo alla teoria degli insiemi furono due:
uno verteva sulle proprieta piu generali degli insiemi, ’altro faceva riferimento all’analisi e alla topologia.
Cantor diceva: “I’essenza della matematica risiede nella sua liberta: la rivoluzione attuale non & che una
nuova affermazione di questa liberta.
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4.3 Esistenza di insiemi non misurabili
Anche rispetto alla misura di Lebesgue esistono insiemi non misurabili, ma non e facile
dimostrarne l'esistenza.

Esempio 4.14. di insieme limitato non misurabile secondo Lebesgue (Vitali®,
1905) Nell’intervallo [0, 1] si consideri la relazione di equivalenza

r~y <= zz—-yeQ

e sia Z :=[0,1]/ ~. Per ogni classe di equivalenza A € F si scelga un punto x4 € A, e
sia F linsieme costituito da tutti questi punti. F non & misurabile secondo Lebesgue.*

Questo esempio usa I’Assioma della Scelta®; ¢ stato dimostrato, all’inizio degli anni
’80, che l'esistenza di insiemi non misurabili secondo Lebesgue ¢, in effetti, equivalente ad
€sso.

4.4 Integrale di Lebesgue

Integrale di una funzione semplice

Definizione 4.15. Si chiama funzione semplice, in R™, ogni combinazione lineare finita
di funzioni caratteristiche di sottoinsiemi di R™ misurabili, limitati, due a due disgiunti.
Detti Fr,...,Ey tali sottoinsiemi si ha dunque

k
QD(],‘) = Z cilEi (.23),

per opportune costanti reali cq,...,c. Data una funzione semplice ¢ come sopra, si
definisce integrale di ¢ il numero

k
/ (@) de = ZQm(Ez)

Poiché una funzione semplice si puo rappresentare in modi diversi come combinazione lin-
eare di funzioni caratteristiche, sarebbe necessario dimostrare che la definizione di integrale
non dipende dalla rappresentazione.

Integrale di funzioni limitate a supporto compatto

Definizione 4.16. Sia f : R® — R una funzione limitata a supporto compatto. Si
definiscono gli integrali superiore e inferiore come

@de =it [ e@)ds 7 <o),
fx)de = sup{/gp(az) de : ¢ < f}.

*

3Giuseppe Vitali (1875-1932), nato a Modena, studid a Bologna e Pisa e dopo un periodo trascorso
nell’insegnamento nelle scuole medie, fu professore a Modena, Parma e Bologna. E stato uno dei pid
originali e profondi matematici di questo secolo. Fu essenzialmente un self made man che, per buona
parte della sua carriera, lavord quasi senza contatti con altri scienziati, e gli capitd cosi di arrivare
simultaneamente ad altri, ma indipendentemente da loro, specie dal Lebesgue, a fondamentali risultati di
teoria delle funzioni di variabile reale, che altrimenti gli avrebbero data fama mondiale.

4Per la dimostrazione, che si basa sull’invarianza per traslazioni della misura di Lebesgue, vedi Giusti,
Analisi Matematica 2, Esempio 3.4

5 Assioma della Scelta: “data una famiglia .# non vuota di insiemi non vuoti e due a due disgiunti
esiste un sottoinsieme E della loro unione tale che £ N A ha cardinalita 1 per ogni A € .%.
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La funzione f si dice integrabile secondo Lebesgue se gli integrali inferiore e superiore
coincidono; il loro comune valore si chiama integrale di f e si indica con uno dei simboli

[ t@in, [f@an [ ) dn- - do,

Osservazione 4.17. Si ha sempre [, fdz < f* fdz. Inoltre, poiche f & limitata e
nulla fuori di un compatto, allora I'insieme {[¢(z)dz : f < ¢} non ¢ mai vuoto,
cioe l'integrale superiore e sempre finito. Dunque, se una funzione limitata a supporto
compatto e integrabile, allora il suo integrale ¢ finito: si usa anche dire in questo caso che
f & sommabile.

Integrale di una funzione limitata su di un insieme limitato

Sia £ C R", e sia f: E — R. Indichiamo con

flz) sexeE
{ 0 sexeR"\E

Jo(z) =
il prolungamento a zero di f su R™. Osserviamo che se E ¢ limitato allora fy ha supporto

compatto.

Definizione 4.18. Sia E un sottoinsieme limitato di R" e f : E — R un funzione
limitata. f si dice integrabile su E se fy € integrabile ai sensi della definizione precedente,

e st pone
/Ef(x)dx = /]R" fo(z) dx.

Osserviamo che se E ¢ misurabile allora si ha

/1dx:/ lgdx = m(E).
E R™

4.5 Confronto con l’'integrale di Riemann

f Riemann integrabile = f Lebesgue integrabile®

ed i due integrali coincidono sulle funzioni Riemann integrabili. In particolare, per le fun-
zioni continue a tratti valgono quindi le stesse regole di calcolo che valevano per 'integrale
di Riemann.

Non vale il viceversa perché, ad esempio, la funzione di Dirichlet 1p con D = [0,1]NQ
non ¢ integrabile secondo Riemann, ma lo & secondo Lebesgue (ed il suo integrale & 0).

4.6 Estensioni della definizione di integrale

Integrale di una funzione su un insieme qualunque

Definizione 4.19. Sia E un sottoinsieme di R" e f : E — R.

Scfr. Giusti, Analisi Matematica 2, Esempio 1.1, Capitolo 6
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e Se f(x) > 0 per ogni x € E, diremo che f ¢é integrabile in E se per ogni r > 0 la
funzione f,.(x) = min{ fo(x),7} - 15, (0)(x) & integrabile; in tal caso il limite

li r(z)d
L

si chiama integrale di f su E e si indica col simbolo

/E f(@) de

e se f non é sempre positiva, si dice che f & integrabile se lo sono le due funzioni
(positive)
[t (z) = max{f(z),0} (parte positiva di f)

f~(x) = —min{f(x),0} (parte negativa di f)

e se i loro integrali non sono entrambi uguali a +0c0. In tal caso si pone

/Ef(x)dx:/Eer(x)dx—/Ef*(x)dx

Infine, f si dice sommabile se € integrabile con integrale finito.

Osservazione 4.20. Osserviamo che se si assume che f > 0 allora
(4.3) r<s= fr<f.

Ne consegue che il limite

i [ foe)

che compare nella definizione esiste sempre, finito o infinito, perche, per la positivita di f
e la monotonia dell’integrale, si tratta del limite per r — +oo di una funzione crescente
dir.

Sommabilita e valore assoluto

La seguente importante proprieta € una conseguenza diretta della definizione.
Proposizione 4.21. f ¢é sommabile < |f| é sommabile.

DIMOSTRAZIONE Segue immediatamente dal fatto che |f| = f* + f~. Completare la
prova per esercizio. O

4.7 Proprieta dell’integrale

L’integrale di Lebesgue su insiemi misurabili gode delle ususali proprieta di linearita,
monotonia e additivita degli integrali.
Tra le altre proprieta sono di un certo interesse le seguenti:

e se f(z) > 0 su un insieme misurabile E e se / f(z)dz =0, allora f & uguale a zero
E

quasi ovunque (si dice che una proprieta sussiste quasi ovungue quando & soddisfatta
con leccezione al pitt di un insieme di misura nulla).

e sia f una funzione sommabile su un insieme misurabile E. Allora f assume valori
finiti quasi ovunque.



o6 CAPITOLO 4. L’INTEGRALE DI LEBESGUE

4.8 Passaggio al limite sotto il segno di integrale

Problema: data una successione di funzioni sommabili (f},) convergenti puntualmente
in un insieme F, si puo concludere che

lim frndz :/ lim fp dx?

h—oo J B g h—oo
Sappiamo che la risposta e positiva se F € un intervallo chiuso e limitato, le funzioni fj,
sono Riemann-integrabili e la convergenza ¢ uniforme.

Esempio 4.22. Consideriamo la successione
fu(z) =nPre™™ z €]0,1]

dove p €& un parametro reale. La successione converge puntualmente alla funzione iden-
ticamente nulla per ogni p € R, converge uniformemente per ogni p < 1, e gli integrali
convergono per ogni p < 2.

Il teorema della convergenza monotona

Teorema 4.23. (Beppo Levi’) Sia (fi) una successione di funzioni integrabili su un
sottoinsieme misurabile E di R™, con

0<fic<fo< fa< -
Allora si ha
/ lim fp(z)dx = lim [ fn(z)de.
Eh—>oo h—o00 E

Osservazione 4.24. L’ipotesi di non negativita delle funzioni non & essenziale, potendosi
sostituire con la piu debole

/ fi1(z)dx > —o0;
E

infatti in tal caso si pud applicare il teorema alle funzioni positive g, = fr — f1 (farlo
per esercizio). Quest’ultima ipotesi ¢ invece essenziale, come si vede prendendo E =R e
frn = —1/h (costanti).

Lemma di Fatou

Teorema 4.25 (lemma di Fatou). Sia (fp) una successione di funzioni integrabili e non
negative su un sottoinsieme misurabile E di R™. Allora si ha

/ liminf fj,(z) dz < lim inf/ fn(z)dx.
E h h—oo Jg

— 00

"Nato a Torino il 14 maggio 1875; morto a Rosario (Argentina) il 28 agosto 1961. Si laured in
Matematica a Torino nel 1896. Fu professore nelle universita di Cagliari, Parma e Bologna. Nel 1938 le
leggi razziali lo costrinsero all’esilio in Argentina, ove ottenne ’incarico di Direttore del nascente Istituto
Matematico di Rosario e ove fondo alcune riviste matematiche. La sua attivita scientifica spazia dalla
Geometria algebrica alla Logica (assioma della scelta) alla teoria dell’integrazione e delle equazioni alle
derivate parziali (il famoso teorema di Beppo Levi sull’integrazione delle successioni monotone e i lavori sul
principio di Dirichlet in cui viene introdotto un nuovo spazio funzionale che ha dato origine ai cosiddetti
spazi di Beppo Levi). Ai precedenti filoni di ricerca si aggiunsero anche la Teoria dei numeri, I’Analisi
complessa, I’Elettrotecnica, la Teoria delle misure fisiche e la Fisica teorica.



4.8. PASSAGGIO AL LIMITE SOTTO IL SEGNO DI INTEGRALE 57

Osservazione 4.26. L’ipotesi di non negativita si puo sostituire con la piu generale

fu(x) Z o(z) qo.xeE

con ¢ sommabile in E' ed F misurabile; basta infatti applicare il teorema alla successione
gn = frn — ¢ (esercizio).
Applicando il Lemma di Fatou alla successione (— f,) si ottiene il seguente corollario.

Corollario 4.27. Sia (fn) una successione di funzioni integrabili su un sottoinsieme
misurabile E di R™ e tali che

fr(@) < p(x) qo.xz€E

con @ sommabile in E. Allora si ha

/ lim sup fr(x) dz > lim sup/ fn(x) de.
E E

h—o00 h—o0

Il teorema della convergenza dominata

Teorema 4.28 (Lebesgue). Sia (fn) una successione di funzioni integrabili su un sot-
toinsieme misurabile E di R™ e tali che

1. lim fp(x) = f(z) qo.x € E,
h— o0
2. esista una funzione @ sommabile in E tale che
[fn(@)] < ¢(z) qo.xek.

Allora
hli_)rgo/th(x)dxz/Ef(x)da:.

DIMOSTRAZIONE Si ha —p(z) < fr(z) < ¢(x) q.0.x € E, sicche, per il Lemma di Fatou
/ flx)dx = / liminf fj,(x) dz < lim inf/ fr(z)dx <
E E h—oo h—oo Jp
< limsup/ fr(x)de < / limsup fr(x) dzx :/ lim fp,(z)dx.
E E E

h—oco h— o0 h—o0

O

Esercizio 4.29. Provare® che la successione fn(r) = nPxe ™ x € [0,1] ¢ dominata
da una funzione sommabile (cioé soddisfa U'ipotesi 2. del Teorema di Lebesgue) per ogni
p<2.

Naturamente i teoremi di Beppo Levi, Fatou e Lebesgue si applicano anche a se-
rie di funzioni Z:o:1 fn- Ad esempio, applicando Beppo Levi alla successione delle ri-

h
dotte gn(z) = Z fn(x), si ha che se le f, sono funzioni misurabili positive allora vale
n=1

I'uguaglianza

(4.4) 2 / Fol@) do = / 2 Ful@) da

8Suggerimento: sostituire n con un parametro reale ¢t e massimizzare rispetto a t.
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Applicando invece il Teorema di Lebesgue si ha lo scambio tra serie e integrale come

in (4.4) nel caso in cui®
o)
Z/|fn(a:)|dx < 400
n=1

o0, equivalentemente (esercizio),
oo
/Z | fn(2)] dz < 4-00.
n=1

4.9 Derivazione sotto il segno di integrale

Consideriamo, in questa sezione, una funzione del tipo

F(t):/Ef(x,t)dx

dove E ¢ un insieme misurabile di R”, ed f : ExA — R ¢ una funzione integrabile rispetto
ad t su un sottoinsieme aperto A di R. Ci si chiede sotto quali condizioni la funzione F'
risulti derivabile e in tal caso quale sia la sua derivata.

Teorema 4.30 (di derivazione sotto il segno di integrale). Se
1. la funzione t — f(x,t) & derivabile in A per quasi ogni x € E,

2. esiste una funzione ¢ sommabile in E tale che
of
’E(x,t)’ <p(r) Vte A e qo.x€E,
allora F ¢ derivabile in A e si ha
0 of
F'(t) = = tyde = [ —(x,t)dx.
0 =5 [ 1w [ Zenw

DIMOSTRAZIONE Per definizione, F' & derivabile se esiste finito il limite

HOZFt) _y, [ S0 S,
E t—to

lim
t—to t— to t—to

Considerata una qualunque successione t,, — tg, si puo applicare il Teorema di Lebesgue,
poiche per il Teorema di Lagrange

N

< ().

Si ha pertanto

) “F0) _ [y S0l S 0lo) [ O
N0 E

lim
n—00 tn —to

Y t0) d.
tn_tO (x 0) ’

9cfr. Giusti, Analisi Matematica 2, Capitolo 6.
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4.10 Funzioni misurabili

Definizione 4.31. Sia f : Q) — @_e sia M una o-algebra su ). f si dice misurabile se
f~Y(A) € A per ogni aperto A di R.

Teorema 4.32. Sia E un sottoinsieme misurabile di R™ ed f : E — R una funzione non
negativa. Allora
f é misurabile <= f é integrabile

4.11 Gli spazi L?

Definizioni e principali proprieta

In questa sezione ricordiamo brevemente le definizioni e le principali proprieta degli spazi
L?, omettendo le dimostrazioni, per cui si rimanda a [31] e [33].

Definizione 4.33. Sia X uno spazio vettoriale suR. || || : X — R si dice una seminorma
di X se gode delle sequenti proprieta:

1) [|Az]| = A |]z]] per ognid € R, x € X;
2) lle+yll <llzll+llyll  per ogniz,y € X.

Una seminorma || || su X si dice norma se gode dell’ulteriore proprieta:
3) |z[|=0 = z=0.

Sia 1 < p < 400 e sia A C R" misurabile. Indicheremo con LP(A) I'insieme delle
funzioni f : A — R misurabili tali che

/ |f|Pdx < 4o0.
A

Proposizione 4.34. Sia 1 < p < 400 e sia A C R" misurabile. Allora LP(A) é uno
1
pa=([y|fIPdz)? ¢

spazio vettoriale e Uapplicazione || ||p a : LP(A) — R definita da || f|
una Seminorma.

Sia 1 < p < 400 e sia A un sottoinsieme di R™ misurabile. Due funzioni f, g € LP(A)
si dicono equivalenti, e si scrive f ~ g se f = g quasi ovunque in A.
Si verifica facilmente che ~ & una relazione d’equivalenza in £P(A) e si definisce

LP(A) = LP(A)] ~ .

Gli elementi di LP(A) vengono spesso indicati con gli stessi simboli usati per quelli di
LP(A), ad esempio f. Tuttavia, quando si scrive f € LP(A) occorre ricordare che f non
indica una sola funzione ma l'intera classe di equivalenza [f].

Sia 1 < p < +oo e sia A C R™ misurabile. Sia [f] € LP(A). Poniamo per definizione

I1f1llp,a = II£]

Proposizione 4.35. Sia 1 < p < 400 e sia A C R" misurabile. Allora LP(A) é uno
spazio vettoriale € || ||p,a € una norma in LP(A).

p,A-

In seguito indicheremo con f anche gli elementi di LP(A).
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Definizione 4.36. Sia A un sottoinsieme di R"™ misurabile e sia f : A — R. f si dice
essenzialmente limitata su A se esiste un numero k € R tale che

|f(z)| <k per quasi ogni x € A;

k & detto un maggiorante essenziale di f.
Se g : A — R ¢ essenzialmente limitata in A, allora il minimo dei maggioranti
essenziali di g in A é detto estremo superiore essenziale di g in A e si scrive esssup 4| f|.

Sia A un sottoinsieme di R™ misurabile. Indicheremo con L£>*(A) linsieme delle
funzioni f : A — R misurabili ed essenzialmente limitate. In tal modo si ha

A limitato = £L>(A) C LP(A) per ogni p > 1.

Proposizione 4.37. Sia A un sottoinsieme di R"™ misurabile. Allora L>(A) é uno spazio
vettoriale e lapplicazione || ||co,a : L®(A) = R definita da || f|lco,4 = esssupy|f| & una
seminorma.

Ripetiamo per p = +o0 lo stesso procedimento seguito per 1 < p < +o0.

Definizione 4.38. Sia A C R" misurabile. Siano f, g funzioni in L2(A); f~g< f=g
quasi ovunque in A.

Si verifica facilmente che ~ & una relazione d’equivalenza in £>(A).
Definizione 4.39. Definiamo L™ (A) = L>(A)/ ~.

Gli elementi di L*(A) sono classi di equivalenza di funzioni e li denoteremo con il
simbolo di [f] o senplicemente con f.

Definizione 4.40. Sia A C R" misurabile. Sia [f] € L>°(A). Poniamo per definizione

1/ llo0,4 = 1[flloo,a-

Proposizione 4.41. Sia A C R" misurabile. Allora L>®(A) é uno spazio vettoriale e
| loo,a € una norma in L>(A).

In seguito indicheremo con f anche gli elementi di L>°(A). Inoltre scriveremo || ||, in
luogo di || ||p,4 con 1 < p < +o00, ogni volta in cui risulta evidente dal contesto a quale A
ci si riferisce.

Osserviamo infine che si ha

A limitato = L*°(A) C LP(A) per ogni p > 1.

Alcune utili disuguaglianze

Definizione 4.42. Una funzione reale ¢ definita su un segmento (a,b) si dice convessa
se vale la disuguaglianza

(4.5) (1 =Nz +Ay) < (1= Ne(z) + Ae(y)
perognia<x<b,a<y<bel<A<I.

La (4.5) equivale anche alla condizione

p(t) —¢(s) _ pu) — o(t)

4.
( 6) t—s - u—t

cona<s<t<u<b.
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Teorema 4.43 (disuguaglianza di Jensen). Sia Q un sottoinsieme misurabile di RN con
| = 1. Sia f una funzione in L' (). Se a < f(x) < b per ogni z € Q e a,b € R e se ¢
¢ una funzione convessa su (a,b) allora

/f )da) 7/9(<pof)dx.

DIMOSTRAZIONE Poniamo t = fQ x)dx. Allora risulta a < t < b. Sia § lestremo
superiore dei quozienti al primo membro della (4.6), dove a < s < t. Segue che

o(s) > pt)+B(s—t) Va<s<t.

D’altra parte 8 non supera alcuno dei quozienti al secondo membro della stessa dis-
eguaglianza per ogni t < u < b. Da cio ricaviamo che

p(f () —p(t) = B(f(x) =) 20

per ogni x € Q. Poiché ¢ ¢ continua, ¢ o f & misurabile. Integrando ambo i membri della
disequazione e ricordando che t = [, f(z)dz otteniamo

/Q o(f(2)dz > /Q P(t)do + /Q B(f(x) -
> o /Q F(@)d) 2 + B /Q f()de — 19 /Q f(@)de)
> o /Q f(x)dz).

Notazione: siap € [1, +o0]; denotiamo con p’ 'esponente coniugato di p, cioe %—!—ﬁ =
1 intendendo che se p = +co allora p’ =1 e se p = 1 allora p’ = +o0.

Teorema 4.44. (Disuguaglianza di Holder) Sia A un sottoinsieme di RY misurabile e
siano f,g : A — R. Supponiamo che f € LP(A) e g € L (A) con p € [1,+00]. Allora
fgeLle

/A \Faldz < 1 1lnllglly-

DIMOSTRAZIONE vedi [31] cap.3.

U
Definizione 4.45. Sia X uno spazio vettoriale e || || una sua norma. Una successione
{Zn}nen st dice una successione di Cauchy se
Ve>0 dmeN tale che ||xm — | <& Vm,n>m.
X si dice completo rispetto alla metrica indotta dalla norma || || se ogni successione di

Cauchy converge in X

Una proprieta fondamentale degli spazi LP & la completezza rispetto alla metrica in-
dotta della norma || ||,. Da questa proprieta risulta che se la serie Y~ || fallp,a < +o0
allora la serie delle f, converge in norma || ||, ad una funzione f di LP(A). Un’altra
importante caratteristica della norma || ||, € quella che

JHm (1 fllpa = [1flloo,a
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per ogni f in L*°(A).

Sia  un sottoinsieme aperto di RY. Indicheremo con Cy(Q) lo spazio vettoriale su R
delle funzioni continue che tendono a zero sulla frontiera di Q, cioe le f € C'(Q) tali che
per ogni £ > 0 esiste K. C € compatto tale che |f(z)| < & per ogni x € Q \ K..

Sia Q un sottoinsieme aperto di RY. Indicheremo con CJ () 'insieme delle funzioni

f:Q—Rtaliche f € CL(Q) e f € Co(Q).
E noto che C1(Q) con la norma || f|jct = || f]leo + |IDf|ls & completo. Poiché, come si
verifica facilmente, C§ & un sottospazio chiuso di C1, allora anche C§ ¢ completo con
la || ||c:. La seguente proposizione mostra che una norma equivalente in C} ¢ data da
lfllcr = | Df | co; ne consegue che C} con quest’ultima norma ¢ completo.

Proposizione 4.46. (Disuguaglianza di Poincaré) Sia Q un sottoinsieme limitato di RN
e sia f: Q — R una funzione tale che f € CL(Q). Allora ||f||, < K||Df||, dove K ¢ una
costante che dipende da 2, ma non da p.

DIMOSTRAZIONE Definiamo F'(p, 6) la funzione f espressa in coordinate polari
x1 = pcos(6y) 0<6; <nm
x2 = psin(6y) cos(b2) 0<6,<m

xn—1 = psin(fy)sin(fs) ... cos(On—1) 0<0On_1<2m
xy = psin(fq)sin(fs)...sin(On_1) 0<p,

dove 6 ¢ il vettore (61, ...,0n_1) e la prolunghiamo a zero su una palla di centro O e raggio
R contenente (). Se facciamo la derivata di F rispetto a p in valore assoluto otteniamo

|F,(p,0)| =|fz (pcos(6r),...)cos(br)+
+ fus (pcos(01), psin(6y) cos(62), . .. ) sin(6y) cos(62) +
+fan (-, psin(01) .. .sin(0n_1)) sin(61) ...sin(On_1)|
< | far (peos(h), ..., psin(fr) .. .sin(On_1))| + ...
+|fon (pcos(6r), ..., psin(f1) .. .sin(On_1))|.

Osserviamo che

OF(7,0) OF pl
Foor=| [ 00 < |/ T
P

7_

ed ora utilizzando la disuguaglianza di Holder applicata a |5 oF |T 7 eda —~— otteniamo

8F R 1 ’ 1
P < |(f G an |
(4.7) , poT

R
OF 1y
<G| ([ 15 P an? |
,  OT
dove p’ & 'esponente coniugato di p e

\(/p’? L yany

P

p

Cp(p)

-
| =% =L [P RS — 5T |77 sep> N

‘1ogR|p sep=DN
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Ricordando che (a + b)P < 2P~1(aP + bP) per ogni a,b > 0 e p € [1, +o0[ e indicando con
w(f) = (sen ;)N ~2(sen )N =3 ... (senfx_») abbiamo che

Iz = / / 0)[P N~ eo(8)dpd
< / [ / 12 N1 N s 0)dpdo
0 SN -1 0 87’

R R
S/ / Cp(p)/ 2p_1(|f£1+"'+f£N|)TN_1dTpN_1w(9)dpd9
0 JgN-t 0
R
<27 [T O o [ (F2 ok S e
0 Br
R
<VRIDSR ™ [ Clop .
0

Osserviamo che, nel caso p > N

1 -1
C,(p) < 2P~ 1pp—N P
max C (p) \p — |
Allora abbiamo
R 1
Iy <25 N5 | 220 g, [C Y g me )
0

< K| Dfllp
p—1 1 -1 p—1
dove K, =47 N~ 2 |;’7—N| * R. Inoltre
lim K, =4R,

p—r—+oo

quindi K, ¢ una successione limitata e quindi si ha || f||, < K||Df||, con K indipendente
da p.
U

4.12 Approssimazione di funzioni L?

Lemma 4.47. Sia A un sottoinsieme misurabile di R . L’insieme S di tutte le funzioni
s: A — R semplici misurabili é denso in LP(A) se p € [1,400].

Teorema 4.48. Sia A un sottoinsieme misurabile di RY. Per 1 < p < 400 C*(A) e
denso in LP(A), cioé, fissato f € LP(A)

Ve>0 3g. € C(A) 1 ||f — gellp < e

4.13 Funzioni localmente sommabili

Sia Q un sottoinsieme di R™ misurabile secondo Lebesgue. Si definisce

L, (@) ={u: Q=K : Voo € Q3V,, : uy, €L (Vy)}

z0

o, equivalentemente (esercizio),

Li,o(Q) :={u: Q=K : yg € L'(K) VK compatto, K C Q}.
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Esercizio 4.49. Sia Q un sottoinsieme di R™ misurabile secondo Lebesgue (non neces-
sariamente di misura finita). Allora si ha'°

LP(Q) C Lioo(2)  Vp € [1, +od]

4.14 Lemma fondamentale del calcolo delle variazioni

Lemma 4.50. Sia Q un sottoinsieme misurabile di R™. Se f € L, Q ¢é tale che

/fudx =0VYu e C*(Q),
Q

allora f =0 quasi ovunque su €.

DIMOSTRAZIONE Cfr. Brezis [9], Lemme IV.2.

4.15 Spazi di Sobolev

Per tutta la sezione, se non altrimenti specificato, tutte le derivate si intendono in senso
debole o distribuzionale, e  indichera un sottoinsieme aperto, limitato e regolare di R"
(o un intervallo se n = 1), anche se molti degli enunciati valgono per classi di insiemi piu
generali. Inoltre m e Ne 1 < p < 4o0.

Lo spazio di Sobolev W™P(Q) ¢ definito da

W™P(Q) = {u € LP(Q) : Dyu € LP(Q) per ogni @ € N” con |a| < m}.

Se m = 0 si ha W™P = LP. Lo spazio vettoriale W™P(Q) potra essere munito della

norma )
lwllm,p = ( Z / |Dau|pdx) : se p < 400,
la<m /¢
oppure
l[tflm,00 = max [[D%l[p()  sep=+oo,
la|<m

o altre norme equivalenti.
Teorema 4.51. (W™P(Q), | - ||mp) € uno spazio di Banach per 1 < p < 4o00.

DIMOSTRAZIONE Sia (u,) una successione di Cauchy in W™P?; allora (Dyup) ¢ di Cauchy
in L? per |a| < m. Di conseguenza, poiché LP & completo, esistono delle funzioni u e g,
0 < |a] < m, in LP tali che up, — u e Dyup — u, in LP. Per ottenere la tesi basta provare
che, per tali «, si ha u, = Dyu in LP.

Per definizione di derivata debole si ha, per ogni ¢ € C°(Q2)

(4.8) (Datn, ) = (=1)1*N(up, Dag).
Allora, passando al limite per h — oo nella (4.8), si ha che
(tay ) = (=1)!*N(u, Dagp);

d’altra parte, per definizione di derivata debole il secondo membro & uguale a (Dyu, )
per cui si ha
(ua, p) = (Dau,p) Vo € CF(Q)

ciot uq = Dau in 27, e la tesi segue dal lemma fondamentale del CdV. O

10Rjcordiamo che se Q ha misura finita allora 1 < p < ¢ < co = L(Q) C LP(Q).
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Funzioni di Sobolev nulle al bordo

Ricordiamo che, se 1 < p < 400, le funzioni di L? si possono approssimare con funzioni
C°. In W™P con m > 0 questa cosa risulta generalmente impossibile. Per rendersene
conto basta cercare di approssimare una funzione costante diversa da zero nel caso n =
m=p=1,Q0=(0,1).

Indichiamo con Wj™"?(Q2) la chiusura di C°(2) in W™P(Q) con la topologia della
norma. Scriveremo anche

WP () = {u € W™P(Q) : ulp = 0}.

Si ha che (Wy"?(2), || - |lm.p) € completo, e quindi di Banach, in quanto & un sottospazio
chiuso dello spazio completo W™?(Q). T due spazi coincidono se p < co e Q = R"™ oppure
m = 0.

Approssimazione con funzioni regolari

Vale il seguente teorema di approssimazione; per la dimostrazione si pud vedere Adams [3],
Theorem 3.16.

Teorema 4.52 (di Meyers-Serrin (H = W)). Sia 1 < p < +oo. Per ogni u € W™P(Q)
esiste una successione di funzioni up, € C*°(Q) tale che ||u — up|lm,p — 0 per h — +o0.

Dal teorema, e dal fatto che Q & limitato, segue che la chiusura dell’insieme {u €
C>®(Q) : |ullmp < oo} in W™P(Q) & tutto lo spazio W™ P(Q2). In altri termini, le
funzioni C*° sono dense in W™ P. Il teorema di Meyers-Serrin ¢ del 1964. Prima di allora
questo risultato di chiusura non era noto e quindi si usava un altro simbolo, H™P? (), per
indicare il completamento di {u € C*°(2) : ||ullm,p < oo} rispetto alla norma | « ||m,p-
I1 teorema afferma quindi che H = W (questo & anche il titolo che gli autori hanno dato
all’articolo in cui pubblicarono il risultato, [25]).

Osservazione 4.53. Notiamo che il teorema H = W non vale per p = oo. Infatti
la funzione |x| appartiene a W1>°(—1,1) ma non pud essere approssimata da funzioni
regolari nella norma di W°°(—1,1) che implica la convergenza uniforme delle derivate.
Proposizione 4.54. H™P(Q)) = H™?(Q).

DIMOSTRAZIONE vedi Agmon [4], n.2.

Notazione: H™ = H™?2,



Capitolo 5

Spazi di Hilbert e convergenza
debole

Come riferimento per questa sezione vedere [20], Capitolo 21.

Ricordiamo che uno spazio di Hilbert & uno spazio normato completo (Banach) in cui
la norma proviene da un prodotto scalare, cioe

lz]| = /{z,z), Vo € H.

Negli spazi di Hilbert vale la seguente

Teorema 5.1 (disuguaglianza di Cauchy-Schwarz).
[z, y)| < llllllyll Va,y € H.
DIiMOSTRAZIONE Osserviamo che, per ogni r € R si ha
(@ —ry,x —ry) = ||z|* — 2(z,y) + [lyl>
Posto A = ||y||?, B = (z,y) e C = ||y||? si ha quindi
Ar? —2Br+C >0VreR.

Di qui, se A = 0 allora si ha B = 0 e quindi la disuguaglianza & soddisfatta. Se A > 0,
posto r = B/A, si ha B? < CA, cioe la tesi. O

Esempio 5.2. Sono spazi di Hilbert, lo spazio L?(Q2; R") con il prodotto scalare

e lo spazio di Sobolev W12(Q; R™) con il prodotto scalare

(u,v) = / u(x) - v(z) dx —|—/ Du(z) - Dv(z) dx,
Q Q
e, piu in generale, per m € N, m > 1,
Wm2(Q;R") = {y € L*(%R?) : Doy € L? V|a| <2}
= {y € L*(R?) : Dy e L*(Q;R™™), D%y € L?(Q;R™*"*xm)}

66
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con il prodotto scalare

(u,v) = Z /QDau(a:) - Dov(x) dx.

|| <2
Nel seguito H denotera sempre un generico spazio di Hilbert.

Definizione 5.3. Siano u e (u,) in H. Diremo che u, converge debolmente a u in H,
e scriveremo u, — u i H se

(Un,p) = (u,p) Ve H.

Riassumiamo nel seguente enunciato alcune importanti proprieta della convergenza

debole

Proposizione 5.4. Siano u e (uy,) in H. Si ha
1. u, — u fortemente (cioé in norma) = u, — u debolmente;
2. se uy — u allora (||up|)n € limitata e ||u| < 11nrrl>1or<1>f ltnll;
3. seup—ue nl;rréo lunll = lJul| allora w, — w fortemente;
4. seu, —>u ev,—vin H allora (un,,v,) = (u,v)
5. up—u <= up,—uin? e l|u,] <CVneN.

DIMOSTRAZIONE 1. Segue immediatamente dalla disuguglianza di Cauchy-Schwarz.

2. Supponiamo che u,, — u e osserviamo che, per Cauchy-Schwarz

[ (un, u)| < Jlun |l
e, passando al liminf per n — oo ambo i membri si ha

[l < flull tim inf flu,||
n—oo

da cui, dividendo per ||u|| # 0 si ottiene

|lu|| < liminf ||, ||

n—oo

che, d’altra parte, vale anche se u = 0. Ne consegue che la norma di H & un funzionale
sequenzialmente semicontinuo inferiormente rispetto alla convergenza debole.

La limitatezza della successione (|lu,||) ¢ la cosa meno banale da provare. Osservato
che

Up
basta dimostrare che i funzionali lineari
Lyv = (up,v)

sono uniformemente limitati sulla palla unitaria By = {v € H : ||v]] < 1}, ovvero esiste
C > 0 tale che

(5.1) |Lpv|| < C Vv e By, VneN.
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In effetti u,, — u implica che L,v — (u,v) Vv € L?. Ne consegue che per ogni v € L?
la successione (L,v), ¢ limitata, cio¢ esiste una costante C, tale che

|L,v] < C, VneN.

Se potessimo affermare che la costante C,, si puo scegliere indipendentemente da v, cioe
esiste C tale che
|L,v] < C VneN, Yv e By,

cioe che la limitatezza della successione € uniforme rispetto a v in By, allora la tesi sarebbe
provata. La desiderata proprieta di limitatezza uniforme, non facile da dimostrare, &
stabilita da uno dei piu importanti teoremi dell’Analisi Funzionale:

Teorema 5.5. (Banach-Steinhaus o di limitatezza uniforme) Sia X uno spazio di
Banach e sia {L;};cs una famiglia (qualunque) di funzioni lineari e continue da X in R.

sup |Ljz| < +ooVz € X = suplL;|| < +o0
jed jeJ
dove
1Ll = sup{[Ljz| = [|l2]] <1}

Per una dimostrazione che non fa uso del teorema di Banach-Steinhaus (ma che pratica-
mente lo ridimostra nel caso degli spazi di Hilbert) vedere [20], Lemma 21.11.
3. Si ha

lun = ull* = llunll* = 2{un, w) + [|u]]?
e basta quindi passare al limite per n — oo per ottenere la tesi.

4. Basta osservare che si ha
|(un, vn) = (w, v)| < [n, vn) = (u, vn)| + [{u, vn) = (u, v)]
< lun = ulllfonll + [{u, vn) = (u, v)]

e passare al limite per n — oo.

5. Esercizio.
O

Esempio 5.6. Mostriamo che il viceversa della 7 non vale. Un controesempio & dato in
L?(0,1) dalla successione uy,(z) = sen(2wnz), che converge debolmente a 0. Questo segue
dalla 5; infatti la successione & limitata in L? e per ogni ¢ € C°(0,1) (denso in L?(0,1))
si ha

! e d
(Un, @) —/0 o(x) sen(2mnx) da:—% ; @(x)%[cos(%mx)] dx
1
_ _/ sD,(x)cos(%mac) dr — 0,
0 2mn

ma non converge fortemente a 0 poiché

(52) [[tnll2 = (/01 |un|2dx) i = (/01 |sen(27mx)|2dx) i = %

La stessa successione mostra anche che la 4 non vale se le convergenze sono entrambe
deboli, considerando v, = u,.



69

Utilissimo nel Calcolo delle Variazioni e il teorema seguente, per la cui dimostrazione
si rimanda a [20], Theorem 21.8.

Teorema 5.7. Ogni successione limitata (uyn) in uno spazio di Hilbert ammette una
sottosuccessione convergente debolmente.

Segue immediatamente il seguente

Corollario 5.8 (Teorema di Alaoglu-Kakutani). Le palle chiuse di H sono debolmente
compatte per successioni.

Noi abbiamo definito qui solamente la convergenza debole senza definire la topologia
debole e rimandiamo gli interessati per esempio al testo di Brezis [9]. In generale, a meno
che lo spazio sia di dimensione finita, la topologia debole non e metrizzabile, cioeé non
esiste una metrica in H tale che la topologia ad essa associata coincida con la topologia
debole. Siriesce pero a dimostrare che sugli insiemi limitati, ed in particolare sulle palle, la
topologia debole & metrizzabile; si ha inoltre che tutto lo spazio € debolmente metrizzabile
se e solo se ha dimensione finita.

Definizione 5.9. Si chiama base hilbertiana di H ogni successione (e,) di elementi di
H tale che

(i) len||=1VneN, (em,en) =0VYm,n, m#n;

(i) lo spazio vettoriale generato da (e,) (i.e. combinazioni lineari finite di elementi della
base) é denso in H.

Definizione 5.10. H si dice separabile se possiede un sottoinsieme numerabile denso
(per la topologia della norma).

Teorema 5.11. Se H ¢ separabile allora H possiede una base hilbertiana.

DIMOSTRAZIONE Sia (v,) un sottoinsieme numerabile denso in H e sia F,, = (v1,..., )
lo spazio vettoriale generato da {vi,...,v,}. Gli F, costituiscono una catena crescente
di sottospazi di dimensione finita tali che U2 ;F,, € denso in H. Scegliamo una base

ortonormale in F} che completiamo in una base ortonormale di F3, ecc. Otteniamo cosi
una base hilbertiana di H. O

Teorema 5.12. Se H ¢é separabile allora la convergenza debole é metrizzabile sui limitati.

DIMOSTRAZIONE Dati u,v € H definiamo

d(u,v) := Z 5
k=1

|~

[(u— v, ex)|

=

Si verifica facilmente che d € una metrica in H.
Sia u, — u. Allora ||u,|| < C e limy, o0 (un — u,ex) = 0 VE € N. Dunque

1
VmeNIn, eN |(u, —u,ep)| < —Vn>n,, VkE<m.
m
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Allora, Vm € N dn,, € N tale che

oo

o1 1
d(tn,u) :Zﬁ|<un—u,ek>l+ Z 2—k|<un—u,ek>|

k=m+1

~
Il
—

oo

1
+ Y grllun —ulllex ]

1 k=m+1
%)

1
=l > 5

k=m-+1

IN
Nk
2|
5|~

IN
Si= 3|=T

IN

e, siccome

= 1
k= m+1
allora
Ve>03dm: €N : d(up,u) <eVn>mng,,
quindi d(ty,,u) — 0.
Vicecersa, supponiamo che ||u,|| < L per ogni n € N e d(uy,,u) — 0. Per definizione
di d allora si ha
[{(tn, —u,ex)| = 0 per n — oo e per ogni k € N

e cio implica u, — u. [l

SI potrebbe dimostrare (vedi ad esempio Brezis) che gli spazi W™2, m > 0, sono
separabili.



Capitolo 6

Convergenza debole negli spazi
di Sobolev

L? e W2 sono spazi di Hllbert separabili, quindi la convergenza debole & metrizzabile
sugli insiemi limitati.
Teorema di Rellich

Chiaramente l'applicazione
wmp  —  LP
u +— D%

¢ continua, in quanto || D%ul|, < ||¢||m,p- In particolare ¢ continua I'immersione di WP
in LP (u+ u).
Quindi si ha

Up = uin WP <— D%, — D% in LP, |a| < m.

La seguente proposizione mostra che una proprieta analoga vale anche per la convergenza
debole in W12,

Proposizione 6.1. Si ha
Up—u in W2 <— wu,— uin L27 Du,, — Du in L?.
DIMOSTRAZIONE <= segue immediatamente dalle definizioni. Rimane da dimostrare che
. 1,2 . 2 : 2
Up — win W% = u, = win L%, Du, — Du in L*.

Per le proprieta della convergenza debole, dallipotesi segue che ||upl12 < C. Per
definizione della norma in W12 segue che le successioni (u,) e (Du,,) sono limitate in
L? e quindi ammettono sottosuccessioni debolmente convergenti

Up,, — v, Duy, — z in L%

Usando la definizione di derivata debole debole si dimostra che z = Dv e quindi u,, — v
in W12 da cui segue che v = u.

Ripetendo il ragionamento per ogni suttosuccessione si ha che da ogni sottosuccessione
(tny) sipuo estrarre una ulteriore sottosuccessione (un, ) tale che

Up,, = win L?, Du,, — Du in L.
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Per la metrizzabilita della convergenza debole si ha allora che la convergenza sussiste per
I'intera sottosuccessione, e il teorema ¢ dimostrato. O

Ma vale anche il seguente risultato piu forte per la cui dimostrazione rinviamo a
Brezis [?], Théoreme IX.16.

Teorema 6.2 (Rellich). Si ha
Up—u in W2 <— wu, > uin L2, Du,, — Du in L?.

Si usa dire che l'immersione é compatta.

Con il termine immersione si intende un’applicazione lineare, iniettiva, continua.
Un’immersione si dice compatta se mappa insiemi limitati in relativamente compatti (in
termini di successioni significa che da ogni successione limitata nel dominio & possibile
estrarre una sottosuccessione convergente (fortemente) nel codominio).



Capitolo 7

Esistenza di configurazioni di
equilibrio stabile. Metodo
variazionale

7.1 Problema di minimo

Consideriamo qui il problema dell’esistenza di configurazioni di equilibrio stabile come
soluzioni del problema di minimo dell’energia elastica.
Consideriamo in particolare il caso seguente.

Problema. Consideriamo materiali di potenziale W (F). L’energia elastica da minimiz-

zare ¢ quindi
I(y) :/ W(Vy)dw—/ bn-ydw—/ t. - yda
Q Q It

dove y appartiene allo spazio delle deformazioni ammissibili
A={yec WH(Q;R?) e y(x) =z su Ty},

ed Q & un aperto di R?® regolare, connesso e limitato.

7.2 1l metodo diretto del Calcolo delle Variazioni

L’esistenza di una soluzione puo essere dimostrata in vari modi. Quello che utilizzeremo
noi ¢ un esempio di applicazione del metodo diretto del Calcolo delle Variazioni il cui
ingrediente principale e costituito dal seguente teorema di Tonelli.

Sia X uno spazio topologico.

Definizione 7.1. Una funzione f : X — R si dice (sequenzialmente) semicontinua infe-
riormente in un punto x € X se'

f(x) <liminf f(x,) per ogni x, — x.

n—oo

Esercizio 7.2. Dimostrare che il sup di una famiglia di funzioni s.c.i. € una funzione
S.cC.1.

1: - - _ - T
Ricordiamo che 11lrgloréff(:cn) = ig% 1322 flag) = nl;mw klgi fxk).
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Definizione 7.3. Una funzione F : X — R si dice (sequenzialmente) coerciva se per
ogni t € R esiste un sottoinsieme sequenzialmente compatto® K;, di X tale che

{reX : F(z) <t} C K.
Osservazione 7.4. Si verifica immediatamente che se F' ¢ coerciva e G > F allora anche
G & coerciva.
Teorema 7.5. (Tonelli) Sia F : X — R una funzione

1. sequenzialmente semicontinua inferiormente;

2. sequenzialmente coerciva.
Allora esiste il minimo di F su X.

DIMOSTRAZIONE Se F' e identicamente +o0o non c’e nulla da provare. Altrimenti,
(7.1) inf{F(z) : € X} < +o0.
Sia (x,) una successione minimizzante, cioe tale che

lim F(z,) =inf{F(z) : z € X} < 4o0;

n—0o0

¢ un facile esercizio mostrare che una tale successione esiste sempre, ma a priori la (z,)
potrebbe non essere convergente. La prima cosa da fare & allora cercare una successione
minimizzante convergente. La F(x,), invece, essendo convergente o, al pili, divergente a
—o00, ¢ limitata superiormente, cioe esiste L € R tale che

F(zn,) <L VneN.

Poiché F' & sequenzialmente coerciva allora la successione (z,) ammette una sottosuc-
cessione (x,, ) convergente ad un elemento T € X (questa € appunto una successione
minimizzante convergente). A questo punto, T ¢ candidato ad essere punto di minimo di
F'. Dobbiamo, cioe, provare che

(7.2) F(@) < inf{F(z) : =€ X}.

Per ottenere la minorazione, dobbiamo mettere in relazione il valore in T con quelli nelle
Zn,- Per la semicontinuita di F' Si ha

F(Z) <liminf F(z,,) =inf{F(z) : € X}
k—+o00
Segue la tesi. O

Il teorema ora dimostrato costituisce il fondamento del cosiddetto “metodo diretto del
Calcolo delle Variazioni”, che puo essere riassunto nello schema seguente

coercivita + semicontinuita inferiore = esistenza di punti di minimo‘

Osserviamo che le richieste 1. e 2. del Teorema di Tonelli sono tra loro contrastanti, in
quanto la prima richiede che la topologia sia abbastanza forte (ipotesi di forza) mentre la
seconda richiede che la topologia sia abbastanza debole (ipotesi di debolezza). Il metodo
diretto del Calcolo delle Variazioni, per la dimostrazione dell’esistenza del minimo di un
funzionale F' su uno spazio topologico X, consiste nel determinare, quando cio e possibile,
una topologia 7 su X che soddisfi entrambe le ipotesi di semicontinuita e coercivita.

Sussiste anche una versione topologica del teorema di Tonelli.

2K C X si dice (sequenzialmente) compatto, o compatto per successioni se da ogni successione in K &
possibile estrarre una sottosuccessione convergente ad un elemento di K.
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7.3 Esistenza di soluzioni del problema di minimo
Considerata la funzione indicatrice di A
0 seye A
xaly) = {—i—oo altrimenti in W12(Q;R?)
si ha che il problema di minimo della sezione 7.1 & equivalente al seguente
min{I>(y) : y € WH(Q;R?)}
dove I*® ;=14 xa.
Teorema 7.6 (di coercivita). Se
1. il potenziale W : R3*3 =] — 00, +00] soddisfa la condizione di crescita
W(F)>¢|F|>—dVF eR¥>3
per opportune costanti c,d > 0,

2. Ty ¢ una porzione di O tale che #*(Tyq) > 0 (ad esempio se I'q ¢ una porzione di
superficie regolare di area > 0),

allora il funzionale I dell’energia elastica totale & debolmente coercivo in W12,
Ingrediente fondamentale della dimostrazione e la disuguaglianza di Poincaré.

Teorema 7.7 (disuguaglianza di Poincaré). Supponiamo che Q sia connesso ep > 1. Sia
T una porzione di S tale che 7#%(T) > 0. Allora esiste C > 0 tale che

(7.3) Iyll, < C>I1Dyllp + lyrlly)
per ogni y € Wl’p(Q;Rk).

DIMOSTRAZIONE Dimostrata da Paroni nel caso y € C'(Q). Per densita si estende a
whp, O
DIMOSTRAZIONE (del teorema di coercivita). Affinche il funzionale sia coercivo occorre
che gli insiemi di sottolivello

{y e W R®) : I®(y) < C}

siano contenuti in un insieme sequenzialmente compatto. Consideriamo dunque una
successione (y,) in W1H2(Q; R?) tale che

I (yn) < C.

Riusciamo a dire che da (y,,) € possibile estrarre una sottosuccessione debolmente conver-
gente? Osserviamo che y,, € A per ognin € N e

I%(yn) = 1(yn) > C/Q | Dyn[*d = [[bll2llynll2 — IIt]

2.1, [[Ynll2,r — d|92].

Utilizzando la disuguaglianza di Young

2 2
€a b
h<< —/—/— 4+ —
a72+2€



76 CAPITOLO 7. METODO VARIAZIONALE

che vale per ogni £ > 0 e si ottiene da quella solita sostituendo a con a+/€ e b con b/+/e,
si ha, per ogni € > 0

oo € 1 € 1
I°(yn) > el Dyall3 = 5lynllz = 5218115 = Sllvnllzr, — 5 1E5r, — I

e, usando la disuguaglianza di traccia |yn|l2,r, < Ct||ynll1,2 si ha

2 € 2 1 2 € 2 2 L2
1%(y) > el Dynll3 — Syl — 51013 — SOyl + 1Dynl) — i, — a2
> (e~ SOPNDAI3 ~ S(C + 1)llyall3 — 213~ i, — di)
=V 2t 2ot 2o 2 eI
Per la disuguaglianza di Poincaré (7.3) e ricordando che y,,(x) = x su Ty, si ha
lyall3 < Cp(IDyall3 + lyniral12) = Co(IIDynll3 + [|2[13) = Cp (1 Dynll3 + M)

e dunque

1

o € € 1
1°(ya) = (e~ 5C)IDyal3 — 5(C? +1)C, (IDyl3 + M) = - [bl}3 ~ o

¢, — i
A 2 1 2 1 2 -
> (¢~ eC)IDynl3 — 5 IbIE — -l r, — M

Preso e abbastanza piccolo (¢ < ¢/C), si ha che esistono due costanti positive A e B tali
che
C > I%(yn) = A| Dynll3 — B.

Allora
B+C

A

Sempre per la disuguaglianza di Poincaré (7.3) si ha anche

|Dyalls < K =

lynll2 < Cp(IDyalla + M) < K

quindi (y,) & limitata in W12(Q; R?) e pertanto ammette una sottosuccessione debolmente
convergente. Quindi I e coercivo rispetto alla convergenza debole. (I

Teorema 7.8 (di semicontinuitd). Sia W : R*** — [0, +0c] una funzione convessa e
semicontinua inferiormente. Sia Q un sottoinsieme aperto, limitato e regolare di R3.
Allora il funzionale I : W' P(Q;R*) — R definito da

I(y) = / W (Dy) da

e sequenzialmente debolmente semicontinuo inferiormente.

Osservazione 7.9. Il teorema vale anche se W ha valori in | — 0o, +0o0]. Infatti, siccome
il valore —oo € escluso, allora W(0) > —oo e per la convessita (teorema di Hahn-Banach)
esiste & € R? tale che W(F) > W(0) 4+ ¢ - F e il risultato si ottiene applicando il teorema
alla funzione non negativa W(F) — W(0) — £ - F.

DiMOSTRAZIONE 1l teorema e gia stato dimostrato nell’ipotesi supplementare che W sia
lipschitziana. L’idea fondamentale consisteva nello sfruttare il fatto che in tal caso esiste
quasi ovunque il gradiente di W (teorema di Rademaker) e vale la disuguaglianza di
convessita

W(Dyx) =2 W(Dy) + DW (Dy) - (Dyx. — Dy).
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Rinunciando all’ipotesi di lipschitzianita I’esistenza del gradiente di W non & piu scontata
e occorre procedere diversamente. Se W = +oo allora I = +oo e il teorema ¢ vero.
Supponiamo dunque che W sia finita in almeno un punto.

Sia A > 0. Si chiama trasformata di Moreau-Yosida di W la funzione

Wi (F) := inf{W(G) + A\|G — F| : G € R®*?}.

Essa gode delle seguenti proprieta (che valgono per ogni W : X — [0, +00] con X normato
e finita in almeno un punto):

1. Wy(F) < W(F) VF € R®*3;

2205 A= Wy < Wy

3. W & ovunque finita e |[Wy(F) — Wi (G)| < M\|F — G| VF € R3*3;
4. W convessa = W) convessa;
5

. Wsed = W(F) = )\Erfoo Wi (F) = ili;é Wi (F).

Sia Aj /oo per j — oo. Allora si ha
Wy, /W
Sia yx — y in W12, Allora
/W(Vyk) > /ij (Vyr) > /ij (Dy) + /DWAj (Dy) - (Dyy — Dy).

Giacché |DW),| < C);, passando al liminf su & si ha

likminf W (Vyg) > / Wy, (Dy)
— 00

e la tesi segue passando ali limite per j — co con Beppo-Levi. O

Verifica delle proprieta di W)

Le prime due sono banali.
Proseguiamo con la 5 che e la meno semplice tra le rimanenti.
Per 1 e 2si ha

W(F) >supWy(F)= lm Wy(F).
A>0 A—+4o0

Dimostriamo 'altra. Fissato Fy € X, per definizione di W e le proprieta dell’inf si ha che
esiste F\ € X tale che

W (Fy) + A|[Fx — Fo| < Wi(Fp) + %
Per ogni A > 1 si ha
W(Fy) +1> W(F)+ % > Wa(Fo) + % > W(FY) + AFs — Fy| > A Fx — Fol.
Si ha dunque F\ — Fp. Inoltre, dalla seconda e dalla penultima disuguaglianza si ha

1
lim sup A|F — Fo| < limsup [W(Fp) + — — W(F\)| = W(Fp) — liminf W (Fy) <0
A—+o00 A—+00 A A—+00
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per la semicontinuita di W, e quindi
lim A|F)\ — Fy| =0.
A——+oo

Passando al liminf nella terza disuguaglianza si ha quindi

lim inf W (Fy) > W (Fp),
A—+o00

da cui segue la tesi. O

Corollario 7.10 (del teorema di semicontinuitd). I funzionale I°° ¢é sequenzialmente
debolmente semicontinuo inferiormente.

DiMOSTRAZIONE Il teorema segue dal fatto che, per la disuguaglianza di traccia

lylrallze < Cllyllwe.z
l'insieme A & chiuso rispetto alla convergenza debole di W12 ]

Teorema 7.11 (di esistenza). Se W : R¥*® —] — 0o, +00] & una funzione convessa e
semicontinua inferiormente ed esiste c,d > 0 tali che

W(F)>¢|F|?—dVF eR¥>3
allora esiste una soluzione del problema di minimo per l’energia elastica.

DIMOSTRAZIONE Segue dal teorema di Tonelli. (I

7.4 Unicita della soluzione

L’unicita del punto di minimo si puo dedurre invece dalla stretta convessita in y del
funzionale I°°, in accordo con quanto segue.

Definizione 7.12. Sia X uno spazio vettoriale e f : X — R una funzione. f si dice
convessa se, per ogni t €]0,1[ e per ogni x,y € X tali che f(x) < 400 e f(y) < o0, si
ha

fltz+ (1 =t)y) <tf(x)+ (1 —-t)f(y)
f si dice strettamente convessa se f non é identicamente +0o e per ogni t €]0,1[ e per
ogni x,y € X tali che x #y, f(z) < +o0 e f(y) < +o0 st ha

[tz + (1 =t)y) <tf(z) + (A -1)f(y)

Proposizione 7.13. Sia f: X — R una funzione strettamente convessa. Allora f ha al
pit un punto di minimo in X.

DIMOSTRAZIONE Supponiamo per assurdo che z e y siano due punti di minimo per f in
X, allora

f(x) = f(y) = min f (2) < +oc.

Se x # y, per la stretta convessita di f abbiamo che

P& +Y) < 57@) + 5 () = min £(2) < +oo,

in contraddizione col fatto che x e y siano punti di minimo. Allora x = y. O

Proposizione 7.14. Se W ¢ strettamente convesa allora I*° é strettamente convesso e
il punto di minimo € unico.
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