PREMESSA: coordinate di un vettore v rispetto ad una base B
Dato uno spazio vettoriale V di dimensione n ed una sua base B = (vy, ..., vp),
le coordinate di un vettore v € V rispetto alla base B sono 1'unica n-pla
A,y An) € R™ tale che v = Ajug + ... + A\yv,. Indichiamo con ||v||p il
vettore colonna di tali coordinate :

A1

A2

lvllz =
An
ESEMPIO Se V =R? e B = (v1,v2) con v; = (1,1),v2 = (0,2) allora il

vettore v = (2,0) si scrve come v = 2v; — v e quindi

lolle = (3)-

Notare che qualsiasi sia la base B = (v1,...,vy,) si ha
1 0
0 1
lorlls = [ O llealls = | ©
0 0

etc. Infattivy =1-v14+0-v2+...0-v, vo=0-v1+1-v2+...0-v, e cosi
via.

ESERCIZI

(1) Considera i seguenti vettori di R3:
V1 = (1,2, 1),’02 = (1, 1,0),1)3 = (2,0,0).

(a) Dimostra che B = (v1,v9,v3) & una base di R3.
(b) Determina le coordinate dei seguenti vettori nella base B:

v=v1 —vy+uvs, w=(3,1,0), z=(0,1,-1).

(c) Determina il vettore v di R3 che ha coordinate (2, —1, 3) rispetto
alla base B.

(d) Considera la trasfomazione lineare F : R?® — R? definita da
F(x,y,z) = (x +y,x — z). Trova la matrice Mé’;(F) della tra-
sformazione F' rispetto alla base B per il dominio e alla base
canonica per il codominio.

(e) Verifica che il prodotto

1
ME(F) |1
1

¢ uguale al trasposto del vettore F'(v; + vy + v3). Giustifica
I'uguaglianza.



Risposte:

1 0 ~1
lollp=1{ =1 llwllz=1{1],llzllz=1{ 3
1 1 ~1

vEm = (G 1 3)

(2) (a) In R3? sono dati i vettori u; = (1,1,2),us = (2,—1,3),uz =
(3,0, h); dire per quali valori di h i vettori uy, ug, us sono linear-
mente indipendenti.

(R: h #5)
(b) Per quali valori di h & possibile trovare una trasformazione
lineare

F:R3 -5 RS

tale che F(u1) = (1,0,0), F(u2) = (0,1,0), F(uz) = (0,0,1)?
Per questi valori di h determina la matrice Mg (F).

(3) In R* sono dati i vettori u1 = (1,—1,0,1),us = (2,1,1,0),u3 =
(3,0,1,1),uqg = (0,1,—1,0). Verificare che i vettori u, uz,us sono
linearmente indipendenti, e che u3 € una loro combinazione lineare.
Trovare le coordinate (a,b,c) di ug rispetto alla base w1, ug,uys del
sottospazio vettoriale L(uq, ug, us, uy).

Determinare per quali valori di ¢ € R il vettore v = (1, —1,2t—8,¢+1)
appartiene allo spazio L(uj,ug,us)

(suggerimento: v € L(uy,ug,uy) se e solo i sottospazi L(uy,ug,us) €
L(u1,u2,u4,v) hanno la stessa dimensione (perché?)) Per i valori di
t trovati, determinare le coordinate (A, p, ) di v rispetto ai vettori
U, U2, Uq.

(R: (a,b,¢) = (1,1,0), t =2, (\,p,v) = (3,—-1,3) )

(4) Sia F : R* — R3 l’applicazione lineare indotta dalla matrice:

2 0 2 2
3 -1 2 4
0 2 2 =2

relativamente alle basi cononiche del dominio e codominio.

(a) Determinare il valore di F' sul generico vettore (z,y, z,w) di R,

(b) Trovare la matrice di F' rispetto alla base canonica del dominio
e alla base B = (e3, e, 1) del codominio.

Risposta:



(5) Considerare lo spazio vettoriale May2(R) delle matrici 2 x 2 a coef-
ficienti reali e i seguenti sottoinsiemi:

. Tl X2 . . . 1 T2 . _
S (2 7)o

(a) Dimostrare che S,T sono sottospazi vettoriali di Masx2(R) e
trovare una base di ognuno di loro.
(b) Date le matrici

(1) me(0)

con A € S, B € T determinarne le coordinate rispetto alla base
trovata.



