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Scrivere subito il vostro nome, cognome e numero di matricola; tenere il libretto
universitario sul banco. Le risposte date vanno sempre giustificate.

Esercizi

(1) Si consideri la seguente matrice 3 x 3
1 11
A=12 1 2
1 01

(a) Calcolare il determinante della matrice ed il suo rango. I vettori riga
della matrice sono linearmente indipendenti 7 Qual é la dimensione
del sottospazio vettoriale di R? generato dalle righe di A?

(b) Dimostrare che tutti i vettori del tipo (k,0, —k), per k € R\ {0} sono
autovettori di A rispetto all’autovalore A = 0. La matrice ha altri
autovalori? Se si, quali sono?

(¢) Considerato il sistema non omogeneo dato dall’equazione matriciale

T 1
Al y| =12
z 1

determinarne I'insieme delle soluzioni e la sua dimensione.
(d) Dimostrare che, in generale, se una matrice quadrata A di tipon x n
ha un autovalore nullo, allora il rango di A & minore di n.

SOLUZIONI

(a) Poiché la terza colonna & uguale alla prima, i tre vettori colonna sono
dipendenti e il rango ¢ minore o uguale a 2 (per definizione, il rango é il
massimo numero di colonne linearmente indipendenti). Poiché le prime
due colonne sono indipendenti (non essendo una multipla dell’altra) il
rango & due. Poiché il rango indica anche il massimo numero di righe
indipendenti, abbiamo che la dimensione dello spazio delle righe & due.

(b) Basta verificare che

k k 0
A 0] =0 0)]=1020
—k —k 0
Si ha
k 1 1 1 k 1 1 0
Al OoOl=12 1 2 0l =k|2|-k[2]=1]0
k 1 0 1 —k 1 1 0

Poicheé il vettore (k,0, k) ¢ non nullo, ne segue che (k,0, k) & un auto-
vettore con autovettore 0.
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(c) Gli autovalori di A sono le radici del polinomio caratteristico, ovvero
del polinomio

1—A 1 1 —-A 1 1
p(A\) = det 2 1-Xx 2 =det| 0 1—-X 2
1 0 1—-A A 0 1-A

(dove la prima colonna é stata sostituita dalla somma della prima e
della terza colonna). Sviluppando secondo la prima colonna otteniamo:

det(A) = A1 —=XN2+X2-(1-XN)=-A1-N>-1-)=
= A1+MA =22 —1-) =AM\ =3\ = -\*(A—3)

Le radci del polinomio (quindi gli autovalori di A) sono A=0e A = 3.
(d) Consideriamo la matrice orlata e riduciamola a scala:

1 1 1 1 1 1 11 1 1 11 1 1 1 1
A=121 2 2|~|0 -1 0 O)]~|0 -1 0 O)]~|0 =1 0 O
1 0 1 1 1 0 11 0 -1 0 0 0 0 0 0

Scelto come parametro z = t, dalla seconda riga otteniamo y = 0 e

dalla prima riga x = 1 — t. L’insieme delle soluzioni ¢ quindi
SOL = {(1—1t,0,t) : t € R},

ed ha dimensione uno.

(e) Data una matrice quadrata A di dimensione n che ha un autovalore
nullo, sia v # 0 un autovettore relativo a tale autovalore. Poiché
Av = 0v = 0 il vettore v appartiene al nucleo della trasformazione
lineare ' : R™ — R™ definita da F'(v) = Av. Quindi la dimensione di
Ker(F) & maggiore di 0. Poiché inoltre si ha

dim(Ker(F)) + dim(Im(F)) =n

avremo che la dimensione dell’immagine di F', che é anche il rango di
A, & minore di n.

(2) Sia F : R? — R? la trasformazione lineare definita da
F(z,y) = (z +y,z -y, 2x).

(a) Determinare la dimensione dei sottospazi Ker(F) e Im(F) e, se pos-
sibile, un vettore che non appartiene a I'm(F). Determinare se F ¢
iniettiva, suriettiva o biunivoca.

(b) Determinare la matrice M che rappresenta F' rispetto alle basi cano-
niche per dominio e codominio.

(¢) Dati i vettori v1 = (1,1,2),v2 = (0,0,—1),v3 = (1,0,1), dimostrare
che B = (v1,v2,v3) & una base di R3 e determinare la matrice che
rappresenta F' rispetto alla base canonica per il dominio e alla base B
per il codominio.

(d) Data una trasformazione lineare F' : R" — R™, dimostrare che se

k vettori vy,vo,...,v; di R™ sono dipendenti, allora anche le loro
immagini F(v1),..., F(vx) sono dipendenti in R™.
SOLUZIONI

(a) Un vettore (x,y) appartiene a Ker(F') se e solo se

F(z,y) = (x +y,z —y,2z) = (0,0,0).



(d)

F

Ne ricaviamo x = y = 0, quindi 'unico vettore nel Ker(F) & il vet-
tore nullo e la trasformzione lineare ¢ iniettiva. Poiché il codominio
ha dimensione 3 e il dominio ha dimensione 2, la trasfrmazione lineare
non puo essere suriettiva; da dim(Ker(F)) + dim(Im(F')) = 2 segue
che I'immagine ha dimensione 2. Un vettore che non appartiene al-
Iimmagine &, ad esempio, (1,1,0): se esistesse (x,y) con F(z,y) =
(x +y,x —y,2z) = (1,1,0) si avrebbe z = 0, y = 1, y = —1, una
contraddizione. F' non é biunivoca perché non ¢é suriettiva.

La matrice M ha come colonne le coordinate dei vettori F'(e1), F'(es2):

1 1
1 -1
1 0

Consideriamo la matrice che ha come righe le coordinate dei vettori
vy = (1,1,2),v2 = (0,0,—1),v3 = (1,0, 1):

1 1 2
0 0 -1
1 0 1

Sviluppando seondo la seconda riga, vediamo che il determinante di
questa matrice ¢ —1. Quindi i vettori vy, vs,v3 sono linearmente in-
dipendenti e quindi B = (vi,v2,v3) ¢ una base di R3. La matri-
ce che rappresenta F' rispetto alla base canonica per il dominio e
alla base B per il codominio si ottiene considerando come colonne
le ccordinate dei vettori F'(ey), F(e2) rispetto alla base B. Poich’é

F(e1) = v1, F(e2) = —v1 + 203 tali coordinate sono, rispettivamente:
(1,0,0), (—1,0,2) e la matrice richiesta é:

1 -1

0 O

0 2
Se vy, v2,...,v; di R™ sono dipendenti, allora esistono Aq, ..., A\; reali

non tutti nulli, tali che Ayv; +. ..+ A\gvp =0 (dove 0 ¢ il vettore nullo).
Applicando la trasformazione F' otteniamo, per linearita,

(A1v1+...+/\kvk) :)\1F(’U1)—|—...—|—/\kF(’l}k) ZF(G) =0.

Quindi anche i vettori F(vy) ... F(vg) sono dipendenti.



