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PRIMA SEZIONE

Se la matrice quadrata A ¢ simile alla matrice quadrata B, allora det(A)

det(B). V]
Esistono spazi vettoriali di dimensione n > 0 che ammettono solo un
numero finito di basi. .

. 1 0\ . . .
Il nucleo della matrice (1 1) é lo spazio vettoriale nullo. .

Lo spazio vettoriale R? ¢ somma diretta dei suoi sottospazi U; := {(z,y) €

R? |z 4+y=0}eUs:={(z,y) €R?® |z —y=0}.

Tutte le matrici quadrate a coefficienti reali sono diagonalizzabili sui reali.

_[F]

SECONDA SEZIONE

Si consideri ’omomorfismo 1: R? — R? rappresentato dal sistema

=z +2y
o= —r—2y
2 = =2 — 4y,

dove (z,y) ¢ il generico vettore di R? e (2,3, z’) rappresenta il vettore di

R? immagine di (z,y) tramite applicazione ;

(a) determinare i sottospazi kert e Im1), le loro dimensioni e una loro
base;

(b) determinare I’eventuale immagine inversa del vettore v’ := (-1, 1,2);
tale immagine inversa & un sottospazio vettoriale di R2?

(c) trovare la matrice di 1) rispetto alle basi canoniche di R? ed R3 e
determinare il suo rango.

Soluzione. (77?): la matrice associata a ¢ &

1 2
A=1-1 =2];
-2 —4

poiché la seconda colonna di A é il doppio della prima colonna, il rango di
A & uno.
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(7?): ker ¢ ¢ dato dalle soluzioni del sistema lineare omogeneo

z+2y=0
—x—2y=20
—2z —4y = 0;

siccome la matrice del sistema é la matrice A che ha rango uno, abbiamo
che le soluzioni sono date dall’equazione x = —2y, ovvero ker ) = L(2, —1).
Sempre perché A ha rango uno, Im v é generato da una delle colonne di A,
ovvero Im¢ = L(1,—1,—2).

(?7): leventuale immagine inversa di v’ ¢ data dalle (eventuali) soluzioni
del sistema

z+2y=-1
(0.1) —r—2y=1
—2z — 4y = 2;

poiché la matrice dei coefficienti del sistema (??) ¢ A che ha rango uno, per
avere delle soluzioni, il sistema (??) deve avere la sua matrice completa di
rango uno; tale matrice é

1 2 -1
A=1-1 -2 1
-2 -4 2

)

poiché la terza riga di A’ & l'opposto della prima riga, tale matrice ha
effettivamente rango uno. Abbiamo allora che il sistema (?7) & equivalente
all’equazione x 4+ 2y = —1, e questo definisce il sottospazio affine di R?
di dimensione uno dato dall’immagine inversa di v’. Tale sottospazio affine
non é un sottospazio vettoriale poiché — per esempio — é dato dalle soluzioni
di un sistema lineare non omogeneo.

(2) Si consideri il seguente sistema lineare a parametro k € R di tre equazioni
nelle due incognite x e y

(k—4)z+3y=1
—r+ky=-1
—z+y=k.
(a) Determinare le eventuali soluzioni del sistema al variare del parametro
k e R;
(b) se Ay ¢é la matrice completa del sistema, trovare gli autovalori della
matrice Aq;

(¢) dopo avere trovato gli autospazi di Ay, dire se tale matrice ¢ diagona-
lizzabile e trovare la matrice diagonale simile ad A;.

Soluzione. (?7): riduciamo a scala la matrice completa del sistema

k—4 3 1 1 —k 1 1 —k 1
-1 k —1|~|0 (k=1)(k-3) 5-k |~[0 k-1 —1—k
-1 1 &k 0 k-1 “1—k 0 0 (k—1)(k—2)

ne deduciamo che se k # 1,2 il sistema sicuramente non ha soluzione.
Anche se k = 1 il sistema non ha soluzione, avendo che la riduzione a scala
del sistema &
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Se invece k = 2, si ha che la riduzione a scala del sistema é

1 -2 1 1 0 =5
0 1 -3]~|0 1 -3
0 0 O 0 0 O
e dunque abbiamo x = —5e y = —3.
(??): abbiamo che il polinomio caratteristico di A; ¢
-3-A 3 1
det(A; = X3)=det | —1 1-X —1 | ==-X\+1);
-1 1 1—A
quindi gli autovalori di A; sono A\; = 0 e Ay = —1, di molteplicita algebrica,

rispettivamente, due e uno.
(?7): troviamo gli autospazi; per prima cosa troviamo quello per I’au-

tovalore Ay = 0, ovvero cerchiamo il nucleo di A;; riduciamo a scala
A]_Z

-3 3 1 -3 3 0 1 -1 0

-1 1 1] ~(-1 1 0fJ~{0 O 1],

-1 1 1 0 0 1 0 0 0

da cui deduciamo z = 0 e x = y, ovvero ker Ay = L(1,1,0) e dunque
I’autospazio relativo all’autovalore A\; = 0 ha dimensione uno; siccome la
molteplicita algebrica di A\; = 0 é due, deduciamo subito che A; non é

diagonalizzabile.
Per 'autovalore A\ = —1, dobbiamo trovare il nucleo di A+ I3; riduciamo
a scala tale matrice
-2 3 1 1 -2 1 1 0 =5
-1 2 —-1}J~|0 -1 3 |~|0 1 -3|,
-1 1 2 0 1 -3 0 0 O
da cui deduciamo y = 3z e x = 5z, ovvero 'autospazio cercato ¢ V_; =
L(5,1,3).
Nello spazio vettoriale R3, si considerino i seguenti vettori
vy :=(1,1,1), vy := (1,2, 3), vs := (1,1, 2);

(a) dimostrare che i vettori vy, vs e vz formano una base di R3;

(b) determinare le coordinate dei vettori v := (5,3, —1) e w := (2, -1, 3)
rispetto alla base B := (v1,v2,v3);

(c) se W := L(v,w) ¢ il sottospazio vettoriale di R® generato dai vettori v
e w, trovare un sottospazio vettoriale di R supplementare a W. Tale
sottospazio supplementare é unico?

Soluzione. (77?): per dimostrare che i vettori formano una base, basta ve-
dere che la matrice che ha come righe i tre vettori ha rango tre; per fare
cio, riduciamola a scala:

1 11 1 11 1 00
1 2 3|~|0 1 2)~10 1 0],
11 2 0 0 1 0 0 O

e quindi i tre vettori formano una base.
(?7): dobbiamo trovare tre scalari z, y e z tali che zv; + yvo + zv3 = v,
ovvero risolvere il sistema
TH+y+z2=2>5
T+2y+z2=3
Tz +3y+2y=-1
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Considerando la matrice completa di questo sistema e riducendola a scala
otteniamo

1 1 1 5 1 1 1 5 1 0 0 9

121 3|~(01 0 —-2]~10 1 0 -2

1 3 2 -1 0 2 1 -6 0 01 -2
quindi le coordinate di v sono (9, —2, —2).

Analogamente per w: dobbiamo trovare tre scalari x, y e z tali che
xv1 + yve 4+ 2v3 = w, ovvero risolvere il sistema
r+y+z=2
T+2y+z=-1
x + 3y + 2y = 3.

Considerando la matrice completa di questo sistema e riducendola a scala
otteniamo

11 1 2 1 1 1 2 1 0 0 -2
121 -1)~f0 1 0 -3)]~(0 1 0 -3
1 3 2 3 0 21 1 001 7

quindi le coordinate di w sono (—2,—3,7).

(??7): & immediato verificare che v e w sono linearmente indipendenti;
ne consegue che W ¢ uno spazio vettoriale di dimensione due; per risolvere
I’esercizio bastera quindi — per la formula di Grassmann — trovare un vettore
u € R? tale che (v, w,u) sia una base di R3, e allora lo spazio richiesto sara
L(u). Vediamo per esempio che se prendiamo v = e; = (1,0,0), allora
(v, w,u) & una base di R?: consideriamo la matrice che ha per colonne i tre
vettori e riduciamola a scala:

5 3 -1 1 0 0 1 0 0
2 -1 3 ~10 3 —-1]~|0 -1 3
1 0 0 0o -1 3 0O 0 8

Dunque L(e;) ¢ uno spazio supplementare di W. Ovviamente tale spa-
zio non & unico, visto che — per esempio — L(e; + w) & un altro spazio
supplementare.



