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Il compito & composto da due sezioni. Per superarlo bisogna rispondere in modo corretto ad almeno 8
domande della prima sezione ed ottenere la sufficienza nella seconda sezione. Le risposte sbagliate nella
prima sezione influiscono negativamente sul voto complessivo. Compilate subito la parte anagrafica del
compito. La durata della prova e di 3 ore.

PRIMA SEZIONE

Nota: N,Z,Q, R indicano gli insiemi di numeri naturali, interi, razionali e reali, rispettivamente.

Per ciascuna delle seguenti affermazioni, indicare se ¢ vera o falsa:

1. La funzione f : N — Q definita da f(n) = %_H e iniettiva.
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2. Se |z| ¢ il modulo del numero complesso z, allora |2%| = 2|z|. F
3. La funzione f : Z — N definita da f(z) = 22 & suriettiva. F

4. La relazione binaria R definita su C da

(a+b)R(c+ id) = at+b=c+d
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¢ una relazione d’equivalenza.

5. La relazione d’equivalenza F definita sui numeri razionali non nulli da
aFEb = axb>0

ha infinite classi d’equivalenza.
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6. Dati due insiemi A, B con n elementi, il numero delle funzioni da A a B & uguale
al numero delle funzioni da B ad A.
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7. Se a,b sono numeri interi e MCD(a,b) ¢ dispari. allora a,b sono entrambi dispari.
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8. L’insieme dei numeri naturali forma un gruppo rispetto alla somma.
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9. Esistono funzioni biunivoche da N a R.

10. II numero di sottoinsiemi di che si possono formare a partire da un insieme
di 10 elementi ¢ 10!.
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SECONDA PARTE

1. Dimostrare per induzione che per ogni n > 1 vale

Soluzione
Il caso base n = 1 si verifica notando che % > /1.

Supponiamo che valga

11
Atate +72\f

(ipotesi induttiva) e dimostriamo che anche la seguente disuguaglianza & corretta:

1 1 1 1

i+ —= 4+ >+/n+1.
1 2 Vn n+1

Per I'ipotesi induttiva si ha:
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quindi ci basta verificare che
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vn + >vn+1.
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Moltiplicando a destra e a sinistra per v/n + 1 otteniamo la disuguaglianza equivalente vn + 1y/n+
1 > n+1, che, a sua volta, equivale a vn? +n > n, disuguaglianza che ¢ banalmente verificata

perché vn2 +n > vn? = n.

2. Ad un torneo di tennis partecipano 14 persone.

(a) Quante partite di tennis con due sfidanti si possono organizzare?

(*)

(b) Frai concorrenti ci sono Andrea e Giacomo. Quante sfide possiamo organizzare se Andrea puod
giocare solo con Giacomo?

10

(¢) Quanti sono gli incontri di doppio (cioe due contro due)?

()-8

(d) Se i partecipanti sono divisi in due squadre A, B da 10 e 4 persone rispettivamente, quante
partite di tennis fra due sfidanti si possono organizzare in modo che i partecipanti all’incontro
appartengano a squadre diverse 7

10 x 4



3. Trovare la forma trigonometrica del numero complesso

1474
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Possiamo riscivere il numero nel modo seguente:

Lti _14i 1+i (14+4)? 14+2+2 2%
— f— el = — = 1.
1—i 1—i 1+i 2 2 2

La forma trigonometrica ¢ quindi quella di i cio¢ cos(F) + isen(%).

4. Sia A = N* xN*| dove N* & I'insieme dei numeri naturali non nulli. Si consideri la seguente relazione
binaria F sull’insieme A

(z,y)E(s,t) < MCD(z,y) = MCD(s,t),

dove M CD(a,b) indica il massimo comun divisore dei numeri a, b.

(a)

Provare che E ¢ una relazione di equivalenza.

E ¢ riflessiva: se (z,y) € A abbiamo (z,y)E(x,y) poiché MCD(z,y) = MCD(x,y).

E ¢ simmetrica : se (x,y),(s,t) € A e (z,y)E(s,t) allora MCD(x,y) = MCD(s,t) e quindi
anche MCD(s,t) = MCD(z,y). Ne segue (s,t)E(x,y).

E ¢ transitiva : se (z,¥),(s,t),(z,w) € A e (zr,y)E(s,t), (s,t)E(z,w) allora
MCD(z,y) = MCD(s,t) e MCD(s,t) = MCD(z,w). Ne segue MCD(z,y) = MCD(z,w) e
quindi (z,y)E(z,w).

Determinare la classe d’equivalenza della coppia (1,1).

[(1,1) ={(z,y) e N* x N*: (1,1)E(z,y)} = {(z,y) :€ N* x N*: MCD(z,y) = 1}.

Esistono classi di equivalenza che hanno solo un numero finito di elementi?

No, se MCD(z,y) = a, la classe di equivalenza di (z,y) ¢ data da tutte le coppie (s,t) che
hanno massimo comun divisore uguale ad a ed esitono sempre un numero infinito di tali coppie.

Determinare quale dei seguenti insiemi X ¢ un insieme di rappresentanti per le classi
d’equivalenza di E su A, giustificando adeguatamente le risposte:

X ={(2,n):n e N} X ={(n,m):n<m,n e N meN*} X ={(n,n):n e N},

L’insieme X = {(2,n) : n € N*} non & un insieme di rappresentanti perché contiene solo elementi
che appartengono alla classe di (1,1) o di (2,2), mentre E ha infinite classi.

L’insieme X = {(n,m) : n < m,n € N*,m € N*} contiene elementi distinti che appartengono alla
stessa classe, ad esempio (1,2) e (1,3) e quindi non & un insieme di rappresentanti.

L’insieme X = {(n,n) : n € N*} & un insieme di raprresentanti perché contiene un solo elemento
per ogni classe d’equivalenza di F su A. Infatti, due elementi distinti di X non possono appartenere
alla stessa classe perché se n # m allora (n,n) non & in relazione con (m,m). Inoltre un elemento
qualsiasi (x,y) di A & nella stessa classe dell’elemento (n,n) dove n = MCD(z,y).



