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Per x > 0 definiamo
oo dt
F(z) =

_ AN
")
x
. Trovare 'insieme D degli > 0 per i quali F'(x) & ben definito e finito. Dimostrare che F’
¢ continua su D, e trovare i limiti di F' nei punti di frontiera di D.

. Dimostrare (per esempio con un cambio di variabile) che

Fa)=va B(g.o—3),

2

dove B(p,q) := fol uP~ (1 — u)P~1du & la funzione Beta di Eulero.

. Mostrare che F' e una funzione di classe C'"*° su D, che vale la relazione

20 —1 /1+«x
F(x+1)=F(x) o \/ pat

e dare una formula esplicita per F'(n) con n € N.

(Si possono usare le proprieta note della funzione Beta e Gamma).

. Sia (X, M, ) uno spazio di misura, e f: X — R una funzione misurabile non quasi ovunque
nulla. Per 1 < p < +o0 sia ||f|, la norma di f in LP(p). Dimostrare che la funzione
p+— pln||f||, € convessa dove ha valori finiti.

(Disuguaglianza di Holder).

Punti: 10+10+10, 10.
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Svolgimento

1. a. La funzione

¢ ben definita, continua e positiva per (z,t) € ]0, +o0[ x

R. Quindi la
= d
) /R fla,t)dt

¢ ben definita come funzione da ]0, +oo[ a [0, +00]. Per
trovare quando F'(x) ¢ finita si guarda il comportamento
asintotico di f(z,t) per t — too:

2\ !
~——’

—1

Confrontando con le funzioni campione 1/t%*, otteniamo
che F(z) < +o0 quando 2z > 1, cio¢ quando = > 1/2.
Il limite di F(x) per z — 1/2 da destra si puo ricavare dal lemma di Fatou:

+oo=F(1/2) = / f(1/2,t)dt = /R<ZH1(11H/12) f(z, t))dt = A(f}(r}}lgl f(z, t))dt <

< mlnhm/f z,t)dt = minlim F(x) < maxlim F(z),
z—(1/2)* z—(1/2)* z—(1/2)%

da cui

lim F(z) =+00.
a—(1/2)+

una qualche stima di f(z,t) uniforme in z. La funzione = — f(x,t) &
decrescente per ogni ¢ fissato. Studiamo infatti la derivata del logaritmo
del denominatore:

— ,t 2 2
v ft) 2log 1+t zixlog 1—|—t— =
Ox Ox x
t2 1 t2
log<1+5>+x'1+t2 '<7P>:

t2 (2
B = log<1 + ;) -2 =pt/z),

{7 11 limite di F(x) per x — 400 e la continuitd su ]1/2,+oo[ richiede
1

dove

o(y) == log(1+y) — T+y
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Quest’ultima funzione p(y) & positiva per y > 0, come si vede dal valore in 0 e dal segno della derivata:

1

Clty—y

Y

, =
©'(y) T+

>0 pery>0.

(1+y)?

Se ora > M > 1/2 possiamo maggiorare f(xz,t) con f(M,t):

C (1+y)?

sup ‘f(x,t)‘ =

x>M

10

| f(M, 1), e si ha che /|f(M,t)|dt:F(M)<+oo.
R

Ricordando che f(z,t) & continua rispetto a x, ricaviamo che
F(z) ¢ continua su [M + oo[. Valendo questo per ogni M >
1/2 deduciamo che F & continua su |1/2,4o00[. Possiamo
poi anche passare al limite per x — +o0 con la convergenza

dominata:
/ P t) di =
R

/R<$Er+noo fz, t)) dt =

/IR <r£3100 exp( -~ M)) dt

=t2/xz4o0(1/x)

lim F(z)

r— 400

lim
r— 400

indeterminata.

/Rexp(—tg) dt = /7.

Modo alternativo. Se in partenza facciamo il cambio di
variabile lineare u = t//x viene

F(x)_/(1+ 2)z \/_du_\/_/ 1+u2

Il nuovo integrando si vede ad occhio che & decrescente rispetto a . I conti precedenti (dominio, continuita,
limite per & — 1/2) sono pitu facili in questa versione, eccetto il limite per  — 400, che si presenta in forma

. Un cambio di variabile che porta direttamente alla formula principale

della funzione Beta &

1 1

U= 5, t= x(——l
1+ £ u

dt = du =

T

JT

du——— YT
“ 2u3/2y/1 —u

du .
1—wu

u

Pero questo cambio non & iniettivo rispetto a t sull’intervallo di integrazione. Per applicarlo bisogna prima
ricondursi, grazie alla simmetria, a un integrale su [0, +oo], dove il cambio ¢ iniettivo:

s /]R (1 +di_2)m
— VT ' w=3/2(

L)du -
2u3/2\/1 —u

+oo dt 0
2/ 7 ENT 2/ u“"(—
0 (1 N _) 1
x
~1/2 R 1/2—1 L1
u) idu =z | wu (1 —u) du:\/EB(xf—,—).
. 2'2

2
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Se si faceva il cambio di variabile pitt semplice u = t?/x, t = \/uz, dt = \/x/udu/2, veniva

400 dt +o0 1 \/— +oo 1/21

Fo=2 [ —rw=2| o adis \/—/ du,

M e ST
T

che rientra in una delle formule alternative per la funzione Beta:

B = [ - .

1+ u)pta du

. Ricordando la formula fondamentale che riporta la funzione Beta alla funzione Gamma

L'(p)I'(q)

B(PafJ):ma

e il valore notevole I'(1/2) = /7, possiamo scrivere

B 11y~ T—1/20(1/2) T(-1/2)J/7x
F(w)_ﬁ'B(x_E’i)_‘/E'F(x—1/2+1/2)_ T(z) ‘

La funzione I' & notoriamente di classe C*° su |0, +oo[. Quindi anche F' ¢ di classe C* su |1/2, +o00[. I conti
per la verifica della regolarita C™ direttamente sull’integrale che definisce la I’ sono proibitivi. Abbordabili
sono invece quelli sulla forma alternativa

dato che N
" ~ (—log(1 +u?))

o 1
g () = gar P (—wlog(l ) = o

b

e la dipendenza da x di quest’ultima espressione e facile.
Ricordando la formula I'(x + 1) = 2T'(z) possiamo scrivere

D(x+1-1/2)/mx (v—1/2)T(xz—1/2)y/7(z+1)
Iz +1) N al'(x) B

_x—=1/2 Jz4+1 T(x—-1/2)y/mx 22-1 [z+41
oz Tz I'(x) 2 x F).

Il valore di F'(1) si calcola per via simbolica:

F(1) :/R(lfittz)l = [arctant]tz = g - (—g) =.

Usando la relazione ricorsiva

Flzx+1)=

2.1-1 [1+1 1
FE) =F+1) =21 /2 pay = 25v3,
2.1 1
2.2-1 [2+1 3 /31 3.1
F F(2+1 2l gy 2 st
() =F2+1)=—7 2 (2) 4\[2 2" 12"V
2.3-1 [3+1 5 /4 3.1 5.3-1
F W —— F(1)= =4/ — — 4
W=FB+1) =57 3 ()634-7T3642m/_’
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Si intuisce la formula generale:

F(n):%w\/ﬁ pern > 2.

Si puo dimostrare la formula per induzione: & vera per n = 2, e qualora sia vera per n abbiamo

2n—1 /n+1 2n—1 /n+1(2n —3)!! 2n— 1! —
Fln+1)= on V' n Fn) = on V' n E2n—2;!!ﬂ-\/ﬁzﬁﬂ n+l,

che e proprio la formula con n+1 al posto di n. Alla formula si poteva arrivare anche partendo dalle formule
note della funzione Gamma sugli interi e i semiinteri:

2n — 1N
I'(n) =(n—-1)!, F(n+1/2)=%ﬁ.
Infatti
(2(n—1)—1)1
I(n—1/2)y/an  T(n—-1+1/2)y/an ~—Fm=r——/7-\/n (2n —3)!!
F(n) = - = = mn.
I'(n) (n—1)! (n—1)! (n—1)12n—1
Osservando che
. o -1 (n—2)--2-1)-(2:2---2.2
— 1)1 — _ —92)...2.1)-(2-2...2.92) =
2 | 0,707107. (n=1) (n-Dn-2) 2 1) 22223
3 | 0,649519. .. n—1 fattori not fattord
4 | 0625 = (2n—-2)2n—4)-4-2=(2n—2)
o 0,611425... si riottiene la formula di prima.
6 0,602804 . .. C s . .
7 0506844 . Curiosita: ricordando che F(x) — /7 per x — +00, si ricava che la successione
8 | 0592478 .. (2n — 3)I
9 | 0,589142... W= G o) 2)”\/5
10 0,586509 ...
tende a 1/y/7 &~ 0,56419 per n — +o0.
Poniamo

1/p
©(p) :=p1nf||p=pln</xlf|”du> =

=1 Pdu |.
n(/X|f M) »(p2)

Dobbiamo dimostrare che

0 (p1)+(1-0)p(p2)
@(0p1 + (1= 0)p2) < Oo(p1) + (1 — 0)p(p2) -

(Per i curiosi, 'illustrazione qui accanto & un grafico di ¢
nel caso particolare X = [1,+oo[, f(z) = (zyz — 1)?/3; o(p1)
questa (p) risulta finita per 1 < p < 3). Siano 1 <
p1 < p2 < +oo due esponenti per i quali ||f|, < +oo0 e
sia @ € ]0,1[. La disuguaglianza da dimostrare si riscrive

come
? : -
ln(/ |f|9p1+(1*9)p2 d,u> < 0 1 D1 /e\v"b p2 3

X

§o<1n/x|f|m du>0+(1—0)1n</}i|im) _ | y
([ 1san) +u( [ 177) :ln<</X|f|“du> (f1r) )

4

P(0p1+(1-0)p2)
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cioe, togliendo i logaritmi,

) 0 1-6
Op1+(1—0)p2 — P10 £|p2(1-0) 5 p1 . P2
[ du= [ 170, dus(/Xﬂ du) (/lel ) |

Questa formula ricorda la disuguaglianza di Holder. In effetti se poniamo

i due esponenti p, g sono > 1 e coniugati, e quindi possiamo applicare la disuguaglianza di Holder:

! 1/p 1/q
/|f|p10|f|p2(179) du < </ (|f|p19)1’d“> . </ (f|p2(19))qd,u> _
X X X
o\ op/a-0 '
= (L an) - ([asmo-n ) -
0 1-0
= (forae) (L)

come volevasi dimostrare. La disuguaglianza di Hélder si usa in modo simile per dimostrare che  — InT'(z)
€ convessa.

Metodo alternativo. Si poteva impostare il problema calcolando la derivata seconda di ¢ e cercando di
dimostrare che & > 0. Derivando sotto il segno di integrale, rimandando a dopo le verifiche, e integrando
solo dove f # 0, in modo da non avere problemi dove In|f| non esiste, viene

an/ o o
= fpd,uz—/ fpd,uz/ —|fIPdu =
opr X| | opn {f#O}‘ | {(F#0} 51?"' |

_ / 8—n€p1“‘f‘ du:/ (ln\fl)ne’”“'f‘d#:/ (| )" fIP dpe.
{0} OP {f#0} {f#0}

. S0y (0l SDISIP A
/ 9 p g, _ A "
¢'(p) = 8—pln/{#0}|f dp = f{;o}lfli”dﬂ ;
sy QDR die oy £ = (f sy QD IFP dp)®
- Sy oy [ fPdp)? B
e aop WD 1 i g iy 717 = ([ oy (LS F1P o
- (f{f¢o}|f|pdﬂ)2 .

Ora, applicando Hélder con esponenti coniugati uguali a 2,

\/ (lnlf)lfpdu‘S/ (]| - 1717 dp =
{f#0} {f#0}

= [ i e <
TRl LA A

©"(p)

>0 >0

- 1/2 1/2
< In /2 24) ( /2 2d> _
<(f, (o) a) (e an
1/2 1/2
([ aiiea) ([ iran)
{f#0} {f#0}

5
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Elevando al quadrato primo e ultimo membro si ottengono i due addendi del numeratore di ¢” (p), che risulta
quindi > 0. Si intende che |f|In"|f| = 0 nei punti in cui f = 0. Resta da verificare che la derivazione sotto
il segno di integrale ¢ e giustificata, e questo € un poco laborioso. Prendiamo 1 < p; < p3 < p3 < pg < +0
tali che f € LP1(u) e f € LP2(u). Se riusciamo a dimostrare che la funzione

sup ||f|PIn"|f]].
PE[p2,pa]

¢ in L'(p), cioe che ha integrale finito su X, seguira che ¢ & di classe C™ su [pa, p3] con derivate date dalle
formule. Quello che abbiamo in mente & di dimostrare una maggiorazione del tipo

LFP ™| fI] < M(IFIP* +1fIP*) € LY (u)  Vp € [p2,ps].-

Fissiamo p € [pa2,ps] e n € N e consideriamo la funzione di
variabile reale

rPIn" r
N w(r) ::m perT>0.

T
La disuguaglianza ||f|P In"|f]| < M(|f|P* + |f|P*) segue se di-
mostriamo che || < M. Dunque, ¢ & una funzione continua su
]0,4+00[. Perché sia limitata basta che abbia limite finito agli
""""""""""""""""""""""" estremi del dominio. Per » — 07 (in particolare 0 < r < 1)
possiamo scrivere
| rPIn"r rP2[In" | Inr |7
”(/J(T)‘ - rpP1 _|_ rPa rpP1 - ‘T(PI*Z&)/WI ’
e I'ultimo membro ¢ infinitesimo per » — 07, come si vede usando I’'Hopital, ricordando che p; < ps.
00 /00
hm lnr L’Hc";ital hm 1/7‘ _ n hm ,',.—1—((;01—112)/71—1) _
r—0+ r(P1—p2)/n r—0+ (pl —pQ)'r(PI*P2)/”*1/n pP1 — P2 r—0t

n . _
= lim rP27P1 =90.
p1 — p2 r—0*

Per r — 400 (in particolare r > 1) possiamo scrivere

Inr n

r(Pa—ps)/n

P In" r
rpi —+ rpb4

rP3|In" r|
< j—

)] = |

rpb4 ’

e l'ultimo membro & infinitesimo per r — 07, come si vede usando I'Hopital, o ragionando per ordini di
infinito, non scordando che p3 < p4. Ricapitolando, la funzione ¢ (r) & continua su |0, +-o0o[ ed infinitesima
agli estremi, quindi e limitata: esiste M > 0 tale che

rPIn" r
rPL P4

cioe
[rPIn" r| < M(rP* +rP*) Vr>0.

Scrivendo la disuguaglianza con r = | f| si ha che

||f‘pln”|f‘| < M(|f‘p1 + |f‘174) c Ll(,u,)

come desiderato.

La ¢ & derivabile due volte e convessa su |p1,p2[, ma cosa succede agli estremi? Beh, se in un estremo la
@ e finita potrebbe non essere derivabile, ma si puo verificare che € continua, e quindi la disuguaglianza di
convessita, che vale quando i punti sono interni, passa tranquillamente al limite.
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