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Tempo a disposizione: 3 ore. Questo compito vale anche come scritto del primo modulo.

. Si vuole dare una dimostrazione ad hoc della formula di integrazione in coordinate polari

nel piano, senza usare il teorema del cambio di variabile generale. Sia allora X :=]0, —1—00[2
il primo quadrante (aperto) del piano, Y :=]0, +o00[ x ]0, 7/2[, e definiamo 1’omeomorfismo
0: X — Y come ¢(z,y) := (/22 + y2,arctan(y/x)). Sia A2 la misura di Lebesgue in R2.

. Dimostrare che se £ C X ¢ un boreliano in X allora ¢(F) ¢ un boreliano in Y.

. Per ogni E boreliano in X definiamo

w(E) ::/ rdrdf.
P=1(E)

Dimostrare che p € una misura regolare sui boreliani di X.

. Sia R :=]a,b] x |¢,d] C X. Dimostrare che p(R) = A2(R). (Si puo cominciare col caso

a=c=0).

. Dimostrare che p e Ay coincidono su tutti i boreliani di X. (Cominciare con gli aperti, e

poi ricordare che p ¢ regolare).

. Dimostrare che se f: X — R e boreliana e > 0 allora

/f(:c,y)da:dy:/f(rcos@,rsen@)rdrd@.
b'e Y

. Sia 1 < p < 40 e sia (X, M, u) uno spazio di misura positiva, f,: X — R una successione

di funzioni misurabili tali che ) f,, converge p-quasi ovunque alla funzione f. Dimostrare

che || flle <32, [[fallze-

Punti: 8+8+12+8+8, 15.
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Svolgimento

1. Sia X :=]0,4oc[” il primo quadrante (aperto) del piano, Y := ]0, +00[x]0, 7/2[, ¢ definiamo 'omeomorfismo
©:Y — X come ¢(r,0) := (rcosf,rsend). Diamo per scontato che ¢ sia davvero un omeomorfismo. Sia Ay
la misura di Lebesgue in R2.

asse r

asse 0

a. Per ogni E boreliano in X poniamo

w(E) = / rdrdf.
»HE)

Questa definizione ha senso perché la contrimmagine tramite ¢ (che & continua) di un boreliano ¢ boreliana, e
inoltre la funzione (r, 8) — r & continua (quindi misurabile secondo Lebesgue) e positiva (su Y). Chiaramente
w(E) > 0e u() = 0. Sia E,, una successione di boreliani di X a due a due disgiunti. Poiché ¢! ¢ iniettiva,

anche le contrimmagini degli F,, sono a due a due disgiunte, oltre a essere insiemi boreliani di Y. Dunque

Xo=1(J, En) = XU, o=t (EBn) = ZXso*(En) :

Posto p(r,0) :=r,

M(LnJ En)

d)\:/ » d/\:/( . )dA:
/wl(UnEn)p 2 ypx"’ U, 2027 Zn:Xw (En) | P OA2
= [xorwarda =3 [ pdna = YuE).

n ‘P_l m

n (En)

Questo dimostra che p € una misura sui boreliani di X. Inoltre p ¢ finita sui compatti. Sia infatti K un
compatto di X. Poiché o1 & continua, L := ¢~ !(K) & anch’esso un compatto, e, giacché anche p & continua,
wK)=[ , pdA2 & un numero finito. Dato che X ¢ uno spazio topologico di Hausdorff localmente compatto
in cui ogni aperto & o-compatto (X & un aperto di R?, il quale ha questa proprietd), per un noto teorema
1 € una misura boreliana regolare.
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b. Cominciamo col caso di un rettangolo semiaperto con un vertice nell’origine. Siano b,d > 0 e poniamo
R :=1]0,b] x ]0,d]. Allora

1 r =rcosf
(r,0) € o (R) <= 3I(z,y) € R tale che {y:rsen&

Esplicitiamo rispetto a r, 6:

r>0
1 0<0<m/2
(r0) e (R) = [y elobxjoaq {050<m
y=rsend
0<0<m/2 0<f<m/2
— {0<rcos0§b <— (0<r<b/cost <~
0<rsenf <d 0<r<d/send

0<f<m/2
0 <r < min{b/cosf,d/senb} .

Per calcolare 'integrale conviene esplicitare 1’espressione min{b/ cos 6, d/sen @}, ricordando che nel primo
quadrante seni e coseni sono positivi:

b < d =t 0<§«¢¢0<9< t ﬂ
cos@ ~ senf amvr=7 = archan
Quindi
1 0 < 0 < arctan(d/b), arctan(d/b) < 0 < /2,
(r.0) € = (R) < ({0<r§b/cos€ oppure 0<r<d/senf.
Dunque

arctan(d/b) b/ cos 6 w/2 d/sen @
M(R):/ rdrd@z/ d9/ rdr—i—/ d9/ rdr=
e~ (R) 6=0 0 O=arctan(d/b) 0

2
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arctan(d/b) b/ cos 6 w/2 d/sen @
z/ dﬁ/ rdr—!—/ d@/ rdr =
0=0 0 f6=arctan(d/b) 0

arctan(d/b) -,.2 15/ cos 0 /2 r21d/sen6
= / 5] an+ / 5] =
0=0 2 1r=0 O=arctan(d/b) 2 1r=0

b2 arctan(d/b) 1 42 /2 1

B 2 0=0 cos? 0 2 O=arctan(d/b) sen? 0
b2 arctan(d/b) d? /2

= 5 [tan 9] 6=0 + ? [_ cot 9] f6=arctan(d/b) =

i tan arctan(d/b) + d2( 0 + cot arctan(d/b)) v d + i L
= — tanarctan — (- rctan == -+ - =
2 2 2 b 2 tanarctan(d/b)

bd d*> 1 bd  bd
_?_F?d_/b_?—l—?—bd—)\g(R)

Prendiamo ora un rettangolo con un lato sull’asse x: R = ]a,b] X

10, d]. Possiamo vedere R come la differenza di due rettangoli, uno Y
contenuto nell’altro, con un vertice nell’origine:
R =]a,b] % J0,d) = (10,5] x J0,d]) \ (10.a] x ]0.d]). .
Quindi N R
>
R) = u( (10,61 % J0.d)) \ (10,8] x 10.d]) ) = S

= n((10. ) u( (0,0 Mﬂﬂ= 0 : :
= 2210, % 10,d1) ) — X ((10,a] x J0,d1) ) = %2 ((10.8] x J0,d) \ (0,5] x Jo,d])) =
= \(R).
Infine un rettangolo generico si puo vedere come la differenza fra

due rettangoli, uno contenuto nell’altro, aventi ciascuno un lato
sull’asse z: se R =]a,b] X ]¢,d] abbiamo che I\

R= }av b] X }Cv d] = (]Oa b} X ]C, d]) \ (]07 CL] 2 ]Cv d]) ) OXF\O R

per cui

u(R) = (0, x Je.d)) \ (10,a] x Jeyd]) ) =
= (0,8 xJesd]) ) = (0, a) x Je, d]) ) 0 :
= %2 (((0.6] xJed)) ) = X (10 ] xJed)) ) = A ((10.8] x Je.d]) \ (0.0] x Je. ) ) =
= X(R).

. Sia V un aperto di X =]0,4o00[ x ]0,400[. Questo V & anche un aperto
di R?, e sappiamo che ogni aperto di R? & unione di una famiglia nu- . H,

merabile di rettangoli semiaperti della forma R = ]a,b] x ]¢,d] a due a AT Eh
due disgiunti. La figura qui accanto suggerisce un tale ricoprimento per A 3
i

Il
e
o

N—

un’ellisse. Quindi

V):u<U Rn> =Y u(Rn) =) Aa(Rn) _/\2<UR ) = A (V

neN neN neN neN
Sia ora E un boreliano di X. Per la regolarita di p e di Ay possiamo /gé
scrivere e

Teee,
%nﬁl\

1 P

w(E) = inf{u(V) : V &apertoe 2 E} =
= inf{X2(V) : V ¢ apertoe D E} =

= /\2 (E) . @_‘
Questo dimostra che g = A9 su tutti i boreliani. e

e LT L[ T e

S
5

=
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d. Cominciamo col caso f = xg, con E boreliano in X. Poiché ¢~! & biiettiva

f(rcos@,rsenf) = f(go(r, 0)) = XE(go(r, 9)) = {(1) :z ig::zg i f(’\E

)€ HX\E) =Y\ }(E)

Quindi
/ f(rcosf,rsen6)rdrdf = / Xe-1(E) - PdA2 = / pdra = p(E) = X(F) = / XE dAg =
1% Y X

P~ H(E)
= / fdXy.
X

Se f: X — [0,+00] ¢ una funzione boreliana esistono dei boreliani E,, C X e dei coefficienti ¢, > 0 tali che
f=>,¢cnxEg,. Allora, per il teorema di integrazione per serie positive:

/Y(fw)-pdkz= L((Xﬂ:cnm> O@)Pd)ﬁ:/Y(Xn:CnXE,Lo%O)Pd)Q:
= zn:cn/y(XEn ogp)pd)\g :zn:cn/XXEn dXs =/X<zn:chEn)d)\2 =

:/de&.

e. Se vogliamo una formula per 'integrale di f su un boreliano F C X basta applicare la formula con fyg al
posto di E:

[rav= [ rxwar= [ (1xe)oe) ot [ (For) (moe) pix =
= /(fow)'(Xga—l(E))’Pd)Q:/ (fog) -pdry =
Y o= 1(B)
:/ f(rcosO,rsenf)rdrdd.
o= 1(B)

2. Cominciamo col caso in cui p & finito: sia 1 < p < +oco e sia (X, M, ) uno spazio di misura positiva,
fn: X — R una successione di funzioni misurabili tali che ) f, converge p-quasi ovunque alla funzione f.
Allora:

+o00 p
NfI5, = / |fIP dp = / Z fr| du = (per la definizione di somma di una serie)
X x =
P
/ lim Z frx| du = (poiché la funzione t — ¢P & continua per t > 0)
n—-+4oo
P
/ lim dp = (il limite coincide col minimo limite)
X n~>+oo

min lim d,u < (lemma di Fatou)

XTL—>OO

IA

min_&im d,u = (definizione di norma in LP)
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n P
Z fi

= min_&im = (disuguaglianza di Minkowski, e crescenza di ¢ +— P per ¢t > 0)
n—-—+oo p

< mm lim <ka |Lp) = (¢t tP & crescente e continua per ¢ > 0)

< <17r11£1l1mz Tl Lp) = (definizione di serie)

- <§||fk||m)

Elevando alla 1/p il primo e l'ultimo membro della catena di disuguaglianze si ottiene che

A llze <D I fallze.

Il caso p = +o0 ¢ piu facile: dato che, per definizione di norma in L, |fi| < ||fkllre w©-quasi ovunque,
sommando membro a membro per k=1,...,n:

>

k=1

n n
<Al < SMfillz~ 1 quasi ovimque,
k=1 k=1
da cui, passando al limite per n — 400,
If] < ZkaHLm [t quasi ovunque,
e infine, di nuovo per definizione di norma in L,

+oo
£ llzoe <D Il -

k=1
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