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Sia S una o-algebra sull’insieme X, ed M la o-algebra di Lebesgue su R. Sia f: X xR — R
una funzione tale che x — f(z,t) sia S-misurabile per ogni t € Q, e che t — f(x,t) sia
continua per ogni € X. Dimostrare che (z,t) — f(z,t) ¢ S ® M-misurabile.

(Considerare per esempio f,(z,t) := f(x,27"|2"t])).

Per 6 € [0,7[ e 0 < < 1 poniamo

oo gft i0]2
©(0) ::/O Wda:, p(x,0) := |1+ ze|”,

R | oo pf oo
¢1(9)—/0p(x,9)dm, ;/;2(9)_/1 p(mﬁ)dx, ¢3(0)_/0 dz .

. Dimostrare che per ogni x > 0e 0 € [0, 7]

(2,0) = 1+ 2%+ 2xcosf > (v —1)2
PREYIZ 12+ 67102 = sen? 0 + (x + cos )2 > sen® max{6, 7/2} ,

e che i quattro integrali hanno senso. Inoltre ¢ ¢ derivabile e ¢'(0) = —ifBp(f) per ogni 0 €
[0, 7[. Dedurne che () = (0)e= .

(Integrare per parti ¢’ () con x° come fattore finito).

. Dimostrare che S¢(0) = —(11(6) +12(0) +13(0)) sen b, (2 ¢ la parte immaginaria di z €
C) e inoltre per ogni 6 € |0, 7|

1 _xﬁz
0<hi0) a0 = [ Ul s 2 i) =

(In o cambiare variabili t = 1/x; per ¢3 ¢’¢ una primitiva tipo arcotangente).
. Dimostrare che $(¢(0)e=%%) = —(sen 50)5~! 0+°° 1/(1 4+ t'/P)dt e insieme ai punti pre-

cedenti dedurre che
oo 1 ok
dt = Ve e]0,1].
/0 1+ t1/8 sen 37 gelodl

senf

(Cambiamento di variabile t = z7; far tendere § — 7).

Punti: 15, 15+15+10
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. Consideriamo la successione di funzioni f,: X x R — R definita da
falw,t) == f(z,27"[2"t]) .
Dimostriamo che f,, ¢ S ® M-misurabile. Sia V' un aperto di R. Allora
YV = {(a:,t) €X xR ’ Flz,27m|2m)) € v} -
—{@nexxr ’ 3 € Z tale che |27¢] = ke f(2,27"k) €V} =

- U{(x7t)€X><R’k§2"t<k+1ef(x,2_"k)eV}:

kezZ
- {(x,t) € X xR ’ te 2"k 2 " (k+1)[ e f(x,27"k) € V} _
ke non dipende da x non dipende da t
iy ((f( ) TNV x [2 e 27 (k1) [) .
keZ
€S eM

27"k, 27" (k + 1)] € M perché ¢ un intervallo, e (f(-,27"k)) (V) € 8 perché 2"k € Q e quindi
x +— f(x,27"k) & S-misurabile per ipotesi. Dunque f,}(V) € S® M, ed f, & davvero S ® M-misurabile.
OraT—1 < |7| < 7 perogniT € R. Applicando la disuguaglianza con 7 = 2™¢ abbiamo 2"t—1 < |2"t] < 2™,

per cui

1 —n n
t— o <272 <t VteR.

In particolare
lim 27"|2"t] =t vVt e R.

n—-+4oo

Sapendo che per ogni z € X la funzione ¢t — f(z,t) ¢ continua, deduciamo che

n—-+o0o

lim f,(z,t) = Erf f(z,27"[2"t]) = f(:z, Erf 2”[2”tj> = f(x,t) V(z,t) € X xR.

La funzione f risulta pertanto & ® M-misurabile in quanto limite puntuale di una successione di funzioni
S ® M-misurabili. Notare che la stessa conclusione si aveva con l'ipotesi piu debole che t — f(x,t) fosse
continua a sinistra in ogni punto ¢t € R. E se avessimo continuita a destra? E se la S-misurabilita di
x +— f(z,t) si supponesse per ¢ appartenente a un generico sottinsieme D denso in R?

. Poiché x € R, il coniugato di 1 + ze & 14+ ze . Per z > 0 e § qualsiasi abbiamo
— 1 012 _ i0y(1 —i0y _ 1 —i6 i0 2_149 25
p(x,0) == |1+ 2e”|” = (1+ 2e")(1 + ze™") +xze " +xe + + 2z cosf +a® >

>—2x
>1—-2z+2%=(1—-x)°.
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Moltiplichiamo ora p(z,6) per 1 = |e~%|2:

2 2

|2 + (e +2))" =

p(x,0) == |1+ xei9|2 = |67i9|2 1+ ze|” = |e*i9 +x|2 = (R(e ™ +2))
= (cos(—0) + x)2 + (sen(—t9))2 =sen? 0 + (z + cos6)?.

Ora distinguiamo i valori di 6:

0 < 0 < 7T/2 >cos? 6

e T
N p(z,0) = sen® 0 4 (x + cos ) > sen? O + cos? 0§ = 1 Vo e {0,—[,
S — 2
v T

>cos0>0

mentre

1 0
g p(z,0) = sen® 0 + (z + cosh)? > sen?0 VO € [0, 7.

Sepe. S N ,
4 S K
]ﬁ S ZO

Mettendo insieme le ultime due minorazioni si ottiene

) ™ _ [1 se 0 <0 <m/2
p(z,0) > sen max{e’g}{senzé sem/l <6 <m.

Le disuguaglianze si possono interpretare geometricamente guardando al
triangolo di vertici 0, 1 e 1 4+ ze®: il lato da 0 a 1 4 ze® ha lunghezza
/p(z,0); questa lunghezza ¢ maggiore o uguale a sen 8, che ¢ la distanza
di 0 dalla retta che passa per 1 e 1+ ze; & maggiore o uguale a 1 quando
0 < 6 < 7/2; ma & anche sempre maggiore o uguale alla differenza degli
altri due lati, cioe di |z — 1].

Nelle funzioni integrande dei quattro integrali

+oo  B-1 1.6 _ +oo .8 _ +oo

T T 1 T 1 1
/ ﬁdx, / de, / de’ / de
0 + xe 0 p(:ﬂ, ) 1 p(x, ) 0 p(x, )

i denominatori sono continui, e poi non si annullano mai, essendo

14 xew‘ = /p(z,0) > senmax{e, g} >0, p(z,0) > sen” max{Q, g} >0.

Per z — 07 il primo integrando diverge con andamento z°~1, che & integrabile, mentre gli altri integrandi
hanno limite finito. Per £ — 400 i moduli si maggiorano tutti in modo integrabile:

Pl

1+ xet®

o 1 ‘x5—1‘ 2P — 1] 1 1 1 1
T a1 228 p(z,0)

~Y < .
T (z—-1)2 287 p(z,0) — (x —1)2 225

Quindi tutti gli integrali esistono (finiti). La dipendenza da 6 ci viene chiesta solo per il primo integrale:
+oo B—1
x
p(0) = /
0

——dx.
1+ xet .

La maggiorazione brutale su tutti i € [0, 7[ non porta a niente, a causa della singolaritd non integrabile
quando z — 1:

Bt

14 zet®

P11

14 zet®

P

| 2’
1+ e

= ¢ L'(]0,400) .

lim
11—z

T 0—m—

sup
0<o<n
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Fissiamo 6y € |7/2, 7| e maggioriamo solo per i 6 € [0, 0][:

1 Bl ‘ B!
sup |——| = sup |—F———| < sup =
o<o<bol L+ ze?l o<oze,|\/p(x,0)| ~ o<6<6, max{|z — 1|, senmax{f,r/2}}
6-1
x

= L' :
max{|z — 1| ,sen 6y} € LH(]0, +ocl)

Poiché la funzione integranda & chiaramente continua rispetto a 6, possiamo concludere che ¢ & continua
su [0, 00 per ogni Oy € [7/2, [, cioe & continua su tutto [0, 7[. T calcoli per la derivabilita sono simili:

o P! P! 0 2B ‘ _
————| = sup |——— wie’’| = sup <
0<0<b, 00 1 + wei? 0<0<6,| (14 zet?)? 0<6<0,| P(, 0)
B
< su =
- 039590 max{(x —1)2,sen? max{@,w/?}}
P L
= clL (]O, JrooD ,

max{(z — 1)2,sen? 6}

ed & stabilito che ¢ & di classe C! su [0, 7[. Facciamo un’integrazione per parti di ¢’ (6):

+oo g -1 +oo -1 A
/ 0 — . . d — — . it0 d =
?0) /0 901 + zeid " /0 (1 4 xei?)? v

+o0 B 16 +o0 ) 1
zPe
= ) —_— d = ) 5_(7 ) d =
Z/0 (14 zei?)? * Z/0 oz \1ze?)

1 +o00 Foo 1 oo B-1
: ﬁ.—.} —i _ _paPl4 20—'/ L =
’ [m 14 ze? =0 l/o 1+ ze® pa v i o 1+ ze? v
= —ifp(0).
Dunque ¢ & soluzione dell’equazione differenziale lineare a coeflicienti costanti

©'(0) = —iBe(0),

che come noto ha per unica soluzione (assegnato ¢(0))

©(0) = @(0)e Vo € [0, 7|

(le funzioni qui sono a valori complessi, ma i risultati sono gli stessi che nel caso reale).

b. Manipoliamo la somma degli altri tre integrali :

LaB 1 oo pf -1 B
¢1<a>+w2(9)+w3<0>:/0 p(x—’g)d””/l p(x,@)der/o p(a:,e)dx:

/+oo .Z”B _ 1d N /+o<> 1 p
= €T xTr =
0 p(a:,@) 0 p(l‘,@)

/+°° a’ —1+41 /+°° a?
0 p(z,0) o plz,0)
Ora consideriamo Sp(6):

+o0 - o0 - —1i60 +o0 -
[ [Tt A g [T Crend),
0 1+ ze? 0 (14 ze9)(1 + xe—0) 0 p(z,0)

Sp(0)

too 4.8
= — (sen Q)A 2(z.0) dx = —(sen ) (1/)1(9) + 2(0) + ’1/13(9)) .
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In 1)9(#) facciamo il cambio di variabile ¢ = 1/z, per il quale dz = —(1/t2)dt, ed usando di nuovo il coniugio
e la moltiplicazione per 1 = |e?|? al denominatore,

roogf 1 O P 1 —dt Lh 1 |
¢1(9):/ x—dﬂf:/ ﬁ—Qz/ 7’92&:/ =
1 p(a,0) 11+ (/D)) t o lt+e’ o [t+e
1 =8 _ 1,.-8_
t 1 1
o [1+4te”] o p(z,0)
Ora sommiamo 1 e s:

1,8 1,.-8 _ 1.6 -8 _
wl(e)wz(e):/ x—lder/ lex:/ il
0 0

0 p(.’L‘,@) p(m,@) p($79)
T2 P +1—22P) . L1 —aP)? .
a /0 p(x,0) ‘ _/0 o 0) "

Poiché 0 <z <leO<fB<lsihachex <z’ <1 percui0<1—2%<1-2epoi(l-2°)?2<(1—2x)2
Usando il fatto che gia sappiamo che p(x,0) > (x — 1)? = (1 — x)? abbiamo la maggiorazione

1 1 1 —
[ Q—wp [, EAp 1
w @+ = [ e [ tide= Lo = [T =

Che 91 (0) 4 12(0) sia > 0 & chiaro, essendo 'integrando > 0.
Quanto all’ultimo integrale, scrivendo l'integranda nel modo seguente, quando sen 6 # 0,

p(z,0)  sen26 + (z +cosf)?  sen2d 1t (zEeostya

si trova ad occhio la primitiva per 6 € ]0, 7[:

x + cosf
— arct
n en 6
Dunque
a(6) /+°° 1 J 1 [ . x + cosf+o°
= T = arctan ——— =
8 o plz,0) sen 6 senf lz=0
1 (7r tap &% 6)
= — — arctan . cot 0
sen 6 \ 2 sen 6 1 ,:;
Usando l'identita trigonometrica N 3
/
0 sen(Z — 0 &/
COY _ ot = 7(2 ) :tan<1_9) o
sen 6 cos(5 —0) 2 f
e ricordando che 1
arctan(tana) = o se |a| < g, e felo,n] = % - 9‘ < g

si ricava

1 ([ T 0
wg(e):sen0<§_(§_9>) " senf v9 € J0,7[.

c. Possiamo scrivere, col cambio di variabili t = 27, cioe z = /P, de = B~ 1¢1/F-1 dt,

too 61 too ,.8-1 too 41-1/8 +o0 1
0) = —dr = d 3P gt = ’1/ ———dt e R.
#(0) /0 1+ ze® ™" /0 T+ x/o vl N S v L

4
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+oo
7sen66’ / 1 0t
o 1+t8
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= p(0)(—sen f0) =
P(0)( o) 3

Quindi
S(p(0)e™?) = p(0)Se
(11(0) + 2(8) + 1p3(0)) send =

Combinando coi risultati dei punti precedenti
= Sp(0) = -

L dt = %(cp(())e*w@)

_senﬂ&/ 1
o L4tl/8
(wl(é’) +a(0) + %) senf = —(wl(H) + ¢2(9)) senf — 0

B

Ricordando che 1(0) + 12(0) & limitato, possiamo passare al limite per # — 7~ nel primo e nell’ultimo

sen B

membro e ricavare
o0 1
el . dt=0-—
E /0 1+ 6177 !

cioe
oo 1 o
dt = A 0,1].
/0 1+¢1/8 sen 37 Aelodl

= 1/n con n intero > 2

In particolare, prendendo
“+oo
1
/ dt=——
0 14t nsen -
Per esempio, consultando una tavola di valori trigonometrici,
+o0 +oo
1 1 213
/ Lt = wﬂ:Z7 / —_dt= 7r7r:7rx/_7
0 1+t 2seng 2 0 1+t 3sen ¢ 9
/2 R S ™ m/10(5 + V%)
’ /0 1+t B5senf 25 '

™

+oo 1
t =
/0 1+ 4sen § 4
Essendo le funzioni integrande razionali, questi integrali si possono anche calcolare trovando le primitive

Si puo trasformare la formula trovata in relazioni notevoli per le funzioni Beta e

elementari, ma soltanto per n = 2 la cosa ¢ facile
B—1

T
p dx,

. RN
Gamma. Infatti con il cambio di variabili
x \P x \P1 1-1—2)—z-(-1)
t=(—) . a=s(-=—) dz =
= 1—x b 1—x (1—x)? v (1—x)1+8
/
i~ che & un diffeomorfismo da z € ]0,1[ in ¢ € ]0, +00[, possiamo scrivere, ricordando
> anche la definizione della funzione Beta e la sua relazione con la funzione Gamma
“+o0 1 1 1 B—1 B—1
g / 1 Tt = / z o 1+ﬁd$:ﬁ/ ° Bdl‘z
o 1+tl/B o 1+ (1-x) o I—z+z2)(1-2)
LB (L - 5)
—6/ 1 - )9 Nde = BB(B,1 - ) = B =
( = 1=
=prE)Ira-p),
x
0 1 cioe la formula dei complementi
P
rp)ra—-p)=BB,1-0)= v €10, 1].
(BN = B) = BB1-6) = 10,11
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