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Per n € N\ {0} e z > 0 poniamo

fn(z) = /On tm_l(l — %)ndt.

. Dimostrare che 0 < (1 —t/n)" < e~ ! per ognin > 0 e t € [0,n], e dedurne che

+o0
lim f,(z) = / t* le7tdt =:T'(x) per ogniz >0.
0

n—-+00

(La funzione esponenziale ¢ convessa. . . ).

. Mostrare che per ogni n € N\ {0}, z > 0 valgono le relazioni

n!-n%

N szo(x +k)

fn(x):l( n )“”“fn_l(xﬂ), o)

r\n—1

(Integrare per parti e cambiare variabile).

. Mostrare che

1 Too 2
Tl —a) x£<1 - @) Yz €10, 1]

Dedurne che 2/7 = [[/25(1 — 1/(4k?)).

Sia T:R™ — R™ lineare. Dimostrare che se E C R™ & boreliano allora lo ¢ anche T~(E).
Nell'ulteriore ipotesi che m < n, e che T sia di rango massimo, ogniqualvolta £ C R™ &
misurabile secondo Lebesgue, lo ¢ anche T1(E).

(Per la seconda parte, costruire R:R™ — R™ S:R™ — R™ lineari e invertibili tali che
STR = P, dove P(x1,...,2y) = (z1,...,2p,0,...,0) con p < m).

Punti: 10+10+10, 20.
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Svolgimento

1. a. La disuguaglianza (1 —¢/n)™ > 0
¢ ovvia per t < n. Per dimostra-
re che (1 —t/n)" < e~ usiamo
il fatto noto che la funzione espo-
nenziale ¢ convessa, e quindi il suo
grafico giace al di sopra di ogni sua
retta tangente. Prendiamo in par-
ticolare la retta tangente nel pun-
to (0,1), che ha equazione y — 1 =
exp’(0)(z—0) = 1-(z—0). Dunque 2

1/20

n=1

e*>1+z VreR. o ¢ 5 P,

-1 ”
Ponendo z = —t/n si ha e~t/™ > - t=(1=t/7)"X(o,m (V)

1—1t/n. Quando t < n i due mem-
bri sono positivi e possiamo eleva-
re alla n, ottenendo

3

t n
et > (1——) perognit <n.
n

Veniamo ora alla convergenza delle f,, verso I'. Riconduciamo gli integrali allo stesso insieme introducendo
la funzione caratteristica di [0, n[:

Fulz) = /On tﬂH(l - %)ndt - /Rtf—l(l - %)nxm,n[(t) dt .

Stimiamo ’estremo superiore degli integrandi al variare di n (qui x ¢ fisso):

sup
neN

_ t\"™ o1 —
t* 1(1—5) X[Oyn[(t)‘ <trlet,

Ora la funzione t — t*~le=t & in L1([0, +o00]) per ogni x > 0
fissato (la verifica ¢ facile ed ¢ stata fatta comunque durante
lo studio della funzione I'). Vediamo la convergenza puntuale
degli integrandi: usando il fatto che xo ,((t) = 1 per ogni n >
t (e quindi definitivamente in n) e poi (per esempio) la formula
di Taylor In(1 4 s) = s + o(s) per s — 0,

lim ¢** (1 — %)nx[o’n[(t) = lim ! (1 — E)n =

n—-+oo n—-+oo n

=1 lim (1 — 3)n =*1 lim enn0-t/n) —

n—-+4oo n n—-+o0o

n(—t/n+o(1/n)) —

=1 lim e
n—-+4oo

=*71 lim etTol) —gr it Vs € [0, 4o00].

n—-+4oo
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Possiamo dunque passare al limite sotto il segno di integrale:

. . o t\" o t\"
lim f,(z)= lim Rt 1(175) X[O’"[(t)dt/ﬂ{<nklﬂmt 1(1fﬁ> X[o7n[(t)>dt

n—-+4oo n—-+o0o
= /tx_le_t dt =T(z).
R

Per dimostrare la convergenza (che & lenta) si pud anche usare il teorema di convergenza monotona invece
di quello della convergenza dominata se si dimostra che la successione n +— (1 —t/n)"x[,n)(t) & crescente
(e non negativa) rispetto a n per ogni ¢t > 0 fissato. Questo non ¢ difficile: basta derivare rispetto a n e
usare il fatto che il logaritmo ¢ concavo. Nella figura in basso nella pagina precedente si vedono il grafico
di I insieme a quelli delle prime approssimanti f,.

b. Integriamo per parti, per n > 2, e usiamo il fatto che = > 0:
" t\" " t\n d t*
(1) = tx’l(l——) dt:/ (1——) ——dt =
fn() /0 n 0 n/ dt x
tynt=]" " t\n—l/ 1I\t® I t\n—1
_[(1——) —] —/ n(1-2) (——)—dt:—/ e(i-2)" .
n/ x|, 0 n n/ x x Jo n

Per far assomigliare l'integrale a f, 1 facciamo il cambio di variabili lineare t/n = s/(n — 1), per il quale
dt =nds/(n—1):

r = [ ) (- 55) T

1 z+1 n—1 n—1 1 z+1 n—1 n—1
G el e GR) T e ) e
z\n—1 0 n—1 z\n—1 0 n—1

() e

Per verificare la formula

n!-n®

= per ogni x > 0,n € N\ {0}
[Tieo(@ + k)

cominciamo dal caso n = 1:

¢ t”l}l 1 I |
t=0 x zx+1 ax+1)’

1 1
— x—1 _ z—1 T .
fl(x)i/ot Oit)dt*/o(t 7t)dt*[57x+1
1!.1* 1

Mgl h) ol D)

Supponiamo poi che sia vera per un certo n — 1 > 1 e dimostriamo che vale anche per n:

1/ n =+l 1 n*n n—1!(n—1)>*
o () et L
zin—1 z (n—1) ro(z+14k)
_nl-n® 1 _nl-n® 1 _nl-n® 1 B
v ro+ltk) w InE+d) @40 o= +7)
=Jj
nl-n®
€. Usando i punti precedenti possiamo scrivere che per z € |0, 1]
1 . 1

T 7)) nole Fo@)fu(l—2)

2
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Sviluppiamo dunque a parte il termine 1/(f,(z)f»(1 — 2)). Cambiamo indice nelle produttorie per mettere
in evidenza il prodotto notevole (j + z)(j — x):

e () (B = (e w)- (L) -
)

k=0
n+1

_Mn(jz_xz)_%H(jz_xz)_wl—[(jz_xz)_

j=1
rn+1l—z) Lri2—22 z(n+l-2) G x?

Isoliamo I'ultima produttoria:

ﬁ(l - j_j) = fn(x)fj(l ) z(n +n1 —a)

Il secondo membro ha limite per n — 4oco:

1 n 1 1 1
li . = R
nirfoo(fn(x)fn(l ") zn+l- x)) T@)T(1—2) z al(@)I(1-2z)
per cui la produttoria ha pure limite per n — 400 e pos-
siamo scrivere T Hk S
+oo 2 2
1 x ) 3
Y RY =y Eaee ] 1-——=. IS ;
T(2)T(1 - ) U( 72 / =
La figura qui accanto fa vedere i grafici di alcuni prodotti T = m
parziali e della funzione limite. Qualora il grafico di que-
st’ultima sembri vagamente familiare, & segno che si ha
buon occhio. Infatti si puo dimostrare che vale la relazio- 7 .
ne notevole o
1 senmx 1/10
= vz € ]0,1].
Tra—o ~ «  ‘eeldl
Tornando a noi, ponendo z = 1/2 nella produttoria e ¢ N . )
ricordando che T'(1/2) = /7, 1/200 o e [l (= g2) — 5
[ ]
1T 1 .o..
T VavE TART0-1/2)
n
—+o0

o0 (RS, (RS) o

J
2 _17(1_ 1
T 452 )

Jj=1

da cui infine

La seconda figura qui sopra mostra I’andamento della differenza fra i prodotti parziali n +— H?:1(1 — ) e
il limite 2/7. Si notera che la convergenza non ¢ molto veloce.

3
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Un’applicazione lineare T' da R™ a R™ & automaticamente continua. Le funzioni continue sono anche bore-
liane, cioé E € B, implica T~Y(E) € B,, (B ¢ 'insieme dei boreliani, e M, sara I'insieme dei misurabili
secondo Lebesgue, e 7 l'insieme degli aperti, sempre in R¥). Per chi non se lo ricorda & un fatto facile da
dimostrare: sia

S={ECR™|T'(E)€B,}.

Tutti gli aperti di R™ sono in S perché la contrimmagine di un aperto tramite una funzione continua &
aperto, come gia detto. S verifica la definizione di o-algebra:

@eS perché T Y @)=2cT, CB,,

(Vk €N EkeS):>T‘1<UEk> =< 1:@) € B, = (UEk) €s,
keN B

keN keN

EcS=T Y R™\E)=T'R™\TYE)=R" (T*l(E) €B,=R"\EcB,.
N——

€B,

Essendo S una o-algebra contenente gli aperti di R, S contiene tutti i boreliani.
Supponiamo ora che m < n e che possiamo scrivere STR = P, dove S:R™ — R™ e R:R"™ — R" sono lineari
invertibili e P:R™ — R™ ¢ la proiezione sulle prime m componenti:

P(x1,Z9, oy Ty o1y« + -5 Tp) i= (T1, X2y 0oy T -
Poiché S e R sono invertibili, 7= S"!PR~!. Dato E € M,, si ha
TU(E) = S(PUR(E))

Si sa che R ed S, essendo lineari invertibili, trasformano insiemi misurabili secondo Lebesgue in misurabili
secondo Lebesgue (nelle rispettive dimensioni). Per dimostrare che T~!(E) € M,, bastera quindi verificare
che P~Y(F) € M,, per ogni F € M,,. In altre parole, ci siamo ricondotti a dimostrare la tesi nel caso
particolare di operatori del tipo P.
Sia allora E € M,,. Quando E € B, allora P~Y(E) € B, C M, perché P ¢ continua (gia visto). In
generale se £ € M,, esistono F,G € By, tali che F C E C G e A\, (G \ F) = 0. Passando alle contrimmagini
tramite P:

PUF)C PTUE)C PHG),  PTNG)\PTNF) = PNG\ F) € B,.

—— ——

€B, €B,

Se dimostriamo che A, (P~!(G \ F)) = 0 siamo a posto, perché lo spazio di misura di Lebesgue ¢ completo.
Per questo sfruttiamo la particolare struttura di P:

PYG\ F) = {(xl,...,xm,...,xn) ] (Z1,. ., 2m) eG\F} — (G\ F) xR"™™.

L’insieme (G \ F') x R"~™ & un rettangolo misurabile nello spazio prodotto R™ x R" ™™ per cui la sua misura
¢ semplicemente

M (PTHGN\EF)) =M ((G\F) xR"™™) = X, (G\ F) - Apein(R*™™) =0+ (+00) =0,

col quale ¢ dimostrato che P~1(E) € M,,.

Rimane da vedere che possiamo sempre trovare S, R con le proprieta richieste. Questo & un fatto di algebra
lineare, che possiamo dimostrare brevemente. Sia M un sottospazio vettoriale di R"™ complementare al nucleo
di T. Poiché T ha rango massimo, la dimensione di M & uguale alla dimensione dell’immagine di T', cioe m.
Inoltre T' & iniettiva su M, perché se x,y € M e Tx =Ty allora T(x —y) =0,dacui M >x —y € ker T,
e infine © — y = 0 perché M ¢ complementare a kerT. T & anche suriettiva da M a R™ perché M e R™
hanno la stessa dimensione. Siano fi, fo,..., f;, una base di M. Allora

i vettori T f1,Tfo,....,Tf, sono una base di R™.

4
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Siano fi,41,-.., fn una base del nucleo di T. Allora fi,..., f,, sono una base di R" e
Tfi=0 peri=m+1,...,n.

Sia ey, es,...e,, la base canonica di R™ e hi,ho,...,h, la base canonica di R™. Definiamo S, R lineari
tramite la loro azione su basi dei rispettivi spazi:

Se;:=f; peri=1,....,n, R(Tf;j):==h; perj=1,...,m.

Queste S, R sono invertibili perché mappano basi su basi. Osserviamo ora come agisce la composizione RT'S
sulla base e;:

h; se 0 <i<m,

o0, in altre parole e-if-—>
RO=0 sem<i<n, = parole, € = Ji

R )
=RT ;= hy <i<
RTSe; = R fi:{ T{sz h; se0<i<m,

R .
0—-0 se1 < m <n,

che & precisamente quello che volevamo.
Se togliamo l'ipotesi che T sia di rango massimo non e piu detto che la contrimmagine di misurabili secondo
Lebesgue sia misurabile secondo Lebesgue. Prendiamo per esempio 7:R3 — R? data da

T(CBl, ZTo, .’Eg) = ((El, O) .
Sia V' C R un insieme non misurabile secondo Lebesgue. Allora E :=V x {0} = {(2,0) | x € V} C R? &
misurabile secondo Lebesgue in R? perché sottinsieme di R x {0}, che & un (rettangolo) misurabile di misura
nulla in R2. Perd la contrimmagine

T7YE) = {(z1,22,23) €R*| (21,0) e E=V xR} = {(z1,32,23) ER* |21 €V} =V x R?
non & misurabile secondo Lebesgue in R3. Infatti per ogni (z2,z3) € R? la “sezione orizzontale” {z1 € R |

(r1,72,73) € V x R?} = V & non misurabile in R, mentre & noto che quasi tutte le sezioni orizzontali di
misurabili secondo Lebesgue in R** x R*2 sono misurabili secondo Lebesgue in RFt.
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