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Sia f:R™ — R una funzione a supporto compatto, limitata e tale che per quasi ogni zy € R"
(rispetto alla misura di Lebesgue) esiste finito il lim,_,,, f(z). Dato £ C R™ poniamo

supuno f := inf ( sup f> , inf unof = sup( inf f) .
E x€FE “E\{z} z€FE “E\{x}

Per m € N consideriamo la nota famiglia di cubi binari disgiunti €2, := 27" {z+[0, 1["
x € Z™} e poniamo

Z Xq inf unof, hom Z XQ Sup unof

Qe QEQ,

. Se E ha almeno tre punti distinti allora infg f < infunog f < supunoy f < supy f.

. Dimostrare che infunog f < f(x) < supunoyg f per tutti gli © € E esclusi al piu due.

. Dimostrare che g,,,(z) < f(x) < hy,(x) per tutti gli x € R™ eccetto al pitt un numero finito.
. Sia xp uno dei punti per i quali esiste finito il lim,_,,, f(x) e sia € > 0. Dimostrare che

se U e un qualsiasi intorno abbastanza piccolo di x( allora

Ogsupunof—inf&mofgs.
U

Dimostrare che h,,(z) — gm(z) — 0 per m — 400 per quasi ogni € R™ .
Dimostrare che f e integrabile secondo Riemann.
Dimostrare che f € continua in quasi ogni punto di R™.

Dimostrare che f & automaticamente limitata qualora il lim,_,., f(z) esista finito per
ogni z € R™. (Adattare la dimostrazione del teorema di Weierstraf}).

Dimostrare che
+oo
/ senfdx—z( )\f_f_1/4
0

22n+1
n=0

(Sviluppare il seno in serie di Taylor, integrare per serie, se si puo, e usare le formule note
per la funzione T).

Punti: 5+5+5+5+5+5+2+4, 15.
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Svolgimento
1. a. Poiché E \ {z} C F valgono le disuguaglianze
inf f < inf f, sup f <supf Ve,y e E.
E E\{z} E\{y} E

Passando al sup rispetto a = e all’inf rispetto a y otteniamo

inf f < sup( inf f) =: inf uno f, sup uno f := inf ( sup f) <sup f
E z€E “E\{z} E E z€E \E\{z} E

Siano 1, x2,z3 € E tre punti distinti. Eventualmente cambiando i nomi possiamo supporre che f(x;) <
f(z2) < f(z3). Sia x € E qualsiasi. L’insieme E \ {z} deve contenere almeno uno fra z; e x2, per cui

Ei\fgc}f < max{f(z1), f(z2)} = f(z2) .

Valendo questo per ogni x € E deduciamo che

infuno f := sup( inf f) < f(za).
E z€E “E\{z}

Allo stesso modo l'insieme F \ {z} deve contenere almeno uno fra zs e x3, per cui

sup f > min{ f(z2), f(z3)} = f(x2) Ve e E,
E\{z}

e di conseguenza

supuno f := inf ( sup f) > f(xa).
E z€E “E\{z}

Mettendo insieme tutto quanto otteniamo che
inf f <infuno f < f(z2) <supuno f <supf.
E E E E
Cosa succede se E = {z1, 22} e f(z1) < f(x2)?
b. Dimostriamo che dato E C R

f(z) <supuno f per tutti gli x € F escluso al pit uno.
E

Supponiamo infatti che g € E sia tale che

f(zo) > supuno f = inf ( sup f) ,
E yeE “E\{y}

e facciamo vedere che non ce ne sono altri. Per definizione di inf la disuguaglianza vuol dire che

Jyg € E tale che f(zg) > sup f.
E\{yo}
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Per definizione di sup questo si traduce a sua volta in
Jy € E JaeR Vze E\{y} flzo) >a> f(2).

L’ultima disuguaglianza non puo essere vera per z = xp. Valendo pero per ogni z € E \ {yo}, bisogna che
xo ¢ E\ {yo}. Perd zg € E per ipotesi. Pertanto yo deve coincidere con xg:

JaeR Vze E\{zo} f(zo) >a> f(z).
Quindi per y € E
{f(xo) se y # o,

sup f = SUDE\ ny £ 5€ Y = To, da cui supEunof = inf{f(aco)7 sup f} = sup f.

E\{y} E\{zo} E\{zo}
In definitiva la disuguaglianza f(x) < supunog f & vera per ogni z € E \ {zp}. Analogamente si vede che
f(z) > infuno f per tutti gli x € E escluso al piu uno.
E
Poiché non ¢ detto che il punto eventuale per il quale non vale una disuguaglianza sia lo stesso per il quale
non vale I'altra concludiamo che

infuno f < f(x) < supuno f per tutti gli x € F escluso al piu due.
E E

Questa dimostrazione ha usato il risultato del punto a? Si puo ottenere la a come corollario della b?
. Fissiamo m € N e Qg € ,. Su @ tutte le funzioni caratteristiche sono nulle eccetto la xg,:

gm(x) = Z x@(z)infuno f = xg, () inf uno f = inf uno f,
Q Qo

Qo
EQm
YV € Qo ?

hm(x) = Z Xo(z)supuno f = xq,(z)supuno f = supuno f .
QEQ, Q Qo 0

Per quanto visto nel punto b dunque
gm () < f(z) < hpy(x) per tutti gli x € Qg esclusi al pit due.

D’altra parte quando Qo non interseca il supporto di f & chiaro che g,,(z) = f(z) = hp(x) = 0 per tutti
gli x € Q. Poiché soltanto un numero finito di )y puo intersecare il supporto di f, concludiamo che

gm(x) < f(x) < hp(x) per tutti gli & € R™ esclusi al pit un numero finito.

. Sia g uno dei punti per i quali esiste finito il lim, ., f(z) =: £ e

sia € > 0. Per definizione di limite esiste un intorno U, di zg tale che /o)

zeU.\{x} = E—%gf(a:)géJr%.

Sia ora U un qualsiasi intorno di zg contenuto in U.. In particolare

zeU\{z} = £—§§f(x)§€+g,
— 7
da cui, essendo U \ {x0} # &, ‘
é—fg inf f< sup f§€+£.
27 U\=o} T Um0} 2 b U

Usando ora i punti a e b, dato che U ha almeno tre punti distinti (ne
ha infiniti),

@—E <sup inf f =:infunof <supuno f:= inf sup f§£+£.
zeU U\{z} U U 2€U U\{z} 2

Concludiamo per ogni U intorno di zy contenuto in U, (in questo senso “abbastanza piccolo”) si ha che

0 <supuno f —infuno f <e.
U U
La formula rimane vera nelle nostre ipotesi se invece di sup uno, inf uno scriviamo rispettivamente sup, inf?

2
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. Per ipotesi per quasi ogni zy € R™ (rispetto alla misura

A
di Lebesgue), esiste finito il lim,_,,, f(z). Sia 2o uno
di tali punti e dimostriamo che A, (o) — gm(z0) — 0 1/2 T
per m — 4o00. Sia € > 0 fissato. Per il punto pre- v
cedente esiste U, intorno di xq tale che per ogni al- o
tro intorno U di xg contenuto in U si ha che 0 < S‘“\% Y

supunoy f — infunoy; f < e. Sia d. > 0 tale che la
palla euclidea B(z, d.[ di centro xq e raggio § sia con-
tenuta in U.. Sia )4, il cubo binario di €, a cui ap-
partiene g (s, esiste unico perché i cubi di Q,, sono
disgiunti e ricoprono R™). @, ha lato 1/2™, e quindi
diametro v/n/2™. Se tale diametro & minore di ¢, cioé
se m > logy(v/n/d:) =1 M, allora Q,, C B(zo,d[.
Infatti

N

Z,
LU(
Qo
&

v/

vYm > M, 0 < hpm(z0) — gm(z0) = Z (Supunof — inf uno f)XQ({,E()) =
Q

T€Qy, = |z—wxo| < diamQy, = vn/2™ <.
= 1z € B(xg,d].

[N

Allora per il punto d

QEQm
= supuno f —infuno f < e.
Qu Quo

Riassumendo, per ogni ¢ > 0 esiste M, € R tale che per ogni m > M. 0 < hy,(x0) — gm(zo) < €, cioe
limy, 400 (A (Z0) — gm(20)) = 0. Ricordiamo che questo vale per quasi ogni zo € R™.

. Ricordiamo che una funzione ¢:R" — R & detta “a gradino” se ¢ combinazione lineare finita di funzioni
caratteristiche di scatole limitate (le “scatole” sono prodotti cartesiani del tipo Iy X Is X ...x I, con gli I, C R
intervalli). Si ritiene noto che la somma di un numero finito di funzioni a gradino ¢ ancora una funzione a
gradino. Una f:R"™ — R & detta integrabile secondo Riemann se

sup{/n gdA,

dove l'integrale e rispetto alla misura A, di Lebesgue in R™.

Consideriamo le nostre funzioni g, h,. Ciascuna di queste & a gradino, perché per tutti i cubi @ € €,
esclusi al pitt un numero finito la f ¢ identicamente nulla su () e quindi i coefficienti inf unog, f,sup unog, f
sono nulli:

h a gradino, h > f} ,

n

g a gradino, g < f} :inf{/ hdA,

0 =inf f <infuno f < supuno f <sup f=0.
Q Q Q Q
Purtroppo non ¢ detto che g,, < f < h,;, su tutto R™. Pero esiste un sottinsieme finito A,,, C R™ tale che
gm(z) < f(x) < hp () Ve e R"\ 4,,.
Correggiamo la situazione ridefinendo g, by, come f sull’insieme A,,:

Im(z) == gm(z) + Z (f(y) - gm(y))X{y}(I) = {.;]f?gf;q) :2 i E ﬁ;\ A
YEAm
i () = o () + D (£ () = hon () X433 () = { ]}T("x(f ! e ﬁ:y\ Am’

YEAmM
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Queste nuove funzioni gy, , hy, sono ancora a gradino perché somma finita di funzioni a gradino (ogni singoletto
{y} & una particolare scatola limitata) e verificano

gm(z) < f(2) <hp(z)  VzeR".
Sia N € N tale che il supporto di f sia contenuto in Ey := [N, N]™. Allora vale

XEo inf f < Gm < f < hin <xmosupf, percui b — gm| < 2xm, sup |f| € L'(R").
v Rﬂr Rn

Fuori da (J,,, Am, che & un insieme al pitt numerabile, e quindi trascurabile secondo Lebesgue, le funzioni
Jm, hm coincidono con g,,, hy, rispettivamente. Poiché h,, — g.» — 0 quasi ovunque, anche h,, — g, — 0
quasi ovunque per m — +o00. Per il teorema della convergenza dominata

og/ ﬁmdAn—/ gmd)\n:/ (B — Gm) dXp — 0 per m — +o0.

Con questo e dimostrato che f € integrabile secondo Riemann.

. Essendo la f integrabile secondo Riemann, per il teorema di Vitali-Lebesgue la f ¢ continua quasi ovunque.
L’insieme dei punti xy di continuita & ovviamente contenuto nell’insieme dei punti in cui esiste finito il
lim,_.,, f(z), ma non necessariamente coincidono. Abbiamo in pratica dimostrato la seguente estensione
del teorema di Vitali-Lebesgue:

Teorema. Se f:R™ — R é a supporto compatto e limitata allora si equivalgono le condizioni:

1) f é integrabile secondo Riemann;
2) f é continua in quasi ogni punto di R™;
3) per quasi ogni xg € R™ esiste finito il lim,_,,, f(x).

. Supponiamo che il lim,_,,, f(z) esista finito per ogni € R™. Dimostriamo che |f| & limitata ragionando
prima per successioni: sia x,, € R™ una successione tale che |f(x,)| — sup|f|. Se f non & identicamente
nulla (caso banale), x, dovra cadere definitivamente nel supporto di f, che ¢ limitato. Pertanto la z, &
limitata, e possiamo estrarne una sottosuccessione x,, convergente a un certo Z. Se x,, assume infinite
volte il valore = allora limy_, 4o f(zn,) non puo essere che |f(Z)|. Se x,, invece ¢ definitivamente diverso
da T allora per ipotesi limg_, 4o f(Zy, ) coincide col limite lim,_,z f(z), finito per ipotesi. In entrambi i casi
il limy— 4 oo f(xn, ) = sup|f]| & finito.

Possiamo anche ragionare per intorni e ricoprimenti. Per ogni o nel supporto di f esiste £;, € R e (prendendo
per esempio € = 1) un intorno aperto Uy, di ¢ tale che

v € Up \{z0} = |f($)_£xo|§1 = |f(@)] < x| + 1.

Quindi
r €Uz, = ‘f(x” Smax{|€x0|+1,|f(l‘o)|} =: Ry, < +00.

La famiglia degli intorni aperti Uy, al variare di z( ricopre il supporto di f che & compatto. Quindi esistono
T1,Ts,...,Tr € R™ tali che
k

supp f C U U, -

i=1

Pertanto
sup |f| = sup |f] < max{Ry,,Ra,,..., Ry, } < +00.
RTL

supp f

La f ha necessariamente massimo e minimo?
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11 grafico della funzione integranda f(z) := e~ % sen/z &
compreso fra i grafici di  — +e™*. Quindi la funzione e )
in L1([0, +o0]): '

+oo +oo
/ |f(x)| dz = / e " |sen /x| dx < N
0 0

+oo
< / e Tdx = [—e‘w]Jroo =
0

0
2 2 -7
=1< +4o00. 16 L-TE
- T——e "
L’integrale di f su [0,4o0[ ha senso. Possiamo provare
a calcolarlo sviluppando il seno in serie di Mclaurin. La
serie del seno con argomento generico y é:
too y2n+l
seny = o vy € R.
Y T;( Vo Y

Sostituiamo y = 1/ e applichiamola al nostro integrale:

/O+°O e~ sen /7 dz = /O+Oo s (f(—l)"%)day _ /Om = (f(—m%)m _

n=0 n=0

-/ +°° (imw))dm

fulw) = 7" (=1)"

dove
l.n—i— 1/2

2n+1)1°
Due pratiche condizioni sufficienti perché si possa integrare per serie sono che o le funzioni da sommare siano

tutte positive, oppure che la somma delle loro norme in L' sia finita. Il primo criterio nel nostro caso non
si puo usare. Proviamo col secondo:

[l = /+Oof (x)|dx—/+oo‘e—w(_1)nLl/2 dx—#/Jrooan/ze—wdx_
n||L1([0,400[) — o n = ; (2n+1)' = (2n+1)' ; —

1 oo
*JO

L’ultima forma dell’integrale fa riconoscere un valore della funzione T':

T 3
it otonp = 2F2)
’ (2n +1)!

Chiamiamo per brevita a,, := || fn|/r1. Grazie alla formula fondamentale della funzione Gamma I'(z + 1) =
aT'(x) e al valore notevole I'(1/2) = /7 possiamo ricavare una relazione ricorsiva per a,:

_Tn+3+1)  (e+3TR+3) Znts Tn+3)
T T on+ ) Cn+ D)I(2n+3)(2n+2)  (2n+3)2n+2) 2n+ 1)
1
BT
ap = F(?’l/z) = r(% +1) = %r(1/2) - g

5
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I primi termini della successione si possono scrivere cosi:

RS (NS SRS RGN

M=% BTy T o1 T T2 et
1 1 1 1

BTI3? T3 e T B 320"
1 1 1 1

ay = —a3 = 5—

T1a® T B 32 )T m 432 )

Si indovina ora la formula generale
1 T

4n .l o = 22n+1 . pl”’

che verifica le relazioni ricorsive, come si vede subito. Se si ricorda la formula generale per I'(n + 1/2):

ap =

(2n — 1!
271

(2n —1)!

I'n+1/2) = \/7?:22’1_1—(71—1)'\/% pern>1,

la si puo usare per ricavare a,, piu speditamente:

T(n+3/2) (2n+1)! 1 JE

= o)) 2t VT @n+1)l 220t pl”

Ora la serie delle a,, converge e addirittura la sua somma ¢ una formula elementare, se ci si ricorda della
serie di Taylor della funzione esponenziale

~+o00 +o00
VT \/— _ VT /4
nZ:o 1 faller = Za” - Z 22ntl .l 9 9 < +o0.

Possiamo ora integrare per serie nell’integrale originale:

/()+Oof(x)dx /OJFOO(Tifn(I))dxf/ﬂo d:cf/ﬁo — %dx_

+o0o +oo
= S = S g = S S

n=0 n=0

- gefl/‘* ~ 0,69.
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