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1. Sia (X,M, µ) uno spazio di misura, f :X → R una funzione misurabile, e c > 0, p ≥ 1 due
costanti. Dimostrare che µ({x ∈ X : |f(x)| ≥ c}) ≤ ‖f‖p

p/cp.

2. Per x ∈ [0, 1] poniamo f(x) = 0 quando x è razionale, mentre se x è irrazionale sia f(x) = n,
dove la prima cifra decimale non nulla di x dopo la virgola è l’n-esima. Dimostrare che f
è misurabile e calcolarne l’integrale su [0, 1].

3. Sia [a, b] un intervallo compatto, fn: [a, b] → R una successione di funzioni di classe C1 tali
che n 7→ fn(a) converga, e che la successione delle derivate f ′n converga puntualmente a una
funzione g: [a, b] → R. Supponiamo inoltre che esista h ∈ L1(a, b) tale che |f ′n(x)| ≤ h(x)
per ogni n e per ogni x ∈ [a, b].

a. Mostrare che g ∈ L1(a, b), e che fn converge puntualmente a una funzione f : [a, b] → R
tale che f(x) = f(a) +

∫ x

a
g(t)dt. Inoltre se x ∈ [a, b] è un punto in cui g è continua, allora

f è derivabile in x e f ′(x) = g(x).
(Teorema fondamentale del calcolo applicato alle fn e convergenza dominata. . . )

b. Mostrare che le fn convergono uniformemente su [a, b].

4. Dimostrare che
∫ +∞

0

senx

ex − α
dx =

+∞∑
n=1

αn−1

1 + n2
se |α| < 1. E quando α = ±1?

(Usare la formula per la somma geometrica r/(1−r) =
∑+∞

n=1 rn e l’integrazione per serie).

Punti: 10, 12, 10+5, 15.


