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1. Sia (X,M, µ) uno spazio di misura, sia f ∈ L1(µ), e sia ε > 0. Allora esiste un insieme

Aε ∈M di misura finita e tale che
∫

X\Aε

|f |dµ < ε.

2. Consideriamo la successione di funzioni fn(x) :=
( n + x

n + 2x

)n

per x ≥ 0, n ∈ N. Dimostrare

che la successione è monotona al variare di n, e calcolarne il limite puntuale. Calcolare

lim
n→+∞

∫ +∞

0

fn(x)ex/2dx e lim
n→+∞

∫ +∞

0

fn(x)e−x/2dx.

(Si può usare la disuguaglianza log(1 + x) ≤ x).

3. Sia f : R → [0,+∞[ una funzione misurabile secondo Lebesge, e per ogni n ∈ N conside-
riamo l’insieme An := {x ∈ R | n ≤ f(x) < n + 1}.

a. Supponiamo che An abbia misura finita > 0 secondo Lebesgue per ogni n. Dimostrare che
allora esiste g ∈ L1(R) tale che f · g /∈ L1(R).
(Prendere g =

∑
anχAn

per un’opportuna successione an. . . ).

b. Supponiamo che An abbia misura > 0 (non necessariamente finita) secondo Lebesgue per
infiniti valori di n. Dimostrare che allora esiste g ∈ L1(R) tale che f · g /∈ L1(R).

Punti: 12, 15, 12+10.


