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1.a. Sia f : R → R una funzione limitata e nulla al di fuori di un intervallo limitato. Dimostrare
che f è integrabile secondo Riemann se e solo se per ogni ε > 0 esistono due funzioni
g, h: R → R continue tali che g ≤ f ≤ h e

∫
R(h− g)dλ < ε.

(Una funzione a gradino si può approssimare dall’alto o dal basso con una funzione
continua. . . )

b. Data una g: R → [−∞,+∞], si dice che g è semicontinua inferiormente se ∀α ∈ R l’insieme
{x | g(x) > α} è aperto, ed è semicontinua superiormente se ∀α ∈ R l’insieme {x | g(x) <
α} è aperto. Dimostrare le seguenti affermazioni: g è semicontinua inferiormente se e solo
se −g lo è superiormente. Se gi è semicontinua inferiormente per ogni i ∈ I, allora supi∈I gi

è ancora semicontinua inferiormente; se gi è semicontinua superiormente per ogni i ∈ I,
allora infi∈I gi è ancora semicontinua superiormente. Infine, una funzione g: R → R è
continua se e solo se è semicontinua sia superiormente che inferiormente.

c. Sia f : R → R una funzione limitata e nulla al di fuori di un intervallo limitato. Dimostrare
che f è integrabile secondo Riemann se e solo se esistono g, h: R → R semicontinue rispet-
tivamente inferiormente e superiormente tali che g ≤ f ≤ h dappertutto, e g = h quasi
ovunque (rispetto alla misura di Lebesgue).
(Per una delle implicazioni, osservare che nei punti x in cui g(x) = h(x) la f risulta
continua. . . )

2. Sia (X,M, µ) uno spazio di misura, e sia f :X → R misurabile tale che
∫

X
ep0fdµ < +∞

per almeno un p0 > 0. Dimostrare che allora

lim
p→+∞

1
p

log
∫

X

epfdµ = sup ess f .

(Cosa succede a ‖g‖p per p → +∞?)

3. Calcolare (giustificando i passaggi) il lim
x→1

∫ +∞

0

txe−t2dt.

Punti: 10+10+10, 15, 10.


