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1. Sia F : R → R una funzione di classe C1, sia I un intervallo, e sia y: I → R tale che
y′(t) = F ′(y(t)).

a. Mostrare che dF (y(t))/dt = y′(t)2 ≥ 0.
b. Mostrare che |y(t1)− y(t0)| ≤

√
t1 − t0

√
F (y(t1))− F (y(t0)) se t0 ≤ t1 ∈ I.

(Teorema fondamentale del calcolo e disuguaglianza di Hölder).
c. Supponiamo che F sia limitata. Mostrare che t 7→ y(t) è uniformemente continua.

2. Sia U il cerchio unitario di C e F : U → R definita da F (eit) := t se 0 ≤ t ≤ π, F (eit) := π+t
se −π < t < 0. Indichiamo la base hilbertiana usuale di L2(U) con un(z) := zn per n ∈ N,
z ∈ U. Calcolare i coefficienti di Fourier di F rispetto alla base un.

3. Sia H uno spazio di Hilbert, D,M due sottospazi chiusi, e PD, PM le rispettive proiezioni
ortogonali. Supponiamo che PDy ∈ M per ogni y ∈ M . Prendiamo x ∈ D.

a. Mostrare che ‖x− PDPMx‖ = ‖PD(x− PMx)‖ ≤ ‖x− PMx‖.
b. Mostrare che PDPMx è un punto di M non più distante da x di quanto lo sia PMx.
c. Mostrare che PMx ∈ D.

Punti: 5+15+10, 15, 8+8+8.


