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Sia X un insieme e f: X — R una funzione. Poniamo M := {f~1(E) : E € B(R)}, dove
B(R) ¢ I'insieme dei boreliani di R.

. Dimostrare che M ¢ una o-algebra su X e che f ¢ M-misurabile.
. Mostrare che xy-1(p) = (xg) o f se E CR.
.Se Fy,....E,,...CReA,...,\n,... >0 allora
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> gy = (XA, ) o
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. Se g: X — [0, +00[ ¢ una funzione M-misurabile, allora esiste una ¢: R — [0, +00] boreliana

tale che g = p o f. Inoltre su f(X) la ¢ é finita.
(Una funzione M-misurabile positiva si puo sempre scrivere come g = > A, XF,, con
F,e M, \, >0...)

. Sia g: X — R una funzione M-misurabile. Dimostrare che esiste p: R — R boreliana tale

che g = po f. Se f(X) =R allora ¢ ¢ unica.
(Applicare il caso precedente a g7 e a g~ ; I'insieme dei punti dove ™ = ¢~ = +o0 &
boreliano. . .)

1
Calcolare i1  lim i sen T
n—+oo Jp 1+ 23

dx, giustificando il risultato.

Calcolare i coefficienti di Fourier rispetto alla base hilbertiana classica della funzione sul
cerchio unitario che vale 1 nel primo quadrante e 0 altrove. Scrivere I'identita di Bessel
corrispondente.

Punti: T4+5+5+7+8, 15, 15.



