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1. Mostrare che

lim
n→+∞

∫ n

0

(
1− x

n

)n

xα−1dx =
∫ +∞

0

e−xxα−1dx .

(Si può usare la disuguaglianza log(1 + t) ≤ t ∀t > −1).

2. Sia f ∈ L1(R). Dimostrare che

lim
h→0

∫
R

∣∣f(x + h)− f(x)
∣∣dx = 0 .

(Fissato ε > 0 esiste gε: R → R continua a supporto compatto e tale che ‖f − gε‖1 < ε;
aggiungere e togliere termini opportuni dentro il valore assoluto. . . ).

3. Sia D := {z ∈ C : |z| ≤ 1}. Per z ∈ C poniamo ϕ(z) = z se z ∈ D, ϕ(z) = z/|z|
altrimenti. Sia (X,M, µ) uno spazio di misura, e poniamo C := {f ∈ L2(µ) : f(x) ∈
D per q.o. x ∈ X}.

a. Mostrare che C è un sottinsieme convesso e chiuso di L2(µ). È un sottospazio vettoriale?
b. Mostrare che per ogni z ∈ C il punto di D più vicino a z è ϕ(z).
c. Sia f ∈ L2(µ). Mostrare che l’elemento di C più vicino a f nella norma di L2(µ) è ϕ ◦ f .

Punti: 15, 15, 5+5+5.


