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1. Sia [a, b] un intervallo compatto di R, c, d ∈ R, ϕ: R → R una funzione convessa. Sia X
l’insieme delle funzioni f : [a, b] → R di classe C1 e tali che f(a) = c, f(b) = d. Per tali f

poniamo Φ(f) :=
∫ b

a
ϕ(f ′(x))dx.

a. Mostrare che per ogni f ∈ X vale la disuguaglianza

Φ(f) ≥ (b− a)ϕ
(d− c

b− a

)
.

(Usare la disuguaglianza di Jensen).
b. Mostrare che la funzione Φ su X ha minimo globale, che viene raggiunto quando f è lineare

(affine).
c. Mostrare che fra le funzioni di X, quella il cui grafico ha minima lunghezza è quella lineare

(affine).
(Scegliere ϕ(x) =

√
1 + x2. . . ).

2. Sia (X,M, µ) uno spazio di misura positiva, f ∈ L1(µ), f ≥ 0, con
∫

X
f dµ > 0. Calcolare

lim
n→+∞

∫
X

n
(√

1 +
f

nα
− 1

)
dµ

in funzione del parametro α > 0.
(Se α ≥ 1 mostrare che l’integrando è dominato da f).

3. Mostrare che l’insieme delle funzioni continue, lineari a tratti e a supporto compatto è
denso in Lp(R) se 1 ≤ p < +∞.
(Usare il teorema di Lusin e l’uniforme continuità).

Punti: 5+5+5, 15, 15.


