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1. Consideriamo la successione di funzioni

fn(x) :=
(
1 +

nx

n2 + 2

)n

.

Sia g(x, n) := (∂ ln fn(x))/(∂n) (considerata n come variabile reale).
a. Mostrare che g(x, 1) è una funzione crescente e positiva di x per x ≥ 0.
b. Mostrare che, per x ≥ 0 fissato, g(x, n) è una funzione crescente di n per n ≥ 1.
c. Mostrare che fn+1(x) ≥ fn(x) per ogni x ≥ 0, n ≥ 1.
d. Calcolare il

lim
n→+∞

∫ +∞

0

1
fn(x)

dx ,

giustificando i passaggi.

2. Siano {uα : α ∈ A} e {vβ : β ∈ B} due famiglie (anche non ortogonali) di vettori in uno
spazio di Hilbert H e tali che

∑
α‖uα‖ < +∞,

∑
α‖vβ‖ < +∞, e poniamo x :=

∑
α uα,

y :=
∑

β vβ . Dimostrare che la famiglia dei prodotti scalari a due a due {(uα | vβ) :
(α, β) ∈ A×B} è sommabile in C e vale l’uguaglianza

(x | y) =
∑

(α,β)∈A×B

(uα | vβ) .

3. Calcolare i coefficienti della serie di Fourier della funzione F definita sul cerchio unitario U
di C da F (eit) := t(t− 2π), t ∈ [0, 2π[, rispetto alla base ortonormale un(z) := zn, n ∈ Z.
La serie di Fourier di F converge in L2(U)? Le somme parziali convergono puntualmente?
Uniformemente?

Punti: 5+8+8+8, 15, 18.


