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1. Consideriamo la successione di funzioni

fn(x) :=
4n2 − n

16n4 − n2 + (x2 − n)2
.

a. Mostrare che per ogni x ∈ R e per ogni n ≥ 1 vale l’uguaglianza

1
2x2
− fn(x) =

(x2 − 4n2)2

2x2
(
16n4 − n2 + (x2 − n)2

) .
b. Mostrare che per ogni x ∈ R e per ogni n ≥ 1 si ha che fn(x) ≤ 1/5.
c. Mostrare che fn ∈ L1(R) e calcolare il

lim
n→+∞

∫
R
fn(x) dx .

2. Sia X un insieme e f :X → R una funzione. Poniamo M := {f−1(E) : E ∈ B(R)}, dove
B(R) è l’insieme dei boreliani di R.

a. Dimostrare che M è una σ-algebra su X e che f è M-misurabile.
b. Mostrare che χf−1(E) = (χE) ◦ f se E ⊂ R.
c. Se E1, . . . , En ⊂ R e λ1, . . . , λn ∈ R allora

n∑
k=1

λkχf−1(Ek)
=
( n∑
k=1

λkχEk

)
◦ f.

d. Se ϕn:R→ R è una successione di funzioni che converge puntualmente a ϕ:R→ R, allora
ϕn ◦ f converge puntualmente a ϕ ◦ f .

e. Sia g:X → R una funzione M-misurabile. Dimostrare che esiste ϕ:R → R boreliana tale
che g = ϕ ◦ f .
(Cominciare dal caso in cui g è funzione M-semplice. . . )

Punti: 8+5+10, 8+4+4+4+8.
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