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o arctan(t + 2x)

14 ¢2 dt.

Consideriamo la funzione F(z) := /

— 00

. Trovare I'insieme D dei valori di « € R per i quali la F'(z) ¢ ben definita e a valori finiti.

La F' & continua su D? Trovare i limiti di F' agli estremi di D.

. La F' e derivabile su D? Qual’e la derivata?
. Dimostrare che F(z) = warctanz per tutti gli x € R.

(Integrare F”).
Sia F:IR? — R tale che per ogni (z,y) esista finito il

Flx+h,y+k)—F(x+hy) — F(zx,y+k)+ F(z,y)

lim
(h,k)—(0,0) hk
hk#0

= f(xvy)

2 e per ogni € > 0 esiste d(z,y) > 0 tale che se

|h| < d(z,y) e k] < d(z,y) allora [F(z + h,y + k) — F(x + h,y) — F(z,y + k) + F(x,y) —
f(z,y)hk| < ehk.

. Riprendiamo gli €,0 del punto a. Se R = [a1,az] X [b1,b2] con punto marcato (z,y) &

un rettangolo adattato a d, dimostrare che |F'(ag,b2) — F'(az,b1) — F(a1,b2) + F(a1,b1) —
f(z,y) vol(R)| < e vol(R).

. Se II & una suddivisione “a griglia” di [0, 1] x [0, 1], adattata alla § dei punti precedenti,

e S(f,II) e la relativa somma di Riemann, allora |F(1,1) — F(1,0) — F'(0,1) + F(0,0) —
S(f, )| < e.

. Generalizzare il punto c al caso di suddivisioni non necessariamente a griglia. Concludere

che f & integrabile secondo Henstock-Kurzweil su [0, 1] x [0, 1], e I'integrale vale F'(1,1) —
F(1,0) — F(0,1) + F(0,0).

. Se F & di classe C? allora f(z,y) esiste ed & la derivata seconda mista 9% f/(0z0y).

(Si puo usare per esempio il teorema del valor medio di Lagrange).

Se G,H:R — R sono funzioni derivabili ovunque (non necessariamente con derivata
continua), allora la funzione F(z,y) := G(z)H(y) verifica le ipotesi di cui sopra, con
f(z,y) = G'(x)H'(y). Concludere che la funzione (x,y) — G'(x)H'(y) ¢ integrabile
su [0,1] x [0,1] e [ |G (2)H'(y) dw dy = (G(1) — G(0)) (H(1) — H(0)).

0,1]x[0,1

Punti: 5+7+7+10, 5+5+10+10+10+10.
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