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1. Sono dati due numeri α, β > 0. Poniamo fα(x, y) := 1/xα se x 6= 0, fα(x, y) := 0 se x = 0,
Eβ := {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] : 0 ≤ y ≤ xβ}. Dire per quali valori di α, β la fα è integrabile
su Eβ .

2. Mostrare che l’insieme E := {(x, y, z) ∈ R3 : 2x2 + 3y2 ≤ z ≤ 1 + x2 + y2} è misurabile
limitato in R2 e calcolarne il volume.
(Può convenire fare prima il cambio di variabili x = u, y = v/

√
2, e poi passare in

coordinate cilindriche).

3. Sia I un rettangolo in R2 e f : I → R una funzione continua. Fissati (x0, y0) ∈ I ed ε >
0, sia δ = δε(x0, y0) > 0 tale che se (x, y) ∈ I e |x − x0| ≤ δ, |y − y0| ≤ δ allora
|f(x, y)− f(x0, y0)| ≤ ε.

a. Fissati (x0, y0) ∈ I, ε > 0 e δ = δε(x0, y0) > 0, sia J := [a′, a′′] × [b′, b′′] ⊂ I. Dimostrare
che se x0 − δ ≤ a′ ≤ x0 ≤ a′′ ≤ x0 + δ, y0 − δ ≤ b′ ≤ y0 ≤ b′′ ≤ y0 + δ, allora∣∣∣f(x0, y0)µ(J)−

∫
J

f
∣∣∣ ≤ εµ(J) .

b. Fissati ε > 0 e il calibro δ di cui sopra, e presa una suddivisione Π di I adattata a δ,
dimostrare che |S(I, f,Π)−

∫
I
f | < εµ(I).

(Spezzare l’integrale su I nella somma degli integrali sui rettangolini della suddivisione).

Punti: 10, 10, 8+8.
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