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1. Dire se la funzione f seguente è integrabile su [0, 1]× [0, 1], e se s̀ı calcolarne l’integrale:

f(x, y) :=


1
x2

se 0 ≤ y ≤ x ≤ 1, x > 0,

1
y2

se 0 ≤ x < y ≤ 1,

0 se x = y = 0

2. Calcolare il volume del solido seguente:

E :=
{

(x, y, z) ∈ R3 :
√
x2 + y2 ≤ z ≤ 1− x2 − y2

}
.

3. Siano date due funzioni f, g:R → R. Dato un rettangolo R = [x1, x2] × [y1, y2] (x1 < x2,
y1 < y2), poniamo λ(R) := (f(x2)− f(x1))(g(y2)− g(y1)).

a. Verificare che se R1, R2 sono rettangoli non sovrapposti con un lato in comune, allora
R1 ∪R2 è ancora un rettangolo e λ(R1 ∪R2) = λ(R1) + λ(R2).

b. Siano x0 < x1 < . . . < xn, y0 < y1 < . . . < ym e Ri,j := [xi−1, xi]× [yj−1, yj ] per 1 ≤ i ≤ n,
1 ≤ j ≤ m. Mostrare che

λ
(
[x0, xn]× [y0, ym]

)
=

∑
1≤i≤n
1≤j≤m

λ(Ri,j) .

c. Sia A = {Rk : k ∈ A} una famiglia finita di rettangoli a due a due non sovrapposti, e la
cui unione sia uguale a un rettangolo R. Dimostrare che λ(R) =

∑
k∈A λ(Rk).

(Posto Rk = [x′k, x
′′
k ] × [y′k, y

′′
k ], sia n(A) + 1 la cardinalità dell’insieme degli x′k e degli

x′′k al variare di k ∈ A, e sia m(A) + 1 la cardinalità dell’insieme degli y′k, y
′′
k ; quando

#(A) = n(A)m(A) siamo nel punto b; ragionare per induzione sul valore della differenza
n(A)m(A)−#(A) usando il punto a).

Punti: 10, 10, 5+10+15.
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